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CALCUL EFFICACE DE CORPS DE DECOMPOSITION

SEBASTIEN ORANGE, GUENAEL RENAULT, ANNICK VALIBOUZE

Résumé

Nous proposons de nouvelles idées pour le calcul efficace du corps de décompo-
sition d’un polynoéme d’une variable sur un corps parfait. Ces idées accélérent
tous les algorithmes existants mais aussi les rendent compatibles en compen-
sant leurs faiblesses respectives. Il s’agit d’exploiter d’une part les groupes de
Galois des facteurs du polyndéme dans les extensions mais aussi de calculer,
voir de pré-calculer, des relations avec les modules de Cauchy ou en permutant
d’autres relations.

Abstract

In this paper, we propose new ideas for the computation of the splitting field of
an univariate polynomial over a perfect field. This ideas can mixe two known
algorithms in a faster one by avoiding their respective drawbacks.

1. INTRODUCTION

Dans cet article, k désignera un corps parfait et f un polynéme irréductible sur k
et de degré n. Sous ces hypothéses, les racines aq, s, ..., a, de f dans une cloture
algébrique k de k sont distinctes et, en tant que groupe de permutations, le groupe de
Galois Galg(f) de f sur k est isomorphe & un sous-groupe transitif de S,,, le groupe
symétrique de degré n.

Déterminer le corps de décomposition k(ay, . .., a;,) du polyndéme f revient a calculer
un ensemble triangulaire séparable ¥ de k[xy, ..., z,] engendrant un idéal maximal
I, appelé idéal des relations, vérifiant :

k(oq,...,cn) > klzy, ..., x,] /9.

L’objet de cet article est I’élaboration d’un algorithme efficace de calcul de I'idéal 901,
c’est-a-dire celui de I’ensemble triangulaire %.

Plusieurs méthodes exploitent les factorisations successives du polynome f dans les
extensions algébriques k(an), k(aq, aq), ..., ko, g, ..., «ap) (voir [20], [13], [2] et
[15]). Mais ces méthodes, dans leurs derniéres étapes, peuvent s’avérer trés cotiteuses
(voir infaisables) lorsque l'ordre du groupe de Galois de f est élevé.
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L’algorithme GaloisIdéal basé sur les idéaur de Galois évite les factorisations dans
les extensions (voir Paragraphe 9.2) Cet algorithme, appliqué & un idéal [, construit
récursivement une chaine strictement ascendante d’idéaux de Galois de f :

[1C[2C-~-C[T:9ﬁ.

Il est toujours possible de prendre pour [; l'idéal S des relations symétriques en-
gendré par 'ensemble triangulaire formé des modules de Cauchy de f (voir 8], [1§]
et [20]). A partir de S, 'idéal 9 est algorithmiquement calculable en une étape
(i.e. 7 = 2) (voir [3]). Mais ce calcul dépend de celui du polyndéme minimal d’un
élément k-primitif du corps des racines de f. L’algorithme GaloisIdéal diminue la
complexité du probléme en le décomposant en plusieurs étapes. La complexité du
calcul de l'idéal I;,; dépend fortement de la dimension du k-e.v. k[xq, ..., z,]/I; qui
vaut n! lorsque i = 1 et § = I;. Plus la dimension de k[zy, ..., z,]/9 est moindre
(c’est I'ordre du groupe de Galois), plus il est essentiel de calculer un idéal de Galois
distinct de & en un temps plus rapide que GaloisIdéal partant de I; = S.

Pour calculer 9%, nous disposons d’une troisiéme voie proposée dans [26]|. L’auteur y
calcule les degrés des monomes initiaux de ’ensemble triangulaire T engendrant 91
(voir [5]) puis, par I'algébre linéaire et les nombres p-adiques, il détermine les coeffi-
cients des monomes de T. Cette méthode suppose le groupe de Galois pré-déterminé
et pourtant n’exploite cette information que pour le calcul des degrés initiaux.

Dans 'algorithme de factorisations dans les extensions, il est possible d’extraire des
informations sur le groupe de Galois a travers les tables de rupture (voir Paragraphe
4). De plus, les modules de Cauchy des facteurs sont des relations dont certaines
appartiennent & T (voir Paragraphe 5). Nous évitons ainsi des factorisations dans
les extensions. Au lieu de poursuivre les factorisations “a ’aveugle”, il est possible
de construire un idéal de Galois dit induit (voir Paragraphe 5) et de calculer 'objet
indispensable & son utilisation : son injecteur dans 9 (voir Paragraphe 7.3). A par-
tir d’'un idéal de Galois dont I'injecteur n’est pas un groupe, nous verrons que nous
pouvons calculer extrémement rapidement un nouvel idéal J le contenant (voir Para-
graphe 8). A cette étape, nous disposons d'une liste de groupes de Galois candidats.
A partir de l'idéal J, il est alors possible de poursuivre la construction de ¥ avec
I'une des trois méthodes évoquées plus haut. Ces idées donnent des résultats excel-
lents puisqu’elles permettent de mixer toutes les méthodes connues en les optimisant
individuellement. De plus, mixer ces méthodes compense leurs faiblesses respectives
(ordre élevé pour la factorisation, bas pour GaloisIdéal, pré-calcul du groupe de
Galois pour la troisiéme).

Au paragraphe 9, nous décrivons une méthode pour construire un algorithme de
construction de T. Pour simplifier la présentation, cette description s’arréte a la
factorisation dans la premiére extension et termine la construction avec GaloisIdéal
sans faire appel a d’autres outils de détermination du groupe de Galois ou a d’autres
méthodes pour calculer des relations de ¥. Pour I’élaboration d'un algorithme efficace,
il faut poursuivre I’étude dans les extensions supérieures et mixer toutes les méthodes.
Dans le paragraphe 10 et a titre d’illustration, nous étudierons cet algorithme simplifié
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en degré 8 car il offre un panel complet des situations possibles. Le paragraphe 11
est dédié a I'implantation et a ’expérimentation.

Les polyndémes utilisés a titre d’illustration sont extraits de la base de données de G.
Malle et J. Kliiners (voir [11] et [12]).

2. NOTATIONS

Nous adopterons les notations et conventions suivantes :

— Pour tout idéal I de k[zy, ..., x,], la variété affine de I dans En, i.e. I’ensemble
des n-uplets de k" annulant 'idéal I, est notée V' (I) et M(I) désigne 'ensemble
des idéaux maximaux contenant I.

— Soit V € k" ; Vidéal Idy(V) est I'ensemble des polynomes de k[z1, ..., x,]
s’annulant sur V.

— L’ensemble des permutations d’un ensemble fini £ est noté Sg. Lorsque E
désigne 'ensemble {1,...,n}, Sg est noté S,,.

— Si L un sous-groupe de Sg, le fixateur dans L d'un élément e € E est noté
Liey et est considéré comme un sous-groupe de Sg e}

— Le produit direct S, x --- xS, de groupes symétriques est noté S,, . n,.-

— Pour tout sous-groupe H de S, et tout o € S, nous posons H° = cHo .

— L’ensemble des orbites de {1,...,n} sous I'action naturelle d'un sous-groupe
G de S, est noté Orb(G).

— Soit 0 € S,,. Pour tout n-uplet u, nous posons o.u = (ug(l), e ,ua(n)) et,
pour tout P € k[zy,...,x,], nous posons 0.P = P(Zs1y, .., To@m))-

— Soit o € §,. Soit E un ensemble sur lequel S, agit. Notons . cette action.
Pour toute partie P C E, toute partie L de S, et tout élément e € E, nous
posons 0. P = {op|p€ P}, LP={0.P | 0 € L} et L.e = L{e}.

— Pour tout anneau A et toute partie non vide £ de A, nous noterons (E) ,
I'idéal engendré par F dans A.

Si G est un sous-groupe d’'un sous-groupe H de S, et {01G,...,0.G} sont les classes
a gauche de H mod G alors 'ensemble {oy,...,0.} est appelé une transversale a
gauche de H mod G. Les transversales a droite se définissent de la méme maniére.

Dans toute la suite de cet article, & = (v, ..., a,) € k™ désignera un n-uplet de n
racines distinctes de f (supposé irréductible).

3. IDEAUX DE GALOIS
Les définitions et les résultats non démontrés ci-aprés sont repris des articles [23] et
[24]. La notion de stabilisateur a toutefois été étendue a celle d’injecteur.
Dans tout ce paragraphe, nous noterons K une extension algébrique de k, nous fixons

L un sous-ensemble de S, et l'idéal I = Idg(L.cv).

Définition 3.1. L’idéal I est appelé un idéal de Galois de f (sur K). Deux idéaux
de Galois particuliers sont 1’idéal des a-relations

M= Ildx({a}) et S=I1dk(S,.a)
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La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux de Galois.

Proposition 3.2. Un idéal propre de K1, ..., x,] est un idéal de Galois de f si et
seulement st il contient les modules de Cauchy de f.

Il s’ensuit naturellement le nouveau corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Soient K1, Ky deux extensions algébriques de k telles que K1 C Ks.
Si I (resp. J) est un idéal de Galois de Ki[xq,...,x,] (resp. Kslz1,...,x,]) alors
les deux idéauz suivants sont des idéaur de Galois :

(1) L’idéal de Ks[xy,...,x,] engendré par I. Cet idéal est obtenu par extension
des scalaires et s’exprime sous la forme du produit tensoriel Ko Qp, 1.
(2) L’idéal Ki[xq,...,x,) N J trace de J dans Ki|xq, ..., x,)].

Définition 3.4. L’injecteur Inj(J, J') d’'un idéal J dans un idéal J’ est I'ensemble
des permutations o de S,, qui vérifient o.J C J'.
L’injecteur de I relatif a v est 'injecteur de I dans 90, noté aussi Inj(7, a).

La variété V (I) est donnée par :

(3.1) V(I)={oa | c€nj(I, M)} (=Inj(/,M).a)

et comme le polyndéme f est séparable,

(3.2) Card(Inj(Z,9)) = Card(V (1))

En remarquant que Idx(o.a) = o~1.9, nous avons donc :

(3.3) I= () o'm=()o'Mm
o€lnj(1,9) oeL

et 'ensemble M(I) des idéaux maximaux contenant I est

(3.4) M) ={o'M | c €njl, M)} ={c"' M | 0 € L}
Les injecteurs de I'idéal de Galois I sont tous reliés par la proposition suivante :
Proposition 3.5. Si o € S,, alors Inj(I,0.90t) = o Inj(I,IMN).

Démonstration. Car pour tout R € I, et 7 € Inj(/,0.9), nous avons 7.R € ¢. 90 si
et seulement si 6 '7.R € M ; i.e. 7 € o Inj(I,M).

Remarque 3.6. L’identité (3.1) fait apparaitre que 'idéal I est entiérement déterminé
par un n-uplet de k sur lequel il s’annule et par son injecteur relatif a ce n-uplet.
Ainsi, U'injecteur de [ relatif & a est de nature géométrique. En effet, pour toute
extension algébrique K’ de K, nous avons :

Inj(I,Idg(a)) = Inj(K' @k I, [dg(a))
qui s’écrit plus simplement

(3.5) Inj(I,a) =Inj(K' @k I, ).
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Exprimons [ sous la forme d’une décomposition de I en idéaux deux-a-deux comax-

1maux :
m
I=(\MN: .
i=1

La variété de I s’écrit alors comme l'union disjointe des variétés V(N;) et 'égalité
3.1 permet d’exprimer 'injecteur de [ relatif a 9t comme 'union disjointe suivante :

(3.6) Inj(Z, 9) = (NG, D) + Inj(Na, 1) + ...+ Inj( N, D) .

Proposition 3.7. Soit E une partie de S,. Les deux assertions suivantes sont équiv-
alentes :

(1) il existe e M(I) tel que E C Inj(I,M) ;

(2) Vidéal (I U E.1)pia, ..., est de Galois (i.e. distinct de k[xy, ..., x,]).

Démonstration. L'idéal J de k[xq, ..., x,] engendré par IUE.I est un idéal de Galois
si et seulement §’il est un idéal propre de k[xq,...,x,] (voir Proposition 3.2). De
I’égalité 3.3, nous déduisons que :

J # k[xy, ..., x,] ssi n NU EDk,,...zn 7 K21, ... 2]
NeM(I)

ssi IN e M), NUEL)ia,,..an 7 ko1, .., 20
ssi INMe M), ELCN

car O est maximal. O

Un injecteur peut étre un groupe ; c’est le cas, particulier et important en théorie de
Galois, de l'injecteur de tout idéal dans lui méme :

Définition 3.8. L’injecteur de I dans [ est le groupe de décomposition Dec(I) de I.

Définition 3.9. Le groupe de Galois Galg(a) de a sur K est le groupe de décom-
position de Idk({a}) ; i.e. c’est Dec(IMN).

Notations 3.10. Le groupe de Galois Galg(a) est isomorphe au groupe des K-
automorphismes de K(a) par 'application qui a tout élément 7 de Galy(a) as-
socie T dans Autg (K (a)) défini par 7(oy;) = ar(). L’action de Autg (K (o)) sur
K(a) est étendue naturellement & K (a)[xy,...,z,| par action sur les coefficients des
polynomes.

Nous convenons que Galg(f) désigne un conjugué de Galg(a) dans S,,.

Remarque 3.11. Pour tout 7 € Galg(«) et tout g € k(«)[z1, ..., x,], nous avons donc
deux notations distinctes :

— T(g) désignant le polynéme obtenu par 'action de 7 sur les coefficients de g
et
— 7.g désignant le polynome g(z-(1y, ..., Tr(n))-

Le lemme suivant sera utilisé pour montrer la proposition 7.1.



6 SEBASTIEN ORANGE, GUENAEL RENAULT, ANNICK VALIBOUZE

Lemme 3.12. Pour tout idéal J de k(a)[zy,...,x,] et tout T € Galk(a), nous avons
lidentité suivante :
(3.7) nj(7(J),a) = 7Inj(J,a) .

Démonstration. Pour V un sous-ensemble de S,,.«, montrons que :
(3.8) Ty (V) = ITdp) (V).

Avec les notations de I’énoncé, nous avons les égalités successives :

Idy)(T.V) = m (1= Bra)s - > Tn = Br(n)) k@)[e1,..zn]

Bev
= ﬂ <F<.§L’1 - ﬁl)u <o 7F(xn - Bn»k(g)[ml ..... ZTn]
Bev
= ﬂ (< 617 SRR Bn> Hk(@)[21,e-ms a:n]))
Bev
= F(m<l‘1—61,..., 671) k(a)[z1,..., xn})
Bev
= T(dy(V))
ou l'avant derniére égalité est obtenue car T est k-automorphisme de l'algebre k(a)[z1, . . ., ,].
Montrons maintenant que :
(3.9) j(7(J), Tdpa)(@) = Wj(/,7 " (Idia)(a)) -

Nous avons les égalités suivantes :

Inj(7(J), ldyeo)(a)) = {o €S, |VP eT(J), 0.P € ldya(a
= {o€S,|VP e J, o7(P) € Idyeu)(a
= {0€S,|VP e J T(0.P) € Idy)(a
= {0€8,|VPeJ oJeT (Idyu(a)},

d’ou le résultat. Pour terminer, les égalités successives suivantes prouvent l'identité

(3.7)

Inj(7(J), Idpw) (@) = Ij(J,7 ' (Idye())), d’apres Iidentité (3.9) ,
Inj(J, Idye) (77 .a)), d’apres identité (3.8),
= 7Inj(J, Idr)(a)), d’aprés la proposition 3.5. O

)}
)}
)}

La proposition suivante permet, sous certaines conditions, de déterminer un injecteur
de I'idéal I.

Proposition 3.13. Si I C 9 alors Dec(I) C Inj(1,9M) et
Inj(1,9M) = Dec(M)L (={gl | g € Dec(M), l € L}).

Soit e l'entier tel que Card(Inj(I,9)) = e.Card(Dec(9M)). L’injecteur Inj(I, M)
s’écrit comme une réunion disjointe de e classes a droite :

(3.10) Inj(1,9) = Dec(9M) 7 + Dec(IM) 1o + - - - + Dec(IMN) 7,
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ou 7 =1id,...,T, sont des permutations de S,,. Ainsi, I se décompose comme inter-
section d’idéaux maximaux distincts :

(3.11) I=(\7n'm
=1

Proposition 3.14. Soit H un sous-groupe de S,,. Le groupe de décomposition de
lidéal I1dy (H.a) contient H.

Définition 3.15. (voir [5]) Un idéal de Klxy,...,z,]| est dit triangulaire s’il est
engendré par un ensemble triangulaire séparable.

Proposition 3.16. (Voir [5]) Si Inj(I,9M) est un groupe alors I est un idéal trian-
qulaire.

Dans cet article, tous les idéaux considérés seront triangulaires ou bien par construc-
tion ou bien par la proposition 3.16. Nous supposerons donc, a partir de maintenant,
que I est engendré par I'ensemble triangulaire séparable

T = {f1<l’1), f2<l’1,$2), e fn(ﬂj‘l, cey l’n)}
Définition 3.17. Le n-uplet £(I) défini par

L(I) = (degs, (f1),- .-, degs,(fn))
est appelé liste des degrés initiaur de I. Nous noterons deg,, (I) le i élément de la

liste L(1).

Notations 3.18. Pour tout groupe H C S, dans [5] il est montré comment calculer,
a partir de H, une liste identique a £(J) pour tout idéal de Galois J ayant H comme
injecteur. Cette liste est aussi notée L(H).

Comme l'idéal I est triangulaire, nous pouvons calculer le cardinal des injecteurs de
I par la formule suivante (voir Egalité (3.2)) :

(3.12) Card(V H deg,,(I) = Card(Inj(Z,M)).

La proposition suivante donne des condltlons équivalentes pour qu’un injecteur Inj(7, 9t)
soit un groupe ainsi qu’un test effectif :

Proposition 3.19. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Dec(I) = Inj(1,9Mm),

(2) Dec(9M) C Dec(I),

(3) Card(Dec(I)) = [[;_; dega, (1),

(4) les injecteurs de I dans les idéaux de M(I) sont identiques.
St l'une de ces assertions est vérifiée, ['idéal I n’admet qu’un seul injecteur : le groupe
Dec(I). Nous parlerons alors de l'injecteur de I.

Il est important de pouvoir tester si Dec(I) est l'injecteur de I car le groupe de
décomposition est rapidement calculable & partir de I (voir [1]) alors que le calcul de
Inj(Z,9) nécessite, a priori, la connaissance de 9. Néanmoins, dans le paragraphe
7, nous verrons qu’il est parfois possible de pré-déterminer de tels injecteurs.
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4. TABLE DE RUPTURE

Dans cette partie, nous montrons comment construire les tables de rupture. En degré
n, la table est pré-calculable car elle ne dépend que de la liste des classes de S,-
conjugaison des sous-groupes transitifs de S, (un seul représentant par classe suffit).
Elle discrimine partiellement ces groupes transitifs en fonction de I'action de leur
stabilisateur en 1 sur I'ensemble {1,2,...,n}. Cette table sera utilisée suite a la
factorisation du polynome f sur un de ses corps de rupture. Il apparaitra alors que
certains groupes ne peuvent étre le groupe de Galois de f sur k. Au paragraphe 7,
nous approfondirons 1'utilisation de cette table afin de déterminer un injecteur d’un
idéal de Galois de f construit a partir de sa factorisation sur un de ses corps de
rupture.

Proposition 4.1. Soient K une extension algébrique de k et g € K[z] un polynome
séparable de degré d. Notons Galk(g) le groupe de Galois de g sur K et O une orbite
de {1,...,d} sous laction de Galk(g). L’application

¢: Galg(9) — So,

induite par Uaction de Galg(g) sur O, a pour image le groupe de Galois du facteur
wrréductible g1 de g sur K donné par :

g1 = H(IE - @‘),
€O

ot les 3; sont des racines de g dans k.
En particulier, nous avons [’égalité Card(O) = deg(g1).

Comme le polynoéme f est irréductible, Panneau quotient k[x]/(f) est isomorphe au
corps k(ay) appelé corps de rupture de f. Nous pouvons donc appliquer la proposi-

tion 4.1 avec K = k(ay) et g = 22~ de groupe de Galois Galg (g) = Gali(f)qy-

(z—a1)?

Notations 4.2. Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

— T (n) désignera la liste des représentants des classes de conjugaison des sous-
groupes transitifs de S, du logiciel de calcul symbolique MAGMA (voir [0]).
Pour n < 15, ces listes sont celles de G. Butler et J. McKay (voir [7]).

— Le groupe nT; est le i-iéme groupe de T (n) retourné par 'appel a la fonction
TransitiveGroup(n,i) de MAGMA.

— La parité du groupe nT; sera indiquée par un exposant +.

Désormais Galg(f) désignera le groupe de T (n) conjugué a Galy(a).

A un groupe T de T(n), nous associons :

— Orp la suite des orbites induites par I'action de Ty sur {2,...,n} ordonnées
par cardinalité croissante ;

— A(T) la suite croissante des cardinaux des orbites de Or ;

— I(T') la suite croissante pour l'ordre < des groupes transitifs induits par
l'action de T§y sur les orbites de Op ou I'ordre < est défini par n,T;, < nyTj,
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ssi (n1,11) <per (M2,72), O <, est lordre lexicographique sur les couples
d’entiers.

Nous adoptons la notation exponentielle pour les suites finies d’entiers et de groupes ;
par exemple, la suite finie a, a, a, b, ¢, ¢ s’écrit a3, b, 2.

Définition 4.3. La table qui recense les images par I' et A de tous les groupes de
T (n) sera appelée la table de rupture en degré n.

(AT [ T T |
17 (1Ty)" 8Ty, 8T, , 8Ty , 8T, , 8T4"
13,22 | (1Th)3, (2T1)? 8Ty, 8Ty, 8Ty, 8T,
B4 (1Ty)3, 4T, 8T17
: (1Ty)3, 4TF 8T%
1,23 | 1Ty, (2Th)3 | 8Ts, 8Ty, 8T1s, 8Toy, 8151, 8155, 8Ts7, 813,
1Ty, 2T, 4T, 8Tyh
1,2,4 [1Ty,2Ty,4T5 8T15
1Ty, 2Ty, 4Ty 8Th, 8Ths, 8Ty, 8T30, 8135
| 32 1Ty, (377 )7 8Ty%, 8Ty%, 8T,
’ 1Ty, (313)? 8Ty,
177, 6T, 8Th3
1Ty, 6T, 8T,
16 1T, 6T 8Tss
: 1Ty, 6T 8T5,
1Ty, 6Ty 8T o
1Ty, 6T, 8Ty
5 4 3T, 4T, 8T5;, 8T5,, 8T
: 3Ty, 4T 8Ty, 8T,E, 8Ty, 8Tyr
7T 8Ty
T 8T55, 8Ty
7T, 8T)3
7 TS 8Tk
Ty 8T,

TABLE 1. Table de rupture en degré 8.

Nous allons décrire comment exploiter les tables de rupture pour obtenir des infor-
mations sur les groupes de Galois des polyndmes irréductibles.

Définition 4.4. Les facteurs irréductibles fi,..., f. de f(z)/(x — ay) dans k(aq)[x]
sont appelés les facteurs de rupture de f et sont supposés étre ordonnés par degrés
croissants.

Notations 4.5. Comme nous avons convenu que Gali(f) € T(n), nous pouvons

noter I'(f) la suite ['(Galg(f)) et A(f) la suite A(Galg(f)).

La proposition 4.1 montre que :
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— I'(f) est, & permutation des facteurs de méme degré prés, la suite
Galk(al)(fl)a BRI Galk(al)(fr)
- A(f) = deg<f1>7 s 7d€g<fr)'

La table de rupture donne des informations sur le groupe de Galois de f en fonction
de A(f) ou I'(f) et vice-versa, comme l'illustrent en degré 8 les exemples ci-apreés.

Exemple 4.6. Considérons le polynome irréductible sur £k = Q :
f=a%—42" + 142° — 82 — 1223 + 72?4+ 20 — 1.

En factorisant f dans son corps de rupture, nous obtenons quatre facteurs linéaires
et un facteur irréductible de degré 4. Nous avons donc A(f) = 13, 4. D’aprés la table
TAB. 1, Galg(f) est un conjugué de 8717 ou de 87T}%. Le discriminant 300416 = 2'2413
de f n’étant pas un carré dans Q, Galg(f) est donc le groupe impair 8777. On peut
aussi bien tester la parité avec le facteur fy qu’avec f.

Ezxemple 4.7. Sin = 8 et Galg(f) = 8T alors A(f) = 3,4 et la factorisation de f
sur k(aq) s’écrit :

f($) = (l‘ - al)fl(alvx)fQ(alvx) )
ou f1 et fo sont les facteurs de rupture de f de groupes de Galois respectifs 375 et
ATy sur k(aq).

La factorisation du polynéme f sur k(a;) étant donnée, deux informations sont alors
disponibles. D’une part, la table de rupture en degré n fournit une liste de groupes
candidats a étre le groupe de Galois. D’autre part, nous disposons des facteurs
de rupture de f a partir desquels nous construirons un idéal de Galois de f (voir
Section 5). Ces deux informations ne sont pas exploitées dans les algorithmes de
factorisation dans les extensions.

5. IDEAL DE RUPTURE ET IDEAL INDUIT

Posons K = k(ay) et considérons les facteurs de rupture fi,..., f. de f sur K|[z]
(voir Définition 4.4). Pour tout ¢ € [1,n], notons m; le degré en la variable x de f;,
posons (avec mg = 1) :

Xi= {xm0+"'+mi—1+17 s 7$m0+---+mi}
et notons 7', (a;) I'ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy du facteur
fi dans 'anneau de polynémes K[X;]. Nous avons {zs,...,z,} = X U---UX,,, .
Rappelons que A(f) = mq,...,m,. Dans Kl[zy,...,x,], I'idéal Z engendré par
I’ensemble triangulaire

{o1 - U Ty (21) U-- - UTY, (21)

est Iidéal de Galois de f sur le corps K d’injecteur Sy a(y) (voir [18]).

FExemple 5.1. Dans cet exemple, k désigne le corps des rationnels Q. Soit le polynéme
f=a®—a% —2* 4+ 2% + 1, irréductible sur k. Il se factorise sur son corps de rupture

k(o) en :

f=(—a)@+m)@® —al+a+ai - 1)@ + (o] —aj)z’ — 1)
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et A(f) =1,2,4. D’apreés la table de rupture en degré 8, Galg(f) est un sous-groupe
de 8T35. Les modules de Cauchy des facteurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sont
respectivement les deux ensembles de polynomes :

Ti(a) ={ ai—al+ai+af-1,
x4 + x3} dans k(aq)[xs, x4) et
Ty(an) ={ a5+ (af —ap)z3 -1,
Ty 4 13 + 2276 + w572 + (af — af)ws + (af — af)ws,

2 2 2 6 4
T7 + 25 + 5T + Ts5T7 + T + TeT7 + ] — Oy,

xg + x7 + 6 + x5} dans k(aq)[xs, z6, T7, 23] -
L’idéal de Galois de f dur K[z] d’injecteur Sj2 54 est engendré par I'ensemble trian-

gulaire 7' :
T = {1’1 — Oél} U {1’2 + .Tl} U Tl(ﬂfl) U Tg(ﬂ?l) .

Définition 5.2. Un idéal de Galois de f sur k(«aq) est appelé un idéal de rupture de
f. L’idéal T est appelé un idéal de rupture symétrique de f.

Remarque 5.3. A partir des facteurs de rupture de f, peuvent étre construits autant
d’idéaux de rupture symétriques que de permutations de S, laissant la suite A(f)
invariante (I'ordre des facteurs de rupture n’est pas unique dés que deux d’entre eux
ont le méme degré). Néanmoins, tous admettent S1,A(y) comme injecteur.

Notations 5.4. Dans toute la suite de cet article, I; et 91, désigneront des idéaux
de rupture de f vérifiant :

(5.1) IchL cm,

et M, = Idy(a,)(e) € M(I1). Nous supposons que I; posséde pour injecteur dans 9,
son groupe de décomposition que nous notons Inj(/;). D’aprés la proposition 3.16,
I'idéal I est engendré par un ensemble triangulaire

{56’1 — Qp, F2(1’17372)7 .. '7Fn<x17 cee 7$Un)}

ol les polynomes Fs, ..., F,, sont a coefficients dans k.

De I'idéal I; se déduit naturellement un idéal de Galois de f de Panneau k[z1, ..., ;]
(voir Corollaire 3.3) :

Définition 5.5. L’idéal induit de [ndéal I, est 'idéal I de Galois de f sur k défini
par :
[:[1ﬂk[l'17...,l'n].

Proposition 5.6. Posons Fy = f. L%déal I indwit de I, est engendré par [’ensemble :
T = {F1<.§U1)7 FQ(I‘l, SUQ), ey Fn<$1, e 7.’,17”)}
qui est triangulaire.

Démonstration. Car le polynome f est irréductible sur k. O



12 SEBASTIEN ORANGE, GUENAEL RENAULT, ANNICK VALIBOUZE

Proposition 5.7. Pour tout M € M(I), alors il existe N, € M(Z) tel que M est
induit de N, et

M) ={ocIM | o0 €nj(l,)}.
Autrement formulé :

M) = {1dp(B) | e V(L)

Démonstration. Le premiére assertion est évidente. Soit D1, I'idéal dont 9 est induit.
Nous avons Inj(/;) = Inj(Z;,M,). La proposition est démontrée par la suite d’égalités
suivantes.
I=0LnNkx,...,z,) = ﬂ o O Nklry, . x] = ﬂ oM
O'EInj(Il) UGInj(Il)

car Inj(/;) est un groupe. O

Proposition 5.8. Tout M € M(I) vérifie :
(1) Dec(9M) 1y C Inj(I1) C Siacp):
(2) Orb(Dec(M)1y) = Orb(Inj(11)) = Orb(Sy, a(p)) -

Démonstration. Nous pouvons supposer que 9 = M, Nk[zy,...,x,]. Nous obtenons
les inclusions inverses des injecteurs des idéaux de (5.1) :

Dec(ﬂﬁr) C IHJ([l) C Sl,A(f) . (*)
Des identités Dec(9,) = Dec(IM)s1y et Orb(Dec(IM)(1y) = Orb(S1,ap)) (par défini-

tion de A(f)), nous en déduisons, avec (x), les assertions (1) et (2) de la proposition.

U

Nous allons maintenant donner une décomposition de l'idéal I :

Proposition 5.9. Soit M € M(I) et soient 1q,...,T,, des permutations du groupe
Dec(9M) telles que, pour tout i € [1,n], 7;(1) =i. Nous avons :
k(a) @ I = ()7i(k(e) @kan) 1) -
i=1
Démonstration. Nous pouvons supposer que 9 = Idy(a). Notons V = Inj(l;).c la
variété de I; et posons W = Gal(a).V. Comme V est stable par Galy,,)(a) (voir
Proposition 3.13) et que 71, ..., 7, est une transversale a gauche de Galg(a) modulo
Galg(a,)(a), nous avons
1€[1,n]
Par définition, W est la variété de I'idéal de Galois Idy (V') (voir Proposition 3.13).
Ainsi,
Idk(W) = Idk(V) = ]1 N k?[{L‘l, ce ,{L‘n]
et donc, comme W est une variété définie sur & (i.e. son idéal posséde un systéme de
générateurs a coefficients dans k)

Idk(g)(W) = k:(g) Rk (]1 N k?[[L‘l, ce ,ZL‘n]) .
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Par définition de I, il vient
k(a) @ I = k(a) @ (L Nk[zy, .. 2]) = Tdyy(W) = () Tdpo(r.V)
i€[1,n]
Or, d’apreés le lemme 3.12, nous avons les égalités
Vi [1,n], Tde(7:.V) = Tilldr(o)(V)) = Ta(k(Q) ©k(ar) 1),

d’out le résultat. O

Etant donné L = Inj(I;), I'objectif est maintenant de calculer un injecteur de I'idéal I
induit de I; (voir Paragraphe 7) pour le cas ot ce n’est pas le groupe de décomposition
de I. Pour cela, nous ferons appel aux résultats résultats du paragraphe suivant.

6. ENSEMBLE A(L), APPLICATION ¥ ET GROUPES L-CONJUGUES

Dans ce paragraphe, sont présentés les résultats portant uniquement sur les ensembles
de permutations.
Considérons un sous-groupe L de Sy, (i.e. tel que Vo € L, (1) =1).

Définition 6.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H
de S, vérifiant Hyy C L et tel que Orb(L) = Orb(Hy). L’ensemble des groupes
admissibles sera noté A(L).

Remarque 6.2. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux des éléments de Orb(L).
Pour H un sous-groupe transitif de .S,,, il est facile de montrer I’équivalence :

He A(L) ssi A(H)=1,e et Hpyy C L.
Ainsi, pour obtenir A(L), il suffit de déterminer les groupes H' de T (n) tel que

A(H') =1, e (al'aide de la table de rupture en degré n), puis de calculer les groupes
H conjugués de H' vérifiant Hyy C L.
Proposition 6.3. Soit H € A(L) et soient {oy,...,0:} et {o},...,0.} deux transver-
sales a droite de L modulo Hyyy. Alors

Hoy+ -+ Hoy=Hoy+---+ Hol, .
Démonstration. Puisque Vi € [1,n], o; € L, il vient 0; € Hpyyo! + - - -+ Hypyool, puis
successivement,

Vi€ [1,n], Ho; C Hoy + -+ Hol,

Hoy+ -+ Hoy, C Hoy+ -+ Hol.
L’inclusion réciproque se démontre de la méme maniére. O

Cette proposition montre que l'application ¥ ci-dessous est bien définie.

Notations 6.4. Nous noterons ¥ l'application de A(L) dans I'ensemble des parties
de S, définie pour tout H € A(L) par :

U(H)=Hoy+ -+ Ho, ,

ol {01,09,...,0s} est une transversale a droite de L modulo Hyy;.
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Proposition 6.5. L’application U posséde les propriétés suivantes :
(1) Si H € A(L) et si g =1id,..., T, désignent n permutations de H telles que,
pour tout i € [1,n] 7;(1) =1, alors
V(H)=nL+---+71,L.
(2) Si H et G appartiennent & A(L) et si H NG est un sous-groupe transitif de
Sy alors U(G) = V(H).

Démonstration. Démontrons la premiére assertion. Puisque le groupe H est transitif,
les permutations 7; existent et H = 7y Hyy + -+ + 7, Hyy. Nous avons alors, pour

{01,02,...,04} une transversale a droite de L modulo H :
\I’(H) = (TlH{l} + -t TnH{l})al +--+ (TlH{l} + -+ TnH{1}>O'S
= nL+---+m7,L.
Pour la seconde assertion, il suffit de prendre 74, ..., 7, dans l'intersection transitive
H NG et lassertion (1) donne ¥(H) =7 L+ ---+7,L =V(G). O

Corollaire 6.6. Soit H € A(L). Alors, le cardinal de Y(H) ne dépend que de celui
de L :
Card(V(H)) = sCard(H) = n Card(L) .

Définition 6.7. Soient deux sous-groupes GG et H de S,,. Le groupe G est dit L-
conjugué a H 'il existe o dans L tel que H = G° = cGo L.
Proposition 6.8. Soient H et G deux groupes L-conjugués appartenant a A(L).
Nous avons les assertions suivantes :
(1) si o désigne une permutation de L telle que H = G, alors
W(H) = 0 W(G)

(2) si {o1,...,05} désigne une transversale a droite de L modulo Hy alors il
existe i € [1,s] tel que H = G ; en particulier, le nombre de groupes L-
conjugués a H est majoré par s.

Démonstration. Montrons Iassertion (1) et reprenons les notations de la Proposi-
tion 6.5. Posons, pour tout i € [1,n], p; = 07! 7;0. Les permutations pi, ..., p,
appartiennent & G = H o~' et nous avons successivement,
V(H) = mnL+---+m7,L
= opo 'L+ +op,0 'L

opmL+---+op,L

o ¥(G),
d’aprés assertion (1) de la proposition 6.5 et le fait que {p;(1) | i € [1,n]} =

{1,...,n}.

Montrons 'assertion (2). Si G et H sont L-conjugués, il existe o € L tel que
H = G°. L'égalité L = Hyyoy + Hpyop + -+ - + Hpyo, impose a o d’appartenir
a I'un des ensembles Hyyy0;, pour un entier ¢ € [1, s], et donc de s’écrire 0 = ho;, out
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h désigne une permutation de H. Le résultat se déduit alors des égalités successives :
G=o;'h"'Hho;=0;"H o;. 0

Les deux propositions suivantes nous seront utiles pour exprimer I’ensemble des in-
jecteurs d’un idéal induit de I et pour déterminer de maniére constructive cet en-
semble méme lorsqu’il existe plusieurs idéaux de rupture symétriques (voir Remarque
5.3).

Proposition 6.9. Soit H un groupe appartenant & A(L). Alors, pour tout o € L, le
groupe H appartient a A(L).

Démonstration. Pour tout sous-groupe G de S, et toute permutation ¢ € 5, nous
avons :

(6.1) (G7)py = (Gorayy)” et
(6.2) Orb(G?) = 0.0rb(G) .
Il s’ensuit les égalités successives suivantes :
Orb((H?)py) = Orb((Hy)?), d’aprés I'égalité (6.1) et puisque o(1) = 1,
= 0.0rb(Hpy), d’aprés I'égalité (6.2),
= 0.0rb(L), car H € A(L),
= Orb(L),car o € L.
Le groupe HY étant transitif, H? appartient a A(L). O

7. CALCUL DES INJECTEURS D’UN IDEAL INDUIT

L’idéal I; de ce paragraphe est celui du paragraphe 5 (voir Notation 5.4). Nous
notons L l'injecteur de [y. Il vérifie L C Sy a¢p) (voir Proposition 5.8). L’idéal I est
induit de I; (voir Définition 5.5). Nous cherchons & déterminer les injecteurs de
dans les idéaux de M(I).

7.1. Formulation des injecteurs de 1’idéal induit.

Proposition 7.1. Pour tout M € M(I), le groupe de Galois Dec(IM) appartient a
A(L) et
Inj(Z, 9M) = W(Dec(M) |

ou U est l'application définte dans la notation 6./.

Démonstration. Le groupe Dec(9M) appartient a A(L) d’aprés la proposition 5.8.
D’aprés la proposition 5.7, nous pouvons supposer que 9 = Idy(«) avec a € V(I4)
;ie. Inj(Z,9M) = Inj(/, ). Soient n permutations 7, ..., 7, de Dec(9M) telles que,
pour tout ¢ € [1,n], 7;(1) = 4. D’aprés la proposition 5.9, nous avons 1'égalité :

k(a) @k I = () Talk(Q) @kan) 1) -

i=1
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L’idéal 7;(k(a) ®p(ay) 1) contient le polynome 1 — ;. Puisque les racines aq, ..., oy,
sont distinctes, les idéaux 7;(k(a) ®k(ay) I1), pour i € [1,n], sont deux a deux comax-
imaux. Nous avons les égalités suivantes :

Inj(I,a) = Inj(k( a) ®k(ar) I, @), d’apres Iégalité (3.5),

= Z Inj(7;(k(a) ®k(ar) 1), ), d’apres I'égalité (3.6),
= ZTZ Inj((k(a) @k, 11), ), d’aprés le lemme 3.12,

= Z 7; Inj(I1, ), d’aprés la remarque 3.6,

— U(Dec()),

ou la derniére égalité est obtenue en appliquant I'assertion (1) de la proposition 6.5
a L =Inj(l;,q). O

Théoréme 7.2. Soit H € A(L) et M € M(I) tels que H N Dec(M) soit un sous-
groupe transitif de S,,. Alors l’ensemble des injecteurs de l’idéal I induit de I; dans
les idéaux mazimaux qui le contiennent est formé des

Inj(1,0.90t) = V(H7)
ou o parcourt [injecteur L de I.

Démonstration. D’aprés les propositions 5.7 et 7.1, ’ensemble des injecteurs de I dans
les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des Inj(7,0.9) = V(Dec(o.0N))
ot ¢ parcourt L. Soit ¢ € L. Comme H N Dec(9M) est transitif, le groupe H N
Dec(M)? = H? N Dec(0.M) est aussi transitif. Selon I'assertion (2) de la proposi-
tion 6.5 appliquée & G = Dec(0.90), nous avons donc ¥(H7) = ¥(G). O

Corollaire 7.3. Reprenons les hypotheses du théoreme 7.2 et notons s [’indice de
Hy dans L. Alors

Card(Inj(Z,9M)) = s. Card(H) = n. Card(L) .

Démonstration. Ces deux égalités sont des conséquences immédiates du corollaire 6.6
et du théoréme 7.2. 0

Siun groupe H vérifiant les hypothéses du théoréme 7.2 est connu, il est alors possible
de calculer un injecteur de I. Il n’est pas toujours immédiat de tester si H N Dec(9)
est transitif pour un idéal MM € M(I) ; et ce d’autant plus lorsqu’au moins deux
des facteurs de rupture de f sont de méme degré. C’est a cette question que sont
consacrés les deux paragraphes suivants.
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7.2. Classes de L-conjugaison associées aux idéaux induits.

Définition 7.4. Un groupe H € A(L) est dit associé a l'idéal I s'il existe M € M(I)
tel que H N Dec(IM) soit transitif (i.e. si H vérifie les hypothéses du théoréme 7.2).

Il s’agit d’étudier a quels idéaux sont associés les différents conjugués dans A(L) d’un
groupe H de A(L). Les groupes L-conjugués a H appartiennent aussi a A(L) (voir
Proposition 6.9) et si H est associé a [ alors tout groupe de sa classe de L-conjugaison
C l'est aussi (voir Démonstration du théoréme 7.2). Nous pouvons donc introduire la
définition suivante :

Définition 7.5. La classe C de L-conjugaison d'un groupe H € A(L) est dite associée
a ldéal I si H est associé a [I.

Remarque 7.6. Si la classe C est associée a l'idéal I alors, d’aprés le théoréme 7.2,
{U(H'") | H' € C} est 'ensemble des injecteurs de I dans les idéaux maximaux qui le
contiennent.

Nous commencons notre étude par celle plus simple de A(S; ), avec e = (ey,...,e,) €
N", un r-uplet d’entiers croissants de somme n — 1. Les résultats sur A(L) s’en
déduiront aisément.

Soit le sous-groupe de S,

M={ce€S,|o(l)=1 et Orb(Si.) =0.0rb(S1.)} .

D’apres l'identité (6.2), le groupe M est le normalisateur de S;. dans S;,_1 ; en
particulier, le groupe S . est distingué dans M.

Le groupe M agit sur les Sj-orbites Oy = (1),04,...,0, de {1,...,n} (ie. sur
Orb(S1.)) en laissant fixe une orbite (par les permutations de S .) ou en 'envoyant
sur une autre orbite de méme cardinal.

Nous supposons que les orbites sont indicées par cardinalité croissante (i.e. Card(O;) =
e; pour i =1,...,r). Le groupe S, (distingué¢ dans M) est le noyau du morphisme
surjectif :

¢: M — Stabg,(e)
o = 17:7(1)=75si0.0;=0j(=0;4)i=1,...,7.

Le cardinal N du stabilisateur Stabg (e) de e dans S, est aussi 'ordre du groupe
M/S .. Nous considérons {7, = id, ..., 7n} une transversale a droite de M mod S .
(c’est aussi une transversale a gauche).

Lemme 7.7. Soit H € A(S1.). Alors l’ensemble des groupes S,-conjugués a H
appartenant a A(S1.) est formé des H? ou o parcourt M.

Démonstration. Soit ¢ € M. Nous avons d'une part (voir (6.1)) :
(H%)py = (Hig-rap)” = (Hy)” © 57, = She
et d’autre part (voir (6.2)) :
Orb(H?) = 0.0rb(H) = 0.0rb(S1 ) = Orb(Sie) -
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Donc H? € A(S1,).

Pour l'inclusion inverse, prenons 7 € S, tel que H™ € A(S ). Puisque H est transitif,
il existe h € H tel que 7h(1) = 1. Posons 0 = 7h. Nous avons H™ = H?. Donc, d'une
part, o(1) = 1 et, d’autre part, Orb(S; ) = 0.0rb(S;,) puisque Orb(H?) = Orb(S1,)
et que Orb(H) = Orb(Sy.). D'ot o € M. O

Lemme 7.8. Soit H € A(S;.) et considérons les m classes de conjugaison par Sy .
des Sy,-conjugués de H appartenant & A(Si.) (i.e. les H? o o parcourt M ). Alors
nous avons les assertions suivantes :

(1) soit 0 € Sy7; ; la conjugaison par o induit une bijection entre la classe de H et
celle de H™ ;

(2) chaque classe est celle d’un groupe H™, ot i € [1, N| formé des H? ot o € Sy 7.
(3) m < N.

Démonstration. Pour montrer (1), il suffit de constater que si l € S, alors (H')” =
(H (’)(’l(’_1 appartient a la méme classe que H puisque S;. est distingué¢ dans M.
Cette orbite est celle de H™ puisque 0 = 77; € M avec 7 € Sy, et donc H? = (H™)".
Pour montrer (2), considérons une classe. Elle est celle d'un groupe H? ot 0 € M
(voir Lemme 7.7) ; c’est-a-dire qu’il existe ¢ € [1, N] tel que o € Sy .7;. Donc la classe
est celle de H™.

Il est évident que le nombre de classes est inférieur a N. O

Ayant étudié les classes de conjugaison par S . des conjugués H dans A(S;.), nous
cherchons a savoir a quels idéaux induits des idéaux de rupture symétriques de f elles
sont associées lorsque :

- e = A(f) est la suite croissante des degrés des facteurs de rupture fi, ..., f, (voir
Paragraphe 4), que
- H est associé a I'idéal de rupture symétrique Z construit a partir de fi, ..., f,. (voir

Paragraphe 5) et que
- I est I'idéal induit de Z (i.e. I =ZNklxy,...,x,)).

Les facteurs de rupture sont ordonnés en respectant la croissance des degrés. Donc
il existe exactement NNV, le cardinal de Stabg, (e), listes de facteurs de ruptures dis-
tinctes (car les racines de f le sont) induisant par construction N idéaux de rupture
symétriques distincts. Plus précisément, comme 5. est le noyau du morphisme
surjectif ¢, ces N listes sont les

(o fowyw) i=1,...,N
respectivement aux origines des constructions des N idéaux de rupture symétriques
7;.Z, d’idéaux induits respectifs :
i, d, o TN
Remarque 7.9. Le groupe S, . étant celui de décomposition de chaque idéal de rupture

symétrique, par définition de 7, ..., 7y, I'ensemble {0.] | o € M} est I'ensemble
des idéaux induits des idéaux de rupture symétriques. Soit 2T € M(I). Nous avons
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Dec(9M) € A(S1,) (voir Proposition 5.8). Comme M(I) = {7.M | 7€ 5.} (voir

Proposition 5.7) , 'ensemble des idéaux maximaux contenant un idéal induit est

F={cM | 0 € M}.

L’ensemble des groupes de décomposition des idéaux de F est formé des Dec(91)”

(=Dec(0.901)) ot o parcourt M ; c¢’est-a-dire I’ensemble des conjugués de Gali(f) (i.e.
de Dec(M)) appartenant a A(S.) (voir Lemme 7.7).

Lemme 7.10. Soit 0 € M. Si le groupe H est associé a l'idéal I alors le groupe H®
est associ€ a lidéal 0.1 induit de 0.Z.

Démonstration. Soit M € M(I) tel que H N Dec(M) soit un sous-groupe transitif
de S,. Alors H? N Dec(c.9M) est également transitif avec 0.9 € M(o.1) (i.e. 'idéal
o.M est un idéal maximal contenant o.7). 0

Les résultats précédents permettent d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 7.11. Soit H € A(S1.) supposé étre associé a l'idéal I induit de Z.
Alors :

(1) a chaque idéal ;.1 induit de l'idéal de rupture 7.2, i = 1,..., N, est associée la
classe de S .-conjugaison du groupe H™ ;

(2) tout groupe H° € A(S1.) (i.e. 0 € M) est associé a lidéal 0.1 induit de l’idéal
de rupture 0.Z. Donc toute la classe de S -conjugaison de H? est associée a o.1.

Le corollaire suivant est utilisé dans les pré-calculs :

Corollaire 7.12. Soient G, un conjugué de Galy(f), et H deux groupes de A(Si )
tels que H NG soit un sous-groupe transitif de S,. Alors il existe groupe conjugué de
H appartenant A(S1 ) qui est associé I (ainsi que sa classe de Sy .-conjugaison). En
particulier, si les groupes conjugués a H appartenant A(Sy ) sont tous Sy -conjugués
alors H est associé a 1.

Remarque 7.13. L’hypothése du corollaire 7.12 est vérifiée lorsque nous savons que
le groupe de Galois Galg(f) appartient & un ensemble et que tout groupe de cet
ensemble posséde un conjugué dans A(S) ) d’intersection transitive avec le groupe

H.

Remarque 7.14. Plagons-nous dans le cas ou les parts e; du n-uplet e = (eq,...,¢e,)
sont distinctes deux a deux (i.e. N =1, M = 5y, et Stabg, (e) est réduit a I'identité).
Il n’existe qu'un seul idéal de rupture symétrique de f. Si H € A(S;.) alors les
conjugués de H dans A(S; ) sont S .-conjugués & H (voir Lemme 7.7).

Nous pouvons désormais revenir a [ induit de 'idéal de rupture I; avec L = Inj([;).
Soit H € A(L). D’apreés la proposition 6.9, les S,-conjugués de H qui appartiennent
a A(L) se répartissent en classes de L-conjugaison.

Corollaire 7.15. Supposons le groupe H associé a 'idéal I. Alors, pour tout conjugué
G de H appartenant a A(L), il existe 0 € M tels que G = H et G est associé a
lidéal 0.1 induit de o.1;.
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Démonstration. Comme A(L) C A(Si.) (voir Proposition 5.8), il existe o € M tel
que G = H? (voir Lemme 7.7). L’idéal o.I; contient I'idéal 0.Z qui est de rupture
symétrique puisque o € M (voir Remarque 7.9). En reprenant la démonstration du
lemme 7.10, le groupe H? est bien associé a l'idéal .7 induit de o0.1;. O

Remarque 7.16. Pour tout MM € M(I), Dec(9) € A(L) (voir Proposition 5.8) est
associé I. Lorsque Galg(f) est déterminé, nous connaissons ses .S,-conjugués appar-
tenant a A(L). 1l s’agit de pouvoir identifier la classe de L-conjugaison de 9.

Nous venons d’étudier les liens entre les classes de S .-conjugaisons et les idéaux
induits d’idéaux de rupture symétriques. Nous n’avons pas résolu le probléme d’iden-
tification de la classe associée a I. C’est a la résolution de ce probléme qu’est consacré
le paragraphe suivant.

7.3. Association d’une classe de L-conjugaison a ’idéal induit .

Dans ce paragraphe, [ désignera un idéal induit d'un idéal de rupture I; et €
I’ensemble des classes de L-conjugaison de groupes appartenant a A(L). Nous savons
qu’au moins une de ces classes est associée a I (voir Remarque 7.16). Les résultats de
ce paragraphe permettent de tester si une classe de L-conjugaison de € est associée
ou non a l'idéal I.

La proposition suivante permet toujours de déterminer un injecteur de /.

Proposition 7.17. Un groupe H de A(L) est associé a I si et seulement si il vérifie
I +V(H).I # klxy,... 2] .

Démonstration. Cette derniére inégalité est vérifiée si et seulement si il existe 8 €
V(I) tel que W(H) C Inj(I, ) (voir Proposition 3.7). Puisque Card(¥(H)) est le

cardinal de tout injecteur de I (voir Corollaire 6.6 et Corollaire 7.3), W(H) est égal
a Tnj(, B). O

Remarque 7.18. Soient C; et Cy deux classes de €. D’aprés les propositions 6.5 et 6.8,
s’il existe deux groupes Hy, € C; et Hy € Cy tels que H; N Hy soit un sous-groupe
transitif de S,, alors

(W(H) | HeC)={U(H)|HecC).

Supposons que I +¥(H;).I = klxy, ..., x,]. Avec cette hypotheése, la proposition 7.17
prouve qu’aucun des groupes de C; et de Cy ne permet le calcul d'un injecteur de 1.
Supposons que I +W(H;).I # klxy, ..., x,]. Avec cette hypotheése, la proposition 7.17
montre que W(H;) est un injecteur de I et qu’aucune des classes C telle que V(H;) ¢
{VU(H) | H € C} n’est associée a I.

La proposition suivante permet de pré-établir des critéres d’association entre les
classes de € et les idéaux induits :
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Proposition 7.19. Si C € € est associée a l’idéal induit I, alors

I=(\HI (:ﬂ{a.R | o€ H, Re[}) .

HeC HeC

Démonstration. Soit H € C. Par hypotheése, il existe 9 € M(I) tel que Inj(I,9M) =
V(H) (voir Théoréme 7.2). Par définition de ¥, I'injecteur Inj(Z,9) s’écrit donc

Inj(1,9M)=Hoy+---+ Hoy ,

olt {01,...,0,} est une transversale a droite de L modulo Hyyy. Par suite, I'idéal 1
se décompose comme suit :

(7.1) I = Idy(Inj(1, @) ﬂ]dk ((Hoy).a ﬂ]dk 0% (0i.q)) .

i=1
Soient H” € C ot 0 € {oy',...,0;'} C L et R € I. Daprés légalite (7.1),
nous avons R € Id,(H°.(c7'.a)) et donc, par la proposition 3.14, il vient H°.I C
Id,(H?.(c7'.a)). La décomposition (7.1) permet d’en déduire l’inclusion Nprec H' 1 C
I.Or I C(\pyeeH' 1, dott le résultat. O

La proposition 7.19 s’applique pour établir des critéres d’association tels ceux présen-
tés dans 'exemple 7.20 qui suit.

Exemple 7.20. Supposons que f soit un polyndome de degré 8 tel que A(f) = 13,22
L’injecteur de tout idéal de rupture symétrique Z est L = Sja 2. Tout idéal I induit
par un idéal de rupture symétrique est engendré par un ensemble triangulaire € de
la forme :

{f(z1), m2+ go(21), 25 + g3(21), w4 + ga(21),
Fs(zs5, 1), w6 + g6(5,71), Fr(w7,11), Fs(w6,71)},

ou les polynoémes ¢», g3, g4 sont distincts.
Supposons Galg(f) impair, il s’agit alors d’un conjugué de 877, c’est-a-dire I'un de
ses 6 conjugués dans A(L) qui sont :

H, =((1,5,3,7,2,6,4,8),01 = (1,2)(3,4)), Hs={((1,6,3,7,2,5,4,8),01),

H3 = <(17 57 27 77 37 67 47 8)7 02 = (17 3)<27 4))7 H4 = <<17 57 27 87 37 67 47 7)7 02>7

Hs =((1,5,2,7,4,6,3,8),03 = (1,4)(2,3)), H¢=1((1,5,2,8,4,6,3,7),03).

Ces 6 groupes se répartissent en trois classes de L-conjugaison :

Cl = {Hl,HQ}, C2 = {Hg, H4} et C3 = {H5,H6},
avec Hy =7 'Hy7, Hy = 7 'H37 et Hg = 7 'Hs7 et 7 = (5,6) € L.
D’aprés le théoréme 7.11, il existe i € {1,2,3} tel que I = ﬂHeCi H.I. La proposition
7.19 permet ensuite de déterminer la classe associée a I sous la forme d’un critére
d’association.
A partir du polynéme R = z94g2(21) de T et des permutations o = (1,5,3,7,2,6,4,8)
de Hy et 09 = (1,6,2,5,3,7,4,8)(1,2)(3,4) de Hy, nous formons le polynéme P, =
01.R = 09.R = 16 + ¢g2(x5) qui appartient a ﬂHeCl H.I. De méme, nous construisons
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le polynome P = w6 + gs(ws) de (yee, H.1 et le polynome P3 = x6 + ga(ws) de
N Hees H.I.

Les polyndémes P; et P, ne peuvent appartenir simultanément & [ car, si tel était
le cas, le polynéme go(x5) — g3(x5) = P — P, appartiendrait a [ et, étant de degré
strictement inférieur a f, il diviserait f sur k. Il en va de méme, pour les couples
(P, P3) et (P, P3). Nous obtenons ainsi les critéres d’association :

i) si P; € I alors la classe C; est associée a [;
ii) si P, € I alors la classe Cy est associée a [;
iii) si Py € I alors la classe Cs est associée a .

Supposons que C; soit associée & I. Alors I est I'intersection de deux idéaux maximaux
(ceux de M(I)): I = MMy N My avec H; = Dec(M;), i = 1,2. Les ensembles
V(H,) = Hi+ Hi1 et W(Hy) sont les injecteurs de I dans 9ty et My, respectivement
(voir Théoréme 7.2).

Remarque 7.21. Nous constatons sur I’exemple ci-dessus que la proposition 7.19 est
utilisable pour pré-établir des critéres d’association. Il s’agit d’une conséquence du
fait que les variables et les degrés des polynomes intervenant dans I’ensemble trian-
gulaire engendrant 1’idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f.

8. ADJONCTION DE RELATIONS A L’IDEAL INDUIT

Fixons nous un idéal de Galois I et 9 = Idi(a) € M(I). Nous cherchons & cons-
truire, sans cott supplémentaire, un idéal de Galois contenant strictement /. L’idée
est de permuter les relations de I pour en déduire de nouvelles. Nous chercherons a
déterminer un injecteur de ce nouvel idéal.

Proposition 8.1. Soit H un sous-groupe de S, vérifiant H C Inj(I,9M). Pour tout
o€ HetRel, lidéal J =1+ (0.R) est un idéal de Galois contenu dans Idy(H.q).

Démonstration. Montrons l'inclusion J C Idy(H.«). Puisque H C Inj(/, ), nous
avons I C Idi(H.a) et il suffit donc de montrer que ¢.R appartient a Id,(H.«).
D’apreés la proposition 3.14, le groupe H est inclus dans le groupe de décomposition
de Id(H.a) et donc 0.R € Idy(H.a), d’ott 'inclusion.

Ceci implique, en particulier, que J est un idéal propre et, comme il contient les
relations symétriques, J est un idéal de Galois. O]

Si dans la proposition précédente o ¢ Dec(I), nécessairement il existe R € I tel que
I € J. C’est ainsi qu'un nouvel idéal pourra étre construit rapidement. Le procédé
s’éxécute récursivement avec J a la place de I. Par exemple, lorsque Galg(f) est 117,
nous trouvons ainsi deux relations linéaires en xg et x7 respectivement qui fournissent
sans calcul ’ensemble triangulaire ¥ d’un idéal maximal & partir d’un idéal de rup-
ture symétrique (voir Paragraphe 10.3).
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Il est bien évident qu'un sous-groupe de H n’apporte rien de plus que H. Donc nous
nous limitons aux groupes maximaux inclus dans Inj(7, 97).

Désormais, supposons I engendré par Ty = {F}, Fy, ..., F,} triangulaire séparable.

Une conséquence immeédiate de la proposition 8.1 est le corollaire suivant :

Corollaire 8.2. Reprenons les notations de la proposition 8.1. St F = o.R est
de la forme xf + g(z1,...,2;) avec d > 0 et deg,,(9) < d et si U'ensemble S =
{Fi,...,Fj_1,F,Fj11,..., F,} engendre un idéal I' contenant I, alors S est triangu-
laire séparable et I' = J.

Dans le corollaire 8.2, il suffit que F' soit un facteur de F; dans k[z1,...z;] pour que
I’hypotheése d’inclusion soit vérifiée.

Le résultat suivant montre que cette méme hypothése d’inclusion est vérifiée sous
certaines conditions moins contraignantes.

Corollaire 8.3. Reprenons les notations du corollaire 8.2 et supposons que F' soit
de la forme x4 + g(x1,. .., x;), avec d = deg, (Idx(H.a)) et deg, (g) < d. Alors, J
est un idéal de Galois de f et il est engendré par l’ensemble S.

Démonstration. D’apres le corollaire 8.2, il suffit de montrer que F; € (S). D’aprés
la proposition 8.1, nous avons la suite d’'inclusions d’idéaux de k[z1,...,z;] :

<F1,...,F}',1,F> C <F1,...,F}',1,F, F]> C [dk(Hg) ﬂk[.ﬁt‘l,,x]]

Supposons, sans perte de généralité, I’ensemble T; réduit et F' égal a sa forme normale
modulo ¥;. Nous avons I'isomorphisme suivant :

ko, ... ) /(... Fj, F) ~ (k[xl, NI 020 ..,Fj_1>)[a;j]/<Fj,F>.

L’anneau R = k[zy,...,xj_1]/(F}, ..., Fj_1) est un produit de corps (voir |1, Théoréme
4.4.14]), ainsi nous pouvons considérer le PGCD P de F' et F} en tant que polynéme

a coefficients dans R (voir [4, Chapitre 3]). L’idéal (F}, F') de R est donc monogeéne en-

gendré par P et, en tant qu’idéaux de k[zy, ..., z,]|, nous avons I'égalité (Fy, ..., F,, F) =
(Fr,...,Fj_1,P,Fi1,..., F,).

Comme P est de la forme 2% 4+ h(zy, ..., x;) avec deg, (h) <k et qu’il est inclus dans
Idi(H.«) nous avons k > d. Mais comme P est le PGCD de F et F; nous avons k < d
et donc k = d. Ainsi, nous avons P = F' et le corollaire s’ensuit. O

Soit J un idéal de Galois triangulaire obtenu par les permutations d’'un groupe H
inclus dans Inj(Z, ). Connaissant une ensemble triangulaire de générateurs de J,
nous pouvons calculer le cardinal de sa variété (voir Egalité (3.12)). Si Card(V (J)) =
Card(H) alors, d’apreés la proposition 3.19, J = Idi(H.«) et H est U'injecteur de J.
Dans le cas ot H n’est pas l'injecteur de J, nous pouvons, dans certains cas, calculer
un injecteur de J.
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Supposons que E soit un ensemble de permutations telles que Inj(Z,9M) = >, He.
Alors
J=1+(F)=()Id(Hr.c)+ (F).
TeE
Soit E; 'ensemble des permutations 7 € E telles que F' € Idy(H7.a). Comme les
idéaux I et (F') sont inclus dans (.. Idp(HT.c2), l'idéal J = I+ (F) I'est également.

Proposition 8.4. Supposons que Gal,(a) C H. Si nous avons [’égalité
Card(V(J)) = Card(E;) . Card(H)

alors J = Idy(HT.Q) et Inj(J,a) = >, Hr.

TeE TeE!

Ainsi, pour construire un injecteur de I'idéal J nous devons déterminer ’ensemble E;
de la proposition 8.4.

Proposition 8.5. Reprenons les notations précédentes. Une permutationT € {7, ..., Ts}
appartient a Ey des qu’elle vérifie la condition suivante :

HR,0)€eIxH , F=0.R.

Démonstration. Montrons la contraposée de cette condition. Supposons donc que la
permutation 7 n’appartienne pas a Ey, i.e. F ¢ 7 = Idi(H7.«). Nous avons donc,
par définition du groupe de décomposition et puisque o.R € Z,

V(R,0) € T x Dec(Z), F # 0.R .
Comme I C Z, d’aprés la proposition 3.14 nous avons
H™ ' C Dec(Idy(H™ ' .7a)) (= Dec(Idp(HT.q))) .
Donc, V(R,0) e Ix H ', F#0.R. O

FExemple 8.6. Supposons que [ soit un idéal induit d’un idéal de rupture d’un polynéme
f de degré 8. Supposons que A(f) = 1%,22. A T'aide de la table 1, nous calculons
I'ensemble des groupes H vérifiant Hyyy C Sya 2 et A(H) = A(f). Tous ces groupes
vérifient L(H) = (8,13,2,13). En comparant avec £(I) = (8,13,2,1,2,1), nous en dé-
duisons, qu’en remplagant le polynéme F;(z1, x7) de T; par une relation r7(zq, x5, z7)
linéaire en x7, nous obtiendrons un ensemble triangulaire ¥ engendrant un idéal de
relations 9t de f (voir Paragraphe 10.2 pour la solution).

9. CONSTRUCTION D’'UN ALGORITHME

9.1. Méthodologie de pré-calculs.

Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthodologie a suivre pour établir un algo-
rithme de détermination d’un idéal maximal de relations. Cette méthodologie met
en ocuvre les résultats théoriques des paragraphes précédents.

Nous allons distinguer plusieurs étapes. La premiére n’intervient que dans le cadre ot
le polyndme f est factorisé sur I'un de ses corps de rupture. Ceci permet de déterminer
les groupes susceptibles d’étre injecteurs des idéaux de rupture symétriques.
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A partir de la deuxiéme étape, nous désignerons par L un groupe qui, lors du cal-
cul du corps de décomposition d’un polyndéme f de degré n, est susceptible d’étres

I'injecteur d'un idéal de Galois Iy de k(ay)[z1,...,2,). Notons 1,e la suite crois-
sante des cardinaux des orbites de {1,...,n} sous action de L (i.e. des éléments de
Orb(L)).

L’étape 1 est a appliquer chaque fois qu’il sera nécessaire de factoriser dans une
extension. Les étapes 2 & 5 ont pour objectif de calculer un idéal de Galois de f
sur k contenant strictement un idéal induit ; un injecteur de cet idéal sera aussi a
déterminer.

A laide de la table de rupture en degré n, est déterminé I’ensemble

G={GeTn) | AG)=1,e}.

Pour les polynémes f tels que A(f) = 1, e, le groupe Galg(f) appartient a 'ensemble
G puisque A(f) = A(Gal(f))..

Pour décrire ces étapes, nous devons introduire les relations d’équivalence qui y seront
utilisées.

Relations d’équivalence.
Pour tout groupe G € G, nous notons A(L, G) 'ensemble des S,-conjugués de G qui
appartiennent a A(L) :

AL,G)={G |oce S,}NA(L) .
(Pour la définition de A(L), voir Définition 6.1.) Nous avons naturellement :
(9.1) A(L) = | AL, G).
Geg

Relation ~ sur les ensembles A(L) et A(L, G).
Nous noterons ~ la relation d’équivalence induite par la L-conjugaison sur les ensem-

bles A(L) et A(L,G).

Relation R sur ’ensemble des classes de L-conjugaison A(L)/ ~.

Soient C et C' deux classes appartenant a A(L)/ ~. Nous posons
CRC sl existe He Cet H € (' tels que V(H) = V(H').
Relation R pour les groupes de G.
Soient GG et G’ deux groupes de G. Nous posons
G R G sl existe C € A(L,G)/ ~ et C' € A(L,G")/ ~ telles que C R C'.
En cours de calcul, certains groupes peuvent étre retirés de ’ensemble G ou de A(L).

De telles réductions de l’ensemble A(L) ne modifient pas la méthodologie que nous
allons décrire.

Etape 1 : Injecteurs des idéaux de rupture symétriques.

Avec la table de rupture en degré n, nous déterminons ’ensemble E des entiers e tels
que 1,e € {A(G) | G € T(n)}. Les sous-groupes de S, susceptibles d’étre injecteurs
d’idéaux de rupture symétriques sont les S . o e parcourt E.
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Etape 2 : Calcul de A(L) et des ensembles A(L,G).

Avec T'un des systémes GAP ou Magma, sont calculés les ensembles A(L,G), pour
tout groupe G € G. L’ensemble A(L) est obtenu avec 1'égalité (9.1).

Etape 3 : Discrimination des classes de L-conjugaison dans A(L,G).

Dans cette partie, nous considérons Cj un classe de R-équivalence de G et avec les
résultats du paragraphe 7.3, nous déterminons comment associer les classes de L-
conjugaisons aux idéaux induits.

Nous pourrons aussi introduire d’autres critére discriminants tels la parité du groupe
de Galois ou critére de Dedekind qui peuvent exclure un groupe de G. Dans le cadre
de cet article, en plus des critéres classiques, nous testerons parfois si un groupe est
le groupe de décomposition de I.

Etape 4 : Construction d’un idéal contenant strictement 1’idéal induit.
Nous utilisons les résultats du paragraphe 8 afin de calculer un idéal J contenant I en
nous limitant aux groupes A maximaux de A(L). De plus, comme H(yy C Dec([;) =
L, il serait vain de chercher de nouvelles relations avec les permutations de Hy).

Une fois ces étapes achevées, il s’agit de savoir ce qui doit étre fait de l'idéal J :
chercher de nouvelles relations par calcul de facteurs dans les extensions ou avancer
avec 'algorithme GaloisIdéal. Ce dernier algorithme peut aussi étre stoppé pour
chercher des relations par une autre méthode. Une étude de ce qui serait alors le
plus efficace s'impose. Pour illustrer notre travail, nous avons choisi de nous arréter a
I'idéal de rupture symétrique et de terminer avec l'algorithme GaloisIdéal que nous
décrivons succinctement ci-apreés.

9.2. Algorithme GaloisIdéal.

Soit I un idéal de Galois de f donné par un ensemble triangulaire T de générateurs.
Nous supposons déterminés un injecteur Inj de I et un ensemble 2l de groupes dit
candidats auquel appartiennent les groupes de Galois Dec(9), I € M(I) (dans le
cadre de cet article, 2 est un sous-ensemble de A(L)). L’algorithme
GaloisIdéal(Inj, T, A)

calcule un idéal (maximal) des relations 9 contenant I ainsi que le groupe de Galois
Dec(M) (I'algorithme est décrit dans [23] en supposant que Inj est un groupe, il a
été généralisé a tout injecteur dans [21]). La méthode utilisée pour cet algorithme
est celle évoquée dans l'introduction. Il s’agit de construire récursivement une chaine
ascendante d’idéaux de Galois

]:]1C]2C"'C]r:9ﬁ,
ou, pour calculer ;1 & partir de I; (avec ¢ € [1,r —1]), il est nécessaire de connaitre
un ensemble triangulaire engendrant /; et un injecteur H de I; :
Ii—i—l =L+<R>

ou R € k[zy,...,x,) est construit a partir d’une résolvante H-relative (voir [5] pour
son calcul). Cette méme résolvante est exploitée pour réduire la liste des groupes
candidats en comparant les groupes de Galois de ses facteurs avec ceux attendus
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dans la matrice des groupes (voir [22]). En particulier, les groupes pairs et impairs
sont discriminés en testant si le discriminant de f est ou non un carré dans k.

Dans [9], L. Ducos propose une méthode analogue a GaloisIdéal. Cette méthode
ne s’appliquant qu’aux idéaux de Galois dont les injecteurs sont des groupes, elle ne
pourra pas étre utilisée dans le cadre plus général de notre étude.

10. ETUDE EN DEGRE 8

Pour illustrer la méthodologie d’élaboration d'un algorithme de calcul de I’ensemble
triangulaire ¥ engendrant un idéal maximal 91, nous avons choisi d’étudier le degré
n = 8. Nous nous contentons de suivre les étapes 1 & 4 du paragraphe 9.1 avec chaque
groupe L = Syacr), T € T(8), et de terminer avec ’algorithme GaloisIdéal. Méme
sur cette étude restreinte, nous ne cherchons pas la meilleure stratégie mais seulement
a mettre en évidence les différentes situations qui peuvent se présenter. Malgré cette
utilisation réduite de nos résultats, nous en constaterons l'efficacité.

L’idéal I est donc supposé étre induit d’un idéal de rupture symétrique de f dans
k(al)[xla cee 7"L‘n] et

T ={F(x1),..., Fs(xy1,...,28)}

est 'ensemble triangulaire ’engendrant donné dans la proposition 5.6. Lorsqu’un
facteur de rupture f; de f est linéaire (i € [1,7]), nous notons g; le polynéme tel que

fi =z + gi(a1)

Chaque groupe 87; de T(8) est noté T; et le groupe noté G; en est un conjugué.
10.1. A(f) =17 ;i.e. L=Ss et L(I) = (8,17).

G/R = {T} AL IAT AT AT} et T =0

Exemple 10.1. Sur k(ay), le polynome irréductible f = 2® 4+ 82° + 202* + 1622 + 2 se
factorise en :
(x —a)(x+a1)(z — a3 —3a1)(z + a3 + 3a1)(z — af —5ad — 5ay)

(z +af + 503 + baq)(z — af — 7af — 14a3 — Tay)(z + of + 7af + 1403 + Tay).
Nous avons Dec(9) = T7 avec 0 = (2,3,7,8,5)(4,6) et

T = {f(z1), 22+ 1, ¥3 — 2} — 3wy, 24 + 25 + 331, 25 — 27 — 5} — By,
T+ 3 + 5xd + bay, w7 — CEZ — T} — 1423 — Ty, xg + 2] + Tx) + 142t + Ty} .

10.2. A(f) =13,2% 5 ie. L= Suuo et £(I) = (8,13,2,1,2,1).

G/R = {Te} ATy AT} AT}

Critére d’association : xg + g1(z5) € [

T =Ty U {7+ galws) I\ {F7}
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et Dec(M) est I'un des groupes

Gr: = ((1,5,3,7,2,6,4,8),(1,2)(3,4)9),

Gy = ((1,2)(3,4)(5,6)(7,8),(1,4)(2,3)(5,8)(6,7), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8), (5,6)(7,8)),
Gl = ((1,2)(3,4),(1,5,3,7)(2,6,4,8)) et

Gf, = ((1,2)(3,4),(1,3,2,4)(5,7,6,8),(1,7,2,8)(3,6,4,5)

10.3. A(f) =13,4 5 ie. L= Sy et L(I) = (8,1%,4,3,2,1).

G/R = {{Ti:}, {T15}}-
Les groupes de A(L,T}) sont L-conjugués et A(L,Tj;) posséde 3 classes de L-
conjugaison. Soient les deux groupes :

Gir = ((1,2,3,4),(1,5)(2,7)(3,8)(4,6)) et
Gis = ((1,4)(2,3)(5,6)(7,8), (1,3)(2,4)(5,8)(6,7),
(1,5)(2,7)(3,8)(4,6), (5,6)(7,8), (5,8)(6,7))

)
Criteére d’association pour Gz : @1 + g3(xg) € [

T =T U{ze + g5(x5), 27 + g1(w5) P\ { Fs, F7}
et Dec(9M) est G17 ou G.

10.4. A(f) =1,2% 5 ie. L= Sy et L(I) = (8,1,2,1,2,1,2,1).

G/R = {{Tor, T6, Top}, {1, Tor, Top }, {Ts }, {Tx } }-
Comme Card(V (1)) = 64 = Card(Ty7) = Card(T3), le calcul du groupe de décom-
position Dec(I) permet de distinguer trois cas :
Cas A. Dec(I) € A(L,Ty;) (i.e. Dec(I) est conjugué a Tay).
On a Card(A(L, T»;)) = 3. Soit 2 'ensemble des sous-groupes de Dec(]) conjugués
a Tye et Tof. Le calcul de 90 est réalisé avec
GaloisIdéal(Dec(I), T, 20
Cas B. Dec(I) = G331 = ((7,8)(1,8)(2,7)(3,5)(4,6)(1,5)(2,6)(3,8)(4, 7))
car A(L, T3 ) = {G31}. Soit 2 'ensemble des sous-groupes de G3; conjugués a Ty et
Ty, Le calcul de 90 est réalisé avec
GaloisIdéal(Gsy, Ty, 20)

ol Gy, et Goy sont les sous-groupes de (31 conjugués respectifs de Thy et To5.
Cas C. Dec(I) ¢ A(L,Ty;) et Dec(I) # G
Nous avons nécessairement Galy(f) € {Ts, Ts} et L(OM) = (8,1,2,15).
Deux facteurs linéaires r5 = x + hs(aq, as3) et r7 = v+ hy(aq, a3) de f sur k(aq, a3) =
k(«) sont a déterminer. Soient les groupes

Ge = ((1,3,5,8,2,7,6,4),(1,7)(2,3)(4,6)(5,8)) et

Gs = ((1,7,5,8,2,3,6,4),(1,5)(2,6)(3,7),(1,3,5,4,2,7,6,8)).
Critere d’association de Gg et Gg : xg + g1(w5) € 1

Ty =T U{wr + gi(x3) P\ {Fr}

L’idéal J = (T;) est l'intersection de deux idéaux des relations (voir Egalités (3.2)
et 3.1). Le calcul d'un idéal des relations 9t peut alors étre réalisé par 'appel
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GaloisIdéal(L;, T;, {G;})

ou L; = G; + G4(5,6) (i = 6,8) est 'injecteur de J dans 9 selon que le groupe de
Galois est T ou Ts. Le calcul de L; est donné par le théoréme 7.2 et la proposition 7.17
permet d’identifier le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles Lg ou
Lg est un injecteur de J. Notons qu’ici la relation x5 + hs(z1, x3) avec deg,,(hs) <
deg.,(F;) est aussi calculable par la méthode linéaire de Yokoyama évoquée dans
I'introduction o1, comme elle linéaire en x5, par la méthode interpolatrice de McKay
et Stauduhar (voir resp. [20] et [11]).

10.5. A(f) =1,2,4 5 i.e. Lo = Sp204 et £(I) =(8,1,2,1,4,3,2,1).

G/R = {{Ts, Tt} Tos, Tos, T30, Tog, T30, T35} } avec L(Gs5) = (8,1,2,1,4,1,2,1).
Ty =TrU{ws + g1(xs) }\{F6}

L’idéal J = (%) est d'injecteur G5 = ((7,8),(1,3)(2,4),(1,5,3,8)(2,6,4,7)). Soit
2 I'ensemble des sous-groupes de G35 conjugués aux groupes de G (T35 mis a part).
Le calcul de 971 est réalisé avec

GaloisIdéal(Gss, Ty, 2A)

Note Le groupe de Galois sur k(o) du facteur de rupture fy(aq,z) = 2* + gs(aq, ) de f
départage Tf{) et TQ'B ; de plus, la parité de ce groupe de Galois détermine si Gal(f) est ou
non 715 (voir Table 1).

10.6. A(f)=1,32 ;ie. L =515 et £(I)=(8,1,3,2,1,3,2,1).

G/R = {{T5, Toh, T} ATE

Bien que l'ensemble A(L,Ty,) posséde plusieurs classes de L-conjugaison et que G
possede deux classes de R-équivalence, 'étape 4 s’applique dés le départ. Soit J
I'idéal engendré par

Ty =TrU{ws + g1(x3), 27 + g1 (2a) }\{ Fs, F7}

Card(V(J)) = Card(Ty4) = 48. Soient les deux conjugués de Thy :
Gas = ((1,5)(2,8)(3,4)(6,7),(1,3)(2,6)(4,5)(7,8), (1,7)(2,4)(3,8)(5,6),(1,4,3)(2,7,6),(3,4)(6,7)) et
Hoq = ((1,8)(2,5)(3,4)(6,7), (1,6)(2,3)(4,5)(7,8), (1,4)(2,7)(3,8)(5,6), (1,7,6)(2,4,3), (3,4)(6, 7))

Critéere d’association : Soit Fs(z1,xs, x4, x5), la relation linéaire en x5 dans ¥;. Si
F5(x5, 24, x3,21) € J alors Dec(I) = Goy sinon si Fs(xg, x4, x3,22) € J alors Dec(I) =
Hs, sinon

M = J + (F5(xq7, x5, 21, x3))
avec Ga = Dec(M) = ((1,7,2,4)(3,8,6,5), (1,7,5)(2,4,8)) et L£(G12) = (8,1,3,15).

Lorsque Goyy est associé a I, le calcul de 91 est réalisé avec
GaloisIdéal(Gay, Ty, 2A)

ot 2 est 'ensemble des sous-groupes de Goy conjugués a T et Ty

Note 1. Si le groupe de Galois d’un des facteurs de rupture de degré 3 est Ss alors
Gal(f) = Ty, (voir Table 1).
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Note 2. Ici nous avons choisi un critére d’association plutéot que le test du groupe de dé-
composition. La recherche d’un critére est la méthode la plus efficace.

Note 3. Pour illustrer une situation particuliére, nous n’avons pas donné le meilleur con-
jugué de T1s qui permettrait d’obtenir ¥ en remplagant Fy par une relation linéaire en x4
déduite uniquement par permutation.

10.7. A(f) =1,6 ;i.e. L =526 et £(I)=(8,1,6,5,4,3,2,1).

g/R - {{T237 TQZ? Tg—;a T387 T{;{—)) T407 T44}} avec 'C(G44) - (87 17 67 17 47 17 27 1)
Ty =T U{zs + g1(x3), 76 + 91(x5) P \{ F4, Fo }

L’idéal J = (T;) est d’injecteur Gy = ((1,3)(2,4)(1,5,8,3)(2,6,7,4)). Soit A
I'ensemble des sous-groupes de Gy conjugués aux groupes de G (T4 mis a part).
Le calcul de 901 est réalisé avec

GaloisIdéal(Gu, %5, 2A)
10.8. A(f) =3,4 ;1. L=S34et £L(I)=(8,3,21,4,3,2,1).

G/R = {{8T4%, 8T, 8T, , 8T, 8T %, 8T 46, 8Ty} }. L’idéal I posséde pour injecteur le
groupe Gq7 = ((1,2,3,4),(2,3), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8)(4,8)). Soit A I’ensemble des sous-
groupes de GGy7 conjugués aux groupes de G (77 mis & part). Le calcul de 90 est
réalisé avec

GaloisIdéal(Gy7, T, 20)

10.9. A(f) =7 ;ie. L=257et L(I)=(8,7,6,5,4,3,2 1).

G/R = {{T5, 8T, 8T5, 8Ty3, 8T %, 8T 45, 8Tx0} }. Le groupe de Galois est 2-transitif
et [ =S8.

11. IMPLANTATION ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

Nous appellerons FEGI (algorithme de Factorisation dans la premiére extension puis
algorithme GaloisIdéal) l'algorithme découlant de notre étude partielle en degré n =
8 (voir Paragraphe 10). Nous allons le comparer & celui de [2| que nous appellerons
FE.

Nous avons implanté les deux algorithmes dans le systéme de calcul formel MAGMA.
Nous avons choisi ce logiciel car il permet de travailler avec toutes les structures
mathématiques dont nous avons besoin (groupes symétriques, polyndémes univariés
et multivariés, algebres affines ...).

Nous avons rencontré un probléme pour la factorisation de polyndémes a coefficients
dans un corps de nombres. Nous avons donc implanté I'algorithme de factorisation
donné¢ dans [2], version améliorée de celui de Trager (voir [21]).

Les temps de calcul, en “cpu-seconde”, sont recensés dans le tableau 2. Pour chaque
ligne, la premiére colonne contient le polynéme considéré, la seconde son groupe de
Galois sur Q, la suivante l'ordre de ce groupe, et les deux derniéres donnent respec-
tivement le temps de calcul des algorithmes FE et FEGI. Tous ces tests ont été effectués
sur GIULIA4 [10]. Remarquons que I'implantation de I’algorithme FE faite dans le
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logiciel RISA/ASIR [19] (interfacé avec PARI [17] version 2.2.5 pour la factorisation
des polynémes a coefficients rationnels) nous a donné des temps équivalents a ceux
de notre implantation en MAGMA. Les temps de calcul de la factorisation dans les
extensions peuvent aussi étre améliorés en employant I'algorithme de factorisation de
van Hoeij (voir [25]) adapté aux polynomes a coefficients dans une tour d’extensions
algébriques ; une telle factorisation existe dans le systéme PARI version 2.2.5 dans le
cas ol les coefficients appartiennent a une extension simple de Q.

| f [ Gal(f) [ [Gal(f)[ [ FE [ FEGI ]
2> — " —72% +52° + 1527 — 723 — 102 + 2z + 1 8Tyr 1152 3732.05 | 0.21
25+ 72" — 102% — 1312° — 2002% 4 1312% + 38222 — 191 | 8Tue 576 8400.61 | 519.29
28+ 27 — 142% — 32° + 622 — 252 — 6322 + 242 + 16 8T s 576 6040.89 | 179.55
22— -T2 +1 8T 4 384 66.35 0.19
2+t -4z 41 8T39 192 10.54 0.17
25 +22% — 1227 — 327 + 11 8T35 128 3.53 0.32
2® 4+ 122% + 4821 + 7227 + 31 815, 64 0.66 0.26
22—t -+ 22 +1 8Thg 64 2.03 0.65
2% —52° — 3zt — 523 + 1 8T 64 1.8 1.44
2242+ 222 +4 8T 32 0.63 0.82

TABLE 2. Temps de calcul.

12. CONCLUSION

Nous avons supposé que le polynéome f est irréductible sur k, mais notre méthode
est généralisable aux polynémes réductibles en 'appliquant & chacun de ses facteurs
et en utilisant les résultats de Darticle [16].

Comme le montre le tableau 2, notre méthode de calcul d’'un corps de décomposition
s’avére comparativement d’autant plus efficace que son degré sur le corps de base est
élevé.

Lorsque I'algorithme FEGI est plus lent que ’algorithme FE, cela ne signifie pas que ce
que nous proposons est moins efficace mais seulement qu’il est préférable de calculer
certaines relations de T autrement qu’avec GaloisIdéal. C’est ’étude compléte dans
toutes les extensions k(aq), k(aq, ), ..., k(a) qui déterminera la meilleure stratégie.
Cette meilleure stratégie pourra parfois se révéler étre celle qui consiste a déterminer
a priori partiellement ou complétement le groupe de Galois pour pouvoir appliquer
partiellement ou complétement la méthode linéaire de Yokoyama ou, lorsque la re-
lation cherchée est linéaire en sa variable principale, la méthode interpolatrice de
McKay et Stauduhar (voir Cas C. Paragraphe 10.4).

Comme nous l'avions annoncé dans l'introduction, nous pouvons désormais mixer
toutes les méthodes connues tout en apportant a chacune des améliorations sub-
stantielles.
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