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CALCUL EFFICACE DE CORPS DE DÉCOMPOSITION

SÉBASTIEN ORANGE, GUÉNAËL RENAULT, ANNICK VALIBOUZE

Résumé

Nous proposons de nouvelles idées pour le calcul efficace du corps de décompo-
sition d’un polynôme d’une variable sur un corps parfait. Ces idées accélèrent
tous les algorithmes existants mais aussi les rendent compatibles en compen-
sant leurs faiblesses respectives. Il s’agit d’exploiter d’une part les groupes de
Galois des facteurs du polynôme dans les extensions mais aussi de calculer,
voir de pré-calculer, des relations avec les modules de Cauchy ou en permutant
d’autres relations.

Abstract

In this paper, we propose new ideas for the computation of the splitting field of
an univariate polynomial over a perfect field. This ideas can mixe two known
algorithms in a faster one by avoiding their respective drawbacks.

1. Introduction

Dans cet article, k désignera un corps parfait et f un polynôme irréductible sur k
et de degré n. Sous ces hypothèses, les racines α1, α2, . . . , αn de f dans une clôture
algébrique k de k sont distinctes et, en tant que groupe de permutations, le groupe de
Galois Galk(f) de f sur k est isomorphe à un sous-groupe transitif de Sn, le groupe
symétrique de degré n.

Déterminer le corps de décomposition k(α1, . . . , αn) du polynôme f revient à calculer
un ensemble triangulaire séparable T de k[x1, . . . , xn] engendrant un idéal maximal
M, appelé idéal des relations, vérifiant :

k(α1, . . . , αn) ≃ k[x1, . . . , xn]/M.

L’objet de cet article est l’élaboration d’un algorithme efficace de calcul de l’idéal M,
c’est-à-dire celui de l’ensemble triangulaire T.

Plusieurs méthodes exploitent les factorisations successives du polynôme f dans les
extensions algébriques k(α1), k(α1, α2), . . . , k(α1, α2, . . . , αn) (voir [20], [13], [2] et
[15]). Mais ces méthodes, dans leurs dernières étapes, peuvent s’avérer très coûteuses
(voir infaisables) lorsque l’ordre du groupe de Galois de f est élevé.
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L’algorithme GaloisIdéal basé sur les idéaux de Galois évite les factorisations dans
les extensions (voir Paragraphe 9.2) Cet algorithme, appliqué à un idéal I1, construit
récursivement une chaîne strictement ascendante d’idéaux de Galois de f :

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir = M .

Il est toujours possible de prendre pour I1 l’idéal S des relations symétriques en-
gendré par l’ensemble triangulaire formé des modules de Cauchy de f (voir [8], [18]
et [20]). À partir de S, l’idéal M est algorithmiquement calculable en une étape
(i.e. r = 2) (voir [3]). Mais ce calcul dépend de celui du polynôme minimal d’un
élément k-primitif du corps des racines de f . L’algorithme GaloisIdéal diminue la
complexité du problème en le décomposant en plusieurs étapes. La complexité du
calcul de l’idéal Ii+1 dépend fortement de la dimension du k-e.v. k[x1, . . . , xn]/Ii qui
vaut n! lorsque i = 1 et S = I1. Plus la dimension de k[x1, . . . , xn]/M est moindre
(c’est l’ordre du groupe de Galois), plus il est essentiel de calculer un idéal de Galois
distinct de S en un temps plus rapide que GaloisIdéal partant de I1 = S.

Pour calculer M, nous disposons d’une troisième voie proposée dans [26]. L’auteur y
calcule les degrés des monômes initiaux de l’ensemble triangulaire T engendrant M

(voir [5]) puis, par l’algèbre linéaire et les nombres p-adiques, il détermine les coeffi-
cients des monômes de T. Cette méthode suppose le groupe de Galois pré-déterminé
et pourtant n’exploite cette information que pour le calcul des degrés initiaux.

Dans l’algorithme de factorisations dans les extensions, il est possible d’extraire des
informations sur le groupe de Galois à travers les tables de rupture (voir Paragraphe
4). De plus, les modules de Cauchy des facteurs sont des relations dont certaines
appartiennent à T (voir Paragraphe 5). Nous évitons ainsi des factorisations dans
les extensions. Au lieu de poursuivre les factorisations “à l’aveugle”, il est possible
de construire un idéal de Galois dit induit (voir Paragraphe 5) et de calculer l’objet
indispensable à son utilisation : son injecteur dans M (voir Paragraphe 7.3). À par-
tir d’un idéal de Galois dont l’injecteur n’est pas un groupe, nous verrons que nous
pouvons calculer extrêmement rapidement un nouvel idéal J le contenant (voir Para-
graphe 8). À cette étape, nous disposons d’une liste de groupes de Galois candidats.
À partir de l’idéal J , il est alors possible de poursuivre la construction de T avec
l’une des trois méthodes évoquées plus haut. Ces idées donnent des résultats excel-
lents puisqu’elles permettent de mixer toutes les méthodes connues en les optimisant
individuellement. De plus, mixer ces méthodes compense leurs faiblesses respectives
(ordre élevé pour la factorisation, bas pour GaloisIdéal, pré-calcul du groupe de
Galois pour la troisième).
Au paragraphe 9, nous décrivons une méthode pour construire un algorithme de
construction de T. Pour simplifier la présentation, cette description s’arrête à la
factorisation dans la première extension et termine la construction avec GaloisIdéal
sans faire appel à d’autres outils de détermination du groupe de Galois ou à d’autres
méthodes pour calculer des relations de T. Pour l’élaboration d’un algorithme efficace,
il faut poursuivre l’étude dans les extensions supérieures et mixer toutes les méthodes.
Dans le paragraphe 10 et à titre d’illustration, nous étudierons cet algorithme simplifié
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en degré 8 car il offre un panel complet des situations possibles. Le paragraphe 11
est dédié à l’implantation et à l’expérimentation.
Les polynômes utilisés à titre d’illustration sont extraits de la base de données de G.
Malle et J. Klüners (voir [11] et [12]).

2. Notations

Nous adopterons les notations et conventions suivantes :

− Pour tout idéal I de k[x1, . . . , xn], la variété affine de I dans k
n
, i.e. l’ensemble

des n-uplets de k
n

annulant l’idéal I, est notée V (I) et M(I) désigne l’ensemble
des idéaux maximaux contenant I.

− Soit V ⊂ k
n

; l’idéal Idk(V ) est l’ensemble des polynômes de k[x1, . . . , xn]
s’annulant sur V .

− L’ensemble des permutations d’un ensemble fini E est noté SE. Lorsque E
désigne l’ensemble {1, . . . , n}, SE est noté Sn.

− Si L un sous-groupe de SE, le fixateur dans L d’un élément e ∈ E est noté
L{e} et est considéré comme un sous-groupe de SE\{e}.

− Le produit direct Sn1
× · · · × Snm

de groupes symétriques est noté Sn1,...,nm
.

− Pour tout sous-groupe H de Sn et tout σ ∈ Sn, nous posons Hσ = σHσ−1.
− L’ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l’action naturelle d’un sous-groupe

G de Sn est noté Orb(G).
− Soit σ ∈ Sn. Pour tout n-uplet u, nous posons σ.u = (uσ(1), . . . , uσ(n)) et,

pour tout P ∈ k[x1, . . . , xn], nous posons σ.P = P (xσ(1), . . . , xσ(n)).
− Soit σ ∈ Sn. Soit E un ensemble sur lequel Sn agit. Notons . cette action.

Pour toute partie P ⊂ E, toute partie L de Sn et tout élément e ∈ E, nous
posons σ.P = {σ.p | p ∈ P}, L.P = {σ.P | σ ∈ L} et L.e = L.{e}.

− Pour tout anneau A et toute partie non vide E de A, nous noterons 〈E〉A
l’idéal engendré par E dans A.

Si G est un sous-groupe d’un sous-groupe H de Sn et {σ1G, . . . , σeG} sont les classes
à gauche de H mod G alors l’ensemble {σ1, . . . , σe} est appelé une transversale à
gauche de H mod G. Les transversales à droite se définissent de la même manière.
Dans toute la suite de cet article, α = (α1, . . . , αn) ∈ k̄n désignera un n-uplet de n
racines distinctes de f (supposé irréductible).

3. Idéaux de Galois

Les définitions et les résultats non démontrés ci-après sont repris des articles [23] et
[24]. La notion de stabilisateur a toutefois été étendue à celle d’injecteur.

Dans tout ce paragraphe, nous noterons K une extension algébrique de k, nous fixons
L un sous-ensemble de Sn et l’idéal I = IdK(L.α).

Définition 3.1. L’idéal I est appelé un idéal de Galois de f (sur K). Deux idéaux
de Galois particuliers sont l’idéal des α-relations

M = IdK({α}) et S = IdK(Sn.α) .
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La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux de Galois.

Proposition 3.2. Un idéal propre de K[x1, . . . , xn] est un idéal de Galois de f si et
seulement si il contient les modules de Cauchy de f .

Il s’ensuit naturellement le nouveau corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Soient K1, K2 deux extensions algébriques de k telles que K1 ⊂ K2.
Si I (resp. J) est un idéal de Galois de K1[x1, . . . , xn] (resp. K2[x1, . . . , xn]) alors
les deux idéaux suivants sont des idéaux de Galois :

(1) L’idéal de K2[x1, . . . , xn] engendré par I. Cet idéal est obtenu par extension
des scalaires et s’exprime sous la forme du produit tensoriel K2 ⊗K1

I.
(2) L’idéal K1[x1, . . . , xn] ∩ J trace de J dans K1[x1, . . . , xn].

Définition 3.4. L’injecteur Inj(J, J ′) d’un idéal J dans un idéal J ′ est l’ensemble
des permutations σ de Sn qui vérifient σ.J ⊂ J ′.
L’injecteur de I relatif à α est l’injecteur de I dans M, noté aussi Inj(I, α).

La variété V (I) est donnée par :

(3.1) V (I) = {σ.α | σ ∈ Inj(I,M)} (= Inj(I,M).α)

et comme le polynôme f est séparable,

(3.2) Card(Inj(I,M)) = Card(V (I)) .

En remarquant que IdK(σ.α) = σ−1.M, nous avons donc :

(3.3) I =
⋂

σ∈Inj(I,M)

σ−1.M =
⋂

σ∈L

σ−1.M

et l’ensemble M(I) des idéaux maximaux contenant I est

(3.4) M(I) = {σ−1.M | σ ∈ Inj(I,M)} = {σ−1.M | σ ∈ L} .

Les injecteurs de l’idéal de Galois I sont tous reliés par la proposition suivante :

Proposition 3.5. Si σ ∈ Sn alors Inj(I, σ.M) = σ Inj(I,M).

Démonstration. Car pour tout R ∈ I, et τ ∈ Inj(I, σ.M), nous avons τ.R ∈ σ.M si
et seulement si σ−1τ.R ∈ M ; i.e. τ ∈ σ Inj(I,M).

Remarque 3.6. L’identité (3.1) fait apparaître que l’idéal I est entièrement déterminé
par un n-uplet de k sur lequel il s’annule et par son injecteur relatif à ce n-uplet.
Ainsi, l’injecteur de I relatif à α est de nature géométrique. En effet, pour toute
extension algébrique K ′ de K, nous avons :

Inj(I, IdK(α)) = Inj(K ′ ⊗K I, IdK ′(α))

qui s’écrit plus simplement

Inj(I, α) = Inj(K ′ ⊗K I, α) .(3.5)
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Exprimons I sous la forme d’une décomposition de I en idéaux deux-à-deux comax-
imaux :

I =

m
⋂

i=1

Ni .

La variété de I s’écrit alors comme l’union disjointe des variétés V (Ni) et l’égalité
3.1 permet d’exprimer l’injecteur de I relatif à M comme l’union disjointe suivante :

Inj(I,M) = Inj(N1,M) + Inj(N2,M) + . . .+ Inj(Nm,M) .(3.6)

Proposition 3.7. Soit E une partie de Sn. Les deux assertions suivantes sont équiv-
alentes :

(1) il existe N ∈ M(I) tel que E ⊂ Inj(I,N) ;
(2) l’idéal 〈I ∪ E.I〉k[x1,...,xn] est de Galois (i.e. distinct de k[x1, . . . , xn]).

Démonstration. L’idéal J de k[x1, . . . , xn] engendré par I ∪E.I est un idéal de Galois
si et seulement s’il est un idéal propre de k[x1, . . . , xn] (voir Proposition 3.2). De
l’égalité 3.3, nous déduisons que :

J 6= k[x1, . . . , xn] ssi
⋂

N∈M(I)

〈N ∪ E.I〉k[x1,...,xn] 6= k[x1, . . . , xn]

ssi ∃N ∈ M(I), 〈N ∪ E.I〉k[x1,...,xn] 6= k[x1, . . . , xn]

ssi ∃N ∈ M(I), E.I ⊂ N

car N est maximal. �

Un injecteur peut être un groupe ; c’est le cas, particulier et important en théorie de
Galois, de l’injecteur de tout idéal dans lui même :

Définition 3.8. L’injecteur de I dans I est le groupe de décomposition Dec(I) de I.

Définition 3.9. Le groupe de Galois GalK(α) de α sur K est le groupe de décom-
position de IdK({α}) ; i.e. c’est Dec(M).

Notations 3.10. Le groupe de Galois GalK(α) est isomorphe au groupe des K-
automorphismes de K(α) par l’application qui à tout élément τ de Galk(α) as-
socie τ dans AutK(K(α)) défini par τ (αi) = ατ(i). L’action de AutK(K(α)) sur
K(α) est étendue naturellement à K(α)[x1, . . . , xn] par action sur les coefficients des
polynômes.
Nous convenons que GalK(f) désigne un conjugué de GalK(α) dans Sn.

Remarque 3.11. Pour tout τ ∈ Galk(α) et tout g ∈ k(α)[x1, . . . , xn], nous avons donc
deux notations distinctes :

− τ (g) désignant le polynôme obtenu par l’action de τ sur les coefficients de g
et

− τ.g désignant le polynôme g(xτ(1), . . . , xτ(n)).

Le lemme suivant sera utilisé pour montrer la proposition 7.1.
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Lemme 3.12. Pour tout idéal J de k(α)[x1, . . . , xn] et tout τ ∈ Galk(α), nous avons
l’identité suivante :

Inj(τ (J), α) = τ Inj(J, α) .(3.7)

Démonstration. Pour V un sous-ensemble de Sn.α, montrons que :

τ(Idk(α)(V )) = Idk(α)(τ.V ) .(3.8)

Avec les notations de l’énoncé, nous avons les égalités successives :

Idk(α)(τ.V ) =
⋂

β∈V

〈x1 − βτ(1), . . . , xn − βτ(n)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

〈τ(x1 − β1), . . . , τ(xn − βn)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

τ(〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉τ−1(k(α)[x1,...,xn]))

= τ (
⋂

β∈V

〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉k(α)[x1,...,xn])

= τ (Idk(α)(V ))

où l’avant dernière égalité est obtenue car τ est k-automorphisme de l’algèbre k(α)[x1, . . . , xn].
Montrons maintenant que :

Inj(τ (J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α)) .(3.9)

Nous avons les égalités suivantes :

Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = {σ ∈ Sn | ∀P ∈ τ(J), σ.P ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.τ (P ) ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, τ (σ.P ) ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.J ∈ τ−1(Idk(α)(α))},

d’où le résultat. Pour terminer, les égalités successives suivantes prouvent l’identité
(3.7) :

Inj(τ (J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α))), d’après l’identité (3.9) ,

= Inj(J, Idk(α)(τ
−1.α)), d’après l’identité (3.8),

= τ Inj(J, Idk(α)(α)), d’après la proposition 3.5. �

La proposition suivante permet, sous certaines conditions, de déterminer un injecteur
de l’idéal I.

Proposition 3.13. Si I ⊂ M alors Dec(I) ⊂ Inj(I,M) et

Inj(I,M) = Dec(M)L (= { g l | g ∈ Dec(M), l ∈ L} ).

Soit e l’entier tel que Card(Inj(I,M)) = e.Card(Dec(M)). L’injecteur Inj(I,M)
s’écrit comme une réunion disjointe de e classes à droite :

Inj(I,M) = Dec(M)τ1 +Dec(M)τ2 + · · ·+Dec(M)τe(3.10)
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où τ1 = id, . . . , τe sont des permutations de Sn. Ainsi, I se décompose comme inter-
section d’idéaux maximaux distincts :

(3.11) I =

e
⋂

i=1

τ−1
i .M .

Proposition 3.14. Soit H un sous-groupe de Sn. Le groupe de décomposition de
l’idéal IdK(H.α) contient H.

Définition 3.15. (voir [5]) Un idéal de K[x1, . . . , xn] est dit triangulaire s’il est
engendré par un ensemble triangulaire séparable.

Proposition 3.16. (Voir [5]) Si Inj(I,M) est un groupe alors I est un idéal trian-
gulaire.

Dans cet article, tous les idéaux considérés seront triangulaires ou bien par construc-
tion ou bien par la proposition 3.16. Nous supposerons donc, à partir de maintenant,
que I est engendré par l’ensemble triangulaire séparable

T = {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}.

Définition 3.17. Le n-uplet L(I) défini par

L(I) = (degx1
(f1), . . . , degxn

(fn))

est appelé liste des degrés initiaux de I. Nous noterons degxi
(I) le ième élément de la

liste L(I).

Notations 3.18. Pour tout groupe H ⊂ Sn, dans [5] il est montré comment calculer,
à partir de H , une liste identique à L(J) pour tout idéal de Galois J ayant H comme
injecteur. Cette liste est aussi notée L(H).

Comme l’idéal I est triangulaire, nous pouvons calculer le cardinal des injecteurs de
I par la formule suivante (voir Égalité (3.2)) :

(3.12) Card(V (I)) =
n
∏

i=1

degxi
(I) = Card(Inj(I,M)).

La proposition suivante donne des conditions équivalentes pour qu’un injecteur Inj(I,M)
soit un groupe ainsi qu’un test effectif :

Proposition 3.19. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Dec(I) = Inj(I,M),
(2) Dec(M) ⊂ Dec(I),
(3) Card(Dec(I)) =

∏n

i=1 degxi
(I),

(4) les injecteurs de I dans les idéaux de M(I) sont identiques.

Si l’une de ces assertions est vérifiée, l’idéal I n’admet qu’un seul injecteur : le groupe
Dec(I). Nous parlerons alors de l’injecteur de I.

Il est important de pouvoir tester si Dec(I) est l’injecteur de I car le groupe de
décomposition est rapidement calculable à partir de I (voir [1]) alors que le calcul de
Inj(I,M) nécessite, a priori, la connaissance de M. Néanmoins, dans le paragraphe
7, nous verrons qu’il est parfois possible de pré-déterminer de tels injecteurs.
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4. Table de rupture

Dans cette partie, nous montrons comment construire les tables de rupture. En degré
n, la table est pré-calculable car elle ne dépend que de la liste des classes de Sn-
conjugaison des sous-groupes transitifs de Sn (un seul représentant par classe suffit).
Elle discrimine partiellement ces groupes transitifs en fonction de l’action de leur
stabilisateur en 1 sur l’ensemble {1, 2, . . . , n}. Cette table sera utilisée suite à la
factorisation du polynôme f sur un de ses corps de rupture. Il apparaîtra alors que
certains groupes ne peuvent être le groupe de Galois de f sur k. Au paragraphe 7,
nous approfondirons l’utilisation de cette table afin de déterminer un injecteur d’un
idéal de Galois de f construit à partir de sa factorisation sur un de ses corps de
rupture.

Proposition 4.1. Soient K une extension algébrique de k et g ∈ K[x] un polynôme
séparable de degré d. Notons GalK(g) le groupe de Galois de g sur K et O une orbite
de {1, . . . , d} sous l’action de GalK(g). L’application

ϕ : GalK(g) −→ SO,

induite par l’action de GalK(g) sur O, a pour image le groupe de Galois du facteur
irréductible g1 de g sur K donné par :

g1 =
∏

i∈O

(x− βi),

où les βi sont des racines de g dans k.
En particulier, nous avons l’égalité Card(O) = deg(g1).

Comme le polynôme f est irréductible, l’anneau quotient k[x]/〈f〉 est isomorphe au
corps k(α1) appelé corps de rupture de f . Nous pouvons donc appliquer la proposi-
tion 4.1 avec K = k(α1) et g = f(x)

(x−α1)
, de groupe de Galois GalK(g) = Galk(f){1}.

Notations 4.2. Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

− T (n) désignera la liste des représentants des classes de conjugaison des sous-
groupes transitifs de Sn du logiciel de calcul symbolique Magma (voir [6]).
Pour n ≤ 15, ces listes sont celles de G. Butler et J. McKay (voir [7]).

− Le groupe nTi est le i-ième groupe de T (n) retourné par l’appel à la fonction
TransitiveGroup(n, i) de Magma.

− La parité du groupe nTi sera indiquée par un exposant +.

Désormais Galk(f) désignera le groupe de T (n) conjugué à Galk(α).

À un groupe T de T (n), nous associons :

− OT la suite des orbites induites par l’action de T{1} sur {2, . . . , n} ordonnées
par cardinalité croissante ;

− ∆(T ) la suite croissante des cardinaux des orbites de OT ;
− Γ(T ) la suite croissante pour l’ordre ≺ des groupes transitifs induits par

l’action de T{1} sur les orbites de OT où l’ordre ≺ est défini par n1Ti1 ≺ n2Ti2
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ssi (n1, i1) <Lex (n2, i2), où <Lex est l’ordre lexicographique sur les couples
d’entiers.

Nous adoptons la notation exponentielle pour les suites finies d’entiers et de groupes ;
par exemple, la suite finie a, a, a, b, c, c s’écrit a3, b, c2.

Définition 4.3. La table qui recense les images par Γ et ∆ de tous les groupes de
T (n) sera appelée la table de rupture en degré n.

∆(T ) Γ(T ) T

17 (1T1)
7 8T1, 8T

+
2 , 8T+

3 , 8T+
4 , 8T+

5

13, 22 (1T1)
3, (2T1)

2 8T7, 8T
+
9 , 8T+

10, 8T
+
11

13, 4
(1T1)

3, 4T1 8T17

(1T1)
3, 4T+

2 8T+
18

1, 23 1T1, (2T1)
3 8T6, 8T8, 8T16, 8T

+
20, 8T21, 8T

+
22, 8T27, 8T31

1, 2, 4
1T1, 2T1, 4T1 8T+

19

1T1, 2T1, 4T
+
2 8T15

1T1, 2T1, 4T3 8T26, 8T28, 8T
+
29, 8T30, 8T35

1, 32
1T1, (3T

+
1 )2 8T+

12, 8T
+
13, 8T

+
14

1T1, (3T2)
2 8T+

24

1, 6

1T1, 6T2 8T23

1T1, 6T
+
4 8T+

32

1T1, 6T6 8T38

1T1, 6T
+
7 8T+

39

1T1, 6T8 8T40

1T1, 6T11 8T44

3, 4
3T+

1 , 4T+
4 8T+

33, 8T
+
34, 8T

+
42

3T2, 4T5 8T+
41, 8T

+
45, 8T46, 8T47

7

7T+
1 8T+

25

7T+
3 8T+

36, 8T
+
37

7T4 8T43

7T+
5 8T+

48

7T+
6 8T+

49

7T7 8T50

Table 1. Table de rupture en degré 8.

Nous allons décrire comment exploiter les tables de rupture pour obtenir des infor-
mations sur les groupes de Galois des polynômes irréductibles.

Définition 4.4. Les facteurs irréductibles f1, . . . , fr de f(x)/(x− α1) dans k(α1)[x]
sont appelés les facteurs de rupture de f et sont supposés être ordonnés par degrés
croissants.

Notations 4.5. Comme nous avons convenu que Galk(f) ∈ T (n), nous pouvons
noter Γ(f) la suite Γ(Galk(f)) et ∆(f) la suite ∆(Galk(f)).

La proposition 4.1 montre que :
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− Γ(f) est, à permutation des facteurs de même degré près, la suite

Galk(α1)(f1), . . . ,Galk(α1)(fr)

− ∆(f) = deg(f1), . . . , deg(fr).
La table de rupture donne des informations sur le groupe de Galois de f en fonction
de ∆(f) ou Γ(f) et vice-versa, comme l’illustrent en degré 8 les exemples ci-après.

Exemple 4.6. Considérons le polynôme irréductible sur k = Q :

f := x8 − 4x7 + 14x5 − 8x4 − 12x3 + 7x2 + 2x− 1 .

En factorisant f dans son corps de rupture, nous obtenons quatre facteurs linéaires
et un facteur irréductible de degré 4. Nous avons donc ∆(f) = 13, 4. D’après la table
TAB. 1, GalQ(f) est un conjugué de 8T17 ou de 8T+

18. Le discriminant 300416 = 212413

de f n’étant pas un carré dans Q, GalQ(f) est donc le groupe impair 8T17. On peut
aussi bien tester la parité avec le facteur f4 qu’avec f .

Exemple 4.7. Si n = 8 et Galk(f) = 8T46 alors ∆(f) = 3, 4 et la factorisation de f
sur k(α1) s’écrit :

f(x) = (x− α1)f1(α1, x)f2(α1, x) ,

où f1 et f2 sont les facteurs de rupture de f de groupes de Galois respectifs 3T2 et
4T5 sur k(α1).

La factorisation du polynôme f sur k(α1) étant donnée, deux informations sont alors
disponibles. D’une part, la table de rupture en degré n fournit une liste de groupes
candidats à être le groupe de Galois. D’autre part, nous disposons des facteurs
de rupture de f à partir desquels nous construirons un idéal de Galois de f (voir
Section 5). Ces deux informations ne sont pas exploitées dans les algorithmes de
factorisation dans les extensions.

5. Idéal de rupture et idéal induit

Posons K = k(α1) et considérons les facteurs de rupture f1, . . . , fr de f sur K[x]
(voir Définition 4.4). Pour tout i ∈ [[1, n]], notons mi le degré en la variable x de fi,
posons (avec m0 = 1) :

Xi = {xm0+···+mi−1+1, . . . , xm0+···+mi
}

et notons Tfi(α1) l’ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy du facteur
fi dans l’anneau de polynômes K[Xi]. Nous avons {x2, . . . , xn} = X1 ∪ · · · ∪Xmr

.
Rappelons que ∆(f) = m1, . . . , mr. Dans K[x1, . . . , xn], l’idéal I engendré par
l’ensemble triangulaire

{x1 − α1} ∪ Tf1(x1) ∪ · · · ∪ Tfr(x1)

est l’idéal de Galois de f sur le corps K d’injecteur S1,∆(f) (voir [18]).

Exemple 5.1. Dans cet exemple, k désigne le corps des rationnels Q. Soit le polynôme
f = x8 − x6 − x4 + x2 + 1, irréductible sur k. Il se factorise sur son corps de rupture
k(α1) en :

f = (x− α1)(x+ α1)(x
2 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1)(x4 + (α6
1 − α4

1)x
2 − 1)
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et ∆(f) = 1, 2, 4. D’après la table de rupture en degré 8, GalQ(f) est un sous-groupe
de 8T35. Les modules de Cauchy des facteurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sont
respectivement les deux ensembles de polynômes :

T1(α1) = { x2
3 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1,

x4 + x3} dans k(α1)[x3, x4] et

T2(α1) = { x4
5 + (α6

1 − α4
1)x

2
5 − 1,

x3
6 + x3

5 + x2
5x6 + x5x

2
6 + (α6

1 − α4
1)x5 + (α6

1 − α4
1)x6,

x2
7 + x2

5 + x5x6 + x5x7 + x2
6 + x6x7 + α6

1 − α4
1,

x8 + x7 + x6 + x5} dans k(α1)[x5, x6, x7, x8] .

L’idéal de Galois de f dur K[x] d’injecteur S12,2,4 est engendré par l’ensemble trian-
gulaire T :

T = {x1 − α1} ∪ {x2 + x1} ∪ T1(x1) ∪ T2(x1) .

Définition 5.2. Un idéal de Galois de f sur k(α1) est appelé un idéal de rupture de
f . L’idéal I est appelé un idéal de rupture symétrique de f .

Remarque 5.3. À partir des facteurs de rupture de f , peuvent être construits autant
d’idéaux de rupture symétriques que de permutations de Sr laissant la suite ∆(f)
invariante (l’ordre des facteurs de rupture n’est pas unique dès que deux d’entre eux
ont le même degré). Néanmoins, tous admettent S1,∆(f) comme injecteur.

Notations 5.4. Dans toute la suite de cet article, I1 et Mr désigneront des idéaux
de rupture de f vérifiant :

I ⊂ I1 ⊂ Mr(5.1)

et Mr = Idk(α1)(α) ∈ M(I1). Nous supposons que I1 possède pour injecteur dans Mr

son groupe de décomposition que nous notons Inj(I1). D’après la proposition 3.16,
l’idéal I1 est engendré par un ensemble triangulaire

{x1 − α1, F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}

où les polynômes F2, . . . , Fn sont à coefficients dans k.

De l’idéal I1 se déduit naturellement un idéal de Galois de f de l’anneau k[x1, . . . , xn]
(voir Corollaire 3.3) :

Définition 5.5. L’idéal induit de l’idéal I1 est l’idéal I de Galois de f sur k défini
par :

I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] .

Proposition 5.6. Posons F1 = f . L’idéal I induit de I1 est engendré par l’ensemble :

T = {F1(x1), F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}

qui est triangulaire.

Démonstration. Car le polynôme f est irréductible sur k. �
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Proposition 5.7. Pour tout M ∈ M(I), alors il existe Nr ∈ M(I) tel que M est
induit de Nr et

M(I) = {σ.M | σ ∈ Inj(I1)}.

Autrement formulé :
M(I) = {Idk(β) | β ∈ V (I1)} .

Démonstration. Le première assertion est évidente. Soit Nr l’idéal dont M est induit.
Nous avons Inj(I1) = Inj(I1,Nr). La proposition est démontrée par la suite d’égalités
suivantes.

I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] =
⋂

σ∈Inj(I1)

σ−1.Nr ∩ k[x1, . . . , xn] =
⋂

σ∈Inj(I1)

σ.M

car Inj(I1) est un groupe. �

Proposition 5.8. Tout M ∈ M(I) vérifie :

(1) Dec(M){1} ⊂ Inj(I1) ⊂ S1,∆(f);
(2) Orb(Dec(M){1}) = Orb(Inj(I1)) = Orb(S1,∆(f)) .

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Mr ∩k[x1, . . . , xn]. Nous obtenons
les inclusions inverses des injecteurs des idéaux de (5.1) :

Dec(Mr) ⊂ Inj(I1) ⊂ S1,∆(f) . (∗)

Des identités Dec(Mr) = Dec(M){1} et Orb(Dec(M){1}) = Orb(S1,∆(f)) (par défini-
tion de ∆(f)), nous en déduisons, avec (∗), les assertions (1) et (2) de la proposition.
�

Nous allons maintenant donner une décomposition de l’idéal I :

Proposition 5.9. Soit M ∈ M(I) et soient τ1, . . . , τn, des permutations du groupe
Dec(M) telles que, pour tout i ∈ [[1, n]], τi(1) = i. Nous avons :

k(α)⊗k I =
n
⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idk(α). Notons V = Inj(I1).α la
variété de I1 et posons W = Galk(α).V . Comme V est stable par Galk(α1)(α) (voir
Proposition 3.13) et que τ1, . . . , τn est une transversale à gauche de Galk(α) modulo
Galk(α1)(α), nous avons

W =
⋃

i∈[[1,n]]

τi.V .

Par définition, W est la variété de l’idéal de Galois Idk(V ) (voir Proposition 3.13).
Ainsi,

Idk(W ) = Idk(V ) = I1 ∩ k[x1, . . . , xn]

et donc, comme W est une variété définie sur k (i.e. son idéal possède un système de
générateurs à coefficients dans k)

Idk(α)(W ) = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) .
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Par définition de I, il vient

k(α)⊗k I = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) = Idk(α)(W ) =
⋂

i∈[[1,n]]

Idk(α)(τi.V )

Or, d’après le lemme 3.12, nous avons les égalités

∀i ∈ [[1, n]], Idk(α)(τi.V ) = τi(Idk(α)(V )) = τi(k(α)⊗k(α1) I1) ,

d’où le résultat. �

Étant donné L = Inj(I1), l’objectif est maintenant de calculer un injecteur de l’idéal I
induit de I1 (voir Paragraphe 7) pour le cas où ce n’est pas le groupe de décomposition
de I. Pour cela, nous ferons appel aux résultats résultats du paragraphe suivant.

6. Ensemble A(L), application Ψ et groupes L-conjugués

Dans ce paragraphe, sont présentés les résultats portant uniquement sur les ensembles
de permutations.
Considérons un sous-groupe L de S1,n−1 (i.e. tel que ∀σ ∈ L, σ(1) = 1).

Définition 6.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H
de Sn vérifiant H{1} ⊂ L et tel que Orb(L) = Orb(H{1}). L’ensemble des groupes
admissibles sera noté A(L).

Remarque 6.2. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux des éléments de Orb(L).
Pour H un sous-groupe transitif de Sn, il est facile de montrer l’équivalence :

H ∈ A(L) ssi ∆(H) = 1, e et H{1} ⊂ L.
Ainsi, pour obtenir A(L), il suffit de déterminer les groupes H ′ de T (n) tel que
∆(H ′) = 1, e (à l’aide de la table de rupture en degré n), puis de calculer les groupes
H conjugués de H ′ vérifiant H{1} ⊂ L.

Proposition 6.3. Soit H ∈ A(L) et soient {σ1, . . . , σs} et {σ′
1, . . . , σ

′
s} deux transver-

sales à droite de L modulo H{1}. Alors

Hσ1 + · · ·+Hσs = Hσ′
1 + · · ·+Hσ′

s .

Démonstration. Puisque ∀i ∈ [[1, n]], σi ∈ L, il vient σi ∈ H{1}σ
′
1 + · · ·+H{1}σ

′
s, puis

successivement,
∀i ∈ [[1, n]], Hσi ⊂ Hσ′

1 + · · ·+Hσ′
s,

Hσ1 + · · ·+Hσs ⊂ Hσ′
1 + · · ·+Hσ′

s.

L’inclusion réciproque se démontre de la même manière. �

Cette proposition montre que l’application Ψ ci-dessous est bien définie.

Notations 6.4. Nous noterons Ψ l’application de A(L) dans l’ensemble des parties
de Sn définie pour tout H ∈ A(L) par :

Ψ(H) = Hσ1 + · · ·+Hσs ,

où {σ1, σ2, . . . , σs} est une transversale à droite de L modulo H{1}.
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Proposition 6.5. L’application Ψ possède les propriétés suivantes :

(1) Si H ∈ A(L) et si τ1 = id, . . . , τn désignent n permutations de H telles que,
pour tout i ∈ [[1, n]] τi(1) = i, alors

Ψ(H) = τ1L+ · · ·+ τnL .

(2) Si H et G appartiennent à A(L) et si H ∩ G est un sous-groupe transitif de
Sn alors Ψ(G) = Ψ(H).

Démonstration. Démontrons la première assertion. Puisque le groupe H est transitif,
les permutations τi existent et H = τ1H{1} + · · · + τnH{1}. Nous avons alors, pour
{σ1, σ2, . . . , σs} une transversale à droite de L modulo H{1} :

Ψ(H) = (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σ1 + · · ·+ (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σs

= τ1L+ · · ·+ τnL .

Pour la seconde assertion, il suffit de prendre τ1, . . . , τn dans l’intersection transitive
H ∩G et l’assertion (1) donne Ψ(H) = τ1L+ · · ·+ τnL = Ψ(G). �

Corollaire 6.6. Soit H ∈ A(L). Alors, le cardinal de Ψ(H) ne dépend que de celui
de L :

Card(Ψ(H)) = sCard(H) = nCard(L) .

Définition 6.7. Soient deux sous-groupes G et H de Sn. Le groupe G est dit L-
conjugué à H s’il existe σ dans L tel que H = Gσ = σGσ−1.

Proposition 6.8. Soient H et G deux groupes L-conjugués appartenant à A(L).
Nous avons les assertions suivantes :

(1) si σ désigne une permutation de L telle que H = Gσ, alors

Ψ(H) = σΨ(G) ;

(2) si {σ1, . . . , σs} désigne une transversale à droite de L modulo H{1} alors il
existe i ∈ [[1, s]] tel que H = Gσi ; en particulier, le nombre de groupes L-
conjugués à H est majoré par s.

Démonstration. Montrons l’assertion (1) et reprenons les notations de la Proposi-
tion 6.5. Posons, pour tout i ∈ [[1, n]], ρi = σ−1 τi σ. Les permutations ρ1, . . . , ρn
appartiennent à G = Hσ−1

et nous avons successivement,

Ψ(H) = τ1L+ · · ·+ τnL

= σ ρ1σ
−1L+ · · ·+ σ ρnσ

−1L

= σ ρ1L+ · · ·+ σ ρnL

= σΨ(G),

d’après l’assertion (1) de la proposition 6.5 et le fait que {ρi(1) | i ∈ [[1, n]]} =
{1, . . . , n}.

Montrons l’assertion (2). Si G et H sont L-conjugués, il existe σ ∈ L tel que
H = Gσ. L’égalité L = H{1}σ1 + H{1}σ2 + · · · + H{1}σs impose à σ d’appartenir
à l’un des ensembles H{1}σi, pour un entier i ∈ [[1, s]], et donc de s’écrire σ = hσi, où
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h désigne une permutation de H . Le résultat se déduit alors des égalités successives :
G = σ−1

i h−1H hσi = σ−1
i H σi. �

Les deux propositions suivantes nous seront utiles pour exprimer l’ensemble des in-
jecteurs d’un idéal induit de I1 et pour déterminer de manière constructive cet en-
semble même lorsqu’il existe plusieurs idéaux de rupture symétriques (voir Remarque
5.3).

Proposition 6.9. Soit H un groupe appartenant à A(L). Alors, pour tout σ ∈ L, le
groupe Hσ appartient à A(L).

Démonstration. Pour tout sous-groupe G de Sn et toute permutation σ ∈ Sn, nous
avons :

(Gσ){1} = (G{σ−1(1)})
σ et(6.1)

Orb(Gσ) = σ.Orb(G) .(6.2)

Il s’ensuit les égalités successives suivantes :

Orb((Hσ){1}) = Orb((H{1})
σ), d’après l’égalité (6.1) et puisque σ(1) = 1,

= σ.Orb(H{1}), d’après l’égalité (6.2),

= σ.Orb(L), car H ∈ A(L),

= Orb(L), car σ ∈ L .

Le groupe Hσ étant transitif, Hσ appartient à A(L). �

7. Calcul des injecteurs d’un idéal induit

L’idéal I1 de ce paragraphe est celui du paragraphe 5 (voir Notation 5.4). Nous
notons L l’injecteur de I1. Il vérifie L ⊂ S1,∆(f) (voir Proposition 5.8). L’idéal I est
induit de I1 (voir Définition 5.5). Nous cherchons à déterminer les injecteurs de I
dans les idéaux de M(I).

7.1. Formulation des injecteurs de l’idéal induit.

Proposition 7.1. Pour tout M ∈ M(I), le groupe de Galois Dec(M) appartient à
A(L) et

Inj(I,M) = Ψ(Dec(M)) ,

où Ψ est l’application définie dans la notation 6.4.

Démonstration. Le groupe Dec(M) appartient à A(L) d’après la proposition 5.8.
D’après la proposition 5.7, nous pouvons supposer que M = Idk(α) avec α ∈ V (I1)
; i.e. Inj(I,M) = Inj(I, α). Soient n permutations τ1, . . . , τn de Dec(M) telles que,
pour tout i ∈ [[1, n]], τi(1) = i. D’après la proposition 5.9, nous avons l’égalité :

k(α)⊗k I =
n
⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .
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L’idéal τi(k(α)⊗k(α1) I1) contient le polynôme x1−αi. Puisque les racines α1, . . . , αn

sont distinctes, les idéaux τi(k(α)⊗k(α1) I1), pour i ∈ [[1, n]], sont deux à deux comax-
imaux. Nous avons les égalités suivantes :

Inj(I, α) = Inj(k(α)⊗k(α1) I, α), d’après l’égalité (3.5),

=

n
∑

i=1

Inj(τi(k(α)⊗k(α1) I1), α), d’après l’égalité (3.6),

=

n
∑

i=1

τi Inj((k(α)⊗k(α1) I1), α), d’après le lemme 3.12,

=
n
∑

i=1

τi Inj(I1, α), d’après la remarque 3.6,

= Ψ(Dec(M)),

où la dernière égalité est obtenue en appliquant l’assertion (1) de la proposition 6.5
à L = Inj(I1, α). �

Théorème 7.2. Soit H ∈ A(L) et M ∈ M(I) tels que H ∩ Dec(M) soit un sous-
groupe transitif de Sn. Alors l’ensemble des injecteurs de l’idéal I induit de I1 dans
les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des

Inj(I, σ.M) = Ψ(Hσ)

où σ parcourt l’injecteur L de I1.

Démonstration. D’après les propositions 5.7 et 7.1, l’ensemble des injecteurs de I dans
les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des Inj(I, σ.M) = Ψ(Dec(σ.M))
où σ parcourt L. Soit σ ∈ L. Comme H ∩ Dec(M) est transitif, le groupe Hσ ∩
Dec(M)σ = Hσ ∩ Dec(σ.M) est aussi transitif. Selon l’assertion (2) de la proposi-
tion 6.5 appliquée à G = Dec(σ.M), nous avons donc Ψ(Hσ) = Ψ(G). �

Corollaire 7.3. Reprenons les hypothèses du théorème 7.2 et notons s l’indice de
H{1} dans L. Alors

Card(Inj(I,M)) = s.Card(H) = n.Card(L) .

Démonstration. Ces deux égalités sont des conséquences immédiates du corollaire 6.6
et du théorème 7.2. �

Si un groupe H vérifiant les hypothèses du théorème 7.2 est connu, il est alors possible
de calculer un injecteur de I. Il n’est pas toujours immédiat de tester si H ∩Dec(M)
est transitif pour un idéal M ∈ M(I) ; et ce d’autant plus lorsqu’au moins deux
des facteurs de rupture de f sont de même degré. C’est à cette question que sont
consacrés les deux paragraphes suivants.
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7.2. Classes de L-conjugaison associées aux idéaux induits.

Définition 7.4. Un groupe H ∈ A(L) est dit associé à l’idéal I s’il existe M ∈ M(I)
tel que H ∩Dec(M) soit transitif (i.e. si H vérifie les hypothèses du théorème 7.2).

Il s’agit d’étudier à quels idéaux sont associés les différents conjugués dans A(L) d’un
groupe H de A(L). Les groupes L-conjugués à H appartiennent aussi à A(L) (voir
Proposition 6.9) et si H est associé à I alors tout groupe de sa classe de L-conjugaison
C l’est aussi (voir Démonstration du théorème 7.2). Nous pouvons donc introduire la
définition suivante :

Définition 7.5. La classe C de L-conjugaison d’un groupe H ∈ A(L) est dite associée
à l’idéal I si H est associé à I.

Remarque 7.6. Si la classe C est associée à l’idéal I alors, d’après le théorème 7.2,
{Ψ(H ′) | H ′ ∈ C} est l’ensemble des injecteurs de I dans les idéaux maximaux qui le
contiennent.

Nous commençons notre étude par celle plus simple de A(S1,e), avec e = (e1, . . . , er) ∈
Nr, un r-uplet d’entiers croissants de somme n − 1. Les résultats sur A(L) s’en
déduiront aisément.
Soit le sous-groupe de Sn

M = {σ ∈ Sn | σ(1) = 1 et Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e)} .

D’après l’identité (6.2), le groupe M est le normalisateur de S1,e dans S1,n−1 ; en
particulier, le groupe S1,e est distingué dans M .
Le groupe M agit sur les S1,e-orbites O0 = (1), O1, . . . , Or de {1, . . . , n} (i.e. sur
Orb(S1,e)) en laissant fixe une orbite (par les permutations de S1,e) ou en l’envoyant
sur une autre orbite de même cardinal.
Nous supposons que les orbites sont indicées par cardinalité croissante (i.e. Card(Oi) =
ei pour i = 1, . . . , r). Le groupe S1,e (distingué dans M) est le noyau du morphisme
surjectif :

φ : M −→ StabSr
(e)

σ 7→ τ : τ(i) = j si σ.Oi = Oj(= Oτ(i)) i = 1, . . . , r .

Le cardinal N du stabilisateur StabSr
(e) de e dans Sr est aussi l’ordre du groupe

M/S1,e. Nous considérons {τ1 = id, . . . , τN} une transversale à droite de M mod S1,e

(c’est aussi une transversale à gauche).

Lemme 7.7. Soit H ∈ A(S1,e). Alors l’ensemble des groupes Sn-conjugués à H
appartenant à A(S1,e) est formé des Hσ où σ parcourt M .

Démonstration. Soit σ ∈ M . Nous avons d’une part (voir (6.1)) :

(Hσ){1} = (H{σ−1(1)})
σ = (H{1})

σ ⊂ Sσ
1,e = S1,e

et d’autre part (voir (6.2)) :

Orb(Hσ) = σ.Orb(H) = σ.Orb(S1,e) = Orb(S1,e) .
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Donc Hσ ∈ A(S1,e).
Pour l’inclusion inverse, prenons τ ∈ Sn tel que Hτ ∈ A(S1,e). Puisque H est transitif,
il existe h ∈ H tel que τh(1) = 1. Posons σ = τh. Nous avons Hτ = Hσ. Donc, d’une
part, σ(1) = 1 et, d’autre part, Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e) puisque Orb(Hσ) = Orb(S1,e)
et que Orb(H) = Orb(S1,e). D’où σ ∈ M . �

Lemme 7.8. Soit H ∈ A(S1,e) et considérons les m classes de conjugaison par S1,e

des Sn-conjugués de H appartenant à A(S1,e) (i.e. les Hσ où σ parcourt M). Alors
nous avons les assertions suivantes :
(1) soit σ ∈ S1,eτi ; la conjugaison par σ induit une bijection entre la classe de H et
celle de Hτi ;
(2) chaque classe est celle d’un groupe Hτi, où i ∈ [[1, N ]] formé des Hσ où σ ∈ S1,eτi.
(3) m ≤ N .

Démonstration. Pour montrer (1), il suffit de constater que si l ∈ S1,e, alors (H l)σ =

(Hσ)σlσ
−1

appartient à la même classe que Hσ puisque S1,e est distingué dans M .
Cette orbite est celle de Hτi puisque σ = ττi ∈ M avec τ ∈ S1,e et donc Hσ = (Hτi)τ .
Pour montrer (2), considérons une classe. Elle est celle d’un groupe Hσ où σ ∈ M
(voir Lemme 7.7) ; c’est-à-dire qu’il existe i ∈ [[1, N ]] tel que σ ∈ S1,eτi. Donc la classe
est celle de Hτi.
Il est évident que le nombre de classes est inférieur à N . �

Ayant étudié les classes de conjugaison par S1,e des conjugués H dans A(S1,e), nous
cherchons à savoir à quels idéaux induits des idéaux de rupture symétriques de f elles
sont associées lorsque :
- e = ∆(f) est la suite croissante des degrés des facteurs de rupture f1, . . . , fr (voir
Paragraphe 4), que
- H est associé à l’idéal de rupture symétrique I construit à partir de f1, . . . , fr (voir
Paragraphe 5) et que
- I est l’idéal induit de I (i.e. I = I ∩ k[x1, . . . , xn]).

Les facteurs de rupture sont ordonnés en respectant la croissance des degrés. Donc
il existe exactement N , le cardinal de StabSr

(e), listes de facteurs de ruptures dis-
tinctes (car les racines de f le sont) induisant par construction N idéaux de rupture
symétriques distincts. Plus précisément, comme S1,e est le noyau du morphisme
surjectif φ, ces N listes sont les

(fφ(τi)(1), . . . , fφ(τi)(r)) i = 1, . . . , N

respectivement aux origines des constructions des N idéaux de rupture symétriques
τi.I, d’idéaux induits respectifs :

τ1.I, τ2.I, . . . , τN .I .

Remarque 7.9. Le groupe S1,e étant celui de décomposition de chaque idéal de rupture
symétrique, par définition de τ1, . . . , τN , l’ensemble {σ.I | σ ∈ M} est l’ensemble
des idéaux induits des idéaux de rupture symétriques. Soit M ∈ M(I). Nous avons
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Dec(M) ∈ A(S1,e) (voir Proposition 5.8). Comme M(I) = {τ.M | τ ∈ S1,e} (voir
Proposition 5.7) , l’ensemble des idéaux maximaux contenant un idéal induit est

F = {σ.M | σ ∈ M}.

L’ensemble des groupes de décomposition des idéaux de F est formé des Dec(M)σ

(=Dec(σ.M)) où σ parcourt M ; c’est-à-dire l’ensemble des conjugués de Galk(f) (i.e.
de Dec(M)) appartenant à A(S1,e) (voir Lemme 7.7).

Lemme 7.10. Soit σ ∈ M . Si le groupe H est associé à l’idéal I alors le groupe Hσ

est associé à l’idéal σ.I induit de σ.I.

Démonstration. Soit M ∈ M(I) tel que H ∩ Dec(M) soit un sous-groupe transitif
de Sn. Alors Hσ ∩Dec(σ.M) est également transitif avec σ.M ∈ M(σ.I) (i.e. l’idéal
σ.M est un idéal maximal contenant σ.I). �

Les résultats précédents permettent d’énoncer le théorème suivant :

Théorème 7.11. Soit H ∈ A(S1,e) supposé être associé à l’idéal I induit de I.
Alors :
(1) à chaque idéal τi.I induit de l’idéal de rupture τi.I, i = 1, . . . , N , est associée la
classe de S1,e-conjugaison du groupe Hτi ;
(2) tout groupe Hσ ∈ A(S1,e) (i.e. σ ∈ M) est associé à l’idéal σ.I induit de l’idéal
de rupture σ.I. Donc toute la classe de S1,e-conjugaison de Hσ est associée à σ.I.

Le corollaire suivant est utilisé dans les pré-calculs :

Corollaire 7.12. Soient G, un conjugué de Galk(f), et H deux groupes de A(S1,e)
tels que H ∩G soit un sous-groupe transitif de Sn. Alors il existe groupe conjugué de
H appartenant A(S1,e) qui est associé I (ainsi que sa classe de S1,e-conjugaison). En
particulier, si les groupes conjugués à H appartenant A(S1,e) sont tous S1,e-conjugués
alors H est associé à I.

Remarque 7.13. L’hypothèse du corollaire 7.12 est vérifiée lorsque nous savons que
le groupe de Galois Galk(f) appartient à un ensemble et que tout groupe de cet
ensemble possède un conjugué dans A(S1,e) d’intersection transitive avec le groupe
H .

Remarque 7.14. Plaçons-nous dans le cas où les parts ei du n-uplet e = (e1, . . . , er)
sont distinctes deux à deux (i.e. N = 1, M = S1,e et StabSr

(e) est réduit à l’identité).
Il n’existe qu’un seul idéal de rupture symétrique de f . Si H ∈ A(S1,e) alors les
conjugués de H dans A(S1,e) sont S1,e-conjugués à H (voir Lemme 7.7).

Nous pouvons désormais revenir à I induit de l’idéal de rupture I1 avec L = Inj(I1).
Soit H ∈ A(L). D’après la proposition 6.9, les Sn-conjugués de H qui appartiennent
à A(L) se répartissent en classes de L-conjugaison.

Corollaire 7.15. Supposons le groupe H associé à l’idéal I. Alors, pour tout conjugué
G de H appartenant à A(L), il existe σ ∈ M tels que G = Hσ et G est associé à
l’idéal σ.I induit de σ.I1.
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Démonstration. Comme A(L) ⊂ A(S1,e) (voir Proposition 5.8), il existe σ ∈ M tel
que G = Hσ (voir Lemme 7.7). L’idéal σ.I1 contient l’idéal σ.I qui est de rupture
symétrique puisque σ ∈ M (voir Remarque 7.9). En reprenant la démonstration du
lemme 7.10, le groupe Hσ est bien associé à l’idéal σ.I induit de σ.I1. �

Remarque 7.16. Pour tout M ∈ M(I), Dec(M) ∈ A(L) (voir Proposition 5.8) est
associé I. Lorsque Galk(f) est déterminé, nous connaissons ses Sn-conjugués appar-
tenant à A(L). Il s’agit de pouvoir identifier la classe de L-conjugaison de M.

Nous venons d’étudier les liens entre les classes de S1,e-conjugaisons et les idéaux
induits d’idéaux de rupture symétriques. Nous n’avons pas résolu le problème d’iden-
tification de la classe associée à I. C’est à la résolution de ce problème qu’est consacré
le paragraphe suivant.

7.3. Association d’une classe de L-conjugaison à l’idéal induit I.

Dans ce paragraphe, I désignera un idéal induit d’un idéal de rupture I1 et C

l’ensemble des classes de L-conjugaison de groupes appartenant à A(L). Nous savons
qu’au moins une de ces classes est associée à I (voir Remarque 7.16). Les résultats de
ce paragraphe permettent de tester si une classe de L-conjugaison de C est associée
ou non à l’idéal I.

La proposition suivante permet toujours de déterminer un injecteur de I.

Proposition 7.17. Un groupe H de A(L) est associé à I si et seulement si il vérifie

I +Ψ(H).I 6= k[x1, . . . , xn] .

Démonstration. Cette dernière inégalité est vérifiée si et seulement si il existe β ∈
V (I) tel que Ψ(H) ⊂ Inj(I, β) (voir Proposition 3.7). Puisque Card(Ψ(H)) est le
cardinal de tout injecteur de I (voir Corollaire 6.6 et Corollaire 7.3), Ψ(H) est égal
à Inj(I, β). �

Remarque 7.18. Soient C1 et C2 deux classes de C. D’après les propositions 6.5 et 6.8,
s’il existe deux groupes H1 ∈ C1 et H2 ∈ C2 tels que H1 ∩ H2 soit un sous-groupe
transitif de Sn alors

{Ψ(H) | H ∈ C1} = {Ψ(H) | H ∈ C2} .

Supposons que I+Ψ(H1).I = k[x1, . . . , xn]. Avec cette hypothèse, la proposition 7.17
prouve qu’aucun des groupes de C1 et de C2 ne permet le calcul d’un injecteur de I.
Supposons que I+Ψ(H1).I 6= k[x1, . . . , xn]. Avec cette hypothèse, la proposition 7.17
montre que Ψ(H1) est un injecteur de I et qu’aucune des classes C telle que Ψ(H1) /∈
{Ψ(H) | H ∈ C} n’est associée à I.

La proposition suivante permet de pré-établir des critères d’association entre les
classes de C et les idéaux induits :
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Proposition 7.19. Si C ∈ C est associée à l’idéal induit I, alors

I =
⋂

H∈C

H.I

(

=
⋂

H∈C

{σ.R | σ ∈ H, R ∈ I}

)

.

Démonstration. Soit H ∈ C. Par hypothèse, il existe M ∈ M(I) tel que Inj(I,M) =
Ψ(H) (voir Théorème 7.2). Par définition de Ψ, l’injecteur Inj(I,M) s’écrit donc

Inj(I,M) = Hσ1 + · · ·+Hσs ,

où {σ1, . . . , σs} est une transversale à droite de L modulo H{1}. Par suite, l’idéal I
se décompose comme suit :

(7.1) I = Idk(Inj(I, α).α) =
s
⋂

i=1

Idk((Hσi).α) =
s
⋂

i=1

Idk(H
σ−1

i .(σi.α)) ,

Soient Hσ ∈ C où σ ∈ {σ−1
1 , . . . , σ−1

n } ⊂ L et R ∈ I. D’après l’égalité (7.1),
nous avons R ∈ Idk(H

σ.(σ−1.α)) et donc, par la proposition 3.14, il vient Hσ.I ⊂
Idk(H

σ.(σ−1.α)). La décomposition (7.1) permet d’en déduire l’inclusion
⋂

H′∈C H
′.I ⊂

I. Or I ⊂
⋂

H′∈C H
′.I, d’où le résultat. �

La proposition 7.19 s’applique pour établir des critères d’association tels ceux présen-
tés dans l’exemple 7.20 qui suit.

Exemple 7.20. Supposons que f soit un polynôme de degré 8 tel que ∆(f) = 13, 22.
L’injecteur de tout idéal de rupture symétrique I est L = S14,22 . Tout idéal I induit
par un idéal de rupture symétrique est engendré par un ensemble triangulaire TI de
la forme :

TI = {f(x1), x2 + g2(x1), x3 + g3(x1), x4 + g4(x1),

F5(x5, x1), x6 + g6(x5, x1), F7(x7, x1), F8(x6, x1)},

où les polynômes g2, g3, g4 sont distincts.
Supposons Galk(f) impair, il s’agit alors d’un conjugué de 8T7, c’est-à-dire l’un de
ses 6 conjugués dans A(L) qui sont :

H1 = 〈(1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8), σ1 = (1, 2)(3, 4)〉, H2 = 〈(1, 6, 3, 7, 2, 5, 4, 8), σ1〉,

H3 = 〈(1, 5, 2, 7, 3, 6, 4, 8), σ2 = (1, 3)(2, 4)〉, H4 = 〈(1, 5, 2, 8, 3, 6, 4, 7), σ2〉,

H5 = 〈(1, 5, 2, 7, 4, 6, 3, 8), σ3 = (1, 4)(2, 3)〉, H6 = 〈(1, 5, 2, 8, 4, 6, 3, 7), σ3〉.

Ces 6 groupes se répartissent en trois classes de L-conjugaison :

C1 = {H1, H2}, C2 = {H3, H4} et C3 = {H5, H6},

avec H2 = τ−1H1τ , H4 = τ−1H3τ et H6 = τ−1H5τ et τ = (5, 6) ∈ L.
D’après le théorème 7.11, il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que I =

⋂

H∈Ci
H.I. La proposition

7.19 permet ensuite de déterminer la classe associée à I sous la forme d’un critère
d’association.
À partir du polynôme R = x2+g2(x1) de TI et des permutations σ1 = (1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8)
de H1 et σ2 = (1, 6, 2, 5, 3, 7, 4, 8)(1, 2)(3, 4) de H2, nous formons le polynôme P1 =
σ1.R = σ2.R = x6 + g2(x5) qui appartient à

⋂

H∈C1
H.I. De même, nous construisons
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le polynôme P2 = x6 + g3(x5) de
⋂

H∈C2
H.I et le polynôme P3 = x6 + g4(x5) de

⋂

H∈C3
H.I.

Les polynômes P1 et P2 ne peuvent appartenir simultanément à I car, si tel était
le cas, le polynôme g2(x5) − g3(x5) = P1 − P2 appartiendrait à I et, étant de degré
strictement inférieur à f , il diviserait f sur k. Il en va de même, pour les couples
(P1, P3) et (P2, P3). Nous obtenons ainsi les critères d’association :

i) si P1 ∈ I alors la classe C1 est associée à I;
ii) si P2 ∈ I alors la classe C2 est associée à I;
iii) si P3 ∈ I alors la classe C3 est associée à I.

Supposons que C1 soit associée à I. Alors I est l’intersection de deux idéaux maximaux
(ceux de M(I)): I = M1 ∩ M2 avec Hi = Dec(Mi), i = 1, 2. Les ensembles
Ψ(H1) = H1+H1τ et Ψ(H2) sont les injecteurs de I dans M1 et M2, respectivement
(voir Théorème 7.2).

Remarque 7.21. Nous constatons sur l’exemple ci-dessus que la proposition 7.19 est
utilisable pour pré-établir des critères d’association. Il s’agit d’une conséquence du
fait que les variables et les degrés des polynômes intervenant dans l’ensemble trian-
gulaire engendrant l’idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f .

8. Adjonction de relations à l’idéal induit

Fixons nous un idéal de Galois I et M = Idk(α) ∈ M(I). Nous cherchons à cons-
truire, sans coût supplémentaire, un idéal de Galois contenant strictement I. L’idée
est de permuter les relations de I pour en déduire de nouvelles. Nous chercherons à
déterminer un injecteur de ce nouvel idéal.

Proposition 8.1. Soit H un sous-groupe de Sn vérifiant H ⊂ Inj(I,M). Pour tout
σ ∈ H et R ∈ I, l’idéal J = I + 〈σ.R〉 est un idéal de Galois contenu dans Idk(H.α).

Démonstration. Montrons l’inclusion J ⊂ Idk(H.α). Puisque H ⊂ Inj(I, α), nous
avons I ⊂ Idk(H.α) et il suffit donc de montrer que σ.R appartient à Idk(H.α).
D’après la proposition 3.14, le groupe H est inclus dans le groupe de décomposition
de Idk(H.α) et donc σ.R ∈ Idk(H.α), d’où l’inclusion.
Ceci implique, en particulier, que J est un idéal propre et, comme il contient les
relations symétriques, J est un idéal de Galois. �

Si dans la proposition précédente σ 6∈ Dec(I), nécessairement il existe R ∈ I tel que
I ( J . C’est ainsi qu’un nouvel idéal pourra être construit rapidement. Le procédé
s’éxécute récursivement avec J à la place de I. Par exemple, lorsque Galk(f) est T17,
nous trouvons ainsi deux relations linéaires en x6 et x7 respectivement qui fournissent
sans calcul l’ensemble triangulaire T d’un idéal maximal à partir d’un idéal de rup-
ture symétrique (voir Paragraphe 10.3).
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Il est bien évident qu’un sous-groupe de H n’apporte rien de plus que H . Donc nous
nous limitons aux groupes maximaux inclus dans Inj(I,M).

Désormais, supposons I engendré par TI = {F1, F2, . . . , Fn} triangulaire séparable.

Une conséquence immédiate de la proposition 8.1 est le corollaire suivant :

Corollaire 8.2. Reprenons les notations de la proposition 8.1. Si F = σ.R est
de la forme xd

j + g(x1, . . . , xj) avec d > 0 et degxj
(g) < d et si l’ensemble S =

{F1, . . . , Fj−1, F, Fj+1, . . . , Fn} engendre un idéal I ′ contenant I, alors S est triangu-
laire séparable et I ′ = J .

Dans le corollaire 8.2, il suffit que F soit un facteur de Fj dans k[x1, . . . xj ] pour que
l’hypothèse d’inclusion soit vérifiée.
Le résultat suivant montre que cette même hypothèse d’inclusion est vérifiée sous
certaines conditions moins contraignantes.

Corollaire 8.3. Reprenons les notations du corollaire 8.2 et supposons que F soit
de la forme xd

j + g(x1, . . . , xj), avec d = degxj
(Idk(H.α)) et degxj

(g) < d. Alors, J
est un idéal de Galois de f et il est engendré par l’ensemble S.

Démonstration. D’après le corollaire 8.2, il suffit de montrer que Fj ∈ 〈S〉. D’après
la proposition 8.1, nous avons la suite d’inclusions d’idéaux de k[x1, . . . , xj ] :

〈F1, . . . , Fj−1, F 〉 ⊂ 〈F1, . . . , Fj−1, F, Fj〉 ⊂ Idk(H.α) ∩ k[x1, . . . , xj ].

Supposons, sans perte de généralité, l’ensemble TI réduit et F égal à sa forme normale
modulo TI . Nous avons l’isomorphisme suivant :

k[x1, . . . , xj ]/〈F1, . . . , Fj, F 〉 ≃
(

k[x1, . . . , xj−1]/〈F1, . . . , Fj−1〉
)

[xj ]/〈Fj, F 〉.

L’anneau R = k[x1, . . . , xj−1]/〈F1, . . . , Fj−1〉 est un produit de corps (voir [4, Théorème
4.4.14]), ainsi nous pouvons considérer le pgcd P de F et Fj en tant que polynôme
à coefficients dans R (voir [4, Chapitre 3]). L’idéal 〈Fj, F 〉 de R est donc monogène en-
gendré par P et, en tant qu’idéaux de k[x1, . . . , xn], nous avons l’égalité 〈F1, . . . , Fn, F 〉 =
〈F1, . . . , Fj−1, P, Fj+1, . . . , Fn〉 .
Comme P est de la forme xk

j +h(x1, . . . , xj) avec degxj
(h) < k et qu’il est inclus dans

Idk(H.α) nous avons k > d. Mais comme P est le pgcd de F et Fj nous avons k 6 d
et donc k = d. Ainsi, nous avons P = F et le corollaire s’ensuit. �

Soit J un idéal de Galois triangulaire obtenu par les permutations d’un groupe H
inclus dans Inj(I,M). Connaissant une ensemble triangulaire de générateurs de J ,
nous pouvons calculer le cardinal de sa variété (voir Égalité (3.12)). Si Card(V (J)) =
Card(H) alors, d’après la proposition 3.19, J = Idk(H.α) et H est l’injecteur de J .
Dans le cas où H n’est pas l’injecteur de J , nous pouvons, dans certains cas, calculer
un injecteur de J .
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Supposons que E soit un ensemble de permutations telles que Inj(I,M) =
∑

e∈E He.
Alors

J = I + 〈F 〉 =
⋂

τ∈E

Idk(Hτ.α) + 〈F 〉 .

Soit E1 l’ensemble des permutations τ ∈ E telles que F ∈ Idk(Hτ.α). Comme les
idéaux I et 〈F 〉 sont inclus dans

⋂

τ∈E1
Idk(Hτ.α), l’idéal J = I+〈F 〉 l’est également.

Proposition 8.4. Supposons que Galk(α) ⊂ H. Si nous avons l’égalité

Card(V (J)) = Card(E1) . Card(H)

alors J =
⋂

τ∈E1
Idk(Hτ.α) et Inj(J, α) =

∑

τ∈E1
Hτ .

Ainsi, pour construire un injecteur de l’idéal J nous devons déterminer l’ensemble E1

de la proposition 8.4.

Proposition 8.5. Reprenons les notations précédentes. Une permutation τ ∈ {τ1, . . . , τs}
appartient à E1 dès qu’elle vérifie la condition suivante :

∃(R, σ) ∈ I ×Hτ−1

, F = σ.R .

Démonstration. Montrons la contraposée de cette condition. Supposons donc que la
permutation τ n’appartienne pas à E1, i.e. F /∈ I = Idk(Hτ.α) . Nous avons donc,
par définition du groupe de décomposition et puisque σ.R ∈ I,

∀(R, σ) ∈ I × Dec(I), F 6= σ.R .

Comme I ⊂ I, d’après la proposition 3.14 nous avons

Hτ−1

⊂ Dec(Idk(H
τ−1

.τα)) (= Dec(Idk(Hτ.α))) .

Donc, ∀(R, σ) ∈ I ×Hτ−1

, F 6= σ.R . �

Exemple 8.6. Supposons que I soit un idéal induit d’un idéal de rupture d’un polynôme
f de degré 8. Supposons que ∆(f) = 13, 22. À l’aide de la table 1, nous calculons
l’ensemble des groupes H vérifiant H{1} ⊂ S14,22 et ∆(H) = ∆(f). Tous ces groupes
vérifient L(H) = (8, 13, 2, 13). En comparant avec L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1), nous en dé-
duisons, qu’en remplaçant le polynôme F7(x1, x7) de TI par une relation r7(x1, x5, x7)
linéaire en x7, nous obtiendrons un ensemble triangulaire T engendrant un idéal de
relations M de f (voir Paragraphe 10.2 pour la solution).

9. Construction d’un algorithme

9.1. Méthodologie de pré-calculs.

Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthodologie à suivre pour établir un algo-
rithme de détermination d’un idéal maximal de relations. Cette méthodologie met
en œuvre les résultats théoriques des paragraphes précédents.

Nous allons distinguer plusieurs étapes. La première n’intervient que dans le cadre où
le polynôme f est factorisé sur l’un de ses corps de rupture. Ceci permet de déterminer
les groupes susceptibles d’être injecteurs des idéaux de rupture symétriques.
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À partir de la deuxième étape, nous désignerons par L un groupe qui, lors du cal-
cul du corps de décomposition d’un polynôme f de degré n, est susceptible d’êtres
l’injecteur d’un idéal de Galois I1 de k(α1)[x1, . . . , xn]. Notons 1, e la suite crois-
sante des cardinaux des orbites de {1, . . . , n} sous l’action de L (i.e. des éléments de
Orb(L)).
L’étape 1 est à appliquer chaque fois qu’il sera nécessaire de factoriser dans une
extension. Les étapes 2 à 5 ont pour objectif de calculer un idéal de Galois de f
sur k contenant strictement un idéal induit ; un injecteur de cet idéal sera aussi à
déterminer.
À l’aide de la table de rupture en degré n, est déterminé l’ensemble

G = {G ∈ T (n) | ∆(G) = 1, e} .

Pour les polynômes f tels que ∆(f) = 1, e, le groupe Galk(f) appartient à l’ensemble
G puisque ∆(f) = ∆(Galk(f))..
Pour décrire ces étapes, nous devons introduire les relations d’équivalence qui y seront
utilisées.

Relations d’équivalence.
Pour tout groupe G ∈ G, nous notons A(L,G) l’ensemble des Sn-conjugués de G qui
appartiennent à A(L) :

A(L,G) = {Gσ | σ ∈ Sn} ∩ A(L) .

(Pour la définition de A(L), voir Définition 6.1.) Nous avons naturellement :

A(L) =
⋃

G∈G

A(L,G).(9.1)

Relation ∼ sur les ensembles A(L) et A(L,G).
Nous noterons ∼ la relation d’équivalence induite par la L-conjugaison sur les ensem-
bles A(L) et A(L,G).

Relation R sur l’ensemble des classes de L-conjugaison A(L)/ ∼.
Soient C et C′ deux classes appartenant à A(L)/ ∼. Nous posons

C R C′ s’il existe H ∈ C et H ′ ∈ C′ tels que Ψ(H) = Ψ(H ′).

Relation R pour les groupes de G.
Soient G et G′ deux groupes de G. Nous posons

G R G′ s’il existe C ∈ A(L,G)/ ∼ et C′ ∈ A(L,G′)/ ∼ telles que C R C′.

En cours de calcul, certains groupes peuvent être retirés de l’ensemble G ou de A(L).
De telles réductions de l’ensemble A(L) ne modifient pas la méthodologie que nous
allons décrire.

Étape 1 : Injecteurs des idéaux de rupture symétriques.
Avec la table de rupture en degré n, nous déterminons l’ensemble E des entiers e tels
que 1, e ∈ {∆(G) | G ∈ T (n)}. Les sous-groupes de Sn susceptibles d’être injecteurs
d’idéaux de rupture symétriques sont les S1,e où e parcourt E.
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Étape 2 : Calcul de A(L) et des ensembles A(L,G).
Avec l’un des systèmes GAP ou Magma, sont calculés les ensembles A(L,G), pour
tout groupe G ∈ G. L’ensemble A(L) est obtenu avec l’égalité (9.1).

Étape 3 : Discrimination des classes de L-conjugaison dans A(L,G).
Dans cette partie, nous considérons C0 un classe de R-équivalence de G et avec les
résultats du paragraphe 7.3, nous déterminons comment associer les classes de L-
conjugaisons aux idéaux induits.
Nous pourrons aussi introduire d’autres critère discriminants tels la parité du groupe
de Galois ou critère de Dedekind qui peuvent exclure un groupe de G. Dans le cadre
de cet article, en plus des critères classiques, nous testerons parfois si un groupe est
le groupe de décomposition de I.

Étape 4 : Construction d’un idéal contenant strictement l’idéal induit.
Nous utilisons les résultats du paragraphe 8 afin de calculer un idéal J contenant I en
nous limitant aux groupes H maximaux de A(L). De plus, comme H(1) ⊂ Dec(I1) =
L, il serait vain de chercher de nouvelles relations avec les permutations de H(1).

Une fois ces étapes achevées, il s’agit de savoir ce qui doit être fait de l’idéal J :
chercher de nouvelles relations par calcul de facteurs dans les extensions ou avancer
avec l’algorithme GaloisIdéal. Ce dernier algorithme peut aussi être stoppé pour
chercher des relations par une autre méthode. Une étude de ce qui serait alors le
plus efficace s’impose. Pour illustrer notre travail, nous avons choisi de nous arrêter à
l’idéal de rupture symétrique et de terminer avec l’algorithme GaloisIdéal que nous
décrivons succinctement ci-après.

9.2. Algorithme GaloisIdéal.

Soit I un idéal de Galois de f donné par un ensemble triangulaire T de générateurs.
Nous supposons déterminés un injecteur Inj de I et un ensemble A de groupes dit
candidats auquel appartiennent les groupes de Galois Dec(M), M ∈ M(I) (dans le
cadre de cet article, A est un sous-ensemble de A(L)). L’algorithme

GaloisIdéal(Inj, T, A )

calcule un idéal (maximal) des relations M contenant I ainsi que le groupe de Galois
Dec(M) (l’algorithme est décrit dans [23] en supposant que Inj est un groupe, il a
été généralisé à tout injecteur dans [24]). La méthode utilisée pour cet algorithme
est celle évoquée dans l’introduction. Il s’agit de construire récursivement une chaîne
ascendante d’idéaux de Galois

I = I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir = M,

où, pour calculer Ii+1 à partir de Ii (avec i ∈ [[1, r− 1]]), il est nécessaire de connaître
un ensemble triangulaire engendrant Ii et un injecteur H de Ii :

Ii+1 = Ii+ < R >

où R ∈ k[x1, . . . , xn] est construit à partir d’une résolvante H-relative (voir [5] pour
son calcul). Cette même résolvante est exploitée pour réduire la liste des groupes
candidats en comparant les groupes de Galois de ses facteurs avec ceux attendus
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dans la matrice des groupes (voir [22]). En particulier, les groupes pairs et impairs
sont discriminés en testant si le discriminant de f est ou non un carré dans k.

Dans [9], L. Ducos propose une méthode analogue à GaloisIdéal. Cette méthode
ne s’appliquant qu’aux idéaux de Galois dont les injecteurs sont des groupes, elle ne
pourra pas être utilisée dans le cadre plus général de notre étude.

10. Étude en degré 8

Pour illustrer la méthodologie d’élaboration d’un algorithme de calcul de l’ensemble
triangulaire T engendrant un idéal maximal M, nous avons choisi d’étudier le degré
n = 8. Nous nous contentons de suivre les étapes 1 à 4 du paragraphe 9.1 avec chaque
groupe L = S1,∆(T ), T ∈ T (8), et de terminer avec l’algorithme GaloisIdéal. Même
sur cette étude restreinte, nous ne cherchons pas la meilleure stratégie mais seulement
à mettre en évidence les différentes situations qui peuvent se présenter. Malgré cette
utilisation réduite de nos résultats, nous en constaterons l’efficacité.

L’idéal I est donc supposé être induit d’un idéal de rupture symétrique de f dans
k(α1)[x1, . . . , xn] et

TI = {F1(x1), . . . , F8(x1, . . . , x8)}

est l’ensemble triangulaire l’engendrant donné dans la proposition 5.6. Lorsqu’un
facteur de rupture fi de f est linéaire (i ∈ [[1, r]]), nous notons gi le polynôme tel que

fi = x+ gi(α1) .

Chaque groupe 8Ti de T (8) est noté Ti et le groupe noté Gi en est un conjugué.

10.1. ∆(f) = 17 ; i.e. L = S18 et L(I) = (8, 17).

G/R = {{T1}, {T
+
2 }, {T+

3 }, {T+
4 }, {T+

5 }} et I = M.

Exemple 10.1. Sur k(α1), le polynôme irréductible f = x8 +8x6 +20x4 +16x2 +2 se
factorise en :
(x− α1)(x + α1)(x − α3

1
− 3α1)(x+ α3

1
+ 3α1)(x − α5

1
− 5α3

1
− 5α1)

(x+ α5

1
+ 5α3

1
+ 5α1)(x − α7

1
− 7α5

1
− 14α3

1
− 7α1)(x+ α7

1
+ 7α5

1
+ 14α3

1
+ 7α1).

Nous avons Dec(M) = T σ
1 avec σ = (2, 3, 7, 8, 5)(4, 6) et

T = {f(x1), x2 + x1, x3 − x31 − 3x1, x4 + x31 + 3x1, x5 − x51 − 5x31 − 5x1,

x6 + x51 + 5x31 + 5x1, x7 − x71 − 7x51 − 14x31 − 7x1, x8 + x71 + 7x51 + 14x31 + 7x1} .

10.2. ∆(f) = 13, 22 ; i.e. L = S14,22 et L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1).

G/R = {{T7}, {T
+
9 }, {T+

10}, {T
+
11}}.

Critère d’association : x6 + g1(x5) ∈ I

T = TI ∪ {x7 + g2(x5)}\{F7}
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et Dec(M) est l’un des groupes

G7 = 〈(1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8), (1, 2)(3, 4)9〉,

G+
9 = 〈(1, 2)(3, 4)(5, 6)(7, 8), (1, 4)(2, 3)(5, 8)(6, 7), (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8), (5, 6)(7, 8)〉,

G+
10 = 〈(1, 2)(3, 4), (1, 5, 3, 7)(2, 6, 4, 8)〉 et

G+
11 = 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3, 2, 4)(5, 7, 6, 8), (1, 7, 2, 8)(3, 6, 4, 5) .

10.3. ∆(f) = 13, 4 ; i.e. L = S14,4 et L(I) = (8, 13, 4, 3, 2, 1).

G/R = {{T17}, {T
+
18}}.

Les groupes de A(L, T+
18) sont L-conjugués et A(L, T17) possède 3 classes de L-

conjugaison. Soient les deux groupes :

G17 = 〈(1, 2, 3, 4), (1, 5)(2, 7)(3, 8)(4, 6)〉 et

G+
18 = 〈(1, 4)(2, 3)(5, 6)(7, 8), (1, 3)(2, 4)(5, 8)(6, 7),

(1, 5)(2, 7)(3, 8)(4, 6), (5, 6)(7, 8), (5, 8)(6, 7)〉 .

Critère d’association pour G17 : x1 + g3(x2) ∈ I

T = TI ∪ {x6 + g3(x5), x7 + g1(x5)}\{F6, F7}

et Dec(M) est G17 ou G+
18.

10.4. ∆(f) = 1, 23 ; i.e. L = S12,23 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1).

G/R = {{T27, T16, T
+
20}, {T31, T21, T

+
22}, {T6}, {T8}}.

Comme Card(V (I)) = 64 = Card(T27) = Card(T31), le calcul du groupe de décom-
position Dec(I) permet de distinguer trois cas :
Cas A. Dec(I) ∈ A(L, T27) (i.e. Dec(I) est conjugué à T27).
On a Card(A(L, T27)) = 3. Soit A l’ensemble des sous-groupes de Dec(I) conjugués
à T16 et T+

20. Le calcul de M est réalisé avec
GaloisIdéal(Dec(I), TI, A) .

Cas B. Dec(I) = G31 = 〈(7, 8)(1, 8)(2, 7)(3, 5)(4, 6)(1, 5)(2, 6)(3, 8)(4, 7)〉
car A(L, T31) = {G31}. Soit A l’ensemble des sous-groupes de G31 conjugués à T21 et
T+
22. Le calcul de M est réalisé avec

GaloisIdéal(G31, TI, A) .
où G21 et G22 sont les sous-groupes de G31 conjugués respectifs de T21 et T+

22.
Cas C. Dec(I) /∈ A(L, T27) et Dec(I) 6= G31

Nous avons nécessairement Galk(f) ∈ {T6, T8} et L(M) = (8, 1, 2, 15).
Deux facteurs linéaires r5 = x+h5(α1, α3) et r7 = x+h7(α1, α3) de f sur k(α1, α3) =
k(α) sont à déterminer. Soient les groupes

G6 = 〈(1, 3, 5, 8, 2, 7, 6, 4), (1, 7)(2, 3)(4, 6)(5, 8)〉 et

G8 = 〈(1, 7, 5, 8, 2, 3, 6, 4), (1, 5)(2, 6)(3, 7), (1, 3, 5, 4, 2, 7, 6, 8)〉.

Critère d’association de G6 et G8 : x6 + g1(x5) ∈ I

TJ = TI ∪ {x7 + g1(x3)}\{F7}

L’idéal J = 〈TJ〉 est l’intersection de deux idéaux des relations (voir Égalités (3.2)
et 3.1). Le calcul d’un idéal des relations M peut alors être réalisé par l’appel
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GaloisIdéal(Li, TJ , {Gi})
où Li = Gi + Gi(5, 6) (i = 6, 8) est l’injecteur de J dans M selon que le groupe de
Galois est T6 ou T8. Le calcul de Li est donné par le théorème 7.2 et la proposition 7.17
permet d’identifier le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles L6 ou
L8 est un injecteur de J . Notons qu’ici la relation x5 + h5(x1, x3) avec degxi

(h5) <
degxi

(Fi) est aussi calculable par la méthode linéaire de Yokoyama évoquée dans
l’introduction où, comme elle linéaire en x5, par la méthode interpolatrice de McKay
et Stauduhar (voir resp. [26] et [14]).

10.5. ∆(f) = 1, 2, 4 ; i.e. L0 = S12,2,4 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 4, 3, 2, 1).

G/R = {{T15, T
+
19, T26, T28, T30, T

+
29, T30, T35}} avec L(G35) = (8, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1).

TJ = TI ∪ {x6 + g1(x5)}\{F6} .

L’idéal J = 〈TJ〉 est d’injecteur G35 = 〈(7, 8), (1, 3)(2, 4), (1, 5, 3, 8)(2, 6, 4, 7)〉. Soit
A l’ensemble des sous-groupes de G35 conjugués aux groupes de G (T35 mis à part).
Le calcul de M est réalisé avec

GaloisIdéal(G35, TJ, A) .
Note Le groupe de Galois sur k(α1) du facteur de rupture f4(α1, x) = x4 + g4(α1, x) de f

départage T+
19 et T+

29 ; de plus, la parité de ce groupe de Galois détermine si Galk(f) est ou

non T15 (voir Table 1).

10.6. ∆(f) = 1, 32 ; i.e. L = S12,32 et L(I) = (8, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1).

G/R = {{T+
13, T

+
14, T

+
24}, {T

+
12}}.

Bien que l’ensemble A(L, T24) possède plusieurs classes de L-conjugaison et que G
possède deux classes de R-équivalence, l’étape 4 s’applique dès le départ. Soit J
l’idéal engendré par

TJ = TI ∪ {x6 + g1(x3), x7 + g1(x4)}\{F6, F7} .

Card(V (J)) = Card(T24) = 48. Soient les deux conjugués de T24 :
G24 = 〈(1, 5)(2, 8)(3, 4)(6, 7), (1, 3)(2, 6)(4, 5)(7, 8), (1, 7)(2, 4)(3, 8)(5, 6), (1, 4, 3)(2, 7, 6), (3, 4)(6, 7)〉 et

H24 = 〈(1, 8)(2, 5)(3, 4)(6, 7), (1, 6)(2, 3)(4, 5)(7, 8), (1, 4)(2, 7)(3, 8)(5, 6), (1, 7, 6)(2, 4, 3), (3, 4)(6, 7)〉 .

Critère d’association : Soit F5(x1, x3, x4, x5), la relation linéaire en x5 dans TI . Si
F5(x5, x4, x3, x1) ∈ J alors Dec(I) = G24 sinon si F5(x8, x4, x3, x2) ∈ J alors Dec(I) =
H24 sinon

M = J + 〈F5(x7, x8, x1, x3)〉

avec G12 = Dec(M) = 〈(1, 7, 2, 4)(3, 8, 6, 5), (1, 7, 5)(2, 4, 8)〉 et L(G12) = (8, 1, 3, 15).

Lorsque G24 est associé à I, le calcul de M est réalisé avec
GaloisIdéal(G24, TI, A)

où A est l’ensemble des sous-groupes de G24 conjugués à T+
13 et T+

14.

Note 1. Si le groupe de Galois d’un des facteurs de rupture de degré 3 est S3 alors

Galk(f) = T+
24 (voir Table 1).



30 SÉBASTIEN ORANGE, GUÉNAËL RENAULT, ANNICK VALIBOUZE

Note 2. Ici nous avons choisi un critère d’association plutôt que le test du groupe de dé-

composition. La recherche d’un critère est la méthode la plus efficace.

Note 3. Pour illustrer une situation particulière, nous n’avons pas donné le meilleur con-

jugué de T12 qui permettrait d’obtenir T en remplaçant F4 par une relation linéaire en x4
déduite uniquement par permutation.

10.7. ∆(f) = 1, 6 ; i.e. L = S12,6 et L(I) = (8, 1, 6, 5, 4, 3, 2, 1).

G/R = {{T23, T
+
24, T

+
32, T38, T

+
39, T40, T44}} avec L(G44) = (8, 1, 6, 1, 4, 1, 2, 1).

TJ = TI ∪ {x4 + g1(x3), x6 + g1(x5)}\{F4, F6} .

L’idéal J = 〈TJ〉 est d’injecteur G44 = 〈(1, 3)(2, 4)(1, 5, 8, 3)(2, 6, 7, 4)〉. Soit A

l’ensemble des sous-groupes de G44 conjugués aux groupes de G (T44 mis à part).
Le calcul de M est réalisé avec

GaloisIdéal(G44, TJ, A) .

10.8. ∆(f) = 3, 4 ; i.e. L = S1,3,4 et L(I) = (8, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 1).

G/R = {{8T+
33, 8T

+
34, 8T

+
41, 8T

+
42, 8T

+
45, 8T46, 8T47}}. L’idéal I possède pour injecteur le

groupe G47 = 〈(1, 2, 3, 4), (2, 3), (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8)(4, 8)〉. Soit A l’ensemble des sous-
groupes de G47 conjugués aux groupes de G (T47 mis à part). Le calcul de M est
réalisé avec

GaloisIdéal(G47, TI, A) .

10.9. ∆(f) = 7 ; i.e. L = S1,7 et L(I) = (8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1).

G/R = {{T+
25, 8T

+
36, 8T

+
37, 8T43, 8T

+
48, 8T

+
49, 8T50}}. Le groupe de Galois est 2-transitif

et I = S.

11. Implantation et résultats expérimentaux

Nous appellerons FEGI (algorithme de Factorisation dans la première extension puis
algorithme GaloisIdéal) l’algorithme découlant de notre étude partielle en degré n =
8 (voir Paragraphe 10). Nous allons le comparer à celui de [2] que nous appellerons
FE.
Nous avons implanté les deux algorithmes dans le système de calcul formel Magma.
Nous avons choisi ce logiciel car il permet de travailler avec toutes les structures
mathématiques dont nous avons besoin (groupes symétriques, polynômes univariés
et multivariés, algèbres affines ...).
Nous avons rencontré un problème pour la factorisation de polynômes à coefficients
dans un corps de nombres. Nous avons donc implanté l’algorithme de factorisation
donné dans [2], version améliorée de celui de Trager (voir [21]).
Les temps de calcul, en “cpu-seconde”, sont recensés dans le tableau 2. Pour chaque
ligne, la première colonne contient le polynôme considéré, la seconde son groupe de
Galois sur Q, la suivante l’ordre de ce groupe, et les deux dernières donnent respec-
tivement le temps de calcul des algorithmes FE et FEGI. Tous ces tests ont été effectués
sur Giulia4 [10]. Remarquons que l’implantation de l’algorithme FE faite dans le
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logiciel Risa/Asir [19] (interfacé avec PARI [17] version 2.2.5 pour la factorisation
des polynômes à coefficients rationnels) nous a donné des temps équivalents à ceux
de notre implantation en Magma. Les temps de calcul de la factorisation dans les
extensions peuvent aussi être améliorés en employant l’algorithme de factorisation de
van Hoeij (voir [25]) adapté aux polynômes à coefficients dans une tour d’extensions
algébriques ; une telle factorisation existe dans le système Pari version 2.2.5 dans le
cas où les coefficients appartiennent à une extension simple de Q.

f Gal(f) |Gal(f)| FE FEGI

x8 − x7 − 7x6 + 5x5 + 15x4 − 7x3 − 10x2 + 2x+ 1 8T47 1152 3732.05 0.21

x8 + 7x7 − 10x6 − 131x5 − 200x4 + 131x3 + 382x2 − 191 8T46 576 8400.61 519.29

x8 + x7 − 14x6 − 3x5 + 62x4 − 25x3 − 63x2 + 24x+ 16 8T45 576 6040.89 179.55

x8 − x5 − x4 − x3 + 1 8T44 384 66.35 0.19

x8 + x4 − 4x2 + 1 8T39 192 10.54 0.17

x8 + 2x6 − 12x4 − 3x2 + 11 8T35 128 3.53 0.32

x8 + 12x6 + 48x4 + 72x2 + 31 8T31 64 0.66 0.26

x8 − x6 − x4 + x2 + 1 8T29 64 2.03 0.65

x8 − 5x5 − 3x4 − 5x3 + 1 8T26 64 1.8 1.44

x8 + x6 + 2x2 + 4 8T19 32 0.63 0.82

Table 2. Temps de calcul.

12. Conclusion

Nous avons supposé que le polynôme f est irréductible sur k, mais notre méthode
est généralisable aux polynômes réductibles en l’appliquant à chacun de ses facteurs
et en utilisant les résultats de l’article [16].

Comme le montre le tableau 2, notre méthode de calcul d’un corps de décomposition
s’avère comparativement d’autant plus efficace que son degré sur le corps de base est
élevé.
Lorsque l’algorithme FEGI est plus lent que l’algorithme FE, cela ne signifie pas que ce
que nous proposons est moins efficace mais seulement qu’il est préférable de calculer
certaines relations de T autrement qu’avec GaloisIdéal. C’est l’étude complète dans
toutes les extensions k(α1), k(α1, α2), . . . , k(α) qui déterminera la meilleure stratégie.
Cette meilleure stratégie pourra parfois se révéler être celle qui consiste à déterminer
a priori partiellement ou complètement le groupe de Galois pour pouvoir appliquer
partiellement ou complètement la méthode linéaire de Yokoyama ou, lorsque la re-
lation cherchée est linéaire en sa variable principale, la méthode interpolatrice de
McKay et Stauduhar (voir Cas C. Paragraphe 10.4).

Comme nous l’avions annoncé dans l’introduction, nous pouvons désormais mixer
toutes les méthodes connues tout en apportant à chacune des améliorations sub-
stantielles.
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