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Résumé — Ce résumé étendu a pour but de présenter une méthode de couplage pour les problemes d’in-
teraction fluide-structure, dont le but est d’étre conservatif et d’utiliser des méthodes de calcul usuelles
pour chaque sous-domaine fluide et structure. Ainsi le couplage est basé sur une formulation monoli-
thique de la conservation de I’énergie et est résolu par un algorithme de co-simulation. Le but final est
de coupler deux codes commerciaux existants. La méthode proposée est validée sur le cas test du piston
1D, en mono et multi-échelle en temps.

Mots clés — Interaction Fluide-Structure, Eléments finis, Volumes finis.

1 Introduction

Le couplage d’interactions fluide-structure de par ses nombreux domaines d’application (aérospatial,
biomédical, génie civil, etc...) a connu de nombreux développements ces trente dernieres années. De ce
fait, de nombreuses méthodes de couplage existent ainsi que plusieurs classifications et définitions. Nous
faisons le choix d’utiliser ici une classification basée sur la formulation.

Ainsi, en terme de formulation, les problemes de couplage peuvent étre sous-divisés en deux grandes
catégories; les couplages partitionnés traitent le probleme d’une maniere découplée tandis que dans
les couplages monolithiques, le sous-domaine fluide, le sous-domaine structure et 1’interface sont pensés
ensemble, voir Fig.1. Les méthodes partitionnées présentent 1’avantage d’étre faciles a implémenter mais
sont sujettes a un manque de précision dii au décalage temporel induit par la méthode. Les méthodes
monolithiques sont quant a elles, meilleures en terme de précision et de stabilité mais sont plus difficiles
a implémenter et difficilement généralisables.
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FIGURE 1 — Formulation partitionnée versus Formulation monolithique

Afin de garantir la conservation de 1’énergie la méthode choisie ici est donc basée sur une formula-
tion monolithique. Cependant pour pallier les difficultés d’implémentation et de généralisation nous nous
basons sur la méthode de couplage GC [4], initialement construite pour les couplages de sous-domaines
structure-structure. Cette méthode permet de construire un algorithme de type prédicateur/correcteur sans
décalage en temps entre les deux sous-domaines en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Cette méthode de couplage a été étendue au probleme d’interaction fluide-structure, et a montré des ré-
sultats prometteurs. Par exemple, Casadei [3] a proposé une méthode explicite de couplage d’élément
finis et de volumes finis vertex centrés. Li a construit une méthode de couplage pour éléments finis et
particules SPH [7]. Enfin, plus récemment Meduri a proposé un couplage entierement Lagrangien d’élé-
ment finis fluides et solides [8].

Le but ici est d’étendre cette méthode de couplage a des méthodes de discrétisation spatio-temporelle
plus classiques pour chacune des deux physiques afin de pouvoir effectuer des couplages de codes com-



merciaux. Ainsi, le sous-domaine structure utilise une formulation lagrangienne et est discrétisé spatia-
lement par la méthode des éléments finis et temporellement par un schéma de Newmark implicite. Le
fluide est lui écrit selon une formulation Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE), discrétisé par la méthode
des volumes finis (cellule-centré et vertex-centré) et un schéma de Runge Kutta d’ordre deux explicite.
Enfin, chaque sous domaine utilise un pas de temps qui lui est propre.

La méthode d’intégration du probleme global est donc hétérogene et asynchrone.

Dans une premiere partie les méthodes de discrétisation de chaque sous-domaine sont brievement rappe-
Iées. Dans une seconde partie, la méthode de couplage est présentée. Enfin celle-ci est validée par le cas
test du piston 1D.

2 Equations constitutives

On considere le domaine Q x [0, 7] fermé, partitionné spatialement, sans recouvrement, en un sous-
domaine fluide Q et structure €, tel que M€ = 0. On appelle I'y la frontiere extérieure du sous-
domaine fluide, respectivement I's pour le sous-domaine structure. Enfin on dénomme I'rg; la frontiere
entre les deux sous-domaines, voir Fig. (2).
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FIGURE 2 — Géométrie du probléme d’interaction fluide-structure

Le fluide considéré est compressible, non visqueux et soumis a la lois des gaz parfaits. Le sous-
domaine structure est considéré homogene, continu et isotrope, de densité p;. Nous modélisons un ma-
tériau linéaire élastique en petites déformations sous I’hypothése des petites perturbations.

2.1 Structure

La discrétisation spatiale du sous-domaine €2 utilise la méthode des éléments finis. Celle-ci uti-
lise une formulation Lagrangienne et la formulation faible de I’équation du mouvement. Ainsi, sous
nos hypotheses et les conditions aux limites on cherche le vecteur d’état structure discrétisé admissible
Us(r) = [ds, vy, as] r (1), avec dy, vy, ay les champs discrétisés des déplacements, vitesses et accélérations
respectivement, tels que :

Ma, () + Kid(t) =F,(r)  Vr€[0,T] (1)

Ou dans I’équation semi-discrétisée (1) M; est la matrice de masse, K; est la matrice de rigidité et
F; est le vecteur des forces extérieures.

Finalement on utilise le schéma de Newmark implicite comme discrétisation temporelle. Celui-ci est
d’ordre deux et inconditionnellement stable. Ainsi le vecteur d’état structure discrétisé a I’instant ¢(**+1)
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Ou I’on pose My = (Mj + AthKs).

2.2 Fluide

Au vu des hypotheses considérées, nous utilisons les équations d’Euler (conservation de la masse,
de la quantité de mouvement et de I’énergie) pour modéliser le sous-domaine fluide. Ainsi on cherche le
vecteur des quantités conservatives Uy = [pf, Prvs, E f] " admissibles sur Q ¢ x[0,7].

Les équations d’Euler sont classiquement écrites pour les problemes fluides dans leur forme Eule-
rienne, ¢’est-dire dans le référentiel laboratoire, fixes. Cependant, résolvant ici un probléme d’interac-
tion fluide-structure sans recouvrement, nous devons utiliser un référentiel dynamique, afin que celui-ci
"colle" a chaque instant a la fronti¢re I'rg;. La formulation Lagrangienne, référentiel matériel, étant peu
adaptée aux problemes fluides en dynamique rapide, nous utilisons une formulation ALE. La grille ALE
est définie par sa vitesse w. Celle-ci est Lagrangienne aux frontieres du domaine défini par les conditions
aux limites sur I'y et par la condition de continuité des vitesse sur I'rg;. Sur |Q [, I'intérieur du domaine
fluide, w est défini arbitrairement par une loi quelconque sous contrainte de la conditions CFL. Ainsi les
équations d’Euler continues, en formulation ALE s’écrivent :

aJaItJfHV.(Ff—WUf) =0 (5)

Ou J est la jacobienne de transformation entre I’espace Eulerien et ALE et Fy le vecteur flux défini
comme F; = [py, pv®v+pl, (E +p)y] T. On introduit la notation Ff =F;—wUy
En utilisant la formulation intégrale de 1’équation (5) et la méthode des volumes finis cellule-centrés, on
écrit les équations d’Euler semi-discrétisées sur un volume fini V; de frontiére I'y, comme :

OAV}, 1)Uy (1)

5 =— Y spOF, () Vie[l,..neu], Vt€[0,T] (6)

Vi, EFV. £,

Ou ne,y est le nombre de cellules du sous-domaine Q. AV; est le volume de la ime cellule et sy,
I’aire de la frontiere entre la i cellule et sa h®" cellule voisine, ces deux grandeurs étant variables
en conséquence de Iutilisation de la formulation ALE. Enfin Fy, est le flux numérique entre la cellule
courante i est la cellule adjacente h, défini ici par la méthode Flux Difference splitting de Roe [12].

Enfin c’est le schéma de Runge-Kutta explicite d’ordre deux qui est utilisé pour la discrétisation

temporelle de 1’équation (6).

(D) (D) )ggn) A () &(n)
AV U =AU == Y sy )
VF,’/,GFVf[
(n+1)y(n+1) (n)y+(n) (n+1)g(n+4)
AVTIUST = AV VU - A Z sp B, (8)
VI",-hel"Vfl_

Dans la méthode des volumes finis cellule-centrés, le vecteur des variables conservatives est défini
aux centres des cellules, ainsi pour connaitre le flux numérique sur la frontiere du domaine il est néces-
saire d’utiliser des cellules fantdmes, définies par extrapolation. Les variables a I’interface I'rg; ne sont



donc pas connues de maniere exacte, ce qui entraine une approximation dans 1’expression de la conti-
nuité des vitesses fluide et structure.

Pour pallier ce probleme, nous définissons également les équations fluides avec la méthode des vo-
lumes finis vertex-centrés, avec les mémes méthodes de discrétisation temporelle. Ainsi la vitesse sera
calculée et non plus extrapolée aux frontieres. L’écriture des équations est similaire aux équations (7) et
(8) a ceci pres qu’elles sont valables pour tout i € [1, ..., yerex] AVEC Myerrex 16 Nombre de vertex.

3 Méthode de couplage

3.1 Formulation monolithique multi pas de temps

La méthode de couplage GC est basée sur une formulation duale du complément de Schur, qui
consiste a imposer la continuité des vitesses au travers de 1’interface I'rg;. Pour ce faire, la méthode des
multiplicateurs de Lagrange est utilisée. Ainsi on peut écrire la condition cinématique suivante :

LSVS (t) + lfvaertex (t) = 0 (9)

Ou L; est le vecteur ligne de sélection des noeuds éléments finis appartenant a I’interface, sa taille est
€gale au nombre de noeuds. De la méme maniere, I’opérateur 1y, est le vecteur ligne de sélection des
vertex des volumes finis appartenant a I’interface I'rg; . Lorsque les grilles de discrétisation fluide et
structure sont compatibles a I’interface, les opérateurs L sont booléens.

Enfin, on peut écrire les équations d’équilibre semi-discrétisées des sous-domaines fluide et solide, en
utilisant les multiplicateurs de Lagrange, ainsi la condition de continuité des vitesse est respectée :

Mya, (1) + Kd,(r) = Fi(t) = L{ A1) (10)
AVEOUL) _ ¥ (5 (0F 5, () + L A1) (an
at VF,-,lel"Vfl_ l

Les multiplicateurs de Lagrange représentent la force d’interaction entre les deux sous-domaines. L,
est une matrice de taille (72,.4¢x X 3), Ol la premiere et la derniére colonnes sont des vecteurs nul de taille
(Nyerex) €t la colonne du milieux est le vecteur de sélection des vertex transposé lT Ainsi Ly = [0, 17 s 0],
permet de prendre en compte les force d’interaction a I’interface I'rg;, pour les cellules dont un ou plu-
sieurs vertex appartiennent a 1’interface dans 1’équation de conservation de la quantité de mouvement.
Ainsi les équations (9), (10) et (11) forment le systéme monolithique semi-discrétisé.

En ce qui concerne la discrétisation temporelle, nous faisons le choix d’utiliser une échelle tempo-
relle propre a chaque sous-domaine. Au vu des hypothéses et des choix de discrétisation temporelle, le
sous-domaine fluide est discrétisé sur une échelle micro-temps tandis que le sous-domaine structure est
discrétisé sur une échelle macro-temps. On définit Ar le micro pas de temps entre les instants ¢/ —1 et
tU) et AT le macro pas de temps entre les instant 19 et 1) tel que AT = mAr. Enfin en appliquant ces
échelles de temps aux méthodes de discrétisation décrites dans la section précédente (équations (2), (3),
(4), (7) et (8)) pour les équations (10) et (11) et en choisissant un collage en vitesse au micro pas de
temps pour 1’équation (9), on obtient le systeéme discrétisé suivant :

(M, + 2K, )a{" = —K dﬁ,’fj 3 —LIAM

AVf([]_z)U(] 2) AV(] 1)U Atz( (Jj— 2 )+LT A(] 2)) (12)
aviul) — v I)U}_ Azz(sf, P )—l—L Ay j=1,m

L V( )+lfv\§c\/3r[f/\’ _0

3.2 Algorithme de co-simulation

Pour résoudre le systeme (12), plusieurs astuces sont utilisées. Premi¢rement il est nécessaire de
définir les vitesses de la structure a I’interface au demi-micro pas de temps et au micro pas de temps. On
utilise une simple interpolation linéaire telle que :



.1 i1 i1
Lot P = (1 )Ly 0 4 L2y
m m

st_Ej ) — (1— i)va‘E,O) + lLSVA(-m)
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Le méme type d’interpolation est utilisé pour définir les multiplicateurs de Lagrange.

La deuxieme astuce consiste a diviser les variables fluides et solides en une partie appelée "free” qui
correspond a un état prédicteur, sans interaction a I’interface, et en une partie "link"” correspondant a la
correction de 1’état par la prise en compte des forces d’interaction. Ainsi on écrit pour la partie structure :

AT AT
= ;r3d+7a£f,; 5;",,1,:7 o
AT? AT?
dijy, = d;rgd + Ta%e djy) = o o
De la méme manicre sur Q. :
(-1 G-DgU=1 _ ALy =356 -4 _ =)
(avu)y ffml = AV} U = X5 2F f,h (AVU) ﬁmkz _ —*ZLf,h -3
() (=Dgl=1 0 __
(AVU) ffreel - AVf U At Z fh fth (AVU) f]m ki At ZLfih ih

On rappelle que la premiere et la derniere colonnes de I’opérateur de sélection des vertex sont des
vecteurs nuls. Ainsi (AVp) P 0et (AVE ) P =0.

En utilisant la relation Us = U, + Uy, respectivement Uy = Uy, + Uy, on peut définir A tel
que :

(Hs + H;]))A(]) = stgﬁee + lvaerle)Cg‘Qee (13)

. . i R . . i1
L’équation (13) s’écrit de la méme maniére au demi micro pas de temps U ~2).
On pose alors :

1 Vol
H, = EATLSMS LT

(-4 1 =517

() (-1
H Atlfo lf

On définit la matrice de masse fluide My comme la matrice diagonale de taille (1yerex X Ryerrex) telle
que My, = (AVp)i-

Enfin, la derniére astuce consiste a conserver les variables conservatives fluides groupées avec le
volume des cellules. Apres avoir calculé les variables conservatives fluides groupées (AVU) > on peut
accéder a la vitesse dans le fluide prenant en compte I’interaction avec la structure par la relation sui-
vante :

(AVpv)

_ Svertex

Vfrerer — W

Jvertex

L’algorithme de couplage monolithique éléments finis / volumes finis vertex centrés apparait alors.
Pour 1a méthode de couplage utilisant les volume finis cellule-centrés, il est nécessaire d’ajouter la défini-
tion de la vitesse a la frontiere I'rg;. Nous utilisons simplement une extrapolation des cellules intérieures
d’ordre 1.
L’ algorithme est détaillé sur la fig. (12), I’'idée générale est la suivante : on calcule les variables free de la
structure au macro pas de temps et fluide au demi-micro pas de temps, on utilise les vitesses free (obte-
nues par interpolation pour la structure) pour calculer le multiplicateur de Lagrange au demi-micro pas
de temps. En utilisant ce dernier on peut connaitre 1’état /ink puis total du fluide. On répete I’opération
au micro pas de temps, puis jusqu’a ce que j = m. On calcule alors au macro pas de temps, en plus de
I’état fluide, 1’état link puis total de la structure.
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FIGURE 3 — Algorithme multi-pas de temps

4 Cas test numérique

Pour valider la méthode présentée dans la section précédente, on choisit d’utiliser le cas test du
piston. Ce cas test a été introduit en 1995 par Piperno [11]. Il a été par la suite utilisé a de nombreuses
reprises pour valider de nouvelles méthodes FSI. Il présente 1’avantage d’étre extrémement simple, un
probleme aéro-élastique en une dimension. Nous choisissons d’utiliser ici le set de parametres matériau
et géométrique proposé par Michler [9].

4.1 Présentation

Un gaz est enfermé dans une cavité mesurant 1m de long a 1’état d’équilibre. L’extrémité gauche de
celle-ci est fermée par un mur fixe, tandis que son extrémité droite est fermée par un systéme masse-
ressort, voir Fig. (4)

Le domaine fluide €2y est composé d’air, d’indice adiabatique yr = 1.4. On considere ce fluide comme
un gaz parfait, compressible et non visqueux. De plus les échanges sont adiabatiques. Le domaine struc-
ture est un systeéme masse-ressort linéaire élastique sans amortissement de masse, m; = 0.8Kg et de
rigidité ky = 7911N.m~!.

A TDinstant initial le piston est a I’équilibre, la pression dans le tube est de p}o) = le5Pa et la masse

)

volumique de I’air est p}o = 1.3Kg.m™>. Finalement on impose un déplacement initial de la structure de

ds(o) =1cm.

I'rsi

FIGURE 4 — Piston au pas de temps initial



4.2 Résultats

Dans un premier temps nous présentons les résultats obtenus par la méthode de couplage monoli-

thique décrite précédemment, appliquée au couplage éléments finis / volumes finis vertex-centrés mono
pas de temps.
La Fig. (4.2) montre la position de I’interface I'rs; au cours du temps. On constate que I’amplitude reste
globalement constante, on peut donc conclure qu’il n’y a ni perte ni gain d’énergie. Un tres léger gain
d’amplitude, de I’ordre 0,01% apres 20 cycles est toutefois constaté. Cependant, cette erreur peut étre
corrélée avec celle commise par la simulation du méme domaine fluide, seul, fermé par un mur mobile,
dont le mouvement serait régi par un systeme masse-ressort, identique a celui présenté précédemment.
On peut donc conclure, qu’elle est engendrée par la méthode de calcul fluide et non par la méthode de
couplage.

0.0100
0.0075 A
0.0050
0.0025 A
0.0000 -

—0.0025

Position de I'rs;

—0.0050
—0.0075

—0.0100 1
0.0 0.2 0.4 O.IG 0.8 1.0 1.2

Temps

FIGURE 5 - Position de I'interface fluide-structure au cours du temps

Enfin, nous étudions également I’erreur relative du collage en vitesse a I'interface, définie comme
)
|st§">—LfV(" |

err = max(vFSf‘)’”f”‘ . Cette erreur est de I’ordre de 107'© ce qui est tout 2 fait satisfaisant Fig.(6).
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FIGURE 6 — Erreur relative du collage des vitesses a I’interface a gauche pour le couplage avec les
volumes finis vertex-centrés, et a droite avec les volumes finis cellule-centrés

En ce qui concerne, le couplage éléments finis / volumes finis cellule-centrés, la position de I’inter-
face est globalement identique. Cependant on constate cette fois-ci un léger gain d’amplitude de 0,03%
apres 20 cycles. De plus cette erreur ne peut pas étre corrélée avec le modele du fluide seul. En ce qui
concerne 1’erreur sur le collage des vitesses, elle est cette fois-ci plus significative, de 1’ordre de 107°.
On rappelle que pour cette méthode de couplage, une approximation a été introduite, en effet les vitesses
free du fluide ont été extrapolées a I’interface. On peut donc faire I’hypothese, que les erreurs constatées
sont induites par cette extrapolation et pourront donc étre réduites en améliorant cette derniere.

Finalement, nous avons également étudié la méthode de couplage multi pas de temps éléments finis



/ volumes finis vertex-centrés. Celle-ci montre des résultats trés prometteurs car la qualité des résultats
est peut dégradée malgré I’augmentation du ratio entre le macro et le micro pas de temps. Entre autre,
nous avons vu précédemment que pour m = 1 (cas mono pas de temps) I’erreur relative du collage des
vitesses a ’interface était de 10!, Pour m = 1000, celle-ci reste dans le méme ordre de grandeur.

5 Conclusion

Pour conclure, la méthode présentée permet un couplage de type co-simulation tout en garantissant
la conservation de 1’énergie et le collage des vitesses a I’interface, pour un couplage mono pas de temps
éléments finis / volume finis vertex centrés. Une 1égere dégradation des résultats est constatée, pour le
couplage éléments finis / volumes finis cellule-centré. Celle-ci est induite par 1’introduction de I’extra-
polation des vitesses fluides a I’interface, indispensable pour la condition de couplage. Néanmoins, cette
erreur reste tres limitée. Enfin, le modeéle multi-pas de temps éléments finis / volumes finis vertex-centrés
a été étudié. Ce dernier a montré de tres bons résultats, la dégradation induite par I’augmentation de ratio
entre les deux pas de temps restant faible méme pour un trés grand ratio.

Par la suite, la méthode de couplage éléments finis / volumes finis sera étendue en 2D et en multi-pas
de temps. Nous retenons la méthode volumes finis cellule-centrés plutoét que vertex-centrés malgré les
moins bons résultat obtenus sur le cas test, le but étant d’utiliser le logiciel commercial Fluent pour les
calculs du sous-domaine fluide, utilisant cette méthode. L’extrapolation des vitesses a I’interface pourra
étre complexifiée afin d’améliorer les résultats.
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