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PROPRIETES LOCALES DES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS

BRUNO MARTIN, CHRISTIAN MAUDUIT & JOEL RIVAT

RESUME. Soit b un nombre entier supérieur ou égal & 2. Nous donnons une formule asymptotique
pour la somme d’exponentielles
Z exp (2imfp),

PST
g(p)=k

ou la sommation est effectuée sur les nombres premiers p, et ou 8 est un nombre réel, k£ un nombre
entier et g : N — Z une fonction fortement b-additive telle que pged(g(1),...,g(b—1)) = 1.

ABSTRACT. Let b be an integer larger than 1. We give an asymptotic formula for the exponential

sum
Z exp (Ziﬁﬁp) ,

pP<T
g(p)=k

where the summation runs over prime numbers p and where § € R, k € Z, and g : N — Z is a
strongly b-additive function such that pged(g(1),...,g(b—1)) = 1.

1. INTRODUCTION

1.1. Rappels et notations.
Dans cet article b est un nombre entier supérieur ou égal a 2 et p désigne systématiquement un
nombre premier tandis que P désigne I’ensemble des nombres premiers. On note

%, =10,...,b—1}

et logy, la fonction logarithme en base b. Pour x € R, 7(x) désigne le nombre de nombres premiers
n’excédant pas x. Le théoréme des nombres premiers stipule que ’on a pour x — 400,
x

m(@) ~ logx’

Il résulte du mémoire [23] de Vinogradov de 1947 (voir notes du chapitre XI de [24] p.180) que pour
tout 5 € R\ Q la suite (8p)pep est équirépartie modulo 1. On en trouvera une preuve complete par
exemple dans [12] (théoréme 21.3 p. 489). Le critere de Weyl (cf. [15] théoreme 2.1 par exemple)
donne la formulation équivalente suivante : pour tout § € R\ Q, x — +o00, on a

(1) > e(Bp) = o(n(x)).

P<T

Nous désignons par | x|, [z] et {x} respectivement la partie entiére inférieure, supérieure et la partie
fractionnaire de z. On note également ||z|| = min({z},1 — {z}) autrement dit, ||z| est la distance
de z au nombre entier le plus proche. Nous employons la notation e(x) = ¢*™ pour = € R. Si A
est un sous-ensemble d’un ensemble E, 14 est la fonction indicatrice de A. Si f est une fonction
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a valeurs complexes et g une fonction a valeurs réelles strictement positives, la notation f < g
signifie que le rapport |f|/g est borné.

1.2. Fonctions fortement b-additives.
Rappelons que tout nombre entier n > 1 possede un unique développement en base b de la forme

n= Zsj(n)bj, ol €(n) € 6 pour tout j > 0.
>0
On dit qu'une fonction g : N — R est b-additive si pour tout (u,v,5) € N3 tel que v < b/, on a
g(ub? +v) = g(ub’) + g(v).

Si de plus pour tout (u,j) € N2, g(ubl) = g(u), la fonction g est dite fortement b-additive. On
constate ainsi qu’une fonction g est fortement b-additive si et seulement si

g(0) =0, et pour tout n € N*, g(Z€j(n)bj> = 29(5]’(”))'
j=0 j=0
En particulier, si 'on pose pour tout k& € {0,...,b— 1} et tout n € N*,
In|i = card{0 < j <logyn|ej(n) =k},

on a,
b—1

g(n) = g(k)[nlk.
k=1
Les quantités

(SR

1 q—1 q—1
o= Y g(k) et ogi= (g(k) = o)
k=0 k=0

interviennent dans plusieurs résultats relatifs a la distribution de la fonction g. Dans l'article [17]
qui fait suite a [16] et qui généralise [19], nous nous intéressons aux fonctions fortement additives
de I'’ensemble FT des fonctions ¢ : N — Z fortement b-additives vérifiant la condition additionnelle

(2) pged (g(l),...,g(b— 1)) =1.

Pour g € F1, on définit le nombre

3) dg = pged (9(2) —29(1), ..., g(b—1) = (b—1)g(1),b-1),

appelé entier caractéristique de g. Avec cette définition, (dg,g(1)) =1 et on a pour tout n > 1,
(4) g(n) = g(1)n mod d,.

Exemples. 1) La fonction somme des chiffres en base b définie par
Sb(n) = Z €j (TL),
720
est fortement b-additive. On a

Msb—T, o5, = 12 et d,, =q— 1.

2) Pour chaque k € {1,...,b— 1}, la fonction g : n +— |n|; est fortement b-additive. On a

1, 1 1 2 sib=3et k=1,
,ungZ, Ug’“:3<1_5) ot dg, = 1 sinon.

Nous avons obtenu le résultat suivant (théoreme 1 de [17]).
2



Théoréme A. Soit g € F, alors il existe ¢y > 0 tel que pour tous x > 2, (a, ) € R?, on a

> e(ag(p) + Bp) < (logz)z'—eslldsol”,

p<T

La constante implicite ne dépend que de b.

1.3. Résultat principal.
Soit B € R et g une fonction fortement b-additive appartenant & F. L’objet de cet article est
d’estimer la somme d’exponentielles

(5) > elBp),

PST

9(p)=k
lorsque & est un nombre entier proche de pg4logy . Dans [7], Drmota, Mauduit et Rivat ont évalué
la somme (5) dans le cas particulier 5 = 0 et g = sp, qui correspond au cardinal de 1’ensemble
{p < z|sp(p) = k}. En combinant le théoreme A et leur approche, il est possible d’obtenir une
formule asymptotique pour la somme (5) dans le cas 3 € Q et g € F' avec un terme d’erreur
dépendant de ¢ si B = a/q avec (a,q) = 1. Mais leur méthode ne permet ni de traiter le cas
B € R\ Q, ni d’obtenir une formule uniforme en (3, ce qui constitue 1’objectif principal de notre
travail. Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1. Soit € €]0,1/2[, g € F©. Pour tousx >2, BER, k€ Z, on a
(6)
d k — g log, x)? m(x
S = (X ) (- ) o ()
p<z 27703 logy, p<z g logy, g
g9(p)=k g(1)p=k mod d,
ou dg est Uentier caractéristique de g défini en (3). La constante implicite ne dépend que de ¢, b et
g.

Remarque 1. le théoreme 1 n’est intéressant que si (k,dy) = 1 puisque d’apres (4), on a
(7) {p<zlglp) =k} C{p<z|g(l)p =k mod dy}.

Remarque 2. Le fait de traiter le cas ol ¢ € F' ne restreint pas la généralité. En effet, si k € Z,
et si g : N — Z est fortement b-additive et non nulle, ’équation g(p) = k n’admet des solutions que
si D = pged (g(1),...,g(b—1)) divise k. Et dans ce cas cette équation est équivalente & ¢'(p) = &’
avec ¢’ = g/D et k' = k/D, ¢ étant de fait un élément de F.

1.4. Une application. En s’appuyant sur des résultats obtenus par Mauduit et Séarkézy dans [20],
Fouvry et Mauduit étudient dans [8] la répartition statistique des nombres entiers dont la somme
des chiffres est proche de la moyenne : ils considerent ’ensemble

& = {n e N |sy(n) = s, | 1ogyn| + B(llogyn)) },
ou B : N — R est une fonction telle que pour tout j € N, %j + B(j) € N et telle que

(8) il existe K > 0 tel que pour tout n € N*,|B(n)| < Kn'/*.

Le théoreme 1.1 de [8] stipule que pour tout z > 2, on a

6 x x
< =
(9) card{n < z|n € &} (b2 — 1) \/@+O<logbw)’

ou la constante implicite ne dépend que de K et b. Ils établissent également le résultat suivant.
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Théoréeme B. Pour tout f € R\ Q, la suite (nf)nes est équirépartie modulo 1.

Des généralisations de ces résultats sont obtenues par Mauduit [18] et Drmota-Mauduit [6]. Le
théoréme 2 de [6] permet par exemple de montrer qu’étant donné g € F+, pour tout S € R\ Q, la
suite (fn) indexée par les nombres entiers n tels que g(n) = | uglog, n] est équirépartie modulo 1,
ce qui découle d’ailleurs directement du théoreme B dans les cas particuliers ou g = s3 et g = s3.
Le théoreme 1 permet d’établir un résultat similaire pour les nombres premiers.

Corollaire 1. Soit g € F* et M = {n € N*|g(n) = |uglogy,n|}. Pour tout § € R\ Q, la suite
(Bp)pe M est équirépartie modulo 1.

Remarque 3. Les nombres premiers étant trivialement mal répartis dans les progressions arith-
métiques, le théoreme B ne peut pas étre directement transposé a la suite des nombres pre-
miers. Par exemple, si 'on considere la fonction g = s3 et la fonction B : N — R définie par
B(2j) = 0 et B(2j+1) = 1 pour tout j € N, I'ensemble des nombres premiers p tels que

s3(p) = | 1ss logg p] + B(|logs p|) = |logs p] + B(|logs p]) est vide car s3(p) = p mod 2.

1.5. Nombres premiers dont certains chiffres sont fixés.

Fixons r € N*, (¢1,...,4,) € €, et ji1 < ... < j, des nombres entiers. Lors de la démonstration
du théoreme 1, I’évaluation de la quantité
14 7"'767‘ . —
(10) Fjll,,_.,jr (z;8) == Z e(Bp)
p<T
€41 (p):€17---15jr (p)ZET‘

joue un roéle déterminant. Lorsque 8 = 0, Ffll f: (z; B) est égal au cardinal des nombres premiers

n’excédant pas x dont r chiffres sont fixés. Dans [11], Harman et Kétai ont estimé ce cardinal lorsque
r = O(y/v/logv) avec v = |log, x| (voir également [25], [10]). Bourgain a récemment obtenu un
résultat quasiment optimal en montrant dans [3] et [4] le théoréme suivant qui concerne la base 2.

Théoréeme C. Pour b = 2, il existe ¢ > 0, tel que pour x = 2¥, v — +00, tous nombres entiers
I<r<a,1<i<...<jr<v, (l1,...,4)€{0,1}", on a

()
2r
I1 est naturel de conjecturer que sous les mémes conditions, et pour f € R\ Q, on a
ke ay o (T(E)
Fjl:-~~7jr (z;8) = 0( or )
Notre méthode ne permet pas de montrer un tel résultat, mais en revanche, le résultat plus faible
suivant découle de nos travaux.

F€17~--7‘ér (x; 0) ~

J1yee5dr

Théoréme 2. Soit 0 < k < v < 1 des nombres réels, B € R\ Q. Pour x — 400, on a uniformément
pour tous nombres entiers r, ji,...,Jr tels que 1 < r < (logyx)”, (logyz)” < j1 < ... < jr <
log, x — (log, x)" et (¢1,...,4,) €C),

(1) Fm =o (5.

bT

Remarque 4. Nous n’avons pas cherché dans cet article a étendre la relation (11) & toutes les
valeurs admissibles de j1,...,J, ou a optimiser la valeur de r. Nous signalons par ailleurs que le
théoreme 1 n’est pas une conséquence du théoréme 2 qui ne concerne que le cas § € R\ Q : nous
renvoyons au paragraphe 2 pour plus de précisions. En revanche les théoremes 1 et 2 découlent tous
deux d’une méme formule asymptotique pour la quantité (10), obtenue & la proposition 3.
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2. DESCRIPTION DE LA PREUVE DU THEOREME 1
L’identité

(12) > e(ﬁp)=/]R (D" elagp) + Bp) )e(~ka)da,

PST p<z
g(p)=k

montre que pour établir le théoreme 1, il suffit de disposer d’estimations suffisamment précises de
la somme

(13) > e(ag(p) + Bp).

psT
Posons
dg—1
_ n n—1/2 1 n—1/2
I= U — — (logx) ,— + (logx)
n=0 dg dg

ou 0 < 7 < 1/2 est un nombre réel a fixer ultérieurement. La contribution & l'intégrale figurant
dans (12) du domaine (R/Z) \ I pourra étre estimée grace au théoreme A et fournira un terme
d’erreur. Pour évaluer la contribution de I et aboutir au théoréeme 1, il suffit d’obtenir une formule
asymptotique pour la quantité (13) dans un voisinage de o = 0. C’est I'objet de la proposition
suivante qui généralise la proposition 2.2 de [7].

Proposition 1. Soit g € F©, 0 < v < 1/3, 0 < n < v/2. Pour tous x > 2, |a| < (logz)"~1/2,
BER, ona

> elagp) +6p) = (3 e(8p) )elapy logy 2) (727515 2 (1 4 O(jaf* log 2)

(14) p<z p<T
+O((x)|a] (log )" + we~e108 "),
avec
c1 = (logb)/8.

Les constantes implicites ne dépendent que de v, 1 et g.

Remarque 5. Le théoreme A et & la proposition 1, combinés a I'estimation (1), permettent d’établir
rapidement que pour g € F7, 3 € R\ Q, x — +00, on a la relation asymptotique

sup ) Z e(ag(p) + ﬁp)‘ = O(Tr(x)).

a€R/Z p<z

Nous omettons les détails.

La démonstration de la proposition 1 est difficile et fait 'objet des paragraphes 3 a 10. Elle
repose sur la modélisation de la suite de fonctions (n — €;(n)) >0 par une suite (Z;) ;>0 de variables
aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur {0, ...,b— 1}. Dans [13], Kétai exploite cette
idée dans le but d’étudier les moments de la fonction s, le long de la suite des nombres premiers.
Dans [1], Bassily et Katai poursuivent cette approche probabiliste et appliquent la méthode dite
des moments (cf. par exemple [2] théoreme 30.2 p. 390) & une version tronquée de la fonction s
pour établir plusieurs phénomenes de convergence en loi vers une loi normale centrée réduite : ils
obtiennent par exemple que pour tout y € R,

1 — 1 4
lim — card {p < 56(P) = sy 108y < y} :/

z—+o0 T 02 log, x b —00 V2T

42
et

dt.

Cette approche fructueuse, maintenant connue sous le nom de méthode de Bassily-Katai, a été
approfondie au fil des ans. Dans le paragraphe §4 de [7], Drmota, Mauduit et Rivat en développent
5



une variante qui permet d’établir le cas § = 0 de la proposition 1. La généralisation au cas 8 # 0
induit une difficulté nouvelle que nous décrivons plus bas et que nous traitons en introduisant
de nouveaux arguments de nature probabiliste. Pour un survol détaillé des liens entre ’étude des
fonctions b-additives et la théorie des probabilités, ainsi que de nombreuses références, on pourra
consulter le chapitre 8.3 de [5].

Dans le souci d’alléger notre démonstration, nous adoptons des notations et normalisations simi-
laires a celles de [7], ce qui nous permettra d’en extraire rapidement certaines estimations essentielles
a nos calculs. En particulier nous posons maintenant et dans la suite

(15) L = L(z) = log, .
De plus, nous utiliserons de manieére systématique la notation suivante : pour 6§ € R, on pose
(16) S(x;0) =) _e(0p).

psT

Fixons des nombres réels n et v tels que 0 < 27 < v < 1/3 et commencons par remarquer que
pour obtenir (14), il suffit d’établir la formule

T(z;t, ) := Ze(ﬂp)eit(g(p)fugL)/(Ugﬁ)

p<zT

g - st (1 0 4) (L)

uniformément pour tous x > 2 et |t| < 2woyL". En effet la formule (14) se déduit de (17) en

effectuant le changement de variables t = 27raUgL1/ 2 A présent, posons pour tout nombre entier
n <,

(18) gm)= > glgn)
Lv<j<L—-LV
et notons
(19) L’:card{j€N|L”gng—L”}:L—QL”—i—O(l).

En utilisant la majoration |e?* — e%| < |s — t| valable pour tout (s,t) € R?, on peut facilement
obtenir (cf. démonstration du lemme 4.1 de [7] pour les détails)

T(x;t, B) = T,(x;t, B) + O(&m)’

avec
T,(x:t,B) = Ze(ﬁp)eit(gu(p)—MgL/)/(Ug\/ﬁ)‘
p<x

De sorte qu’il nous suffit d’établir la formule asymptotique :
3
. _ . —t2/2 ﬂ m(z)|t| —c LY

(20) T, (wit, 8) = S(a: 8) (72 (1+ O 7))+ 0 re ),

Dans le cas g = 0, cette formule peut étre comprise et démontrée dans le cadre de la théorie des
probabilités : la fonction ¢q : t — T, (x;t,0)/7(x) correspond & la fonction caractéristique de la
variable aléatoire X, : p — (g, (p) — pgL’)/(0gV L) définie sur I'espace {p < z} muni de la mesure
uniforme. Or, on s’attend a ce que la distribution de g, soit bien approchée par celle de la variable

aléatoire
= > 9z

Lv<j<L—L¥
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ol (Z;)rv<j<r—r1» est une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace de pro-
babilité (€2, A, P), & valeurs dans %j, et de loi uniforme sur %,. Posons alors Y, = (g, — L")/ (0,V/'L')
et notons s sa fonction caractéristique. En comparant les moments de X, et Y, on peut établir
que 1 est bien approchée par 9 sous réserve que |t| < L. On utilise enfin le fait classique que o
est bien approchée par la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite ¢ +—> e~t*/2, Plus
précisément, la méthode des moments préconise stricto sensu d’établir que pour chaque nombre
entier d > 1 fixé, on a, lorsque x — +o00,

(21) E(X]) = E(Y;) +o(1),

afin d’en déduire la convergence en loi de X, vers une loi normale centrée réduite : c’est ’approche
développée par Bassily-Kétai dans [1]. Mais cette estimation est insuffisante pour établir la formule
(20) dans le cas f = 0. Drmota, Mauduit et Rivat établissent ainsi une version uniforme de (21)
lorsque g = sp (cf. lemme 4.6 de [7]) : il existe ¢ > 0 tel que 'on a uniformément pour tous x > 2,
1<d< L/,
E(X%) = E(Y{) + O((4boy, ) LG+ de=el")

Cette version uniforme permet d’obtenir grace a la formule de Taylor la majoration de |p1(t) —@a(t)|
recherchée (cf. proposition 4.1 de [7]).

Dans le cas plus général ou 5 € R, l'interprétation probabiliste qui précede n’est plus valable
mais sert de fil conducteur pour les calculs. Dans les lignes qui suivent, qui n’ont qu’une valeur
heuristique, les quantités R; avec j € {1,2,...} sont a concevoir comme des termes d’erreur. Le
développement de Taylor de u +— ¢ en 0 & un ordre D = D(z) fournit la formule

(it)?
(22) T,(x;t,8) = ) o Ma(z; 8) + Ri(z, D)
0<d<D

ou

(23) Md<x;5>=Ze<ﬁp>(W)d:Ze(5m( 3 wy{

/
p<z ejel-rv 99Vl

La quantité My(x; 8)/m(x) peut étre vue comme un moment pondéré de la variable aléatoire X, .
En développant nous obtenons
Crreba
(24) My(z; 8) = > > wey e we F (s B),
LY<j1,e0sjaSL—LY £1,... Lg€E,

ot l'on a posé wy = (£ — p1y) /0, L et on Fﬁl”.‘;‘f: (x; 8) est défini en (10). Quitte a réarranger la
multi-somme sur ji, ..., jq dans (24), on peut supposer dans la suite de ce paragraphe que les uplets
(J1,---,Jq) considérés satisfont & j; < ... < jg. Nous approchons ensuite chaque fonction indicatrice
Lpen|e;(n)=ey Par une fonction lipschitzienne fy A affine par morceaux et telle que 0 < fra <1,
ou A = A(x) est un parametre mesurant la précision de cette approximation et qui est choisi de
maniere a ce que DA —,_, 0. Il s’avere que la fonction f; o admet un développement en série
de Fourier absolument convergent fya(z) = >,z fg,A(h)e(h:U) ou la fonction h — ﬁA(h) est a

support dans (Z \ bZ) U {0} et ou ﬁ’ A(0) = 1/b. Nous parvenons ainsi a la formule
el
@ h)
hd

~ ~ h
(25) = > fo.a(ha) .. frg,a(ha) S (w;ﬁ + bj11+1 +...+ bJ’d“) + Ra(z, A, D).
Bt oo ha €(Z\BZ)I{0}

Lorsque = 0, le terme correspondant & hy = ... = hg = 0 dans la somme figurant dans (25)
fournit un terme principal (qui vaut 7(z)/b%). En effet, si § = bj}fﬁ +...+ ijil avec I'un des h;
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non divisible par b, on a § = a/q avec a € Z, (a,q) = 1 et bl < g < WEE ol ¢ > 0 dépend
de b. Signalons au passage que cet encadrement de g est ce qui motive initialement le choix de g, .
La majoration (41) montre alors que la quantité S(x;6) est négligeable. Il reste ensuite a évaluer
soigneusement la contribution du terme principal a T, (x;t,0). Nous venons de décrire 'argument
central utilisé dans [7] pour parvenir a la proposition 1 dans le cas § = 0 et g = sp. Il pourrait étre
étendu au cas B € Qet g€ FT.

Lorsque f € R\ Q, ce raisonnement n’est plus valide, car on ne dispose pas de suffisamment
d’informations sur les approximations diophantiennes de § + +1 +...+ bﬁ%. Rien ne garantit
par exemple que le terme correspondant a hy = ... = hy = 0 dominera la somme figurant dans
(25). Nous procédons de la manieére suivante. Pour commencer nous remarquons que nous pouvons
sans dommage tronquer la série figurant dans (25) : en choisissant H = H(z) > 1 tel que AH tende
vers 'infini avec x, on parvient a

Fibtd(a; 3)
_ Z Fooaht) ... fo,.a(ha) S( ;

hi,...;ha€(Z\BZ)U{0}
—H<h,....,hgy<H

ha
bia+1

-+ >+R3( 7A>H7D)‘

Il est possible de choisir H de maniere a ce que HL™" tende vers 0 lorsque x — 4o00. De la sorte,
pour 1 <d< D, LY <j1i <...<jg<L—L"et hy,....,hg € ((Z\bZ)U{0})N[-H, H], les
nombres de la forme

h1 hq
B+ gl T

décrivent un ensemble que nous notons I'g, dont le diametre tend vers 0 lorsque x tend vers I'infini.
On peut montrer alors que pour z suffisamment grand, il y a au plus un de ces nombres, que
I’on note [, qui est bien approché par un nombre rationnel a dénominateur « petit » et dont la

contribution S(z; B Fhta x; B) peut étre substantielle. En traitant a part la contribution de ce
LT

terme éventuel, on peut aboutir assez rapidement au théoreme 2, soit pour 5 € R\ Q et z — +o0,
1,0l €
(26) it B) = o 57 ).

La proposition 1 ne résulte pas directement de la relation (26) et la contribution a Fj] él’ ’ed (x5 8)

de S(z; 3) doit étre traitée plus finement. Introduisant 7 € (Z \ bZ) U {0} et L << L L” des
nombres entiers tels que ﬁ B+m/ 271 nous parvenons i

Fita (4 8) = §(a; B) > for.a(h1). .. fogalhg) + Ra(w, H, A, D, v)
—H<h1, Jha<H
<
B+b11+1+ o =h

= S(x; B)py (/27 A) + Rs(x, H, A, D, v)

ou 'on a posé

010l ~ o7 7, fi
P27, A) = > Juatn). Jualha).
P ha€(Z\BZ)U{0)

ﬁ+...+#:2ﬁ1

Lorsque 3 = 8, le coefficient pgl’ ’Zd “(m/ 271 A) vaut tout simplement b~ et la suite de la démons-

tration est essentiellement sunllalre au cas § = 0 traité dans [7]. Lorsque ﬂ # [, nous obtenons une
8



représentation intégrale du coefficient pjl’ vbd (m / 2771 A), et cela permet, apres calculs, d’approcher

la contribution de B a T'(x;t,8) par la quantité
o . _
(27) S(z; B) / E, (e Y)Y e(—mu)du
0

ou, pour tout v > 1, Y, et i}; sont des variables aléatoires définies sur un espace €2, et dont les
lois sont fonctions de u et seront explicitées ultérieurement. Une majoration simple de la variable
Y, — Y, permet alors de montrer que la quantité (27) est uniformément < |t|7(z)/v/Iogz ce qui
est suffisant pour conclure.

Sans rentrer ici dans le détail des définitions de Yy, et Yu, disons que l'on peut interpréter cette
majoration de Y, — Y comme le reflet du fait suivant : lorsque 5 # B, pour d fixé, les différentes
représentations de 6 sous la forme

~ hy hq
ﬁ=ﬂ+b]—1+1 Tt

ont toutes en commun un nombre entier s € {1,...,d} pour lesquel js = 7 (cf. deuxieme assertion
du lemme 7). On s’attend donc & un gain de 'ordre de logx puisque la multi-somme dans (24)

sur ji,...,Jjq comportera une somme en moins lorsqu’il s’agira d’estimer la contribution de f.
Néanmoins une majoration brutale, basée sur cette seule observation, ne conduit qu’a une estimation
pire que triviale de T, (z;t, 3).

3. LISSAGE DES CONDITIONS DIGITALES

Dans ce paragraphe, nous approchons la fonction indicatrice Linen|e;(n)=ey Par une fonction
continue et affine par morceaux. Nous employons la méme fonction que celle employée dans [7], et
déja utilisée dans [14]. Pour A > 0 et ¢ € 6}, nous posons

L A2
fea(z) = A /A/2 Lo sp, o1y ({7 + y})dy

D’apres la définition de fy A, qui est le produit de convolution de deux fonctions indicatrices, nous
avons pour tous x € R, £ € €,

(28) 0< foa() <1 et > fonlw) =
=0

De plus on a
1 size [E—FA M—A],

(29) fealw) = 0 sizelo 1]\[ —A,“TI+A].

Remarque 6. Les relations (28) montrent qu’a x fixé, la suite (fya(2))scs, engendre une proba-
bilité sur %;. Ce fait s’averera capital dans la suite de nos calculs (cf. formule (63)).

Comme fy A est lipschitzienne, elle admet un développement en série de Fourier absolument
convergent. Il est donné par

(30) foa(x Z foa(h
heZ
avec
fra(0) =3

9



et pour h # 0,

Foa(h) = e(—hl/b) —e(—h(f +1)/b) sin(mhA)
LAl = 2irh ThA
En particulier,
(31) ]?g,A(h) = 0 pour tout nombre entier h non nul et divisible par b,
et pour tout h € Z*, on a
(32) | Fo.a(h)] < min (1 L #)
LAV b’ k|’ An2h2)"
11 résulte notamment de (32) la majoration uniforme pour £ € Z et 0 < A < 1,
(33) > |fea(h)] < 1+log(1/A).

heZ

Rappelons la notation L en (15). Dans la suite, on se donne quatre nombres réels s, k1, v1, v tels
que
O< k<K< <V,
et nous posons

(34) H=H(z)=b" e A=A(x)=el".

Lemme 1. [ existe xy = xo(b, K, k1,v1) = 1 tel que uniformément pour tous © > xg, 1 < r < LF,
Wiy yr) €RT, (0,...,4) € G, V une partie de Z'", on a

(35) Z ﬁhﬁ(hl) cee ﬁr,A(hT)e(hlyl +... hryr)
(hl,...,hy.)eV

- Z ﬁl’A(hl) e ﬁT:A(hT)e(hlyl +... hryr) + O(eicZLyl)v
—H<h,...hy<H
(h17~'~7hr)€V

avec co = log(b)/2. La constante implicite est absolue.

Démonstration. D’apres les estimations (32) et (33), ’écart entre les deux multi-sommes figurant
dans 'identité (35) n’excede pas

4 ~ ~ 1
r—1
Z S feaalh) .. foa(he)] < r(1+log(1/A) Y YN
i=1 hi,...,h €Z h>H
|hi|>H

< LH(Llﬂ)L“ (AH)_l
< e log L+k1 L" log L+L"1—L"1 logb

ce qui donne 'estimation attendue pour L = log, x suffisamment grand puisque v; > k; > k. [

» . . R R s ol by oo
La proposition suivante exprime, & un terme d’erreur pres, la quantité Fjll’. “"(x; 8) définie en

7"7‘7‘7",

(10) comme une combinaison linéaire de sommes du type S(x;#) définies en (16).
Proposition 2. Soit 0 < kK < k1 < 11 < v < 1. Il existe x9 = zo(b, k,Kk1,v1,v) = 1 tel que
uniformément pour tous © > xg, 1 < r < L", LV < j1 < ...<jr < L-L" (1,...,4,) € E,
BER, ona
(36)

1,y n n hy h
Filor(a; ) = > fooa(h) ... fo.alhy) S(a:; Bt —F ...+ —

i+l pir+1
—H<h1, he<H

) + O(a:e*%ml),

ot H et A sont définis en (34). La constante implicite est absolue.
10



Démonstration. On a la décomposition

- - h o
Ff;; 7’]{ (z;8) — Z Jfooa(hy) ... foa(hy) <:c B+ bJrlH +...+ s +1) T+ T2
—H<h,...,hr<H
avec
b p
7d1 = Ze(ﬁp) (ﬂ{nGN\ajl (n):fl,.“,ejr(n):é,«}(p) — féhA(W) ... fZT’A<W))
P<T
et

7= 3ot s (i) - e ()

pszT

-~ ~ h1 h,
_ Z fel,A(hl)--'fZT,A(hr) e(pbjl-i-l +...+ bj*'H))'

—H<hy,....he<H

Posons
b—1 , ,
Us=[0.A1UJ [5—A75+A} UMl — A1),
=1

Comme ¢;(p) = £ < {p/b/ ™1} € [¢/b, (£ + 1)/b] pour tous j € N et £ € %, on a d’apres (29),

T < Z ‘]l{nGN\Ejl(n):@l,...,sjr(n)Z&«}(p) - fél,A<%> ---f@r,A<%)‘

pP<T

<r ma card{ gx‘{ }EU}
L”gngX—LV p b]+1 A

Or le lemme 4.4 de [7] fournit I'estimation suivante : étant donné un nombre réel 0 < ¢ < log(b)/3,
il existe z1 = z1(c,v) > 1 tel que uniformément pour z > x1, 0 < A < 1/(2b), L¥ < j < L - L",
on a

card {p <z ‘ {bJH} € UA} < 7(z)(A+ e*CLV).
Cela fournit la majoration
7-1 < 7T($)LH (e—L’ﬂ + e—cL”) < W(m)e_%[”ﬂ,

valable pour z suffisamment grand puisque £1 < v. Par ailleurs, le développement (30) et le lemme
1 appliqué avec V = Z" et ys = p/b’**! pour tout s € {1,...,r} entrainent directement que

To < mw(z)e 2t

L~

1
Comme k1 < v1, nous obtenons bien la majoration 71 + 7o < xe™ 2 souhaitée. O

4. L’ENSEMBLE I'g

Au vu de la proposition 2, nous sommes amenés a étudier la quantité

~ —~ h hr
S Faalh). Joslh)s (x B Wl) ,

—H<h1,.;he <H

Comme .]/027 A(h) =0 deés que h est non nul et divisible par b, nous en venons a considérer ’ensemble
I's =T'g(x, B, K, v1,v) de tous les nombres réels de la forme
hy h,
b]1+1 + + b]r"r].
11

(37) B+




ou 1 < r < L est un nombre entier, hy,...,h, appartiennent a <(Z \ bZ) U {0}) N[—H, H], et

J1,---,Jr sont des nombres entiers tels que L” < j; < ... < j, < L — L”. Notons que des nombres
entiers 1 <7 < Lf et LV < j1 < ... < jr < L — LY étant fixés, un élément de I'g peut avoir une,
plusieurs ou aucune représentations de la forme (37).

Lemme 2. (1) Le diameétre de I’ensemble I'g n’excéde pas 4H/bL”Jrl et, en particulier, tend vers
0 lorsque x tend vers +o00.

(2) Tout élément v de I'g \ {8} possede une unique écriture de la forme 8+ 7 avec LV < j <
L— L% et m # 0mod b.

(3) Pour tous 1,72 € I'g,
pL¥—1

(38) T F 2= I — el 2

Démonstration. (1) On a

hy h, -1 H _ 2H
gt T bwl’ bL”+ Z bL” b—1)  pLHL

La deuxieme partie de I’assertion vient du fait que H = b avec vy < v.

(2) On peut supposer que v = B+b]1+1 +.. .+bﬁﬁ avec 1 <r <L LV<j1<...<j.<L-L"

et hy # 0 mod b et cela permet d’écrire bffﬁ—i—. . .+bﬁﬁ = (bk+h,)/brt1 avec k € Z. L'unicité
est immédiate.

(3) Soient y1,72 € I'g tels que v1 # 2. Si v1 = B ou 42 = B, alors |y1 — 72| = |m|/W T avec

m#0, LV <j<L— LY et donc |y — 2| = b1 /x. Sinon y1 = B+ 7y et 72 = B+ 5%
avec mq et my non divisibles par b, dlsons L"<jp<ja<L—-L" et

b+l 7& bi2+1”
Si ji = ja, alors |mg —my| > 1 et donc |y — vo| = 1/b/1H > 1/6L=E"+1 Gi j; < js, alors
1 L 1 1
‘71_'72‘ = bj2+1’b72 ]lml_m2‘ Z — =

pje+1 = pL—L¥+1°

O
Nous effectuons a présent une approximation diophantienne de chaque nombre ~ de I'g. Posons
Q = 3zb~

Pour x suffisamment grand, on a (Q > 2 ce que nous supposerons dans la suite. D’apres le théoreme
de Dirichlet, pour tout v € I'g, il existe a € Z et ¢ € N* tels que ¢ < Q et |y —a/q| < 1/(¢Q).
Etant donné v € I'g, nous posons

(39) ¢, = minfq € N*|3a € Z, |y — a/q| < 1/(4Q)}.

Le nombre entier a, tel que |y — a,/¢y| < 1/(¢yQ) est unique : si a € Z est tel que a # a, et
v —a/ay| <1/(4Q), on a
1 a — Gy < 2
X X A
8% qy Q'yQ

ce qui entraine ) < 2, une contradiction. L’application v — a- /g, est donc bien définie.

Lemme 3. Supposons Q > 2. L’application v — a./q, est injective sur I'g.
12



Démonstration. D’apres I'inégalité triangulaire, I’assertion (38) et le choix de @), on a pour y; # 72,

a a a a pLr -t 2
Iy _ %y >|71,72|,)71,l,‘72,ﬂ> _ 2.
Gy, Qs dy1 Qs x Q
O
Nous introduisons maintenant le parametre réel
(40) z=z(z,1n,v) = A Ly
Y 4H 2 '
Lemme 4. Supposons Q > bY" > 2. Pour tous v,y € g tels que v #4', on a Gy = 22,
Démonstration. D’apres le lemme 3 et la premiere assertion du lemme 2, on a
1 (At ry , ;o Gy y 4H 2 9
— =<yt -t St <2
' Oy h 4y Ay h ‘ ’ Iy’ Sk Q@
O

5. FORMULE ASYMPTOTIQUE POUR Fjéll’.'.'_'f: (x;B)

La suite de notre démonstration requiert une estimation classique de la somme S(x;#), définie
n (16), faisant intervenir les bonnes approximations diophantiennes de 6.

Lemme 5. On a uniformément pour tous x > 2, 0 € R, (a,q) € Z x N* tels que (a,q) = 1 et
0 —a/ql <1/¢7,

x

(41) S(x;0) < <

’ Vi

Démonstration. Sous les mémes hypotheses, le théoréme 13.6 de [12] fournit une majoration pour la

somme ), . A(n)e(nd) ot A est la fonction de von Mangoldt. Une intégration par parties standard

permet d’en déduire ’estimation souhaitée. ]

+ g + $4/5) (log x)?.

Appliquons le lemme 5 a un élément quelconque v € I'g et a son approximation diophantienne
a/q. Compte-tenu de la majoration ¢, < @ et du choix de @, on a

(42) S(z;7) < <\/S% +/2Q + a:4/5> (log 2)? < z(log $)2<\/1q? ey 1ogb)_

Nous introduisons en conséquence le nombre entier

(43) q=q(x,p,k,v1,v) = min ¢,.
v€l'g

Rappelons que 'on a posé ¢; = log(b)/8.

Lemme 6. Soit 0 < k < v1 < v < 1 des nombres réels. Il existe xg = xo(b, k,v1,V) tel que,
uniformément pour tout x > xgy, on a (avec les notations (40) et (43))
® siq > z, alors pour tout v € I'g,

(44) S(x;y) < we

e si g < z, alors il existe un unique élément B = 5(37,6, k,v1,v) de T'g tel que

et pour tout v € I'g \ {3},
(46) S(x;7) < we”
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Les constantes implicites dans (44) et (46) sont absolues.
Remarque 7. Sif=0,onaqg=1et E: B.

Démonstration. On peut supposer xg suffisamment grand de maniére a ce que pour x > xg, on ait
Q> b > 2.
D’apres (42), on a pour tout v € I'g tel que ¢, > 2

(47) S(x;v)<<:Eﬂogaﬂ2(e_%(Lu_L”)bgb4—6_%Lyk%b> < ze~ L

Cela regle le cas ¢ > z. Supposons & présent ¢ < z et considérons v € I'g tel que ¢, = ¢. Si ' € I'
est tel que 7' # +, le lemme 4 montre que g, > 22/ ¢y > z > q. Cela prouve d’un part I'unicité de
7 et d’autre part, compte tenu de (47), que pour tout 7/ # v on a S(x;7) < ze L, O

Avant de poursuivre, nous introduisons quelques notations. Dans le cas ol ¢ < z et 8 # S,
il existe, d’apres la deuxieme assertion du lemme 2, un unique couple de nombres entiers m =
ﬁ’L(l‘,B,I@,I/l,I/) et .7:.7('1:’&7’%7]/1’7/) tels que

(48) MmeL\bL, L['<F<L-L' et B= 5+2]+1

Lorsque B = 3, nous posons m = 0 et 7= 0. De plus, pour » € N*, 0 < j; < ... < j, des nombres
entiers, (¢1,...,4,) € 6y, t € Q, A > 0, nous introduisons la quantité

(49) Pl A) = > Foalhy). .. foa(hy),

hiyeenshr €7
hy hy _
PETE = =

qui est la somme d’une série absolument convergente d’apres (32).
. X . 01,0l
Nous sommes maintenant en mesure de fournir une formule asymptotique pour F jll’ i (z:B).
PARAS)

Proposition 3. Soit 0 < k < k1 < 11 < v < 1 des nombres réels. 1l existe vog = xo(b, Kk, K1, V1,V) =

1 tel que uniformément pour tous x > xg, 1 <r < L* LY <j1 <...<j.<L—-L", (Zl,..., r) €
., on a (avec les notations (40) et (43))

e siq >z, alors

(50) Fi e (2 ) < we™ 7

e siq <z, alors
l1,...lr N A1,y _
(51) b (@ 8) = S(ai B)plk i () 27, A) 4 O (we 387 ),

ot B, m, ] et A sont définis respectivement au lemme 6, en (48) et en (34). Les constantes implicites
dans (50) et (51) sont absolues.
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Démonstration. Commencons par traiter le cas ¢ > z. L’estimation (44) ainsi que la majoration
|fe.a(h)| < min(1/2,1/7|h|) donnent

(52) S Faalh)o Foat)S (564 g 4+ )

b]r+1
—H<hy,....hy<H

< max |S(z;7)| Z \fél,A(hl)-'-ﬁr,A(hr)’

€Ty
7 —H<hy,...he<H
_ v
< x(log H) e~k

< JI(lOg H)L“efclL” < xeL“(ul log L+loglog b)—c1 LY

_Sgv
< ze 2,

puisque k < v. Pour obtenir (50), il suffit d’insérer la majoration (52) dans la formule (36) et
d’invoquer le fait que k1 < v.

Traitons a présent le cas ¢ < z. Compte-tenu de (36), il suffit de prouver que l'on a

Y Fast)e fualn)S(ns+ g+ o)

pir+1
—H<hy,...,h <H
(53) = S(x; B)pit i (/27 A) + O(e™F),

avec ¢ > 0 et € > k1. En isolant la contribution du terme E, on a

S Funslh) foalh)S(w6+ W )
_H<h17~~-7hr<H
S S >
_H<h17~~~7hr<H _ _H<h17-~~7h'r<H _
Bttt iy =F B+t 5T AR
= S(x; ) > Jooah) . foa(hy) +O((log HY max_ |S(z:7)])
—H<h1, ,hrgH vel's\{8}
Bt kbt g =P
~ ~ ~ ey
= S(x;8) > froah) ... fo.alhy) +O(ze 21",
—H<hy,..hn<H
h . __#&
SRR o it
ou la derniére égalité résulte de (46). Le lemme 1 appliqué avec ys = 0 pour tout s € {1,...,7},
et V lensemble des r-uplets (hq,...,h,) € Z" tels que % + ...+ bﬁﬁ = 571, fournit alors
I’estimation
~ ~ ¢ o
> froa(h) .. fop a(he) = pibmo (/277 A) + O(em2 ™),
—H<hi,...hr<H
hy hyr _ W
bJ1+1+ +W_2J+1
avec cp = log(b)/2. Compte-tenu des inégalités k1 < v; < v, nous obtenons bien (53). O
6. FORMULE POUR pzl’ T (m/27T A
L’objet de ce paragraphe est de fournir une estimation pour la quantité p;, et (m /201 A) défini

_m

en (49). Pour cela, nous commengons par étudier 1’équation bJ’fH +...+ bJTH = T
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Lemme 7. Soient r € N*, hy,... h, € (Z\bZ)U{0}, et 0 < j1 < j2 < ... < jr des nombres
entiers.

(1) Si
h1 hy
(54) pir+1 s hir+1 0,
alors hy = ... =h, =0.
(2) Soit m € Z\bZ, j € N. Silon a
h1 hr m
(55) G T T e = e
alors il existe un unique s € {1,...,r} tel que js = j, et on a pour tout t > s, hy = 0.

Démonstration. (1) 11 suffit de raisonner par ’absurde, de considérer le plus grand entier s tel
que hg est non nul et donc non divisible par b, puis de multiplier (54) par &/**1. On aboutit
a hg € bZ, une contradiction.

(2) Comme m # 0, 'ensemble {t € N|1 <t < r et hy # 0} est non vide, notons s son plus grand

élément. Supposons par I'absurde que j < js. On multiplie alors (55) par b1 et on aboutit

a hg € bZ et hy # 0, une contradiction. Donc j > js. On montre de méme que j < js en
multipliant (55) par b*1. Ainsi j = js, et on a bien h; = 0 pour tout ¢ > s.

O

Lemme 8. Soit A >0, r € N*, 0 < j1 < jo < ... < j, des nombres entiers, ({1,...,4,) € 6,
meZetjeN tel que j = j,. On a lidentité

1
(56) P (m )2 A) = /0 Foo a(ub? =) L fo o A(ubT I fo A (u)e(—mu)du.

Démonstration. D’apres (49), on a

£ ’ 747“
Pl (m j2 1 A)

= > fghA(hl)...fgmA(hT)/ e (u(hab/ ™7 + hob? ™2 4 ...+ byt —m)) du
0

hi,...,hrEZ
= / ( Z fgl e(uh b/ 1) ) ( Z ﬁhA(hr)e(hru)>e(—mu)du.
hi€Z hr€Z

L’interversion des signes > et [ est licite puisque la série
Yo Fualth).. foalh)
hi,....hr€Z
est absolument convergente. La relation (30) permet de conclure. t
Nous sommes maintenant en mesure de fournir plusieurs formules ainsi qu'une majoration pour
Pt (m /27 A) lorsque m € (Z\ bZ) U {0}.

Proposition 4. Soit A > 0 un nombre réel, r € N*, 0 < j1 < jo < ... < jr des nombres entiers,
(b1,....0) €6, me (Z\bZ)U{0} et jeN.
esim=0, ona

f, ,&« 1 e, 7£r
(57) 10]17 7]7‘ (m/2j+1? A) - p‘]i7 ],,. (07 A) = b77

esim#0etj&{j,....0n} onapgl’ X (m/23+1 A) =0,



esim#0etj=js avecse€{l,...,r}, ona

1
/0 Fooa(@b ) fo (b oA (w)e(—mu)du.

01,58 j+1 _
(58) Pi g M/ 2T A) = o

Dans tous les cas, on a

et 1 1
(59) |p ! (m/23+ A)| < i
Démonstration. En vertu de la premiere assertion du lemme 7 et de l'identité ﬁ,A(O) =1/b, on a
Z 7 7Z7' N N N N 1
Py (0,A) = > foalh) - foalhe) = fo,a(0)- . fo,a(0) = .
hl) 7h'r€Z
h
b]l}F1+ +b7r+1 =0
Traitons maintenant le cas o m # 0. Le cas j & {j1,...,Jr} est une conséquence directe de la
deuxieéme assertion du lemme 7. Supposons a présent que j; = j avec s € {1,...,r}, et considérons
hi,...,h, des éléments de (Z \ bZ) U {0} tels que
h1 hs hy  m
W+-.-+bjs+1 +..-+bjr+1 —W.
Toujours d’apres la deuxiéme assertion du lemme 7, on a hgyy = ... = h, =0 et donc
hl hs _ m
e +"‘+bjs+1 =

Cela conduit directement a

é b 7 N N

P (m/27T A) = > fo,a(hy) . fe, a(he)
hi,...hr€Z
h m
G Tt =
= fo.11,0(0) ... f2,.a(0) > foo,a(ha) ... fo, a(hs)
hi,.. ,h €7

hq
pi1+1 +- +bn-ﬁ-l b]s+1

L g0, ;
T b spﬁi :]s( m/2HA).

La formule (58) découle donc de (56) apppliqué avec r = s, j = Js.
En ce qui concerne la majoration (59), seul le cas m # 0 et j € {ji1,...,jr} n'est pas immédiat.
D’apres 'identité (58), nous avons

1
‘pﬁ: :jT(m/QJ+1 A)‘ < br_s/ fooa(ub? ™) oo fo A7) foo A(u)du

Lot 1
_br spji, ,Js(o A):bTﬂ’

ol 'on a successivement utilisé le fait que fyan > 0, I'identité (56) avec r = s et m = 0, puis
lidentité (57). O
7. INTERMEDE : DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Soit 0 < k < v < 1. Nous voulons montrer que lorsque x — —+o00, on a uniformément pour
I<r<LF L"<jh<...<jp<L-LY (1,....4,) €€, BeR\Q,
ke gy (T(E)
(60) Fj17-~-7jr (z;6) = O( or )
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Soit k1 et v des nombres réels tels que 0 < Kk < k1 < 11 < v < 1. Remarquons que 'on a pour tout
c>0,

_ K bT _ — K _CInk
Te cL*1 ( ) < bL“(logx)e cL™1 < eL&logb—Hoglogw cL™1 <e SL*1
T\T

puisque k1 > k, de sorte que

(61) ze L™ = o(wéf))

Nous appliquons & présent la proposition 3. Dans le cas ou ¢ > z, la relation (61) suffit a établir
(60). Dans le cas ¢ < z, on a

I

Fit ) < |G B /2, 8)] 4 o ).

La majoration (59) fournit alors
Oyl |5 (; 5)‘ m(x)
Fjl:"'7j7‘ ($7l8)‘ < b’f’ +0( bT ).
Pour conclure, il suffit donc de montrer que pour z — +0o0,
S(x; B) = o(m(z)).
Comme le diametre de I's tend vers 0 lorsque x tend vers +oo (cf. premiere assertion du lemme 2),
il suffit d’employer le résultat suivant qui est un raffinement de (1).

Lemme 9. Soit 5 € R\Q, v : [2, +o0[— R une application telle que limg_ oo v(z) = 5. On a pour
T — +00,

> elpv(x)) = ofx(x)).

p<zT

Démonstration. Pour x > 2, et un certain B > 0, posons Q, = z/(log z)B. D’apres le théoreme de
Dirichlet, il existe (ag,q;) € Z? tels que (az,qz) =1, 1 < gz < Qr et |[v(2) — azx/qz] < 1/¢Qx. En
reprenant la démonstration du théoréeme 21.3 p. 489 de [12], on peut établir 'existence de C' > 2
tel que

m(x) x

o(a2) | (loga)C

> _elpu(a)) <

Pz
Comme limy 400 az/q: = B et que B est irrationnel, on a limz_400 ¢x = +00. On en déduit le
résultat. ]

8. EVALUATION DE My(z; 8)

Soit x 2 2et 0 < kK < kK1 < 11 < v < 1 des nombres réels. Rappelons les définitions de g, et
L’ respectivement en (18) et (19). Dans ce paragraphe nous établissons pour tout nombre entier
1 < d < LF et tout S € R une formule asymptotique pour la quantité

My(x; 8) =Y e(Bp) (W\_/Lﬁ,gy)d-
Og

Dans le paragraphe 4, nous avons introduit un parametre z = z(z,vp,v) et un nombre entier

pP<T

q = q(z, B, k,v1,v), puis distingué les cas ¢ < z et ¢ > z afin d’évaluer Ffll”".'.'f: (z; ). Dans le cas

q < z, cette évaluation fait intervenir le nombre B € I'g défini en (45).
Lorsque 8 = 3, nous évaluons Mjy(x; 3) comme dans [7] en faisant intervenir le moment d’ordre
d d’une variable aléatoire Y modélisant (g, — p1gL’)/0gV L' et définie de la maniere suivante. II

existe un espace de probabilité (2, A,P) sur lequel est définie une suite de variables aléatoires
18



indépendantes (Z;)rv<j<r—rv, & valeurs dans 4, et toutes de loi uniforme sur ¢, = {0,...,b — 1}.
Nous posons alors

9(Z;) — g
(62) Y = Z AN A
Lv<j<L—LV oV

Nous procédons différemment lorsque B # [. Dans ce cas, nous avons introduit en (48) les
nombres entiers m et 7 tels que 5 = [+ m/27t. Fixons u € [0,1]. Rappelons qu’en vertu
de (28), pour tout y € R, la suite (fra(y))ecs, engendre une mesure de probabilité sur ;. Il
existe donc un espace de probabilité (€2,,.4,,P,) et une suite de variables aléatoires indépendantes

(Z](u)) rLv<j<i—rv définie sur €, et a valeurs dans %; et dont la loi est donnée par

(63) pour tous nombres entiers LY < 7 <7, £ € 6, IP’u(Z](“) =) = fg,A(ulﬁ_j),
et

~ 1
(64) pour tous nombres entiers ) < j < L — L", £ € %, IP’u(Z](.“) =) = -

Nous introduisons alors les variables aléatoires

(u) (u)y _
(65) v, — Z g(Zj )_Mg ot ?_Y _g(Zj ) Hg
u — u u .

Lv<ilLv ogV L/ ogV L

Dans la suite, si une variable aléatoire X définie sur €2, (resp. sur 2) admet un moment d’ordre 1,
nous désignons par E,(X) (resp. E(X)) son espérance.

Proposition 5. Soit g € F' et 0 < k < k1 < v1 < v < 1 des nombres réels. Il existe xy =
xo(g, Kk, k1,v1,v) = 1 tel que uniformément pour tous x > xo, § € R, 1 < d < L", on a (avec les
notations définies en (43), (40) et (45))

(66) My(z; 8) = Kq(; 8) + O(xe*i“l),
avec
0 siq =z,
(67) Kq(z;8) = § S(z, B)E(YY) sig<zetf=p,

S(z; B) fol e(—mu) (B (YY) —Ey(Yy ))du  sig<zet B+ B,

ot les variables aléatoires Y, Y, et Y, ont été définies en (62) et (65). La constante implicite dans
(66) est absolue.

Démonstration. Nous commencons par appliquer la formule du multindme de Newton sous la forme

suivante : pour n € N*, (21,...,2,) € C" et d € N*, on a
d
d d
. — dy d,
() ()= ¥ % (4 a )
1<j<n r=11<j1<...<jr<n di,odr 21 v
di+...4dp=d
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ou ( d ) = # est le ceefficient binomial généralisé. Nous obtenons ainsi que pour tout d > 1,

Md(m;ﬁ)zze(ﬂp)( > W)d
r<j<L-rv 99

psT
d
d
SOICCT) U DENNED DU (R
p<e r=1 LV <j1 <. <G <L—L¥ dyyordyz1 N 00T

di+..+dr=d
<W)dl e (W)dr

En intervertissant les sommations puis en sommant sur les différentes valeurs prises par les chiffres
¢j(p), nous aboutissons & 'expression

xﬁ)zzd: > > (dl,.(.i.,d)

r=1 LV <j1 <...<jr<L—L¥* dy,...dr>1

d1+---+dr:d
01) — o d 0) — 1N de
S () () s,
ttred, - T9VE gV L

ou FJ] b (a: B) est défini en (10). Nous appliquons la proposition 3. Dans le calcul qui suit nous
utlhsons la notation
69 =
(69) llgll = maxg(L)]

La contribution & Mg(z; 8) du majorant de (50) et du terme d’erreur de (51) est

oD D I AT
Og dl,...,dr

r=1 L"<j1<..<jr<L—L" di,...,dr>1

di+...+dr=d
< a2y gm0 )

g ‘
Lv<j<L—-L*

d

)

<<$<25H|9H|>de/2e_%L~1 < e SLF LS (log(L)+2108(2bllgll /7)) o o3 LM
Og

puisque k < k1. Cela regle le cas ¢ > z, et dans le cas ¢ < z, on a ainsi

Mg(x; 8) = S(x; B)Ng + O (we™ 1)

avec

:zi: Z 2 (dl,.%i.,d)

LY <j1 <. <je<L—L¥ di,....dr>1
d1++dr:d

g(el) — Mg d1 g(ﬁr) — lg d, ol ~ it
— | Lot (/23T A,
Ug\/ﬁ ) ( Ug\/ﬁ ) .]17~--a]7‘( / )

(Zl,...,fr)e%l:
20



Commencons par traiter le cas § = (. Dans ce cas m = 0, et d’apres la proposition 4, on a
Zla »er
p]h 7]7"

Nd:i > 2 (dl,..., )HE(( Z\/fug) )

r=1 L*<j1<...<jr<L—L¥ di,...dr>1

(m/27F1, A) = b=". On remarque alors que

di+...+dr=d
d r
d Zi) — pg\ 4
(Y oy oy () TR ) e
r=1 L¥<j1<...<jr<L—L¥ di,...,dr>1 SR = ogVL
di+...+d-=d

ot I'on a utilisé I'indépendance mutuelle des variables (Z;)r»<j<r—rv-
Traitons pour finir le cas 8 # 5. D’aprés la proposition 4 appliquée avec m =m et j =7, on a

Nd:/l( muzz ) > <d1,.fl.,dT>

r=1s=1 LV<j1<...<jr<L—L" dy,...,dr>1
Js=J di+...+dr=d

13 s ()" 1T 3 5 (0 o

Compte-tenu de la loi des variables aléatoires Zj(u) (cf. (63) et (64)) et de leur indépendance mutuelle
a u € [0, 1] fixé, nous remarquons que

HmeuW(( o) Hz%g Loy

k=14€%), k=s+1/0€%,

T g<Zj:>>—ug W _p (1 g<Z§:>>—ug 2
T (D)) < (T ()
k=1 =1
Nous invoquons ensuite 1’identité
d d

Y Y Y () (Y ) w)

r=1 s=1 LV <j1 <..fp SL—LY di,ceidr>1 Lv<j<L-L¥ LY<j<L-L¥
js=t di+...+dr=d jF#i
valable pour tout nombre entier ¢ € [L¥, L — L”] et tout (z1,...,x,) € C". Nous obtenons ainsi

Ny = /Ole(ﬁw)Eu<zd:zT: >

r=1 s=1 L”<j1<...<j~r<L—L"

Js=J
57 d
ddl’.%ﬁld (dl""’dr> kl;[l < Ug\/? ) ) v
14...+dr=

1 (w)y (w)y
N 9(Z;7) — pgn\d 9(Z;7) — pgn\d
= e(—mu)Eu< g —_t ) - g —_t du
/0 <Lv<y<LLv oV L > <LV<J<LLV ogV L >
J#7
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9. ESTIMATIONS CONCERNANT LES VARIABLES ALEATOIRES Y, Y, Y,

Dans ce paragraphe, nous donnons plusieurs estimations concernant la loi et les moments des
variables aléatoires Y, Y, et Y, définies en (62) et (65). Pour commencer, nous donnons un déve-

loppement asymptotique de E(e®Y) pour w € C au voisinage de w = 0. Le cas particulier ot g = sy,
fait 'objet du lemme 4.2 de [7].

Lemme 10. Soit g € F' et 0 < v < 1 un nombre réel. Il existe xg = z0(v, g) tel que uniformément
pour x > xq, w € C tel que |w| < LY, on a

(70) Be) =2 (14 0(1LL)),

ot la constante implicite ne dépend que de b et g.

Démonstration. OnaY =3 1. icp 1.(Zj — 1g)/(o2VL') ot L' = card{j e N| L < j < L — L"}
a été défini en (19). Les variables aléatoires Z; sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur
%, on a donc

E(exp(v 3 Zj))_<E(eerLu]))L'_(1+21<k<bevg(k)>L’.

Lv<j<L-L* q

Un calcul asymptotique standard montre qu’avec la notation (69), on a uniformément pour |v|||g|| <
1

Y

(71) E(exp (v > %)) =exp (I (vmg +v202/2+ O(oPlgll*)) ).

LY <j<L—L¥

Soit w € C tel que |w| < L% et posons v = w/(0,V/L'). Pour x suffisamment grand, on a

lvlllglll <1, et (71) donne
2 3
wY'y _ w (llglllw])
E(e"") = exp (7 + O(M))
ce qui entraine bien (70). -

Les deux lemmes qui suivent montrent qu’en moyenne sur u € [0, 1], pour tout d > 1, le moment
d’ordre d de Y, coincide avec celui de Y, tandis que le moment d’ordre d de Y, coincide avec celui
de la variable aléatoire Y définie sur §2 par

v — Z 9(Z;) — g
oI
LY<j<L-L" 9
J#7
Lemme 11. Soit (X;)1<j<n une famille de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité
(Q, A,P), a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable K inclus dans R et admettant des
moments de tout ordre. On se donne pour tout u > 1, une famille (X;u))lgjgn une famille de

variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (L, Ay, Py), a valeurs dans K et admettant
des moments de tout ordre. On pose

X=X, a x@W=3% x"
1<j<n 1<jsn

Si pour tous d > 1, (j1,...,jq) € {1,...,n}, (k1,...,kq) €K, on a

1
(72) / Pu(X\" = k1, X1 = kg)du = P(X, = ku,..., X;, = ka)
0

Jd d
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alors on a pour tout d > 1
1
/ E, (X)) du = E(X9).
0

Démonstration. En développant (X (“))d et X% on constate qu’il suffit de montrer que pour tous
d>1, (j1,...,5a) € {1,...,n}% on a

ce qui est une conséquence immédiate de (72). O

Lemme 12. Pour toutd > 1, on a

1 1
—~d ~
(73) / E., (Y du =E(Y?) et / E. (Y, )du=E(Y?).
0 0
Démonstration. Pour démontrer la premiere identité, nous appliquons le lemme 11 avec n = L/,
VASY
_ ZjrLv)—1— kgL (w) _ Zjirpvioa el . ) s N
X; = —ﬁ et X; = Comme les variables Z; sont indépendantes ainsi

que les variables Z (u) pour tout u > 1, il suffit pour établir (72) de montrer que pour tous d > 1
LV<j1<...<ja<L—L"et (k... kq) €€ ona

1
u U 1
/0 ]P)u(ZJ(1) =kp).. ']P)U(Zj('d) = kq)du = e

Soit s le plus grand nombre entier de {1,...,d} tel que js < 7. On a

! u u 1 ! -7 77
/ PUZL) =) Pu(Z) = hdu = / For AT . foa (b du
0 0

Crrls

- bdfs p]177]s (0’ A)
1

= b—d’

ou l'on a utilisé les identités (56) et (57). La deuxiéme identité de (73) se démontre de méme. [

Dans la suite, étant donné x > 0, nous introduisons le nombre entier pair
(74) D = D(z,k) = max{n € 2N* |n < L"}.
Pour conclure ce paragraphe, nous donnons une majoration des moments d’ordre D de Y et Y.

Lemme 13. Soit g € F et n,k des nombres réels tels que 0 < 2n < k < 1/3. Il existe xg =
zo(n, K, g) tel que uniformément pour x > xg, |t| < 2moyL", on a (avec la notation (74))
D

Dy » D —c3L"log L
S )L IE(Y )><<|t|e s ,

max ( DI

avec c3 %(FL/2 —mn) > 0. La constante implicite ne dépend que de b et g.
Démonstration. L’estimation

tP x
(75) ﬁIE(YD) & |tlecsb log L
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peut se déduire de la formule de Cauchy et de 'estimation (70) : puisque D < L* avec k > 1/3, on

D w

D! 2im wD+1
3/2
_ 1 w/z(HO(D/))dw
2 |w|:\/7 \/E wD+1

- [ o2

D T
E(ll; )<<D—D/2/ o2 os(20) g9 « D-D/24D/2.

On a donc pour [t| < 2mo, L7,

On en déduit !

EE(YD) < ’t’e(n—f{/Q)Dlog(L)+D/2+(D—1)log(27rag) < ‘t‘e—ch" 1ogL'

Pour obtenir la majoration D,E(YD ) < [tle~esL o8 L il suffit d’utiliser I'inégalité de Minkowski
E(yD)l/D < E((Y o Y) )I/D + E(yD)l/D

puis d’appliquer (75) et la majoration |Y — Y| < 2||g|| L~/ _1, ou ||g|| est défini en (69). La
formule de Stirling donne alors
D

D'E((Y - ?)D)l/D < ’t’e_%p{ log L < |t|€—c3LN logL'

10. PREUVE DE LA PROPOSITION 1

Nous établissons dans ce paragraphe la formule (14). Nous fixons donc des nombres 7 et v tels
que
0<2n<v<1/3,
Rappelons les définitions de g, et L’ respectivement en (18) et (19). Nous avons remarqué au début
du paragraphe 2 que pour obtenir (14), il est suffisant d’établir la formule

T,/(l‘,t,ﬁ) = Z (ﬁp) Zt gV( ) )/(‘79\/7)

p<T

= () (2 (1 +0(|\t/|;)) +O(TM | e,

uniformément pour x > 2 et |t| < 2mo,L". Les majorations |T,(z;t, 8)| < 7(z) et |S(z; f)| < 7(z)
montrent que quitte & augmenter la valeur des constantes implicites, nous pouvons supposer dans
la suite z suffisamment grand. Nous posons k = (2n+v)/2, k1 = 3k +v)/4d et 11 = (k+ 3v)/4 de
sorte que

0<2n< k<KL <V <.

1. Signalons qu’un calcul plus approfondi donne la formule
E(Y") —-DJ/2 _D/2 —1/2 D?
=L = D PP (D) (1+0(ﬁ)),

dont la précision n’est ici pas requise.
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Nous introduisons également le nombre entier pair D = D(z,x) défini en (74). Pour évaluer
T,(z;t, B), nous employons le développement de Taylor

(76) dr="%" (isl)d +o0 ('“DHJ) ,

0<d<D

valable uniformément pour u € R. Nous obtenons, puisque D est pair,

i d
T, 8) = S8+ 3 byt )+ 0 D,Z(g" v MgL)

1<d<D d! Pz 9y \/>
-\ d
= s+ Y s+ o( S Mpi0),
1<d<D

ot My(x; B) est défini en (23). Pour estimer t” Mp(z;0)/D! nous pouvons utiliser la proposition 5
en remarquant que lorsque 8 =0,ona ¢g=1et 5= =02 Cela donne

tP tP tP 1.

ﬁMD(x 0) < 7(x )D' (YP) + ﬁxe*ZL !
& |tjwecsl e L 4 |t|:1€ffém1
< ‘t‘xe_c?’LHlOgL,

ol la deuxiéme majoration vient du lemme 13. Nous avons par conséquent

it)? (@
T(:0,8)= S8 + Y W aya 8) + 0 ),

1/2—
1<d<D (log a)!/2=v

4\d
Appliquons la proposition 5. La contribution & » 7, p %Md(x; B) du terme d’erreur de (66) est
< pem 1k Z t? < ’t’:UL"De_%LNI < |t|:L‘e_iLN1+77LK log Lrlog L o |t|$e_%Lm»
1<d<D
puisque |t| < L7 et k1 > k. Nous avons donc

it)? m(x
Twit,0) = Sl )+ 3 U Katwi )+ 0( G ),

| 1/2—
S d! log z)1/2-v

ou K4(x; 8) est défini en (67). Pour conclure, il suffit donc d’établir la formule asymptotique

(it)?
(77) S(x; B)+ > o Ka(x: )
1<d<D
’ m(x y
st (10 ) o e+t

Au vu de la définition de Ky(x; 8) nous distinguons trois cas.

Premier cas :q >z
On a alors K4(x; ) = 0 pour tout 1 < d < L. On a donc, d’apres I'inégalité triangulaire,

’S(x;mﬂ@;p (id.) Ka(2: 8) = S(z:8) (™ /2(1+o(uz)))(<<\s<x;5>|<<xe—cﬂ”,

ou la deuxiéme majoration est fournie par (44). L’estimation (77) est bien vérifiée.

2. Une autre possibilité est d’employer le lemme 4.6 de [7].
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Deuzi¢me cas : § < z et =03
Dans ce cas on a Ky(z; 8) = S(z; B)E(Y?) et donc

(it) (i) a
S8+ > o Ka(@:8) = 5(z; ) > E(Y)

! d!
1<d<D 0<d<D

_s@oE( Y Wiy

d!
0<d<D

tPy P
D! >’
ot nous avons utilisé le développement de Taylor (76). Nous utilisons alors le lemme 10 avec w = it
(notons que |t| < 270, L7 < LY pour x suffisamment grand puisque n < v/2 < 1/6) ainsi que le
lemme 13. Nous obtenons
S@p)+ Y. G e 8) = 5(; 8) (e-t2/2(1 + o( il ))) +O(n(@)[t]e ")
’ d! ? Y \/E *

1<d<D

— S(z; B)E(Y) + O(W(x)

Cela donne bien la formule (77).

Troisieme cas : § < z et B # 3

Dans ce cas on a Ky(x; 8) = S(x; B) fol e(—mu) (Eu (Yf) —E, (?ud))du, et donc

—~d

- i d 1
=B 3 O [ el @00 - BG5S

= S(x; B) /1 e(—fﬁu)Eu( Z (i;)dyud B Z (i;')di/;d)du
° 1<d<D 1<i<p
4D

= S(x;8) /1 e(—mu)E, (eitY“ — et O(E(YUD + ZD)>>du
0 !

~ 1 ) e D rl -
_5(36;5)/0 e(—mu)Eu(e”Yu _ethu)dquO(w(x);!/o (EU(YUD)JFIEU(YUD))du).

Le lemme 12 puis le lemme 13 fournissent alors

i d
> (;) Ka(z; )

1<d<D

= S(x; ) /0 e(—mu)E, (e — ™) du + O(w(:v)%(E(YD) - E(YD)))

= (2 5) / 1 e(—Au)E, (¢ — ) du + O ([t (x)e L"),
0

En vertu de l'inégalité e — e¥| < |z — y| pour (z,y) € R?, on a pour tout u € [0, 1],

E, ( oitYu _ ez‘ﬂ?;)

< (1Y = Yal) = HE.

(@
\ﬂ%>—%5<mﬂwm.
-~ P~
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Ainsi

(it)? , |t|m(x) —esrr |t (@)
K%;D pT Ky(z;8) < N + [t|7(x)e < N

De plus, d’apres (46), comme [ # B, on a S(z; ) < re~ ", L’inégalité triangulaire donne ainsi
trivialement pour |t| < 27wo, L7 < LY/S

it) —t2 w(x
S(x;B)Jrlg;D(;.) i(a30) = S(aip) e /2<1+O<|\t/|f>>) <<\5(x;6)\+t’\/(z)

e, (@)

L

<L ze

ce qui acheve la preuve.

11. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Les calculs qui suivent sont similaires & ceux menés pp. 287-288 dans [7]. Nous rappelons la
définition de l'entier caractéristique d4 en (3). On a d’apres (4),

S e(p) = /R | elha) S elag(p) + Ao

pP<T p<z
g(p)=k
1/2da n ng(p)
/1/2d a+dg)>p§<;e(ag(p)+6p)e( i )da
do L 1/2d n n
‘ g(L)p
+ + d
L ) o
(78) Z (= )8, dy)
avec
1/2dg ng(l)

J(B,n,dg) = —k + (B + da.

iy = [ et Sofont + (542
Soit n € {0,...,dy — 1} et 0 <71 < 1/2. Nous avons
(79) J(B,n,dg) = Ji + Ja,
avec

(1)
J:/ e(—ka el ag(p) + B+ng p )da,
! \a|<(log1‘)"*1/2 ( )pgzx ( ( ) ( dg ) )

et

R /(10gx)n1/2<a|g1/2dg e(—ka) Z e<ag(p) * (6 + nil(l) >p> da.

p<z 9
D’apres le théoreme A, on a

(80) Jo & (log x)3xe—cgd§(logx)2ﬂ < M

27

logx



La proposition 1 appliqué avec 8 = S+ng(1)/d, fournit une formule asymptotique pour J; uniforme
enn et dy. On a

_ ng<1) _ —2m2a202 log, =
(81) Ji= Ze<</8+ dg >p> /|Oé<(10gx)n1/26(a('ug log, @ k))e P da

p<zT

+0 (W(x)(log x) / la2da + 7(x)(log x)”/ la|da
la|<(log z)n—1/2

|la|<(log z)n=1/2

+ ze~1(108r )" (Jog x)”_1/2> :

L’intégrale en (81) se calcule en effectuant le changement de variables u = 2o a(log, #)'/? puis en

utilisant la formule classique [ etau=u/2qy — \/27e=*/2 valable pour tout a € R. Nous obtenons
(82) 5, = S (B AngW)/dop) (- e logb‘”)Q) +0o( m(z) () )
\/%Ongbe 20_3 logb €T (log 13)1_477 (log x)1—277—1/ .

Nous posons alors v = 2¢/3 et n = /6 pour 0 < € < 1/2 donné. Nous obtenons, compte-tenu de
(79), (80) et (82), I'estimation uniforme pour n € {0,...,d; — 1},

J(ﬁ,n’dg):; Ze<<5+ng(1))1?) eXp(_(k—uglogbxy)

2
\/2mo2log, v \ p<a dg 20 logy
m(x)
O ———5—1.
0 (o)
En insérant cette identité dans (78), et en remarquant que 1'on a

dqe—1 .
gz: e(g(l)pfk:n) _ dy sig(l)p =k moddy,
= dy 0 sinon,

nous parvenons bien a (6).

12. DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1

Le théoreme 1.2 de [7] fournit une formule asymptotique pour card{p < z|sy(p) = | log,p|}.
Nous commencons ce paragraphe en généralisant ce résultat a toute fonction g € F.

Proposition 6. Soit € €]0;1/2[ et g € F©. On a pour tout x suffisamment grand,

(83)  card{p <7 |9(p) = Lnglowypl} = QG logyw) o (1 O((loga) ™+,

logy, )

ot dg est lentier caractéristique de g défini en (3), et ou Q est la fonction 1-périodique et strictement
positive définie sur R par Q(t) = ¢ si pg # 0, et par

b_{t}dg/“"g‘ _itvd . 1 fdot
Q) = (me {t}dy /I1o] ‘Z i/ sl (p1/al 1) 4 (1~ b {g}/lugl))
0<j<[dg{t}]
(j,dg)Zl
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st pug # 0, avec

. dg et C= 3 vl 1),

¢(dy) logb, [2m02 0<j<dg
(j7d9):1

ot @ est la fonction indicatrice d’Euler. La constante implicite dans (83) ne dépend que de €, b et
g.

Démonstration. 11 suffit de reprendre les calculs menés dans la démonstration du théoreéme 1.2 de
[7] et d’appliquer le théoreme 1 avec § = 0. Nous omettons les détails. ]

Remarque 8. La démonstration du théoreme 1.2 de [7] comporte deux coquilles :
— p- 290, 1. 12, la sommation sur 0 < j < {(pqlog,z)/(¢—1)}(q — 1) doit étre remplacée par
une sommation sur 0 < j < [{(yqlog,z)/(q — 1)} (g —1)];
— p. 290, L. 17, la sommation sur 0 < j < (¢ — 1){t} doit étre remplacée par une sommation

sur 0 < 7 < [(g— 1){t}].

Notons que la fonction () admet un minimum strictement positif. Par conséquent, pour démontrer
le corollaire 1, il suffit, d’apres le critere de Weyl, d’établir que pour tout § € R\ Q et z — +o0,
on a

(84) Y ewd) =o( o)

pP<T
9(p)=|pg log, p)

Fixons € R\ Q et rappelons la notation S(x; /) en (16). Remarquons que pour u € Z, on a

dg—1 ] . |
‘ IZ; e(ﬁp)‘:‘dlg;)e(_z>s<x;ﬂ+ci>‘<ogi§g S(x;ﬁ+i)‘-
p=u mod dg4

Donc d’apres la relation (1), on a uniformément pour u € Z et x — 400,

S e(Bp) = oln(a)).

p<T
p=u mod dy

Le théoreme 1 permet alors de montrer que 'on a uniformément pour y — +oo, k € Z tel que
|k — nglogyyl < 1et (k,dg) =1,
Y
(85) Vi) = 3 eloh) (o g772):
9(p)=k
Cette relation subsiste trivialement lorsque (k,dg) > 1 (cf. (7)). Nous sommes maintenant en mesure
d’établir (84). Si pgy = 0, cela découle directement de (85). Si iy > 0, nous avons pour tout z > 2,

SoeB) = D V@m ey — v, (5 k)
p<w 0<m< | pug logy, x|
9(p)=|1g log; p]

+ Vigtog, ) () = Vg 10g, 2 (bwg os ZJ/”Q)'
Nous déduisons directement de (85) la majoration
pm/ g b/ g
X el Y o(GaE) X )
psT 1<m< | pg logy ] +1 m< | pg logy x]+1
9(p)=|pg logy p]
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ou la derniére égalité découle du théoreme de Cesaro (cf. par exemple [21], problem 70 p. 16).
L’estimation standard (voir lemme 2.3 de [8] par exemple)

— Yv—+4oo T
donne alors bien (84). La démonstration est identique lorsque i, < 0 en partant cette fois de
Iidentité

Z e(pB) = Z Wi (57 I1sly — W7, (b= D/ Il
PST 1<m<|ug|log, ©
9(p)=lpq log; p| o

+ W g togy @) +1(E) = Wy 1oy )1 (a1 080 2L il

ou 'on a posé pour tout m € N,
Win(y)= Y. eB).
Py
9(p)=—m
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