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1 Introduction

La modélisation d’une colonie d’individus peut se faire selon deux approches trés différentes :
Dans la premiére, les organismes n’apparaissent pas de maniére individuelle. On considére
alors une densité de population, c’est-a-dire, que 1’on considére le nombre d’individus par
unité de région ou par unité de volume. Dans la seconde, les dynamiques de chaque individu
sont décrites de maniére explicite. Ce modéle a donc un point de vue “microscopique”. Ce
modéle doit mettre en évidence des propriétés collectives déterminées par le comportement de
chaque individu. Les individus réagissent grace aux informations regu de leur environnement
local et des relations locales développées avec les individus de son voisinage. Nous avons
choisi de développer le second modeéle, et pour se faire, il est non seulement nécessaire de
spécifier les états de chaque individu, mais nous devons aussi, & chaque moment, donner
I’état de la structure constituée des individus inter-agissants. Le nombre d’individus peut
évoluer au cours du temps.

A. Lindenmayer a, le premier, développé un formalisme permettant de simuler le développe-
ment d'un organisme multi-cellulaire chaine [5]. Ce formalisme s’appelle les L-systémes.
Puis, la théorie des L-systémes n’a cessé de s’enrichir et P. Prusinkiewicz a étendu les
L-systémes afin de simuler les interations entre une plante qui se développe et son environ-
nement [7, 8, 9].

Dans notre cas, une colonie n’a pas forcément une structure d’arbre et la gestion d’une
structure plus complexe nécessite 1'utilisation d’un graphe capable d’évoluer au cours du
temps. Les noeuds du graphe correspondent alors aux individus et les arétes aux liens (
communication, coopération, échange) entre deux individus.

Nous appelons systéme dynamique évolutif un systéme dynamique tel que le graphe
sur lequel est défini le systéme évolue au cours du temps.

2 L’ensemble des matrices booléennes

Notons +, x et ~les opérations de disjonction, de conjonction et de négation associées a
I'ensemble B = {0,1}. Ces opérations sont définies de maniére classique comme suit :

+10]1 x 101 -
0101 0100 01
1111 1(10]1 110

Pour tout n € N*, notons B™*"™ I’ensemble des matrices booléennes carrées d’ordre n.
Nous définissons la somme et le produit de matrices booléennes.

Définition 2.1. Soient A € B"*" et B = B"*" telles que A = (a;;) et B = (by).

+ . Ban X Ban — Ban

e On définit la somme de deux matrices booléennes par : (A,B) — S

tel que S = (s;5) et si; = a;j + bij.



. . . . ) ‘ + BXn XN _, BnXn
e On définit le produit de deux matrices booléennes par : (A,B) — P
tel que P = (pij) et pij = Y p_q(air + bij)-

—: Ban — Ban
e On définit le complémentaire d’une matrice booléenne par : A4 - C tel

que C = (ci5) et ¢ij = agj.

2.1 Propriétés

Notons
e 0, la matrice de B"*™ ayant tous ses coefficients nuls,
e 1, la matrice de B™*" ne contenant aucun coefficient nul,
e [, la matrice identité de B"*"

L’addition de matrices booléennes est associative, commutative et idempotente. 0,, est
I’élément neutre de B™X™ pour 'addition. 1, + A=1, et A+ A =1,.

Dans la mesure ou une matrice booléenne non nulle n’admet pas d’opposé, (B"*", +)
n’est pas un groupe.

La multiplication de matrices booléennes a peu de propriété : elle est associative et 0,
est absorbant.

Dans la mesure o la propriété d’idempotence n’est pas vérifiée,(B"*"™, 4+, x) n’est pas
une algébre de boole.

Définition 2.2. Notons P, 'ensemble des bijections de {1,2,...,n} dans {1,2,...,n}. P, est
appelé groupe de permutations sur n éléments. Soit A = (¢q, ..., ¢,) une matrice booléenne
d’ordre n, c; étant la i“"® colonne de A et soit p € Py, (Cp(1); Cp(2), -+ Cp(n)) €St Obtenue a
partir de A en permutant les vecteurs colonnes. Par extension, on note une telle matrice

p(A).
Proposition 2.3. p(A) = Ap(l,,)

Preuve Posons 4 = (aij) € B™n, (P(A))ij =
i =p(j) et 0 sinon.
Done (Ap(In))ij = g1 @irbrj = ip()bp(j); = Gip(j) €t P(A) = Ap(In) -

aip(j)- Notons B = p(I) = (bij), bij = 1 si

Définition 2.4. On appelle transposition toute permutation de {1, ...,n} consistant a échanger
la place de deux éléments laissant fixe les autres. On note 7, I’ensemble des transpositions
sur n éléments.

Pour tout p € P, il existe (t1,t2,...,ts) € (7,)° tel que p =ts0ts_10...0t5.
Ainsi, p(A) = tgotg_jo...otgoty(A) = tsots_qjo...0te(At1(1,)) = ... = At1(Ly)ta(Ln)...ts(In)-
et tl(In)tQ(In)...tS(In) = p([n).



Proposition 2.5. 1. Vt € T, (t(I,,)) = (t(1,))
2.Vt € T, (t(1,))? = I.
Preuve

1. t est une fonction de transposition donc il existe (i, ) € ({1,...,n})? tel que t(i) = j,
t(j)=teti#j. Sil#ietl+#jalorst(l) =1.

Notons (b;;) = t(Iy,) alors b;j =1, bj; = 1 et pour tout I #i et [ # j, ona by =1. Les
autres coefficients de la matrice sont nuls. On en conclut : Vt € Ty, (t(1,)) = “(¢(I,))-

2. Notons Oél'j == (t(In))i,j, et ((t([n))Q)ZJ == bl]
a;j = 1sii=1(j) et O sinon.

bit = D j—1 QikQkl = Quiy(j)Qy(jy avec i = t(j).

e sii=I, Qit(5) = Q(5)i = letb; =1

L Sii;ﬁl, at(j)l =0et bz‘l = 0.

donc (t(1,))? = I.

Proposition 2.6. La matrice A € B™*" est inversible si et seulement si
dpePy, A= p(In)-

Autrement dit A est inversible si et seulement si A est une matrice booléenne ayant un
et un seul élément non nul pour chaque ligne et chaque colonne.
Preuve A € B"*" est inversible si et seulement si il existe B € B"*" telle que AB = I,

et BA=1,
Notons A = (aj) et B = (b;j), AB = I,, implique > ;" ; a;zbr; = 1 donc chaque ligne de
A doit posséder au moins une valeur non nulle. De méme, BA = I,, implique que chaque

colonne de A doit posséder au moins une valeur non nulle.
Prouvons que chaque ligne et chaque colonne doit posséder au plus une valeur non nulle.

;q(l)
Considérons une fonction de permutation ¢ € P, et A= | 9@ | 4+ Ei

lLq(n)
lq()
la(2) est une matrice ayant un élément non nul sur chaque ligne et chaque colonne.
lq(n)
l; le vecteur ligne tel que (I;); = 1 et (I;)r = 0sii # k.



E' est la matrice telle que (E%);; =1 et (E¥)g =0sii#kouj# L

De plus on prend pour hypothése que j # ¢(i), ainsi, la matrice A posséde exactement
deux éléments non nuls sur la ligne I; et deux éléments non nuls sur la colonne j.

Résolvons AB = I,: Sil # 4, > p_jaixbp = 0 or a;; =1 et aq(iy = 1 donc bj; = 0 et
be(iyy = 0 pour tout I # .

De plus pour tout I # i, Y ¢ aibr = aiqa)bgay = bgay = 1. Or il existe I # i tel que
Jj=4q(l) et by =0 . Donc A n’est pas inversible.

Prouvons que pour tout p € P, A = p(I,,) est inversible.

Vp S Pn, H(tl,tg, ...,ts) S (%)s,p =tgsots_10...0t et tl(In)tQ(In)...tS(In) = p([n) Or
Vi=1,..,s,(t;(I,))* = I, donc

[t1(Ln)to(Ln)...ts(In)][ts(In)ts—1(In)...t1 (In)] = I, et Vinverse de A est t5(I,)ts—1(Ln)...t1(1n)-

O

Corollaire 2.7. Vp € P, (p(I,))~' = (p(I,))"

Corollaire 2.8. Notons I1,, = {p(I,,),p € Pn}, (Il,, X) est un groupe commutatif.

2.2 graphes et matrices d’adjacences

Un graphe G est composé d’'un ensemble de noeuds Vi, et d’'un ensemble d’arétes Eq tels
que e € Eg 'l existe deux éléments x et y de Vi tels que e = {x, y}.
On notera ce graphe

G = (Vg, Eg)

(Tous les éléments de E¢ sont distincts et on ne considére pas le cas ou plusieurs arétes ont
les deux mémes extrémités.) De plus, on note |Vg| le nombre de noeuds de G.

Soit x € Vg, le voisinage de = est I'ensemble des noeuds y € Vi tels que {z,y} € Eg (
Ces deux noeuds sont dits adjacents). On notera Ng(x) ce voisinage. (z & Ng(z))
Ng(z) U {z} s’appelle le voisinage fermé de x, on le notera Ng(z).
le degré dg(x) du noeud = dans G est le cardinal de Ng(z).

Un graphe G peut étre défini matriciellement par sa matrice d’adjacence. Pour cela,
deéfinissons une fonction bijective d’étiquetage des noeuds o : Vg — {1,2,...,n} avec n =
Val.

La matrice d’adjacence notée Cg est définie comme suit :

Vu € Vg, Vv € Vi, (Ca)o(u)o(v) = 1 si les sommets u et v sont adjacents et 0 ailleurs.

o(u) est I'indice de la matrice d’adjacence correspondant au sommet .

Pour tout graphe G, on peut définir au moins une matrice d’adjacence Cg. Les arétes
de G n’étant pas orientées, C est symétrique et Cg € B™*™ avec n = |Vg|.

A Dinverse pour toute matrice symétrique C' € B™*", il existe un graphe G tel que C est
une matrice d’adjacence de G.

Soit G = (Viz, E¢) un graphe tel que |Vg| = n et soit o une fonction d’étiquetage des
noeuds de V. Pour tout p € P,, p oo est aussi une fonction d’étiquetage et il existe une
matrice d’adjacence associée & po o.



Ainsi a tout graphe G tel que |Vg| = n, on peut associer au plus n! matrices d’adjacence.
g J

Définition 2.9. Soit A € B™"™"™ et B € B™*" deux matrices booléennes. A et B sont
semblables si et seulement si il existe une matrice P € B™*" inversible dans B™*" telle que
A=PBP L.

Théoréme 2.10. A € B"*" et B € B"*" sont semblables si et seulement si A et B sont
deux matrices d’adjacence d’'un méme graphe.

Preuve

Supposons que A et B soient deux matrices d’adjacence du graphe G. Il existe une
fonction d’étiquetage o telle que A soit la matrice d’adjacence de G associée & 0. De plus,
notons p la permutation telle que B soit la matrice d’adjacence associée & p o 0.
On a p(I,)At(p(I,)) = B, or (p(I,)) = (p(I,))"! donc A et B sont semblables.

Réciproquement, si A et B sont semblables, alors il existe une matrice booléenne in-
versible P telle que B = PAP~!. Comme P est inversible, il existe une permutation p telle
que P = p(I,) et P~1 = tp(1,). B =p(I,)A'p(I,) et A et B sont des matrices d’adjacence
d’un méme graphe.

O

Définition 2.11. Soit G un graphe, Cg une de ses matrices d’adjacence et n = |V,
{p([n)CG(p(In))_l,p € P,} est appelé la classe des matrices d’adjacence de G, on la note
Cq et Cg est appelé représentant de la classe des matrices d’adjacence de G.

Définition 2.12. Deux graphes G; et (G2 sont isomorphes s’il existe une bijection de Vg,
dans Vg, qui induit une bijection de F¢g, dans Eg,

En d’autres termes, G et G sont isomorphes s’il existe une bijection f de Vg, dans Vg,
telle que

o Ve ={x1,22} € Eg,,3¢ = (f(x1), f(x2)) € Eg, et

o Ve = {y1, 42} € Eg,,3e = (f ' (1), [ (12)) € Eg, -

Corollaire 2.13. Deux graphes Gy et Go sont isomorphes si et seulement si la classe des
matrices d’adjacence de G est égale o la classe des matrices d’adjacence de G.

Dans les exemples de la section suivante, nous considérerons toujours comme graphe de
départ le graphe G tel que Vo = {1,2,3,4,5}, Eq = {{1,2},{2,3},{2,5},{3,4},{4,5}}
pour simplifier, nous considérerons que la fonctions d’étiquetage sera l’identité. Dans la
représentation du graphe GG, on associe & chaque noeud son étiquette.

3 4



a pour matrice d’adjacence :

01000
1 01 01
Cc=|1 01010
0 01 01
01010

3 Quelques opérations de graphes

Dans la mise en oeuvre d’exemples de systémes dynamiques évolutifs, nous avons besoin
d’un outil qui permette de recalculer la nouvelle forme du graphe & chaque transition dis-
créte. Cette nouvelle forme du graphe peut étre die & 'ajout d’un noeud ou d’un groupe de
noeuds, 'ajout d’une ou plusieurs arétes, la suppression d’un ou plusieurs noeuds, la sup-
pression d’une ou plusieurs arétes. Mais nous pouvons avoir des opérations moins classiques
permettant une contraction, un amalgame ou une expansion du graphe.

Nous nous intéressons a des opérations non canoniques de matrices booléennes qui nous
permettront de considérer de maniére équivalente des transformations de graphe et des
opérations matricielles.

Notons

e [; la matrice identité d’ordre k;
e Onn la matrice nulle & n lignes et & m colonnes;
e U, la matrice de 1 a n lignes et m colonnes;

e D! la matrice & k + [ lignes et & k + [ + 1 colonnes définie par :

< I | Ok | Oky )
O | Ou1 | I

Proposition 3.1. DF tDF = [,

Dans toute cette section nous notons ¢ une fonction d’étiquetage des noeuds du graphe
G.

3.1 Suppression ou ajout d’une aréte du graphe

Etant donné G un graphe a n noeuds tel que u € Vi et v € V. On note G + {u,v} le
graphe G auquel est ajouté laréte {u, v}. Vay(uoy = Vo et Egyquey = EcU{u,v}. Ajouter
une aréte entre les noeuds u et v de G revient a ajouter un 1 a la o(u)®" ligne et o(v)*™¢
colonne et & la v ligne et u®™ colonne de la matrice d’adjacence de G.

Soit £ la matrice carré d’ordre n définie comme suit :
(E")ij=1si(i=0(u)etj=0c(v))ou(i=oc(v)etj=o(u))
(E"")i; = 0 sinon.



alors
CG’—{—{u,v} =Cg + E"

De méme, étant donné G un graphe a n noeuds tel que u € V, v € V et {u,v} € E. On
note G — {u,v} le graphe G auquel est supprimé 'aréte {u,v}.

CG’—{u,v} =Cg — E"

Remarque : La soustraction n’est pas une opération booléenne classique. Ici on définit
une opération booléenne partielle : 1—1=0,1-0=1et0—-0=0.

3.2 Suppression d’un noeud avec suppression des arétes incidentes a ce
noeud

Définition 3.2. Soit G un graphe et v un sommet de ce graphe, on note G' = G — u le
graphe G privé du sommet u. Vg = Vg —{u} et Eqr = Eg —{{u,v},v € Vg A{u,v} € Eg}.

La suppression d’un noeud revient matriciellement & enlever une ligne et une colonne de
la matrice d’adjacence. Notons k = o(u) ainsi,

CGfu _ Dk—l,n—k % CG % tDk—l,n—lc

I Or—1n—k

kal ‘ Ok,1 1 ‘ Ok,1 n—=k )
= 1) 5 % C % O B O ~
< Onfk,kfl ‘ Onfk,1 ‘ Ik G 1,k—1 1,n—k

On—k k-1 I,y

Considérons ’exemple suivant oit G' a 5 sommets étiquetés et o G’ = G — 2.

3 4 2 3
14
o« 2 3) o
1 1
0100 0
10101 88(1’8
Co=| 01 01 0| et Coag=D" xCqxtDH = 010 1
00101 0010
01010

La fonction d’étiquetage de C'g_, n’est plus o mais elle est obtenue & partir de 0. En
effet, notons ¢’ la fonction d’étiquetage de C_,, Pour tout v € Vg_y, si o(v) < o(u) alors
o'(v) = o(v) et si o(v) > o(u) alors o' (v) = o(v) — 1.



3.3 Ajout d’un noeud

Définition 3.3. Soit G un graphe et u un sommet tel que u ¢ Vg, on note G' = G + u le
graphe G auquel on ajoute le sommet u. Vi = Vig + {u} et E¢ = Eg.

Ajouter un noeud est équivalent & rajouter une ligne et une colonne de 0 entre la ligne
(repect. la colonne) k et la ligne (respect. la colonne) k+1 de la matrice. Soit ¢’ la fonction
d’étiquetage de G’ = G + u telle que o'(u) = k + 1 et pour tout v € Vi, si o(v) < k alors
o'(v) =o(v) et si o(v) >k + 1 alors o' (v) = o(v) + 1.

I _
t kn—k kyn—k i Okt I | Ori | Ogns
O = "D CG DT = Ovk | Ounk | X Ca % On—tgi | On—a | In-i
On—ig | In—k e e "

Dk’nfk < Mn7n+1

Proposition 3.4. Etant donné A et B deux matrices carrées d’ordre n, notons par extension
A+ (k) = tDFInhtlgpk=Lin=k+l ot A (k) = DF-Ln=kAtDF=Ln=k glors nous avons :

1. (A+ (k) x (B + (k) = (A x B) + (k)
2. (A+ (k) + (B+ (k) = (A+ B) + (k)
3. (A+ (k) —(k)=A

En effet, de maniére évidente : (A4 (k)) x (B+(k)) = tDF-Ln=kt+l Ax Dk—1ln=kt+l
tDkfl,nkarl x B x Dk*l,n*k‘f’l’ or Dkfl,nkarl % tDkfl,nkarl — In donc (A + (k?)) % (B +
(k) = (A x B) + (k).

Pour la méme raison, on a (A + (k)) — (k) = A.

Remarque 3.5. Dans la mesure ot !DF~1Ln=F » pk=In=k L [ . on n’a pas égalité entre
(A— (k) + (k) et A.

Exemple 3.6. Reprenons la méme matrice que précédemment. Nous souhaitons & présent
rajouter une ligne et une colonne & ’emplacement 3 :

10000
100000
01000
010000 0000 0
D>#=1000100 et tD?*3 =
00100
000010
00010
000001
00001



010000
1001 01
Fp28 P2 _ 000 0O0@O
010010
0 00101
010010

3.4 Déconnection d’un noeud du réseau

Définition 3.7. Déconnecter le noeud u du graphe G consiste & supprimer toutes les arétes
dont I'une des extrémités est u.
Soit G’ le graphe G auquel on a déconnecté le noeud u, Vg = Vg et Eqr = Eg —

{{u’v}’{uvv} € Ek?}'

L’opération matricielle relative & la déconnection du noeud u est : Cg_yyqy. Cette
opération peut étre simplifiée en :

CGle»u _ tDk‘—l,n—k:(Dk‘—l,n—k

% CG % tDk‘—l,n—k:)Dk—l,n—k‘

avec o(u) =k et

I Or—1n—k 7 0 0
t ph—1ln—k pk—1n—k _ 0 0 k—1 ‘ k—1,1 ‘ k—1,n—k
- 1,k—1 1n—k o) O T
nfkﬁfl‘ nfhl‘ n—~k

On—kk-1 | On—k1| In—k

3.5 Affectation des connections d’un noeud a un autre noeud

Définition 3.8. soit G un graphe et u et v deux noeuds de Vg, e = {u,v} une aréte de
ce graphe, on note G —,, v le graphe G tel que I'on affecte & v toutes les connections que
posséde w ainsi Vo, o = Vg et Eg,» = Eq U {{v,i},{u,i} € Eqg}.

Afin de générer le nouveau graphe G —, v nous définissons une nouvelle opération sur
les matrices booléennes appelée somme logique par rapport & deux indices.

Définition 3.9 (Somme logique par rapport a deux indices). Soit A et B deux
matrices carrées de méme ordre n. I'opération de somme matricielle de A par B par rapport
aux indices i puis j est noté A +; B; et est défini par : Pour tout [ € [1,n] NN et pour tout
kell,n]NN

(A+;Bj)i=Am sik#ioul#ioul=i=k

10



(A +; Bj)il = A+ le avecl # 1
(A +; Bj)lz' =A; + Blj avec l # 1

Ainsi Cg—,;; = Cg +; (Ca);
et sur ’exemple,

et Cgq2 =Ca+2(Cq)s =

o O O = O
== O
O = O = O
— O = = O
O = O = O

3.6 Contraction d’une aréte

Définition 3.10. soit G un graphe et e = {u,v} une aréte de ce graphe, on note G | e
la contraction de l'aréte e du graphe G.Vg|. = Vo — {v} et Eq|. = Eq¢ — {{z,v},z €
Vo Nz, v} € Eq U {{z,u},x € Vo Az, v} € Eg}.

Cette opération se décompose en deux opérations élémentaires qui est : ’affectation des
connections du noeud v au noeud u et la suppression du noeud wv.
Ainsi,

CGl{u,v} = C(Gﬂvu)fv

Cal{uwy = Ca—pu)—v et égal a Cgfyu) = C(G—,4v)—u @ une permutation de ligne et
de colonne prés.
Appliquons cette opération & notre exemple précédent :

3 4 ) 3
—
2
1 . ) A
0100
1 011
Couzay =Ce--2=| 5 1 o 1
0110

Cette opération conserve la connexité d'un graphe.

11



3.7 Chemins de longueur 2 passant par un noeud

Définition 3.11. Soit G un graphe et v un sommet de ce graphe, G — est le graphe des
chemins de longueur 2 dont le noeud milieu est u. Vg— = Vi et EG: = {{i,j},{i,u} €
Ee A {u,j} € Eg) ’ '

Nous définissons une opération matricielle appelée produit par rapport & un indice afin

de calculer G —.

Définition 3.12 (Produit par rapport & un indice). Soit A et B deux matrices carrées
de méme ordre. 'opération de produit matriciel de A par B par rapport a l'indice i et noté
A x; B et est défini par : Pour tout [ € [1,n] NN et pour tout j € [1,n] NN

(A *; B)lj = Ali X Bij

Ainsi
CG—) == CG X CG.
Pour cette opération, la matrice nulle est 1’élément absorbant, la matrice constituée de

1 est I’élément neutre & droite et & gauche.
Reprenons 'exemple :

3 4 4

BN
(63}
al

10101
00000
Cem=[10101
00000
10101

3.8 Suppression d’un noeud avec reconnexion des arétes

Définition 3.13. Soit G un graphe, on note G’ = G — u le graphe G auquel on a supprimé
le sommet u (Vir = Vg —{u}) et telles que si {u,v} € Eq et {u,w} € Eg alors {v,w} € Egr.

Cette opération est le produit de deux opérations : La premiére consiste & calculer les
chemins de longueur 2 devant passer par le sommet v sans étre 'une des extrémités. La
deuxiéme opération est ’opération classique de suppression.

Ainsi le graphe G — u a pour opération Cr—,; = Cg_y + C(GT)_“'

Cette opération conserve la connexité d’un graphe.
Sur le méme exemple,
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— ==
—_— o = O
e

1
1
0
1

3.9 Joindre totalement ou partiellement un noeud a un graphe

Définition 3.14. Soit G un graphe et u un sommet tel que u ¢ Vg, on note G' = G + u
le graphe G auquel est rajouté le sommet u connecté a tous les autres sommets de G.
Vor = Vo + {u} et Eqr = Eg + {{u,v},v € Eg}.

Joindre totalement un noeud & un graphe consiste a créer un nouveau noeud et le con-

On,n Un,1>
Uin | O11 )

necter a I'ensemble des noeuds existants ainsi Mg = tDMOMoD™0 4 <

Définition 3.15. Soit G un graphe et u un sommet tel que u ¢ Vi et soit © C V' ,on note
G’ = G + uy, le graphe G auquel est rajouté le sommet u connecté & tous les autres sommets
du sous-ensemble p de G. Vir = Vg + {u} et Eqr = Eq + {{u,v},v € Vg }.

Matriciellement nous obtenons ’opération suivante : M, = tD”ﬁoM(;D"’O—i—(

Opp | V#
G+uy, :

tyr 0171
ou VH est un vecteur de rang n tel pour tout ¢ € [1,n] NN, si i € p alors Vi“ =1let0
sinon.

4 Les systémes dynamiques évolutifs

Un systéme dynamique évolutif comprend des composantes continues (la dynamique des
noeuds ou la dynamique des arétes) et des composantes discrétes (la dynamique du graphe).
Il est donc naturel de modéliser un tel systéme par un systéme hybride.

La définition d’un systéme hybride [2], [10], ne nous permet pas de modéliser le change-
ment du graphe. Nous proposons donc une extension de la notion de systéme hybride que
nous appélerons systéme hybride étendu.

4.1 Systéme hybride étendu
Un systéme hybride étendu est un ensemble & 8 éléments (Q,&,G, D, A, U, F, H,R) tel que :

1. Q est ’ensemble dénombrable des états discrets.
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. £ C Q x Q est 'ensemble des transitions.

G = {Gy,q € Q} est un ensemble de graphes.

D = {Dy,q € Q} est une collection de domaines liée aux noeuds. Vg € Q, D, =
ervgq S, ou S, est ’ensemble des états du noeud z.

A = {A;,q € Q} est une collection de domaines liée aux arétes. Vg € Q, A, =
IL,c Ea, T, ou T, est 'ensemble des états de 'aréte y.

U ={U;,q € Q} est la collection des domaines de controle. Vg € Q,U, est un sous-
ensemble de chech S x Ilye Ea, Sy.

F = {Fj,q € Q} est la collection des champs de vecteurs. Vg € Q, F, : Dy x Ay x Uy —
D, x A,. (F, définit la dynamique des noeuds et des arétes)

H = {He,e € £} est la collection des gardes. Ve = (¢,¢) € £, H. C Dy x A,.

,Re 1 G X

R = {Re,e € &£} est la collection des fonctions resets Ve = (q,q¢') € & g
) # (Gg,0) et

H. — G x Dy x Ay. On suppose que pour tout Z, € He, R.(Gyq, Z,
Re(GQ7Zq) 7é (07 Zq/) :

Il peut y avoir plusieurs transitions d’origine ¢q. Soit e et ¢’ deux transitions d’origine ¢,
on peut avoir H, N H. # (). ce cas est non déterministe et donne deux graphes différents.
A noter que I'on a aussi le cas du non déterminisme & l'intérieur d’une cellule.

4.2

Application aux systémes dynamiques évolutifs

Nous modélisons un systéme dynamique par un systéme hybride étendu contenant un en-
semble d’état Q et, pour chaque état g,

1.
2.

un graphe Gy = (Vg, E,;) défini par sa matrice d’adjacence Cy,

une variable d’état des noeuds X, (X, est indexée sur V; et prend sa valeur dans un
domaine D),

une variable d’état sur les arétes Y, (Y; est indexée sur E; et prend sa valeur dans un
domaine A,),

une dynamique de noeuds X, = F,(X,,Y;) telle que I’équation (Xq)i = (F,)i(Xq,Yy)
dépend exclusivement de 1’état des noeuds du voisinage fermé de 7 et des arétes dont
une extrémité est ¢,

une dynamique d’aréte Y, = G,(X,, Y,) telle que ’équation (l@)(ij) = (Gq)(i,5)(Xq, Yq)
dépend exclusivement de 1'état des noeuds i et j et de (Y)( ),
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6. un ensemble de fonctions reset qui permettent de passer d’un état ¢ vers un autre état

¢’. Ces fonctions sont executées lorsque (X,,Y;) atteind une frontiére du domaine
D, x Ay. Les fonctions reset ont pour réle de changer la dynamique des variables X et
Y & chaque changement d’état et de réinitialiser les valeurs des variables. Elles doivent

de plus recalculer le graphe du nouvel état.

Ainsi, quand (X,,Y;) atteind une frontiére du domaine D, x A, une transition discreéte
de 'état ¢ vers ’état ¢’ s’opére et

e ou bien la matrice d’adjacence C; est identique & Cy et on reste dans le cadre classique
des systémes hybrides.

\ Lo
G y V(Y = (B, %), Gy(X, V)

(X, (t8). Ya(t3))
7 ()
- (X (7). Yo

(Xq’!yq’) = (Fy (Xy. Yy), Gy (Xy. Yy))

e ou bien Cg, et C(;q, sont différentes. Dans ce cas le changement d’état a imposé un
changement du graphe. Le nouveau graphe G, défini par sa matrice d’adjacence est
calculé & partir des fonctions Resets. le nombre de noeuds ainsi que les arétes peuvent
changer. Les fonctions resets permettent de plus de recalculer les dynamiques Fy et
Gy et de réinitialiser les nouvelles variables X, et Y.
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Mo ({0,1})

Gy A (Xq’v Yq’) = (Fy(Xg, Yy), Gy (X, Yy))

1
c, V(X V) = (F(X,,Y,), Go( X, Y))
\
@mm Y,(5)
(X, (67), Y1)

L’exemple le plus classique de graphe dynamique évolutif est le réseau informatique. A
chaque ordinateur correspond un noeud, & chaque cablage ou connection wifi correspond une
aréte. X, est par exemple la capacité de calcul de chaque ordinateur et Y, la capacité de
transmission de chaque connection. En biologie, nous sommes contraint & gérer des graphes
dynamiques évolutifs dés qu’il s’agit de reproduction ou de mort.

5 Exemples de systémes dynamiques évolutifs

La description de I’évolution de ce type de systéme dynamique évolutif est complexe. L’espace
d’états du systéme est 'union de tous les espaces d’états des noeuds existants. De plus nous
devons décrire ’évolution discréte du graphe au cours du temps.

La modélisation que nous avons choisi, permet sur des exemples de déterminer des com-
portements cycliques ou des comportements tendant vers un comportement périodique. En
effet, la matrice d’adjacence a toujours pour ordre le nombre de noeuds du graphe et & un
noeud correspond un indice de la matrice, ainsi il est fréquent lors d’un changement d’état
que de nombreux noeuds changent de position dans la matrice et qu’ainsi les noeuds soient
renommeés au cours du temps. Ainsi un cycle est détecté lorsque deux transitions possédant
les mémes variables d’état et le méme graphe sont repérées.

5.1 Croissance de graphes

Soit V' un ensemble de cellules. Cet ensemble a un ensemble de connections défini par E.
Cette structure est un graphe G = (V, E). card(V) = n. L’état de la cellule ¢ est défini par
le parameétre X;. X; obéit a I’équation suivante :
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4
_l

(Xg)i(t) = (2— 5 )(t —to) + (Xg)i(to)

On note v le nombre de connections de la cellule i & létat g.

Nous considérons une contrainte de reproduction : Si (X,); = 10 alors on passe de 1'état
q vers 1’état ¢’ et une nouvelle cellule connectée a i est ajoutée. Cette nouvelle cellule sera
indexée par n + 1, (Xy); = 8 et (Xg)nr1 =2. (Dy)i =] — 00, 10].

Lors d'une reproduction, le changement d’état de ¢ vers ¢’ conduit & un nouveau graphe
Gy

La fonction reset que ’on applique a la matrice d’adjacence Cg, de G, au moment ol
la cellule 7 se reproduit est '

Cq, = tDn’OCG DO ( On’ﬂ Ve >

d a 'Vl 01,

oit V% est un vecteur a n ligne tel que V¥ =1 et 0 sinon.

Si plusieurs cellules se reproduisent dans le méme temps, on effectue une composition de
cette méme opération.

Au temps t = 0, supposons qu’il n’y a qu’une seule cellule, I’état du systéme est alors :
Ce, = (0), X,(0) = (0), X, (1) = (20).

Le graphe ne change pas jusqu’au temps t = 5. Au temps ¢ = 5 une transition discréte

de ¢ vers ¢’ est effectuée : une nouvelle cellule est ajoutée 1’état du systéme devient C(;q, =

(3w (3)xeo- (474

Voici les premiéres étapes des changements d’état du systéme ainsi que l’évolution de
Xy

t=37/3
t=19/3 t=295/3 t=31/3 t=35/3 4

/\/\/\/\/\/\e

i r L

8
t+ i

6
1
3
21
2
27
2
31
2

Wl
—
ol

i~
+
= ol
- e
| +
vy # ol
-~
|
-
|

- @i
~
|

vl lee
e
|
|
&
|
|
e
|
o~
|
o~
|

w
|
ol
G s i
ap g
| |
o g
g
|
|

N Niw Nlw
~

w
|
ol
o
|
s
|
g

N
|
ol e @E e -

NI W el
v e Nle Nk le

w
|
ol

L’évolution du systéme est complétement asynchrone. La suite des temps de transition
(définis par un processus déterministe) notée {¢;}; décrit partiellement le comportement du
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flot. Le nombre de noeuds du graphe croit et le degré maximal de chaque noeud est 4.
Le domaine des graphes dans lequel évolue ce systéme n’est pas de cardinal fini. Mais la
structure de ce graphe n’est pas extrémement complexe puisque, si le graphe de départ est
un arbre de degré maximal 4, alors, & n’importe quel moment, le graphe est un arbre de
degré maximal 4.

5.2 Cycle

o A chaque état g du systéme on associe un graphe G,.

e Chaque noeud ¢ de G, a pour dynamique

ol Vf est le degré du noeud i et ou ¢, est le temps a partir duquel on est dans ’état g
du systéme. (On note X, = (z);)

e Etant donné une aréte e = (4, j) du graphe G4. On définit une dynamique
yi;(t) =t = (toiren)ij

1 donne I’age de l'aréte e = (i, 7)).

ol (tpirtn)ij est la date de création de l'aréte (ij). (y;;

(On note Y, = (y?j)ij)
On définit de plus des gardes permettant de sauter d'un état ¢ vers un état ¢'.

e Contraintes de reproductions

Si e = (1,7) existe et si pour un t* donné :
o (1) + 2§(t) > 12

alors un nouveau noeud k est créé. Les arétes (i,k) et (j,k) (et (k,i) et (k,j)) sont
rajoutés.

dt=0
1
1
40 =601, A0 =3ttty
40) = 6t~ 1, A0 =30 ~t0)
0 =30-1)

De plus, ygl;(t*) =0, yj;c(t*) =0, (yg;(t*) =0, yg/j(t*) = 0). Tous les x?/(t*) =0.
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et

o Contraintes de déces

Si ygj(t) > 5 alors ¢ et j sont amalgamés au noeud ¢ si ¢ < j et au point j sinon.

dt=0

Du coup
Dy ={Xy(1), (i, 5) € B = a(t) +x}(t) < 12}

i

Aq = {Y;](t)7 (17]) S Eq = yiqj(t) < 5}

L’opération matricielle associée & la reproduction consiste a joindre partiellement un

noeud a un graphe, celle associée au décés est I’amalgame.

Remarque : Actuellement, si & un temps t* donné la garde de reproduction et d’amalgame

sont atteintes, Seuls les amalgames seront effectués.(Priorité de l’amalgame)

Voici présenté ci-dessous le résultat de 'exemple dans le cas ol le point de départ est

constitué d’'un couple de cellules connectées :
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dt=1 Oii 5 dt=2

dt=1

di=1

dt=3/2
9/2 %
0 0
0 9/2
0
12

0 12
¥/ N e

dt=3/2

Remarque : Les valeurs de chaque arétes d’un graphe correspondent & 1’adge de l'aréte
c’est-a-dire a la variable y;;.
Sur cet exemple, la dynamique est cyclique et périodique.

5.3 Convergence vers un comportement périodique
5.3.1 Exemple de convergence dans un cycle de longueur 2

Dans cette section, on considére que la dynamique de chaque noeud est

(e = A1)

Les lois de changements de graphes ainsi que la dynamique des arétes est la méme que celles
du paragraphe précédent.

Prenons pour graphe de départ le graphe & 2 sommets et & une aréte que nous avons
déja utilisé dans les exemples précédents.

Ainsi le systéme évolue de la facon suivante :
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© ©

o N PN ) P ©
——eo dt=3 0 o dt=2 —0 /dt:5/§ dt=1/2 ‘i. /dt:%
© © © @ © )

(©) ) (0) (0) © 0

D’un point de vue expérimental, on s’apercoit que le systéme est cyclique par rapport
au graphe. Mais que les variables X, Y, et dt évoluent de maniére non cyclique. Prouvons
que le systéme est graphe-cyclique.

Etant donné le graphe

)

(@) (0)
Aucun couple de noeuds ne peut se reproduire en un temps inférieur a 6. La transition
suivante est donc une absorption et dt = 5 — a.
Nous obtenons ainsi & 1’étape suivante :
(0 0
Sia > %, I’étape suivante sera une reproduction,

X1+X2:12@4dt+5—a:12@dt:3_5—Ta
et nous obtenons :

Ce processus est itératif et nous améne & étudier la suite

27 3
Opt1 = z - ZOZn
Cette suite converge vers le point fixe [ = 2—77

Et un cycle limite de ce systéme sera représenté par :

(/l,*g

Sia< %, le systéme converge vers un graphe fixe réduit & un point.
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5.3.2 Exemple de convergence dans un cycle de longueur 4

On réutilise les contraintes et les dynamiques du paragraphe 4.2 mais, on considére & présent
que I’énergie des noeuds ne s’annule pas, sauf si il a subi un amalgame ou une reproduction.
L’étude de ce graphe dynamique évolutif est plus complexe. Tout d’abord le comporte-
ment du systéme n’est plus cyclique, néammoins, d’un point de vu expérimental, il tend
vers un comportement périodique.
Voici présenté ci-dessous le résultat de 'exemple dans le cas ou le point de départ est
constitué d’'un couple de cellules connectées :

0 0 0 0 0
1 o/_dtzz\‘
0 0 2 2

2

dt=3/5
2

dt=1/5

dt=1/5

dt=1/
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Sur ce graphe, nous constatons que le cycle du graphe est de longueur 4. Il est constitué

e (Etape 9 — 10)d’une double reproduction,

(
e (Etape 10 — 11) puis d’une simple reproduction,
e (Etape 11 — 12) puis d’une double absorption,

(

e (Etape 12 — 9) puis d’une simple absorption.

Le temps du cycle converge vers 2.125 Et la limite de la durée de chaque étape avant
transition est : (1.25,0.125,0.625,0.125)

Nous observons d’un point de vue expérimental un cycle comportant quatre graphes.
Prouvons que pour cet exemple il existe bien un cycle de longueur 4 qui repose sur ces 4
graphes.

Dans le cycle, a ’étape de la double reproduction nous avons un minimum de variables
non connues. La configuration du graphe ainsi que les variables d’états sont les suivants :

©) (0)

©) ©)

Yy —0o0 tl tl tz tg tg t4 -0 =0
0 t1 —o00 —00 —00 —00 —00 —O0 0 —00
0 t] —00 —00 —00 —00 —00 —00 —00 0
15} to —00 —00 —00 —00 —00 —00 —00 —O00
ouX(t)=1| 0 [etouY(t)= ty —o0 —o0 —o0 —o0 —oo —oo 0 —o0
0 t3 —o00 —00 —00 —o0 —oo —oo —oo 0
o ty -0 —00 —00 —00 —00 —00 —00 —O0
0 -0 0 -0 -0 0 -0 —00 —00 —0©
0 -0 -0 0 -0 -0 0 -0 -0 —

Sur le graphe, sont représentés 1'état des noeuds entre parenthéses et 1’état des arétes.
Beaucoup de valeurs sont nuls car 1’état des noeuds se reproduisant s’annule lors d’une
reproduction.

Au bout d’un cycle les variables de ce systéme ont évoluées en :
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134¢
- gt

0
0
—3+6ty—3t1+20+23
6
0 et ou
0
5+a+B—t
2
0
0
17— 17— 17— 17— 17—t 5 —t
—00 t3_|_M t3_|_M ty + T—ty T—i T—t tat8—t
Tt 6 6 6 6 6 6
ts+ =%+ —00 —00 —00 —00  —00 —00
t3 + 17%“ —00 —00 —00 —00 —00 —00
ty + 17%“ —00 —00 —00 —00 —00 —00
17%“ —00 —00 —00 —00  —00 —00
17%“ —00 —00 —00 —00  —00 —00
% —00 —00 —00 —00  —00 —00
—0 0 —00 —00 0 —00 —00
—00 —00 0 —00 —00 0 —00

Ainsi le point fixe au moment du changement d’état décrit précédemment est :

X*

et Y* =

cCo oo orRo o~

—0o0

17

1 oo o] e e

!
g

—00

17
1

—00
—00
—00
—00
—00
—00
0

— 00

Nous en déduisons le cycle suivant :

RS T A R
—00 —00 —00 —00 —O00 0 —00
-0 —o0 —o0o —o0o —oo —oo 0
—00 —00 —00 —00 —00 —00 —00
-0 —o0 —o0o —oo —oo 0 —
—00 —00 —00 —00 —00 —O00 0
—00 —00 —00 —00 —00 —00 —O0
—00 —00 0 —00 —00 —00 —O0
0 -0 —o0o 0 -0 —0o —x
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—00
— 00

— 00
—0o0
—00
—0o0

—0o0
— 00

—00
—00

—0o0
—00
—0o0




dt=1/8
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