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摘要

我們正在研究以SIR型差分系統為模型的流⾏病。當⼈⼝ N很⼤時，流⾏⾼峰在時間T，
。  是有效接觸率。  是感染者恢復的速度。

介紹

    例如在[1、2、6、7、8]中考慮Kermack和McKendrick的SIR模型

 是健康⼈的⼈數。  是被感染的⼈數。  是指由於隔離，康復或死亡⽽從傳播中移出的⼈
數。 是總⼈⼝。假定該總⼈⼝是恆定的，並且⾜夠⼤，因此可以通過差分系
統⽽不是隨機過程對流⾏進⾏建模。考慮初始條件

對應於從⼀個“患者零”開始的流⾏病。

    參數  （與 ）實際上是兩個數字的乘積：每單位時間的接觸數和未感染者與感染者之間的接
觸傳播的概率。接觸是隨機發⽣的。 是⼀個⼈在⾞廂I中的概率。這解釋了  在差速器系統
中。 是⼈們離開⾞廂內的速度我。因此，基本假設是，根據參數b的指數定律分配在隔室I中花
費的時間。我們將假設 a > b導致實際流⾏。

    圖1中詳細說明了⼀個⽰例。我們使⽤Scilab軟件及其功能來求解差分系統。此功能為⾮剛性系統
實現了Adams預測器校正⽅案。我們選擇  （法國⼈⼝），  每天和 每
天。因此，在流⾏開始時，被感染的⼈平均每兩天感染⼀個⼈。平均感染時間 是4天。這對應於
可再現性  （該術語和表⽰法來⾃[9，p。102]）。 因此，是感染者在流⾏開始時感
染的平均繼發病例數。在沒有聲稱是現實的情況下，這些值與在沒有乾預措施來限制流⾏病的假設
情況下2020年冠狀病毒流⾏病的發現數量級相同。 ]。
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圖1. SIR模型的模擬，橫坐標為時間t，單位為天。

流⾏⾼峰

    通過組合SIR系統的第⼀和第三等式，眾所周知[8，p。76]我們找到了第⼀個積分：

所以我們有

通過推遲第⼀個⽅程，我們發現

圖1中的流⾏病⾼峰對應於 ，這是根據第⼆個公式 。  是⼀個遞減函數，
因為 根據第⼀個⽅程式。我們推論如果T是流⾏病⾼峰的瞬間，即
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    我們尋求T的上限。為了⼀切 ， 我們有
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右邊是  如果 。由於它與上⾯獲得的上限相同，因此我們得出以下結論：
 如果 。

    在圖1的⽰例中，我們有  幾天 天。近似值似乎很好。在圖2中，我
們改變了總體的⼤⼩N以及參數 ，⽤b固定。我們注意到 有時⾼估，有時低估Ť。

圖2.⼀⽅⾯⽐較⽤公式（1）的積分計算的流⾏病⾼峰的⽇期T（實線），另⼀⽅⾯⽐較
 （⼤虛線）和近似值  （⼩虛線），具體取決於

如果  對於參數的三個值  具有再現性 。

    是該流⾏病的初始增⻑率。然後我們有N⼤，  和 。可以從流⾏病
學數據估計該⽐率。⼈⼝ N是已知的。因此，我們可以預測流⾏⾼峰的⽇期。實際上，對於整個國
家⽽⾔，⼈⼝均勻混合模型所依據的假設仍然值得懷疑，⽽對於⼀個城市⽽⾔，則要少得多。

    從歷史上看，Kermack和McKendrick通過假設⽣殖能⼒接近於1來⼤致解決了SIR系統，從⽽導致了
⼩規模流⾏。與近似 ，他們得出了⼀個明確可解的Riccati⽅程，因此

X，Y和Z是參數N，a和b的複雜函數。參⾒例如[3]。流⾏⾼峰是 。順便說⼀句，據我們所
知，從未嚴格證明近似值（2），這就是為什麼我們在⾮正式符號的上⽅和下⽅使⽤ 。現在我們假
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設 。在這種情況下，

（例如，請參⾒[4]），這樣

圖2也顯⽰了這種近似值。它似乎特別接近的真正價值⽜逼如果 正如⼈們所期望的那樣接近1。
隨著N向無窮⼤收斂，我們仍然可以 。我們發現相同的漸近⾏為。但是，我們基於公式
（1）的分析對所有  不只是為了  接近1。此外，我們的證明是嚴格的。

結論

    發現該流⾏病的⾼峰是⼀次 如果N收斂到無窮⼤。儘管簡單，但此結果似乎是
新的。在科學⽂獻中，僅在峰⾼上找到了信息，這很容易由系統的第⼀個積分確定。確實，有了

我們獲得

（例如參⾒[1，公式7.26]）。在某些參考⽂獻中，例如[7，p。238]，存在⼀些反演，其中時間t是單
調變量R或S的函數，這導致像（1）⼀樣的積分直⾄變量的變化。但是SIR微分系統以以下形式寫在
那裡 。這個想法可能沒有被採納 ，這在某種程度上更現實，對於限制⼤量
⼈⼝給出有趣的結果是必要的。

    對於像冠狀病毒這樣的流⾏病，SIR模型缺乏現實性。這導致考慮使⽤具有更多隔室的模型，例
如，為處於潛伏期但已感染但尚未傳染的⼈提供額外的隔室。關於這⼀主題，請參⾒[5]，它也嘗試
根據流⾏曲線估算參數。在這種情況下，對流⾏病⾼峰的分析研究無疑更加困難。
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Presses Universitaires de France,  Paris.
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