
SIR模型中的流⾏病⾼峰
 

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02518993

复杂系统的数学和计算机建模单元 
，法国巴黎

nicolas.bacaer@ird.fr

摘要

我们正在研究以差分SIR型系统为模型的流⾏病。当⼈⼝ N⼤时，流⾏⾼峰在时间T，
。  是有效的接触率。  是感染者恢复的速度。

介绍

    例如，让我们考虑[1、2、6、7、8]的Kermack和McKendrick流⾏病的SIR模型

 是健康⼈的⼈数。  是被感染的⼈数。  是指由于孤⽴，治愈或死亡⽽从传播中移出的⼈
数。 是总⼈⼝。假定该总⼈⼝是恒定的且⾜够⼤，以使其有理由使⽤差分系
统⽽⾮随机过程对流⾏病进⾏建模。考虑初始条件

对应于⼀个“零患者”的流⾏开始。

    参数  （与 ）实际上是两个数字的乘积：每单位时间的接触数和未感染者与感染者之间接触
期间传播的可能性。联系⼈是随机进⾏的。 是⼀个⼈在车厢I中的概率。这解释了  在差速
器系统中。 是⼈们离开车厢内的速度我。因此，基本假设是，根据参数b的指数定律分配在隔
室I中花费的时间。我们将假设 a > b表⽰实际流⾏。

    图1中详细说明了⼀个⽰例。我们使⽤了Scilab软件及其差分系统解析功能。此功能为⾮陡峭系统
实现了Adams预测器-校正器⽅案。我们选择  （法国⼈⼝），  每天和 
每天。因此，在流⾏开始时，被感染的⼈平均每两天感染⼀个⼈。平均感染时间 是4天。这对应
于可再现性  （该术语和表⽰法来⾃[9，p。102]）。 因此，是感染者在流⾏开始时
感染的平均继发病例数。在没有声称是现实的情况下，这些值与在没有⼲预措施来限制流⾏病的假
设情况下2020年冠状病毒流⾏病的发现数量级相同。 ]。
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图1. SIR模型的模拟，横坐标为时间t，单位为天。

流⾏⾼峰

    通过组合SIR系统的第⼀和第三⽅程，众所周知[8，p。1]。76]我们找到了第⼀个积分：

所以我们有

回到第⼀个⽅程，我们发现

图1中的流⾏病⾼峰对应于 ，这是根据第⼆个公式 。  是⼀个递减函数，
因为 从第⼀个⽅程式 我们推论如果T是流⾏⾼峰的时间，即
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    我们寻求T的上限。为了⼀切 ， 我们有
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右边的成员是  如果 。由于它与上⾯获得的上限相同，因此我们得出以下
结论：  如果 。

    在图1的⽰例中，我们有  ⼏天 天。近似值似乎很好。在图2中，我
们改变了总体N的⼤⼩以及参数 ，⽤b固定。我们注意到 有时⾼估，有时低估Ť。

图2.⼀⽅⾯，⽤公式（1）的积分计算出的流⾏病⾼峰⽇期T（实线）之间的⽐较，另⼀⽅
⾯  （⼤虚线）和近似值  （⼩虚线），具体取决
于 如果  对于三个参数值  具有再现性 。

    是该流⾏病的初始增长率。然后我们有N⼤，  和 。可以从流⾏病
学数据估计该⽐率。⼈⼝ N是已知的。因此，我们可以预测流⾏⾼峰的⽇期。实际上，对于整个国
家⽽⾔，⼈⼝同质混合模型所依据的假设仍然值得怀疑，⽽对于⼀个城市来说，这⼀假设就更少
了。

    从历史上看，Kermack和McKendrick通过假定可重复性接近1来⼤致解决了SIR系统，这导致了⼩规
模的流⾏。与近似 ，他们得出了⼀个明确可解的Riccati⽅程，因此
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X，Y和Z是参数N，a和b的复杂函数。参见例如[3]。流⾏⾼峰是 。请注意，据我们所知，
从未严格证明过近似值（2），这就是为什么我们在上下使⽤⾮正式符号的原因 。现在我们假设

。在这种情况下，

（例如参见[4]），这样

图2也显⽰了这种近似值。它似乎特别接近的真正价值⽜逼如果 如您所料，接近1。随着N收敛到
⽆穷⼤，我们仍然有 。我们发现相同的渐近⾏为。我们基于公式（1）的分析对所有

 不仅是  接近于1。此外，我们的证明是严格的。

结论

    我们发现该流⾏病的⾼峰⼀次发⽣ 如果N收敛到⽆穷⼤。尽管简单，但此结果
似乎是新的。在科学⽂献中，我们仅找到有关峰⾼的信息，该信息很容易由系统的第⼀个积分确
定。确实，随着

我们获得

（例如参见[1，公式7.26]）。在某些参考⽂献中，例如[7，p。238]，存在⼀些反演，其中时间t是单
调变量R或S的函数，除了变量的变化外，它会导致像（1）⼀样的积分。但是SIR微分系统以以下形
式写在那⾥ 。这个想法可能不是来⾃采取 ，这对于较⼤数量的⼈⼝边界产
⽣有趣的结果在某种程度上更加现实和必要。

    对于像冠状病毒这样的流⾏病，SIR模型缺乏真实感。这导致考虑使⽤具有更多隔室的模型，例
如，为处于潜伏期但已感染但尚未传染的⼈提供额外的隔室。参见该主题[5]，该主题还尝试根据流
⾏曲线估算参数。在这种情况下，对流⾏病⾼峰的分析研究⽆疑更加困难。
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