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요약

우리는 SIR 유형 차동 시스템에 의해 모델링 된 전염병을 연구합니다. 인구 N 이 클 때 전염병 최고점
은 시간 T 에 있으며 .  효과적인 접촉률입니다.  감염된 사람들이 회복하는 속
도입니다.

소개

    예를 들어 [1, 2, 6, 7, 8] 전염병에 대한 Kermack 및 McKendrick의 SIR 모델을 고려하십시오.

 건강한 사람들의 수입니다.  감염된 사람의 수입니다.  고립, 회복 또는 사망으로 인해 전
염에서 제거 된 사람들의 수입니다. 전체 인구입니다. 이 총 인구는 확률 적 과
정보다는 차등 시스템으로 전염병을 모델링하는 것이 합리적 일 정도로 일정하고 충분히 크다고 가
정합니다. 초기 조건 고려

이는 단일 "환자 제로"에서 전염병의 시작에 해당합니다.

    매개 변수  (와 )는 실제로 두 숫자의 곱입니다. 단위 시간당 접촉 수와 감염되지 않은 사람과
감염된 사람 간의 접촉으로 인해 전파 될 확률입니다. 연락처는 무작위로 발생합니다. 사람이 I
구획에있을 확률입니다 . 이것은 2 차 항을 설명합니다.  차동 시스템에서. 사람들이 구획
두고있는 속도이다 나는 . 따라서 기본 가정은 구획 I 에서 보낸 시간 이 매개 변수 b 의 지수 법칙에
따라 분포된다는 것 입니다. 우리는 가정합니다 > 나 진짜 전염병이 발생 할을.

    예는 그림 1에 자세히 나와 있습니다. 우리는 미분 시스템을 해결하기 위해 Scilab 소프트웨어와 그
기능을 사용했습니다. 이 함수는 뻣뻣하지 않은 시스템에 대해 Adams 예측 자 수정 체계를 구현합니
다. 우리가 고른다  (프랑스 인구),  하루에 하루. 따라서 전염병이 시작
될 때 감염된 사람은 평균 2 일에 한 명씩 감염됩니다. 평균 감염 기간 4 일입니다. 이것은 재현성
에 해당합니다  (용어와 표기법은 [9, p. 102]에서 유래했습니다). 따라서 감염된 사
람이 전염병이 시작될 때 감염된 평균 2 차 사례 수입니다. 현실적이라고 주장하지 않고, 이는 전염병
을 제한하기위한 개입이없는 가상의 경우에서 2020 년 코로나 바이러스 전염병에 대해 발견 할 수있
는 것과 동일한 규모의 값입니다 [5 ].
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그림 1. 횡좌표에 시간 t (일) 를 사용한 SIR 모델 시뮬레이션 .

전염병 피크

    SIR 시스템의 첫 번째와 세 번째 방정식을 결합하면 잘 알려져 있습니다 [8, p. 76] 첫 번째 적분을
찾습니다.

그래서 우리는

첫 번째 방정식을 연기함으로써 우리는

그림 1의 전염병 피크는 다음과 같습니다. , 두 번째 방정식에 따라 발생하는 .
 감소하는 함수입니다. 첫 번째 방정식에 따라. 우리는 만약 T 가 유행성 최고점의 순

간 이라면 , 즉
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T     의 상한을 구합니다 . 모두를위한 , 우리는

근처에서 , 우리는

적분
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T     의 하한을 구합니다 . 우리는  모두를위한 . 우리도 가지고있다
 모든 . 그래서 우리는 모든 정수 N ≥2에 대해

그래서 우리는

우리는 형태의 합리적인 부분을 발견합니다.  와

간단한 요소로 나뉩니다.
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오른쪽은  만약 . 위에서 얻은 상한값과 동일하므로  만
약 .

    그림 1의 예에서 우리는  일 동안 일. 근사치는 꽤 좋은 것 같습니다.
그림 2에서 우리 는 모수뿐만 아니라 모집단 의 크기 N 을 변경합니다. , b 고정. 우리는

때로는 과대 평가, 때로는 과소 평가 T를 .

그림 2. 한편으로는 공식 (1)의 적분으로 계산 된 전염병의 피크 날짜 T (실선), 다른 한편
으로는 동등한 비교  (큰 점선) 및 근사치  (작은
점선), , 만약  매개 변수의 세 가지 값  재현성 

.

    전염병의 초기 성장률입니다. 그런 다음 N 대형에 대해  과 . 이 비율
은 역학 데이터에서 추정 할 수 있습니다. 인구 N 이 알려져 있습니다. 따라서 우리는 전염병의 정점
을 예측할 수 있습니다. 실제로, 인구의 균일 한 혼합 모델의 기초가되는 가정은 그럼에도 불구하고
전체 국가에 대해 의심스럽고 도시에 대해서는 조금 덜합니다.

    역사적으로 Kermack과 McKendrick은 생식력이 1에 가깝다고 가정하여 SIR 시스템을 대략적으로
해결하여 작은 전염병을 일으켰습니다. 근사치 , 그들은 명시 적으로 풀 수있는
Riccati 방정식에 도달했습니다.
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X , Y 및 Z 는 매개 변수 N , a 및 b 의 복잡한 함수입니다 . 예를 들어 [3]을 참조하십시오. 전염병의 정
점은 . 우리가 아는 한 근사치 (2)가 엄격하게 입증 된 적이 없으므로 비공식 기호의 위와 아
래를 사용합니다. . 이제 우리는 추가로 가정합니다 . 이 경우

(예를 들어 [4] 참조)

이 근사치는 그림 2에도 나와 있습니다. 그것의 진정한 가치에 특히 가까운 것 같다 T 의 경우 예
상대로 1에 가깝습니다. 로 N 무한대에 가까워 수렴, 우리는 그럼에도 불구하고이 . 우리는
동일한 점근 적 행동을 찾습니다. 그러나 공식 (1)을 기반으로 한 분석은 모두에게 유효합니다.

 뿐만 아니라  1에 가깝습니다. 또한 우리의 증거는 엄격합니다.

결론

    전염병의 정점은 한 번에 발견되었습니다 만약 N이 무한대로 수렴한다. 이 결과
는 단순함에도 불구하고 새로운 것처럼 보입니다. 과학 문헌에서 정보는 시스템의 첫 번째 적분에 의
해 쉽게 결정되는 피크 높이에 대해서만 발견되었습니다. 실제로

우리는 얻는다

(예를 들어 [1, 방정식 7.26] 참조). [7, p. 238], 시간 t 가 단조 변수 R 또는 S 의 함수 인 반전이 있으며 ,
이는 변수 변경까지 (1)과 같은 적분으로 이어집니다. 그러나 SIR 차동 시스템은 다음과 같은 형식으
로 작성되었습니다. . 아이디어가 떠오르지 않았을 것입니다. , 이는 더 현실
적이고 많은 인구의 한계가 흥미로운 결과를 제공하는 데 필요합니다.

    코로나 바이러스와 같은 전염병의 경우 SIR 모델에는 사실성이 부족합니다. 이로 인해 더 많은 구
획이있는 모델을 고려하게됩니다. 예를 들어 감염되었지만 아직 전염성이없는 잠복기의 사람들을위
한 추가 구획이 있습니다. 이 주제에 대해서는 전염병 곡선에서 매개 변수를 추정하려고 시도하는 [5]
를 참조하십시오. 이러한 맥락에서 전염병 피크에 대한 분석 연구는 의심 할 여지없이 더 어렵습니다.
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P. −L.  Hennequin (éd. ),  École d′ été de probabilités de Saint − Flour IV,
Springer,  Berlin,  1975,  p.  188 − 293.
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