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1 Introduction générale

Le probléme du transport optimal est resté longtemps trés académique, du moins dans I’énoncé qu’en a fait G. Monge, et
a pris un aspect plus concret avec I'idée de L. Kantorovitch de le formuler en termes d’allocation optimale de ressources.
Plus récemment, des travaux tels que ceux de R. J. McCann [22], Y. Brenier et J.-D. Benamou [3] ont permis une
approche dynamique de ce type de probléme (principalement lorsque ’on applique un cotit euclidien quadratique au
transport). Cette formulation ouvre la voie a des traitements numériques plus aisés puisqu’elle permet d’appliquer des
méthodes numériques classiques dans le domaine de I'optimisation variationnelle et convexe sous contraintes.

Un outil important de la théorie du transport optimal est la distance de Wasserstein : une métrique permettant
d’estimer la différence entre deux mesures de probabilité (ou, plus généralement, entre deux mesures de méme masse).
Cette distance représente un coiit de transport global entre deux mesures, en supposant que le cotut de déplacement
local de masse dépend de la distance et linéairement de la masse locale.

Une des principales limitations du transport optimal est qu’il ne peut étre appliqué qu’entre des mesures de méme
masse globale. C’est pourquoi de nombreux travaux de recherche ont proposé diverses extensions de ces distances de
Wasserstein pour mesurer des espaces de masses potentiellement différentes [4, 30, 29].

L’utilisation du transport optimal pour les problémes d’interpolation a également encouragé la recherche de nouveaux
modeéles optimaux de transport de masses "déséquilibrées", en particulier de modeéles dynamiques. En effet, en plus
d’offrir un cadre variationnel plus adapté au traitement numérique, ces modeéles fournissent une évolution temporelle
continue (une "interpolation géodésique" pour la métrique de Wasserstein dans le cas classique) entre les mesures source
et cible. La formulation dynamique proposée dans [3] représente la contrainte de conservation de la masse pendant
le transport continu dans le temps avec une équation de continuité conservative. Leur modéle utilise des mesures
absolument continues avec des densités L? (en espace-temps) : si p(t, z) représente I’évolution temporelle de la densité
interpolée, et v(t, x) représente le champ de vitesse dérivé du plan de transport, nous avons donc 9yp + div(pv) = 0.

De nombreux modéles, visant a généraliser ces interpolations pour des mesures ou des densités de masses différentes,
utilisent un terme source dans I’équation de continuité (qui devient 9;p+div(pv) = f) qui doit étre pris en compte dans
la fonctionnelle d’énergie (voir [18, 19], ou [10, 9, 28, 20, 21] avec également des applications au traitement d’images,
ou [12] pour une utilisation en assimilation de données).

Le modéle que nous allons étudier dans ce travail part de cette méme idée d’introduire un terme source dans ’équation
de continuité, et d’adapter le terme d’énergie. Cependant, il ne vise pas actuellement & créer une interpolation entre
deux mesures ou densités différentes, mais plutdt & revenir directement & un probléme d’allocation optimale sous la
contrainte d’un cotlit de déplacement. Une caractéristique non standard de notre modéle est que ce colt représente
directement une perte de la masse transportée : I'objectif du probléme est donc de minimiser cette perte. Dans ce
modeéle, la densité initiale n’a pas besoin d’étre entiérement transportée et la question est de déterminer ’allocation
correcte d’une partie de cette masse initiale en tenant compte de sa dissipation le long de son trajet. Plus explicitement :

Considérons une zone de production (par exemple, le char-
bon) et une zone d’approvisionnement. La zone de produc-
tion produit plus de charbon que les besoins de la zone d’ap-
provisionnement. Par ailleurs, le transport nécessite égale-
ment une consommation de charbon. L’objectif est de dé-
terminer un plan d’allocation optimale qui assure ’appro-
visionnement tout en minimisant la consommation de char-
bon nécessaire au transport.

Ressource a livrer

Ressource consommée pour le transport
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Nous choisissons de partir d'un modéle dynamique (inspiré de [3]) : nous désignons par p : [0,1] x R — Ry la
densité de masse (positive) & transporter dans un intervalle de temps [0,1] et dans un espace R? (d € N), et par
v : [0,1] x R — R? le champ de vitesse transportant p. Soit ¢ : R, — R, une fonction dite de "dissipation de
la masse", laquelle va déterminer le taux de déperdition/consommation de masse au fur et & mesure du transport.
Plus précisément, en considérant une répartition de masse (i.e. une densité de masse) initiale disponible (au temps
t=0) po : RY = R, et une masse cible p; : R? — R, (objectif de livraison au temps ¢ = 1), on se fixe les conditions
suivantes :

— En tout instant ¢ € [0,1] et en tout point z, ¢ est fonction de 'amplitude du champ de vitesse |v(t,x)], et
la déperdition de masse est proportionnelle & la masse p(t,x) présente en (¢,x) par le taux de dissipation
¢ (Ju(t,z)]) (le taux de dissipation est directement lié a la vitesse de déplacement).

— Nous choisissons de négliger la consommation de 'impulsion initiale, c’est & dire de la mise en mouvement
(méme si elle peut étre intéressante a observer dans certains cas).

— En tout point € R%, la sélection en t = 0 de densité de masse transportée p(0, z) doit étre inférieure ou égale
a la densité de masse initialement disponible pg(z), et la densité de masse cible doit étre livrée au temps ¢ = 1
(ie. p(1,2) = p1(2)).

— Nous cherchons & minimiser la déperdition globale de masse le long du trajet.

Autrement dit, notre probléme revient (formellement) & déterminer un couple densité-vitesse (p, v) minimisant I’énergie
de déperdition

1
Kip.)= [ [ clott.a)hott.a)drat (1)

sous les contraintes de dissipation et de conditions initiales suivantes :
{ O+ div(pv) = —((|v])p,
p(0,-) < po et p(1,-) = p1

(si les traces de p en t = 0 et t = 1 sont bien définies). Remarquons que formellement, via la contrainte (1-2), on
pourrait reformuler K ainsi

(1-2)

1 1
K(p,v) = / C(v(t, x)|)p(t, ) de dt = —/ / divy 4 (pv) de dt = / p(0,2) dz —/ p(1,x)dx.
o JRd o JRd Rd Rd
c’est a dire comme la différence entre la masse totale initialement sélectionnée pour le déplacement / p(0,x) dx et
Rd
p(0,x) dx < / po(z) dx et / p(l,z)dx = / p1(z) dx.
R Rd R

Bien que nous envisagions d’aborder une future résolution numérique par la formulation dynamique eulérienne (re-
cherche d’un couple densité-vitesse optimale (p, v) en espace-temps) telle que posée ci-dessus, nous avons choisi dans un

la masse totale livrée /

p(1, z) dx, sachant que /
Rd

Rd



premier temps de nous attacher & obtenir une formulation "propre" de ce probléme, via une approche plus "classique"
de ce celui-ci, c’est & dire & montrer I'existence d’un plan de transport/plan d’allocation optimale.

Cependant, la formulation physique méme de ce probléme ne nous permet pas de pouvoir ’aborder comme un simple
probléme d’allocation : celui-ci pose en effet une contrainte de dissipation de masse sur des déplacements continus en
temps. C’est pourquoi nous avons reformulé ici ce probléme d’un point de vue lagrangien, en s’inspirant des modéles
de transport branché?® [34, 14, 7, 23, 24, 26, 27, 6, 7]. Autrement dit, nous allons chercher a répartir une sélection de
la (densité de) masse po initialement disponible sur I'ensemble des chemins définis sur [0, 1] 4 image dans R? d’'une
régularité fixée (ici les chemins M-lipschitziens, pour une constante de Lipschitz M suffisamment grande fixée arbitrai-
rement ) de facon a ce que la masse cible p; soit livrée tout en minimisant la déperdition globale de masse (laquelle
se dissipe le long de chaque chemin).

Plus précisément, en désignant par L% D’ensemble des chemins M-lipschitziens, on cherche & minimiser le cotit K
(représentant la dissipation globale de masse)

K(w) = /LdM (1 —e o C(Iv/(S)I)dS) dw(v)

sur I’ensemble des mesures de Radon positives w sur ’espace métrique (Ld’M , doo) ¢ vérifiant les contraintes mo#Hw <
poL? et mi#wpi L, ot o, m ¢ LM — R? avec mo(7y) = v(0) et m1(7y) = v(1) pour tout chemin v € LM,

Comme nous le verrons dans la section 49, dans un cas d’environnement isotrope et homogéne (i.e. sans incidences
extérieures spatiales ou temporelles sur cette dissipation), la résolution de ce probléme lagrangien sera en fait ramené a
la résolution d’un probléme d’allocation optimale de R? dans R? (les trajectoires optimales de la solution lagrangienne
se ramenant, comme ’on peut s’en douter, & des déplacements en ligne droite & vitesse constante).

disponible pg a la méme masse globale que la densité cible ("a livrer") pq, i.e. / po(x)dx = / p1(x) dx, avec pg # p1
Rd Rd

(i.e. que les deux densités ne soient pas égales L%-presque partout) : il faudrait alors une masse strictement supérieure
a celle disponible dans py pour étre transportée sur p; malgré la dissipation de masse.

Ce document se découpera en trois sections principales, dont nous pouvons annoncer ainsi ’essentiel de leur contenu :
— Dans la section 2, nous exposerons notre modéle de fagon plus détaillée et montrerons (proposition 2-1) I’exis-
tence d’une solution optimale dans le cas ot ’ensemble des contraintes est non vide (c’est a dire dans
le cas ou le probléme (1-2) admet au moins une solution).
— Dans la section 3, nous montrerons que dans le cas de supports disjoints entre les densités py et p;, une mesure
wopt d’allocation optimale de la masse disponible via pg sur ’ensemble des chemins LM correspond & une
sélection de type "bang-bang" de o = poL? (proposition 3-1), i.e. il existe un borélien V,, = de R? tel que

opt

To#twopt = 1y, poL.

Wopt

Autrement dit, dans le cas d’une mesure optimale w,,,; d’allocation optimale sur LM en tout point z € R?, la
masse (infinitésimale) disponible portée par pg est soit intégralement transportée, soit pas du tout. Ou encore,
en reprenant le modéle formel (1-2), on a p(0,z) = pg(x) ou p(0,z) = 0 en tout point x € RY.

— Dans la section 4 nous formulerons le probléme dual associé au probléme (primal) initial (définition 4-1 et
propriétés (I) ) et montrerons lexistence ® d’une solution & celui-ci (lemme 4-27).

Nous pourrons ainsi également montrer I’existence d’un point selle pour le lagrangien L. associé au probléme
couplé primal-dual (proposition 4-7 et lemmes 4-4 et 4-5).

Ceci nous permettra de montrer 'unicité de la solution weye (lemme 4-11) du probléme primal et de caractériser
celle-ci en fonction de la solution du probléme dual (dont dépendra donc également la "zone de sélection" V,,, ,
évoquée au point précédent (proposition 4-5).

Nous verrons que celle-ci, comme on pouvait s’y attendre dans un environnement homogéne et isotrope, se
restreint & allouer de la masse uniquement & des chemins de type "interpolation linéaire" f (proposition 4-7) et
donc, comme déja mentionné plus haut, que ce probléme peut se ramener a un probléme d’allocation optimale
plus "classique" de R? dans R? (similaire & celui de Monge-Kantoritch), plutét que de R? dans L% (comme
dans notre formulation lagrangienne).

— Ces trois sections sont suivies de plusieurs annexes détaillant quelques résultats nécessaires pour les différentes
preuves développées dans le document. La plupart sont en fait des résultats courants, souvent connus (voir

a. Remerciements a Benoit Merlet (Laboratoire Paul Painlevé, Univ. de Lille) pour m’avoir suggéré cette approche pour un premier
"déblayage théorique".

b. Et donc arbitrairement grande.

c. deo représentant la distance uniforme entre les chemins éléments de LM,
d. Voir le lemme 4-21 et le corollaire 4-2.
e. Toujours dans le cas ot les mesures po = poL? et p1 = p1£? ont un support disjoint.
f. Donc trajectoire en ligne droite & vitesse constante.



académiques), issus de la littérature sur le transport optimal, ’analyse fonctionnelle, la théorie de la mesure ou
Poptimisation. Notre objectif étant aussi de rendre ce document le plus auto-suffisant possible (bien que nous
ferons bien str tout de méme souvent appel a divers résultats de la littérature sans les redémontrer).

2 Formulation lagrangienne et premiers résultats d’existence

Commencons par introduire quelques notations préalables sur les espaces de fonctions continues & valeur dans R (R
est muni de sa métrique canonique issue de la norme de la valeur absolue) : pour un espace topologique (X, 75, (X)),
on définit :

— L’ensemble C'(X) des fonctions continues sur (X, 7,,(X)) & valeur dans R.

— L’ensemble C* (X)) des fonctions continues sur (X, 7,,(X)) a valeur dans Ry (positives).

— L’ensemble C.(X) des fonctions continues sur (X, 7,,(X)) & valeur dans R a support compact.

— L’ensemble C.f (X)) des fonctions continues et & support compact sur (X, 7,,(X)) a valeur dans R (positives).

— L’ensemble C,(X) des fonctions continues et bornées sur (X, 7,,(X)) & valeur dans R.

— L’ensemble C; (X) des fonctions continues et bornées sur (X, 7,,(X)) & valeur dans Ry (positives).

— L’ensemble Cy(X) la fermeture de ensemble C.(X) dans (Cy(X), || - [|s), ot la norme || - ||oc est définie pour

toute fonction f € Cp(X) par

[flloc = sup | f(2)]-
reX

2.1 Quelques rappels a propos des mesures de Radon (positives et signées)

Commengcons par un rappel de définitions sur les mesures de Radon positives et signées (ces définitions pouvant varier
dans la littérature, il s’agit donc de fixer les notres, qui se référent plus précisément a celles de [32]).

Définition 2-1 (Mesure de Radon positive*). Soit (X, 7o,(X)) un espace topologique séparé et localement compact.
On dit que p est une mesure de Radon positive sur (X, Top(X)) si et seulement si :
— p est une mesure borélienne sur X.
— w est finie sur tout sous-ensemble compact de X (sur un espace topologique tel que X, on dira également que
est localement finie® ).
— u est extérieurement réguliére, c’est a dire que pour tout borélien A de X , on a

w(A) =inf{u(V), ACV, V ouvert}.

— o est intérieurement réguliére, c’est a dire que pour tout borélien A non vide de X tel que u(A) < +oo, on a

w(A) =sup{p(K), K C A, K compact}.

Définition 2-2 (Mesure de Radon signée). Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact. On
dit que {1 est une mesure de Radon signée sur (X, Top(X)) si et seulement si ses variations positives et négatives sont
toutes deux des mesures de Radon positives, autrement dit si le couple (4, p—) correspondant & sa décomposition de
Jordan® est un couple de mesures de Radon positives (bien sar dans ce cas la variation totale |p| est par définition
également une mesure de Radon positive).

Définissons maintenant notre notation pour les espaces de mesures de Radon, positives ou signées.

Définition 2-3. Soit (X, 7,,(X)) un espace topologique séparé et localement compact. Nous désignerons par :

— M (X) Uensemble des mesures de Radon positives et finies sur X.

— M(X) Uensemble des mesures de Radon signées finies sur X, c’est a dire dont la variation totale |u| est finie :
L’ensemble M(X) est un sous espace vectoriel de l'espace des mesures signées, et l'ensemble M (X) est un sous-cone
conveze de M(X), c’est a dire stable par addition et multiplication par un réel positif (nous ne le prouverons pas ici,
mais on peut trouver une construction dans [32]).

Définition 2-4. Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé. On désigne alors par E' son dual topologique, c’est a
dire Uensemble des formes linéaires (G valeur réelle) continues sur (E, || - ||g). On munit E' de la norme subordonnée
(ou norme duale) || - || g définie pour tout f € E' par

X
lwle = sup |p(@)| = ()]
+€Bp(0,1) cem\{oy ZllE

(ot Bg(0,1) désigne la boule unité dans (E,| - ||g))

a. La définition d’une mesure de Radon est quelque peu variable dans la littérature, et celle-ci n’est donc qu’une version.
b. On pourra également dire que p est une mesure de Borel.
c. Clest a dire tel que p = pt — p— et |u| = py + p—.




Théoréme 2-1. Soit (X,d) un espace métrique localement compact et o-compact. Alors I’ensemble M(X) (ensemble
des mesures de Radon finies et signées sur (X, d)) muni de la norme issue de la variation totale® est le dual topologique
de Uespace (Co(X), || - |loo)-

Plus précisément, une application L : Cy(X) — R est une forme linéaire continue sur (Co(X), || - ||co), st et seulement
si il existe une mesure de Radon signée u € M(X) extérieurement régulicre® telle que pour tout f € Co(X), on ait

L(f) = /X f d.

Dans ce cas, on a de plus || L||c,(xy = |u[(X) et la mesure p associce a L est unique dans M(X).

Le théoréme 2-1, est un résultat classique de la littérature (il s’agit d’une extension du théoréme de représentation de
Riesz des formes linéaires positives sur Cp(X) tel qu’énoncé dans [32]). Pour une preuve détaillée du théoréme 2-1,
c’est & dire avec I’exact énoncé que nous en avons donné, nous pouvons renvoyer a une de nos propres synthéses de
cours que ’on pourra trouver sous le lien suivant : https://amubox.univ-amu. fr/s/w9pc6xJdXafYPic

La preuve qu’on y trouve est en fait trés inspirée d’un cours d’analyse de Master 1 de Jean-Frangois Babadjian [1] qui
I’établit pour le cas ot X = R? (voir le lien vers celui-ci dans la référence). Il nous est cependant nécessaire de nous
placer ici dans un cas plus large pour pouvoir également I'appliquer dans le cas ou (X,d) = (Ld’M , doo) (qui est un
espace métrique propre, donc localement compact et o-compact).

Lemme 2-1. Soit (X, d) un espace topologique non-vide, localement compact et séparé. Alors l'ensemble M (X) des
mesures de Radon finies et positives est fermé dans l’ensemble M(X) des mesures de Radon finies et signées pour la
topologie faible-x (si on munit M(X) de la norme issue de la variation totale®).

Preuve : D’aprés le théoréme 2-1, M(X) muni de la norme variation totale est le dual topologique de 1’espace

(Co(X), Il lloo)- Soit (gn)n une suite de mesures de M (X) convergeant faiblement-x dans M(X) vers une mesure
€ M(X), ie. pour toute fonction f € Cy(X), on a
dphy, — dp.
| rann = [ s

En particulier, pour tout f € CF(X), on a / fdu, > 0 pour tout n € N. Ainsi, par passage a la limite, on a
X
/ fdp>0.0nadonc >0, ie pe My(X)%
X

O

Remarque 2-1. Pour la conclusion de la preuve du lemme 2-1, on a en fait implicitement utilisé le résultat suivant :
"Soit X un espace topologique non-vide, séparé, localement compact et o-compact. Alors toute mesure de Radon signée

W est positive si et seulement si on a fdu >0 pour toute fonction f € CFH(X)."
X

Celui-ci est également démontré dans la synthése de cours déja évoquée plus haut pour la prewve du théoréeme 2-1.

Remarque 2-2. L’ensemble M(X) muni de la norme issue de variation totale p — |p|(X) est un espace vectoriel
normé : le théoreme 2-1 induit que cette structure forme en fait un espace de Banach en tant dual topologique de
Uespace de Banach (Co(X), | - |loo)-

L’ensemble M (X) peut alors étre vu comme un sous-cone conveze fermé de M(X) (voir le lemme 2-1).

2.2 Probléme originel

Dans toute la suite de ce document (annexes comprises), d désignera un entier naturel non nul (il s’agira de la dimension
de Vespace vectoriel finie dans lequel nous travaillerons).

On munit R? de la norme euclidienne |- |. Soient deux mesures de Radon g et y; & support compact (donc finies) sur
R, Soit B(R?) la tribu borélienne sur R?.

Pour tout d € N*, on définit 'ensemble L4M := L4 ([0, 1],R?) des fonctions M-Lipschitz sur [0,1] & valeur dans R?.
On munit L4M de la distance do,, définie par doo(y1,72) = Supyeo,1] 71(t) — 72(t)] pour tous v1,72 € LEM,

Soit ¢ € [0,1], on définit m; : LEM — R? par m(y) = v(¢). Remarquons que pour tout ¢ € [0, 1], la fonction m; est
continue (et méme 1-lipschitzienne) de (L% d,.) vers RY muni de la norme euclidienne.

a. Clest a dire la norme p — |p|(X), voir la définition 2-3.

b. Au sens ou le couple de mesures (p4,pu—) correspondant & la décomposition de Jordan de p est un couple de mesures de Radon
(positives), et finies.

c. C’est a dire la norme p — |pu|(X).

d. Voir la remarque 2-1
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Soit M (L%) T'ensemble des mesures de Radon finies et positives sur L4 (voir la définition 2-3). Soit B(L%M)
est la tribu borélienne sur L%M.

Soit @ € RZ. Nous supposerons dans toute la suite que M est choisie telle que Supp(uo) U Supp(u1) C B(a, M/2).

Soit ¢ : Ry — R, une fonction borélienne, qui sera dans beaucoup d’énoncés supposée de classe C!, convexe et
strictement croissante, telle que ¢(0) = 0.

Pour toute mesure w € M, (L), pour tout t € [0,1], on définit la mesure sur B(R?) ainsi : pour tout A € B(R?),
on a

NZ(A) — / e~ J3 ¢ (s)Dds dw(y) = / 1a(y(t))e™ J3 < (s))ds dw ().
™ H(A4) LM

Autrement dit, en définissant pour tout ¢ € [0,1] la fonction ¢, : L4 — R par £;(y fo \ds (Vy € LEM),
on a ul = m# (e‘etw) (remarquons que £y = 0).

On peut reformuler cette caractérisation de la fagon suivante (voir la proposition B-1) : pour toute mesure w €
M (L%M), pour tout ¢ € [0,1], et pour tout f € C.(RY),

F() dpl () = / £ (y(t)) e I8 S @D o)
Rd

Ld.M

Définition 2-5 (Probléme primal).
— On définit l’ensemble de contraintes

Cor(po, ) = {w € My (LYM), pd, < po, ply =} (2-1)
— On définit également l’énergie K, pour tout w € M (Ld’M), par
K(w) = g (R — ui(RY) = / (1 e Jo Do) duo(y). (2-2)
Ld.M
Sous réserve que l'ensemble de contraintes Cpr(po, 1) soit non vide, on cherche & montrer que argming, (.o, )K £ 0.

On peut alors faire le développement suivant (non rigoureux) :

inf K(w) = inf K

weczjfr(l#oym) @) weMlJrn(Ld*M) [K) + ters o ()]

= if {K(wH sup ( x) dpg,(x / F(@) dpo(a sup ( / 9(y) dum(y) — / g(y)dui(y)ﬂ
weM (LM fec+(R%) geC(Rd) Rd Rd

1 (On suppose a cette étape que 'on peut effectuer I'inversion inf-sup)

= sup {/ y) dpa (y / f(z) dpo(x
feCt(RY), geC(R9) R4

Foentll /M (14 £GO) ~ [+ gy 1)Je s S ODE) duy)|

WEM  (LdM)

= sup { / y) dpa (y / [ (@) dpo(x) — vp,, (f, g)}
FECHR?), geC(RY)

= sup {/ y) dua (y /f ) dpo(z
(f,9)€Dym “JRE

avec

Dar = {(.9) € CHRY) x CRY), 1+ f(3(0)) = (1 + g(a(1)e™ D > 0wy e LM} (2:3)

Définition 2-6. On définit J,, ., : (f,g) € CT(RY) x C(R?) — R le terme dual de ’énergie K par

Shos(F.9) = [ o)) = [ @) dyota

On définit ainsi le probléme dual de celui de la définition 2-5 :



Définition 2-7 (Probléme dual). On définit la fonctionnelle J,, ., : C*(R?) x C(RY) — R par

Vo £:9) = [ o) i) = [ 1o dpofa). (2-4)
pour tout couple (f,g) € C*t(R?) x C(R?).

On cherche & montrer que argmaxp  Jyo 0 7# 0.

2.3 Premiers éléments
Dans toute cette sous-section, nous supposerons que Cps(po, pt1) # 0.

Lemme 2-2. L’ensemble Dy, peut se redéfinir ainsi :

Da = {(f.9) € CT(RY) x C(RY), 1+ f() > (1+max{0,g(y)}) e "D, Va,y e R? | |z —y| < M} .

Preuve : On définit provisoirement ’ensemble D, par :

Dy = {(f,9) € Ct(RY) x C(RY), 1+ f(w) > (1 +max{0,g(y)}) e =D, Va,y e RY | [z —y| < M}

Pour tous z,y € R?%, et pour tout chemin  : [0,1] — R? lipschitzien (ou du moins £%presque partout dérivable, de
dérivée intégrable), on a par inégalité de Jensen, du fait que ( est convexe et strictement croissante sur Ry,

/0 7(8))d8> sc( / Iy <s>>|ds) < / ¢ () ds. (2:5)

Soit (f,g) € D), et soit v € L&M . La fonction ¢ étant strictement croissante (et par la relation (2-5)), on a

(1) =~ (0)]) =C<

(1) =~(0))) ¢ (/0 |W/(5))|d5> < ((M).

On a donc e~ Jo €17 (@)Nds < =CYO=1OD ey ainsi

1+ £(7(0)) > (1 + max{0, g(v(1))}) e~ O=1OD > (1 4 max{0, g(7(1))}) e~ Jo S (4)Dds
> (14 g(y(1)))e o S (©)Dds,

et ceci pour tout v € L&M d’ou (f,g) € Dur, et donc Dy, C Dyy. Inversement, soit (f,g) € Das, et soient x,y € R?
tels que |z —y| < M :

— Sig(y) <0, alors 1+ f(z) > 1> (14 max{0,g(y)})e =D,
> <1

— Si g(y) > 0, alors, en considérant le chemin (_i’interpolation linéaire v, définit pour tout t € [0, 1] par vgy(t) =

1
z+t(y — ) (on a bien v, € L¥M), on a / C(|vzy (8)))ds = (|2 — y|) et donc
0

1+(@) = 1+£(3(0)) = (1g(y(1))e B CTEODE  (1rmax{, g(y) eI = (1 + max{0, g(y)}) eI,
=9(y)=g(v(1))

On a donc bien (f,g) € D)y, et donc plus généralement Dy, C D)y, ot Dy = DYy,

Définition 2-8. On définit l’ensemble

Doe = {(£,9) € CGFRY) x Cy(RY), 1+ f(x) > (1 +max{0,g(y)}) e 17D, v,y e RI}.

Remarque 2-3. Bien sir, on aurait pu définir tout simplement Dy, par

Do = {(f.9) € CT(RY) x C(RY), 1+ f(x) = (1+ g(y)) e <", v,y € RY} .

Définition 2-9. Soit a € RY, et soit M > 0. On définit I’ensemble

v = {(f.9) € C* (B(a, M/2)) x C (B(a, M/2)), 1+ f(2) > (1 +max{0,g(y)}) e~ 1=, Va,y € B(a, M/2)} .



Lemme 2-3. Soit a € R%, soient m,m/, M € R tels que 0 < 2m < 2m/ < M, et soit un couple (f°,¢°) € Dy~ Alors
il existe un couple (f,g) € Do tel que :

— fiB@m) = fBam) € 9B@m) = 9Bam)-

— f et g sont toutes deuz constantes sur R4\ B(a,m’) : plus précisément, g est nulle sur cet ensemble et f y est

égale o S(f°) =M sup |f°].
B(a,m’)
— Pour tout x € B(a,m’), on a f(x) < S(f°).
— Sig" >0, alors g > 0.

Pour montrer le lemme 2-3, nous aurons besoin du lemme d’Urysohn, dont nous pouvons trouver la preuve par exemple
dans [32] (lemme 2.12).

Lemme 2-4 (Lemme d’Urysohn [32]). Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact. Soit V
un owvert de X, et K un sous-ensemble compact de X inclus dans V. Alors il existe f € CFH(X) telle que

Ix < f< 1y,

Preuve du lemme 2-3 : D’aprés le lemme 2-4 d’Urysohn, il existe une fonction x € C.(B(a,M/2)) telle que
1 < X < 1p(a,m)- On définit comme dans I'énoncé la constante S(f°) = e sup [f°| < +o0.

B(a,m)
B(a,m’)

On définit alors le couple de fonction (f!,g') € C* (B(a, M/2)> x C (B(a,M/Z)) par f1 = xf+ (1 -x)S(f° >0
et g = xg° (on a bien en outre g* > 0 si ¢° > 0). Comme la fonction y est uniformément nulle sur la couronne
C(a,m’,M/2) = B(a, M/2)\B(a,m), cest également le cas de la fonction g', et la fonction f! est uniformément
constante égale a S(f°) sur C(a,m’, M/2).

On définit alors le couple de fonctions (f,g) € C*(R?) x C(R?) comme les prolongements constants sur R? du couple
(f1,gY), autrement dit f(z) = f(z) et g(z) = g'(x) pour tout = € B(a, M/2), et f(z) = S(f°) et g(z) = 0 pour tout
r € RN\B(a, M/2) : les fonctions f et g sont donc bien continues et bornées, avec de plus f(z) < S(f°) pour tout
x € B(a,m’) (du fait que e¢M) > 1).
— Soit y € B(a,m’) C B(a, M/2).
— Pour tout x € B(a,m’) C B(a,M/2), on a

fOlz) < sup [ <M sup |10 = 5(f9),
B(a,m’) >1 B(a,m’)

et ainsi

<(1+50(z))ecUz—vD
1+ g(y) = 1+ ¢°@)x (@) = (1 — x() + (1 + ¢°)x(w) < (1 — x(®) + (1 + max{0, (1)} x ()
< (1= x(®) + x()(1 + fO(x))ecl==vD)

=1+ x(y) O (x)ecl=vD
<1

<14 fO(x)esle=vD

< eSlz=vh 4 fo(x)edlx—yl)
>1

=(1+ fO(m))eC(\w—yl)

=(1+01- X(x))ﬁ(ﬁ)/ +x(@) f0(x))ec oD
<s(r)

< (14 (1= x(@)S(f°) + x(2) f(w))es 14D
/)

=(1+ f(w))eC(lwfy\).

du fait que (f°,¢°) € D;%;, et d’aprés le lemme 2-2.
— Pour tout x € R\ B(a,m’), on a



1+g(y) =1+ 6" (W)x(y) = 1 —x®) + 1+ ¢°W)xy) <1 —x¥)) +x(v) (1 + max{O,gO(y)})
< (1= x(®) + x() (1 + f(a))etlewD

=1+ X(y)fo(a)eC(la—yD

<M

—
<1+ fO(a)e<(|a —yh

<1+ S(f%
~——"
=f(x)

< (1+ fla)gle ),
>1

Dans les deux cas, on a 1+ g(y) < (1 + f(x))eSU==9D pour tout = € R, et ceci pour tout y € B(a,m’).

De plus, comme pour tout z € R on a (1 + f(x))e*1* %) > 1, on a donc bien

N~
> =l

14 max{0,g(y)} < (1 + f(x))etlz=vD

pour tout = € RY.
— Par ailleurs, pour tout y € R%\ B(a, m’), et pour tout € R%,

~
=0 >0 21

L+g(y) =1< 1+ fa))esle—vh,
~~

Au final, on a donc bien 1+ max{0, g(3)} < (14 f(z))e¢(==¥D pour tous z,y € R%, i.e. (f,9) € Dos.

Bien str, pour tout € B(a,m), on a f(z) = fl(z) = X\(flfo(m) + (1= x(2)S(f°) = fOz) et g(z) = g'(z) =
=1 =0

O

Corollaire 2-1. Soit a € R?, soient m,m’, M € R tels que 0 < 2m < 2m’ < M, et soit un couple (f°,g°) € Dy;.
Alors il existe un couple (f,g) € Do tel que :

— fiB@m) = f{Bam) € 9B@m) = 9 Bam)-

— f et g sont toutes deuz constantes sur R1\B(a,m’) : plus précisément, g est nulle sur cet ensemble et f y est

égale o S(f°) =M sup |f°|.
B(a,m’)
— Pour tout x € B(a,m’), on a f(x) < S(f°).
— Sig" >0, alors g > 0.

puis d’appliquer le lemme 2-3 & ce méme couple.

Preuve : 1l suffit de remarquer que (fﬁg(a )’ g|OB(a M/2)) SRS

]

2.4 Existence d’une solution si Cy/(po, /11) est non vide
On rappelle I'énoncé du théoréme de Rademacher auquel nous ferons réguliérement appel dans ce document :

Théoréme 2-2 (Théoréme de Rademacher [11] p.81). Soit f : R — RP (p € N) une fonction localement lipschit-
zienne. Alors f est L%-presque partout Fréchet-différentiable (et sa différentielle au sens de Fréchet coincide avec sa
différentielle au sens des distributions).

On rappelle que la mesure i est par hypothése a support compact. L’espace L%M est muni de la distance d, défini
par doo(Y1,72) = Supgeo 1) [71 () — 72(t)| pour tous v1,v2 € LM,

Lemme 2-5. Soit f € C.(R?), i.e. une fonction réelle continue sur R? a support compact. Soient a € R? et r > 0 tels
que Supp(f) C B(a,r). Soit v, le chemin de LM constant et égal a a, i.e. v, = a.

Alors, pour tout t € [0,1], on a Supp(f om) C By (Yo, + M).
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Preuve : Soit v € L¥M\B,__(y,,7 + M). Par continuité de la fonction ¢ — |y(t) — a| sur [0,1] (donc avec image
compact), il existe t, € [0, 1] tel que deo(Y,7a) = |¥(ta) — al. De plus, la fonction v étant M-lipschitzienne, on a pour
tout ¢t € [0,1] :

Iy(t) = a > [y(ta) — al = |7(t) = v(ta)| = doo (v, va) = M|t —ta| >r+ M — M =, (2-6)
N— N ——
=dos (V,Ya) <M|t—tal >r+M >-M

ie. y(t) € R:\B(a,r). On a donc 0 = g(y(t)) = (g o m)(7), et ceci pour tout v € L*M\By_(v,,7+ M) : d’on
Supp(f o m) C Ba,, (Ya, 7 + M).

O

Lemme 2-6. Soient a € R et r > 0 tels que Supp(uo) C B(a,r). Soit v, le chemin de LM constant et égal a a, i.e.
Yo = a.

Alors Supp(w) C B, (Va, ™ + M) pour tout w € Cpr(po, pi1)-

Preuve : Soit w € Cas (o, pt1)- Soit v € LYM\By_ (74,7 + M). En procédant au méme calcul que dans la preuve du
lemme 2-5, & savoir la relation (2-6), on a alors |y(t) — a| > r|, i.e. v(t) ¢ B(a,r).

Le chemin v vit donc entiérement en dehors de la boule B(a,r) dans R?. En particulier, v(0) ¢ B(a,r), i.e. mo(7y) ¢
B(a,r). Ainsi L*\By_ (va,7 + M) C 5" (R\B(a,r)). Ainsi :

w (LY\Ba,, (Yo, + M)) < w (n5 " (R1\B(a,7))) = (mo#w) (R\B(a,7)) = pg, (RN\B(a, 7)) < po (R)\B(a,r)) =0,
D’ott Supp(w) C Ba, (Va,7 + M).

O

Lemme 2-7. Soit ( : Ry — Ry une fonction continue et croissante. Soit la fonction L : (L*M dy) — R la

1
fonction définie pour tout v € L&M par L(vy) = /0 (1Y (s)]) ds .

1
Pour tout n € N*, on pose 1, = - et on définit la fonction L, : (LM d.) — R pour tout v € LM par

L(y) = /OIT”C(‘M)—V(S) ) ds = /01 1[07174(8)4(‘%)_7(8) ) ds.

TTL TTL
Alors pour tout n € N* la fonction L, est continue (donc borélienne). De plus, la suite de fonctions boréliennes (Ly,)y,
converge simplement vers la fonction L.

La fonction L est donc en particulier borélienne (I’image réciproque par L de tout borélien de R est ainsi un borélien
de (LM, dy)).

Preuve : Soit (7%) une suite de chemins de L% convergeant vers un chemin v € L% pour la distance du
(convergence uniforme sur [0, 1]). Ainsi pour tout n € N*, et pour tout s € [0,1—7,], on a |y5(s+ 7)) — v (s)| < M1,

d’on
C( ) < ((M).

pour tout k& € N. De plus, comme 7, (s + 7,) = Y(s+ 1) et vk(s) — ~(s) on a
n o0

N o)

S+ 1) — (s
Iy (SRRt
pour tout s € [0,1 — 7,,]. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a

n—+oo Tn
new= [ ¢( Jas o [ o([HeEm ) e

n—-+oo Tn
Par conséquent, pour tout n € N, la fonction L,, est continue et donc borélienne. Par ailleurs, pour tout chemin
v e LM .
— Pour tout n € N* et pour tout s € [0,1 — 7], on a |y(s + 7) — Y(s)] < M7,. Ainsi, pour tout s € [0,1], et
comme la fonction ( est croissante, on a

110,1—7,1(5)C <’7(‘9+T”)_7(3)

V(s + Tn) — Y&(5)
Tn

(8 + Tn) = Tk (5)

Tn

V(8 + Tn) = Y (5)

) < ((M).

Tn
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— Pour tout n € N*| et bien stir pour L-presque tout s € [0, 1] (en lesquels  est dérivable, ce qui est le cas presque
partout d’aprés le théoréme de Rademacher 2-2), on a (du fait de la continuité de () :

e 606 (|2 s o,

n—-+oo

Par le théoréme de convergence dominée sous le signe intégral, on a donc L, (7) —+> L(y) pour tout v € L*M,
n—-+oo

autrement dit la suite de fonctions boréliennes (L), converge simplement vers la fonction L : celle-ci est donc
également borélienne.

O
Définition 2-10. On définit IntLin ’ensemble des interpolations linéaires dans R, c’est a dire tels que v(t) =
(1 —t)v(0) + ty(1) pour tout t € [0,1]

On définit également le sous-ensemble M (IntLin) C M (Ld’M) des mesures w € M (Ld’M) a support dans IntLin,
c’est a dire pour lesquelles v € IntLin pour w-presque tout v € LSM

Lemme 2-8. l’ensemble IntLin est fermé dans (LM d..).
Preuve : Soit (v,), une suite de chemins de IntLin convergeant vers un chemin v € L%M pour la distance d, i.e.
convergeant uniformément, et donc simplement, vers v. Autrement dit, pour tout ¢ € [0, 1], on a 7, (¢) j) ~(t). Par
n—-+0oo
ailleurs, pour tout ¢ € [0, 1], on a v, (¢t) = (1 — )y, (0) + v, (1) = (1=t)v(0) + (1), dou y(t) = (1 —t)v(0) + (1)
n—-+0oo

par unicité de la limite. On a donc bien v € IntLin.
d

Définition 2-11.
— On définit Uopérateur T : RT x RY — (LYM do.) par T'(z,y) = vu,y pour tous x,y € RY, ot v, représente
le chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. V3 ,(t) = (1 — t)x + ty pour tout t € [0,1]. On a bien sar
' (R* x RY) C IntLin.
— Pour toute mesure w € M (Ld*M), on définit la mesure wp = I o (mg, m1 )] # (eco“”l_”o')_Lw), ot la fonction
L est définie dans I’énoncé du lemme 2-7, et est borélienne sur (L“M  d..) d’aprés ce méme lemme.

Lemme 2-9. L’opérateur I' est continu (pour la topologie induite par la norme dans R? x R et par la distance du
sur LM

Preuve : En effet, pour tous couples (x1,%1), (72,72) € R? x R?, on a

T (2, 42)(t) = D@1, y1) (D] = [Va o (8) = Yoy g ()] < (1= B)|wa — 21| + tlya — 91| < fwg — 1] + [y2 — v1]

pour tout t € [0,1], d’ott doo (T'(z1,y1), (22, 92)) = Sl[lp] IT(x2,y2)(t) — T(z1,y1) ()| < |z2 — 21| + |y2 — ¥1]-
telo,1

O

Lemme 2-10. Soit ¢ : R — R, une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ((0) = 0. Alors pour tout
w € Cpr(po, p1) (si Car(po, p1) est non vide), on a wr € Car(po, 1) MMy (IntLin) et K (wr) < K(w) (plus précisément
Preuve : Remarquons que pour tout v € L% et tout t € [0,1], on a T (mo(7), 71 (7)) (t) = (1 — t)v(0) + ty(1) (le
chemin T (mo(7), m1(7)) est donc en particulier dérivable sur [0,1]). On a notamment :

— T(mo(v),m (7)) = (1) — 7(0), d'ot

L (T (mo(7), m1(7))) = ¢(Iv(1) —~v(0)]).

— D(mo(v), (7)) (0) = 7(0).
— D(mo(v), m(y)) (1) = (1)

w € Car(po, p1). Montrons que wr € Car(po, p1) :
— Pour toute fonction g € C(R%), on a
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/ o) dpi, (2) / 0 (+(1)) €5 duop ()
Rd Ld.M

— /d y g (F (770(7), st ('y)) (1))6—L(F(Tro(’>’)7771(’Y)))eC(|771 (V)=o) =L(v) dw(’y)
" =g(v(1)) =~ <7 (1) =~(0)])

= /Ld ; g (7(1)) e~ ¢UmM=mo (D VM =7(OID=LO) gy (~))
= [ 96t duty)
Ld,M

- [ @ e,

et ceci pour tout g € C(R?), dou pl. = pl, = 1 (car w € Car(po, p1))-
— La fonction ¢ étant convexe et croissante sur Ry, on a (par inégalité de Jensen) :

/0 v’(s))ds)é(( / Iv’(S))IdS)S / (Y ()]) ds = L().

d’ou eSUmM=m0(MD-L() < 1. Ainsi, pour toute fonction f € C*+(R%), on a

() =) = ¢ (

f(@) il () / £ (4(0)) der ()
Rd Ld.M

= [, £ ), m(0) @) 0D )
' =F((0)) =t

<[, 100) dt)

= | f(z)dug (),
Rd

et ceci pour tout f € CT(RY), d'ot pd < pl < po.
On a donc bien wr € Cps (o, 1) avec ugr <ul, dot K (wr) < K(w).

Pour finir, soit une fonction F' : L%M — R continue sur (L*M d.,) telle que Supp(f) € L4M\IntLin (inclusion
stricte car L»M\IntLin est ouvert dans (L% d..) d’aprés le lemme 2-8), d’ott F(y) = 0 pour tout v € IntLin. On a
alors

/L F(v) dwr(v) =/ F (T (mo(7), m1(7)))ec MO =moMDN=L0) do(4)) = 0,

Ld,M

=0

et ceci quelle que soit F' telle que définie ci-dessus. Autrement dit Supp (wr) C IntLin, i.e. wr € M, (IntLin).

Lemme 2-11. Soit ¢ : RY — R, une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ¢(0) = 0.

Alors, en munissant M (Ld’M) de la norme issue de la variation totale®, l'ensemble Cpr(po, 1) N My (IntLin) est
fermé dans M (Ld’M) b pour la topologie faible-x.

Preuve : Supposons donc que Cps(po, p1) soit non vide (dans le cas contraire le résultat est trivial) : dans ce cas
I'ensemble Cps(po, 1) N M4 (IntLin) est également non vide par le lemme 2-10.

Soit (w™), une suite de mesures appartenant a Cps(po, p11) N My (IntLin) convergeant faiblement-+ dans M (L%M)
Vers une mesure w.
— Comme Cps(po, 1) MM (IntLin) € M (L4M), et que Pensemble M. (Ld’M) est fermé dans M (Ld7M) pour
la topologie faible-x* d’aprés le lemme 2-1, d’ott w € M4 (Lde).

a. Le. la norme w — |w] (

b. L’ensemble M (L%*) muni de la variation totale étant le dual topologique de I’espace (Co(L%M), || - ||oo) d’aprés le théoréme 2-1
(en prenant (X,d) = (LdM ,doo), qui est un espace métrique propre d’aprés le lemme B-6 (en annexe), et donc notamment localement
compact et o-compact).

Ld,IW)‘
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— Soit une fonction F' : L% — R continue et positive sur (L*M d..) telle que Supp(f) C L*M\IntLin
(inclusion stricte car L% \IntLin est ouvert dans (L% d.,) d’aprés le lemme 2-8), d’ott F(y) = 0 pour tout
~ € IntLin. Ainsi, pour tout n € N, F(v) = 0 pour w"-presque tout y € LEM | dPon

oz/L F(y)dw™(y) —> /Ld,MF(v)dw(v),

d, M N~ n—-+oo
=0

et donc / F(v)dw(vy) = 0 et ceci quelle que soit F' telle que définit ci-dessus. Autrement dit Supp (w) C
Ld M

IntLin, i.e. w € My (IntLin).
— Soit g € C.(R?) (fonction continue & support compact sur R pour la topologie canonique, donc bornée) : la
fonction ¢ o m; est donc également continue et bornée sur I'espace L% muni de la distance do *. Pour tout

n €N, on a fol C(|Y (s))ds = ¢(Jy(1) —=v(0)]) = ¢(Jm1(7) — mo(7)]) pour w™-presque tout v € LEM (du fait que
w" € M, (IntLin)), et ainsi

o e*C(‘ﬂ'l(’Y)*ﬂo(’Y)D " _ T 1n z) = " ().
/Ld‘M(g )() dw" (7) /Rdg( ) iy () /Rdg( ) dpir ()

Pour tout t € [0, 1], la fonction 7; est continue (et méme 1-lipschitzienne) de (L% d.,) dans R? (muni de la
norme euclidienne). Ainsi, la fonction v — (g o 71)(y)e~¢Um (=m0 est également continue sur (L4M, d.).
Par conséquent, on a

/Rd g9(@) dp (z) = /Rd (@) dul o ()

n—-+o0o

:/ (goWl)(,y)e%(lm(v)fwo(v)l)dwn(,y) N / (gom)(,y)efC(lvn(v)fm(v)\)dw(fy)7
Ld.M Ld,M

et donc / (g om)(y)e ¢UmM=mMD goy(5) = / g(x) dpy (z).
Ld.M Rd

Or, du fait que w € M (IntLin), on a de méme que plus haut fol C(Y'(s))ds = C(|v(1) = ~(0)]) = (|71 () —
70(7)|) pour w-presque tout v € LM d’otr

/Rd g(x) du(x) = /Ld’M (gowl)(fy)e—f(lm(’v)—ﬂo(’v)\) dw(v) = /

Ld.M

(gom)()e™ R OOV duy) = | gfa) dl (o),

et ceci pour toute fonction g € C.(R?). On a donc bien ul, = p.
— Soit f € CF(RY) (fonction continue positive & support compact sur R?, donc finie) : la fonction f o 7 est donc
également continue, positive et bornée sur (Ld’M , doo). Pour tout n € N, on a

/ (Fom) () d™(v) = [ f(x)dpl () < / £() dpo(2),
Ld.M Rd R4

et ainsi,

£() Al (z) = / (f o 70)(7) d™ () —>/ (Fom)m) do(y) = [ f(x)dud(a),
Rd Ld.M Ld.M Rd

n—+o0o
<Jra f(@) dpo(x)
d’ou / f(z)dpl (z) < / f(z) duo(x), et ceci pour tout f € CH(R?). On a donc bien u® < po.
d d

R R
Ainsi, w € Cpr(po, 1) N Mo (IntLin). L’ensemble Cpy(po, 1) N Mo (IntLin) est donc fermé pour la topologie faible-x
dans M (L*M).

O

Lemme 2-12. Soit ¢ : R — Ry une fonction borélienne. Si Car(po, 1) est non vide, alors Cpr(po, 11) est borné
pour la norme de variation totale : plus précisément, Cpr(uo, p1) C B (0, o (RY)).

Preuve : En effet, pour tout w € Cpr(po, p11), on a

jwl (L9) = w (L2Y) = w (mg " (R7)) = (mo##ew) (RY) = 4, (RY) < o (RY).

d:M

a. Car les fonctions 7 sont 1-lipschitzienne sur muni de la distance doo.

14



Proposition 2-1. Soit ¢ : R — R, une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ((0) = 0. Si l’ensemble
de contraintes Car(uo, 1) est non vide, alors il existe une mesure w € Cpr(po, pr1) N My (IntLin) minimisant U’énergie
K sur Car(po, pir)-

Preuve : Soit (w™),, une suite d’éléments de Cpy (110, 1£1), minimisante pour I'énergie K, i.e. £ (") —> inf K>
n—>+00 Car(po,p1)
0.

D’aprés le lemme 2-10, la suite (w}t),, est également une suite d’éléments de Cps(po, 1) minimisante pour 1'énergie /C,
dont tous les termes appartiennent de plus a ensemble Cps (10, pt1) N M (IntLin).

D’aprés le lemme 2-12, la suite (w(), est bornée pour la variation totale. Par ailleurs, d’aprés le théoréme 2-1,
I’ensemble M (Ld’M ) des mesures de Radon finies (signées) sur (L% d..), muni de la norme de variation totale est
le dual topologique de 'espace de Banach (Co(L%M), || - [|oo) ™.

Ainsi, d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, il existe une mesure de Radon finie (signée) w sur (L4M, d..)

»(n)
r

et une sous-suite (wf:' '), extraite de (w}t),, convergeant faiblement-* vers une w.

D’aprés le lemme 2-11, Pespace Cpr(po, pp1) N My (IntLin) dans M (Ld’M) pour la topologie faible-x : on a donc
w € CM(MO,,UI) n M+ (IntLin).

Pour finir, on a

K(f?) = [ a0 =m® [ du) - (R == (R = K (),

Ld.M n—r400

d’ot, par unicité de la limite, £ (w) = inf K.
Car (posp1)

3 Aspect "bang-bang" de la mesure de sélection de départ p

Le but de cette section est de démontrer que dans le cas ou
— ¢ : Ry — Ry est une fonction convexe et strictement croissante (donc coercive) telle que ¢(0) = 0 (donc
continue ).
— Les mesures pg et 1 sont & supports disjoints et que pg est absolument continue © par rapport & la mesure de
Lebesgue,
si w est une mesure sur minimisant I'énergie K, alors la mesure de sélection de la masse de départ p est "bang-
bang" par rapport a la mesure pg, autrement dit "on prend tout, ou on ne prend rien".

Ld’M

Plus précisément, nous souhaitons montrer la proposition suivante :

Proposition 3-1. On suppose que ¢ : Ry — R, est une fonction conveze et strictement croissante (donc coercive)
telle que ((0) = 0 (donc continue). On suppose que o est une mesure positive finie et est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue, et que Supp(po) NSupp(p1) = 0. Supposons de plus que argminec, . (uo.un) (@) # 0.

Alors, pour toute mesure w € argminwecM(uoﬁm)K(w), il existe un borélien V,, C R? tel que ul ait une densité de 1y,
par rapport & la mesure pg. Autrement dit :

ng = 1y, po-

Avant de prouver la proposition 3-1, nous allons montrer le résultat intermédiaire de la sous-section qui suit.

3.1 Non-optimalité pour une mesure ;° non "bang-bang" par rapport a y entre deux
ensembles de méme volume

Proposition 3-2. On suppose que ¢ : Ry — Ry est une fonction convexe et strictement croissante (donc coercive)
telle que (0) = 0 (donc continue). On suppose que po est une mesure positive finie et est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque (notons py sa densité par rapport d Lebesque® : comme g est finie, on a donc
po € LY(R?)), et que Supp(uo) N Supp(p1) = 0. Soit w € Car(jo, 1) : 12, est donc également absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque (notons p° sa densité par rapport a Lebesgue).

On suppose qu’il existe deux compacts de R?, Qy et Qo disjoints et de méme volume non nul (i.e. LY(Q1) = L4(Q) >
0), tels que

a. Le théoréme 2-1 s’applique bien a notre cas : en effet, d’aprés le lemme B-6 (en annexe), I’espace métrique (Ld’M, doo) est propre, et
par conséquent localement compact et o-compact.

b. En effet, ¢ étant convexe, elle est continue sur Ry avec de plus 0 = ¢(0) > limgy+ ¢ > 0, i.e. 0 = ¢(0) = limg+ ¢.

c. Voir la définition B-4 en dans 'annexe B.

d. Dont 'existence est donnée par le théoréme B-3 de Radon-Nikodym.

15



— 4 = Supp (1915‘1) et Qo = Supp (1Q2£d),

— inf(e y)e0) xSupp(uy) 1T — Yl — SUP(2 ) ey xSupp(uy) 12 — Yl > 0, ot py est la mesure image en t = 1 de
par w, c’est a dire que py = T H#HWirans, OV Wirans = 1ﬂ51(91)w (i.e. pour tout borélien A C RY, uj(A) =
w (m (@) N (A)) ).

— p0(z) > 0 pour L%-presque tout x € Q.

— ¢y (R2) < po (Q2).
Alors il existe w' € Cpr(po, p1) w telle que K(w') < K(w) (w n'est donc pas optimale pour l’énergie K ).

Divers définitions et résultats utilisés dans la preuve qui suit se trouvent dans I'annexe B.

Preuve de la proposition 3-2 : Pour montrer que sous ces hypothéses, la mesure w n’est pas optimale pour ’énergie
K, nous allons construire une mesure wy € Cas (o, p1) telle que K(wr) < K(w).

En remarque préliminaire, constatons que w est une mesure finie sur L»M . En effet, LM = 771 (R?), et ainsi
q p 9 q 9 0 I

w (LYM) = w (75 '(RY) = (mo#w) (RY) = pl, (R?) < po (R) < +oo.
Soit ¢ un potentiel convexe de transport optimal de la mesure 1o, £7 sur la mesure 1o, L% tel que défini par le théoréme

de Brenier [33], i.e. tel que V¢ soit un plan de transport optimal entre ces deux mesures (optimal pour le coiit | - |?).
En particulier, on a

Vo# (1g,£%) = 1, L% (3-1)

(Notons que c’est d’ailleurs le seul point qui nous intéresse : le fait que ce plan de transport soit optimal pour un cotit
quadratique n’a aucun intérét pour notre probléme.)

D’aprés ce méme théoréme, on a V¢ (Supp (1o, £%)) = Supp (1g,L£%), d'oit V¢ (Q1) = Q2 (rappelons que sous les
hypotheéses de ’énoncé, on a 2y = Supp (191£d) et 25 = Supp (192/3 ))

De plus, d’aprés [17] (proposition 3.2-3), on peut considérer que ¢ est fini sur R?, et donc localement lipschitzienne sur
R?, et admet un minimum global sur R%. D’aprés le théoréme 2-2 (théoréme de Rademacher) ¢ est donc différentiable
sur L%presque tout R?.

Il faut comprendre équation (3-1) au sens suivant : pour tout borélien A € R%, on a £4 (21N V(;ﬁ*l(A)) =L1(QyN A),
avec Vo~ 1(A) = {x € Di, V¢(z) € A} = Dind¢*(z) ou Di représente I'ensemble des points de R? en lesquels ¢ est
différentiable *.

On définit I'opérateur borélien T : R? — R? par T'(z) = Vé(z) pour tout = € Di, et T(x) = 0 pour tout x € R¥\Di.
Pour tout borélien A € R%, on a donc

(1, 2% (T (A)) = L4 (U NT 1 (A) =LY (2 NDINT 1 (A)) + L4 (2 \Din T~ (A))

=L (2 NV (A) + L (U\DinT (AN {0}))

<£4(Q;\Di)=0

=L (1 NV H(A) =L (2N A)
= (1o, L% (A).
Autrement dit, on a T# (1o, £%) = 1o, L%

Pour ce qui suit, nous aurons de nouveau besoin de faire appel a 'opérateur I' (voir la définition 2-11). Nous rappelons
ici sa définition et ses propriétés :
— Lopérateur T' : R? x RY — (L4M d.) défini par I'(z,y) = 7., pour tous z,y € RY, oil 7, , représente le
chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. v, ,(t) = (1 — t)x + ty pour tout ¢ € [0, 1].

L’opérateur I' est continu (voir le lemme 2-9) : en effet, pour tous couples (z1,y1), (2,72) € R? x R%, on a

IT(z2,y2)(t) — T(z1,91) ()] = [Vanye (£) = Yoy (O] < (1= 8)|w2 — 21| + tya — 31| <[22 — 21| + Y2 — ¥4

pour tout ¢ € [0,1], d'ott deo (I'(z1,y1), ['(22,y2)) = S?p] I(z2,y2)(t) — T'(z1,91) ()] < w2 — 21| + Y2 — y1]-
tefo,1

Nous aurons besoin par ailleurs de définir les fonctions, densités et mesures suivantes :
— La fonction 67 : R* — R par :

0 _min{pg,pooT—pgoT}l
T — po Ql'
w

a. Di est un borélien et, la fonction ¢ étant différentiable presque partout, on a donc £% (Rd\Di) =0.
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Notons qu’étant donné que p?(x) > 0 pour L%presque tout z € €y, on a O(x) < 1 pour L%-presque tout

z € R? (d’ott 07 € L>®(R?)). De plus, d’aprés le lemme B-4, on a pgo T, p0 o T € L*(R%, 1, £4) C L}, (R4, L£Y).
La fonction/densité borélienne o7 : L4 — R par op = 07 o7y, avec o : L& — R? définie par mo(7y) = v(0)
(de méme, pour la suite, 7 (y) = v(1)).

La fonction borélienne hp : L“M — R par

fww>=wp<—Acwinm&+quw»—vam)=e<ﬁm*@w%“wmmF“”%

En effet, la fonction v — e~ Jo €17 (Dds est bien borélienne par le lemme 2-7. Par ailleurs, la fonction (x,y) —
C(|T(x) — y|) de R? x RY étant également borélienne (7' I'étant par définition), et par continuité de la fonction
exponentielle, la fonction (z,y) — e¢UT(@)=vD) Test également. Pour finir, par le lemme B-7, la fonction ~ —
(mo(7), 71 (7)) = (7(0),7(1)) est continue de (LM d.) dans R? x R? donc borélienne : hz est donc bien
borélienne.

La fonction hp représente la consommation initiale en ¢ = 1 en partant de v(0) (i.e. e~ Jo C('(#)Dds) rehaussée
du taux de consommation nécessaire au nouveau point de départ T(y(0)) (i.e. eSUTC(O)=v(D),

=m1(7)

=~
Définissons l'ensemble V,, = {y € 7o H(Q1), (1) ¢ Supp(y})}. On a donc m (Vi) € R™N\Supp() et
Wirans (V#rl) =w (V;L'l) (car V,, C 7o H(Q). Ainsi :

w (Vi) = wirans (Vi) < Werans [77;1 (m1 (V)] = (midtwirans) (m1 (Vig)) = ph (1 (Vi) = 0.
Ainsi, w (V1) = 0, i.e. pour w-presque tout v € 75 (), on a (1) € Supp ().
Par ailleurs, remarquons que comme la fonction ¢ est par hypothése croissante, on a
T — > ( inf T — )
< ul) =< (z,y) €1 xSupp(u}) | d
pour tout (x,y) € Q1 X Supp(u}), d’'ou
e~ = ¢

inf inf |z — y|> .
(z,y)€Q1 xSupp(p]) (2,9)€Q1 xSupp(pf)

De meéme, on a C(‘x - y|) < C (Sup(x,y)GQQXSupp(,u’l) |£L' - y|) pour tout (l',y) € Oy x Supp(lu’/l)v d’ou

sup C(lz —yl) SC( sup )Im—y|>-

(z,y)€Q2 X Supp(p]) (z,y) €2 X Supp(py

On a donc
inf C(|lxz—y|)— sup C(|Jz—y|) > ¢ ( inf -y )—C sup z—yl].
(@) €21 xSupp(p3) ( ) (z,y)€Q2 xSupp (k7)) ( ) (@,y) €21 xSupp(p3) | | (z,y)€Q2 xSupp(p]) | |

Par ailleurs, comme par hypothése on a inf(; y)e, xSupp(u}) [T = Yl > SUP(4 )0, xSupp(uy) [€ — Y|, €t comme la
fonction ( est strictement croissante, on a

C( inf x—y)>§ sup x—yl],
(z,y) €21 xSupp(p7) | | (%,y) €9 xSupp(i1}) | |

et ainsi

inf (v —y|) - sup ((lz—yl) > 0.
(z,y) €Q1 xSupp(p]) (z,y)€Q2 xSupp(u})

Définissons la constante 0 < K = inf(, y)c0, xsupp(u;) (|7 — y|) — SUD(¢,y) €02 X Supp(1]) ¢(lz — yl). Pour tout

v € 15 (21 NDi) on a T(y(0)) = Vo(7(0)) € T(1) C Q. Remarquons que, comme 1y < L%, et que
w (75 (21\Di)) = (mo#w) (21 \Di) = (2 \Di) < 410(21\Di).

Comme 119 < £%, et comme £4(2;\Di)0, on a donc 4(€1\Di) = 0, d’ott w (g ' (€21 \Di)) : ainsi, T'(y(0)) € Qs
pour w-presque tout vy € wal(Ql).

On a donc ¢(|T(7(0)) —=v(1)]) < —K +¢(|7(0) —v(1)]) w-presque tout v € w5 * (). De plus, comme la fonction
(¢ est croissante et convexe, par inégalité de Jensen, on a
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/01 ' (s)ds

() — (D)) = ¢ (

) < <( A 7’(8)|d8) < [ cthisias

CUT((0) = 4(1)]) — / ¢y (5))ds < K + ¢(1(0) / (Y (s))ds < K, (32)

Ainsi

ie. 0 < hp(y) < e <1 pour w-presque tout v € 7 ().
— Les mesures boréliennes définies sur (L»M d.) :
— vp = opw. Remarquons que :

(@) = [ o) = [ o) dst) = [ or@ @) = [ 0r(a) dmote)a)

Slﬂl (I)

< (1) < po($h) < +oo.

v est donc une mesure borélienne finie sur (LM, dy.), et op € L* (LM, w).

— ¢ = [D o (T omy,m)] # (hrvr) = (Lo (T o mg, m)# (hrorw). Comme 0 < hy < e X < 1, on a hror €
Lt (Ld’M , o.)), d’oil le fait que hropw soit également une mesure borélienne finie sur (L4M | d.). Les fonctions
I, my et m étant continues, et la fonction 7' étant borélienne, la fonction I' o (T o mg, 1) est également
borélienne de (LM d..) dans (LM d.,) est également borélienne et la mesure v2¢¢ est donc bien définie
(et finie).

Autrement dit :

| Foan) = [ Faere) e, (3-3)

Ld.M

et

/ F() dudee(y) = / F(F(T(W(O)),v(l)))aT(v)eXp<— / C(Iv’(S)I)ds+C(IT(v(0))—7(1))) duo()
Ld.M LM 0

(3-4)
pour tout F € C.(L%M).
Passons maintenant & la preuve du résultat en question, en procédant en trois points : Nous allons montrer dans les
deux premiers points que uiT = 1 et que ugT < g, et donc que lon a bien wr € Cpr(po, 1), puis dans le troisiéme
point que K(wr) < K(w).
— Premier point : Soit f € C.(R?) et A > 0. On a

f() dpid, () = / Fy())e I3 S ODds gy ()
Rd

Ld.M

= [ @y B O g - [ e 8O0 )
Ld.M Ld.M

+ / Fv(1)) e I S @IDds gdec)
LdM N —

=fomi(7)
[ @@= [ e B O ) dota)

+ / FO(T(4(0)), 7(1))(1))e™ Jo FTGOIAMY Ol . (4) 01 () deo ()
Ld,M
=(fom)(I(T(7(0)),7(1)))

Remarquons que :

— L(7(0),7(1))(0) = ~(0),

— L(v(0),7(1))(1) = (1)

— Iy (0)7())=7() 7(0).
De méme, on a également :

— D(T(3(0)),7(1)(0) = ((0)),
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— DT (7(0)),~(1))(1) = ~(1)
— I(T(~(0)), (1))’= (1) = T(v(0)).

Pour tout y € LM, on a done [ ¢(IT(T(7(0)),¥(1))'(s))ds = [, ¢(Iv(1) = T(v(0)])ds = ¢(|v(1) — T(v(0))])
et ainsi :

e I8 CUDTGO) AW (s (1) = o= CITEO)=1DD g [ <1 ()Dds (LUTGON =AM — o= [ <1 ()

D’ou

[ FEEGO) A @) AT A O yor () dur) = [ Fla e O () ),

=fa Fy(1))e™Jo €D gpgee(y) =Jpans Fy(1)e” 0 €O g (4)

Dl @) = [ 1@ dib@) = [ f@)dna
Le. i, = pu, = .

— Second point : Soit f € CF(RY). On a

Ainsi, pour tout f € C.(R?) :

/ f(@) dyi, () = / F(2(0)) dwor ()
Rd Ld.M

= [, feodst) = [ fadne)+ [ @) e

=fomo ()

=(fomo)(I'(T(7(0)),¥(1)))

- / F((0)) () — / FOO))or(y) dw() + / T 0, A O)hr(Vor(y) del)
Ld,l\/] Ld,]\/f LdM

=T (~(0))

— [ s+ [ fGONa-ora) )+ [ TGO G)r6) de)
L&M\7g " (Q1) 7o (1) o (1) (35)

Rappelons que 0 < hr(y) < e % < 1 pour w-presque tout v € 7y L(Qy) (voir (3-2)). Ainsi, pour w-presque tout
v € my (1), ona pl(y (0)) >0 et

_ T(v(0))) — p° (T (v(0
0 < hr(y)or(y) <e K 20T 2%)(’}’(8))( it ))).
Ainsi

[ e < [ preop2TOO)ATOON 4,
o (1) o (f1)

i ) dp ()
0
= [ gy P ) o) 4y

=e [ f(T(2)) [po(T () - pi,(T(2))] dz

(o5

Comme T#(1q, £4) = 192£d rappelons que d’aprés le lemme B-4, on a bien pg o T, p0 o T € L*(R%, 1o, L) C
L} (R £4) du fait que po, p°, € LY(R?) ¢ L'(RY, 10,L%). De plus, comme f x (pg — p) € LY(R?, 1, L), le
méme lemme B-4 nous permet le changement de variable y = T'(z) suivant :
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| 1@@) [T @) = T @)] da = [ FT@) [po(T(e) = A7) it £
= [ 10 [ = )] [T )
= /R ) [po(y) = pL(v)] dl2a, L (y)

FW) [po(y) = p2 ()] dy.

o
Ainsi,
[ g, SECODRIr o dote) < [T [T ~ AT )] da
=e W) [po(y) — P2 (y)] dy
=" ( F@poly)dy — | F(y)r(y) dy>
Qs Qs

- 67[( ) dpo(y / fly d,uw

On a donc :

[r@ad,@=[ e+ [ e et e+ [ fTGO)EG)r() de)
Rd Ld-M\7y " (Q1) o (Q1) T mo (1)

<[ raO)dem)+ [ HTOO)EG)r6) do)
Ld.M (1)

— [ @ dd@ [ TGO mer) de)
Rd 71'0 (Ql)

< [ r@ad@ e ([ @)~ [ 1w )
Rd Qo Qo

<1

P
[ t@ae+ [ s+ ([ e - [ @ adm)
R\ Qs Q2

Qz QQ

>0 (car wECH (po,p1))

< / 2) dpl (@ W £ () dioly W@)
Rd\QQ Qs

<Jravqy £(@) dpo ()

< / f(@)dpo(x) + [ fy)duo(y)
R4\ Qo Qo

- / F() dpo(2)
R{i

En résumé, on a bien | f(z)dpl, (x / f(x) dpo(z) pour tout f € CF(RY), ie. ud < po.
Rd

Avec le résultat du premier point (& savoir pl, = p1), on a donc bien w € Car(po, p11)-
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— Troisiéme point : Pour finir, montrons que le coit K(wr) de wr est strictement inférieur au coit K(w) de w.

En reprenant la décomposition wy = w + vy — v4 et Péquation (3-5) : on a pour tout f € CFH(R?) et tout
A>0:
<e ¥
o —N =
[r@at,@ = [ saonam- [ e dm+ [ SEE6O)20)0) ko) d)
Rd Ld.M Ld.M LdM
=T(~(0))
d’ou

d,M a,M

x 0 X w -
[ @ad,e < [ s - [

=Jra J(@) dpd, (z)

F((0))or(v) dw(7)+6_K/L ST ((0)))or(v) dw(v)-

En prenant le cas particulier f = 1, on obtient 'inégalité :

—_———
<0

10, (RY) < WO RY) + (75 — 1) / o () du().
Ld,M

/ or(y) dw(y) = / 07(+(0)) deo()
Ld,M

Ld.M

- / br(x) dyd(z)
Rd

= | or(x)p)(x)de
Rd

-/ min{pl (z), po(T(x)) — p(T(x))} da.

Distinguons les deux cas possibles :
— Si p2(z) > po(T(x)) — p2 (T (x)) pour L%-presque tout € Qy, on a p° (z) > po(T(x)) — p° (T(z)), d’out

— w

min{p;, (), po(T(2)) — pi(T(x))} dw > / [00(T'(2)) = p,(T(x))] da

Q Q

- / [po(y) — P2 (u)] dy
Qo

_ /Q poly) dy — /Q P2, (y) dy

= po(Q2) — u(Q2) > 0.
—_——
>0 (par hypothése)

— Sinon, 'l existe O C Q; tel que £¢(0) > 0 et tel que po(T(z)) — p°(T(z)) > p(z) pour L-presque tout
xz€0.

Comme p° (z) > 0 pour L%presque tout x € O C 4, on a / p2(x) dx > 0, d’ott
o

min{pS (2), po(T(x)) — p,(T(x))} do > / A () da > 0.
Q1 O

Au final, pour les deux cas, on a

/L L or ) de() = [ min{el (@), po(T(a)) ~ A (T(@)} da >0

Ainsi,
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10, (RY) < uO(RY) + (7K — 1) / or(y) dw(7) < pO(RY).

Ld.M

<0

ce qui nous permet de conclure : p0_(R?) — pu1 (R?) < p (R?) — 1 (RY), ie. K(wr) < K(w).

=K(wr) =K(w)
On conclut la preuve en posant w’ = wr.

3.2 Preuve de la proposition 3-1

Avant de prouver la proposition 3-1, nous allons montrer quelques résultats intermédiaires.
Lemme 3-1. Soient yo € R? et 1, > 0, et soient x1, 72 € RN\ B(yo, 7). Alors on a

Vy € B(yo,rp), lo1 —yl > o2 —y| & |v2 — 21]* + 2rflwe — 21| — 2(w2 — #1,50 — 71) < 0.

Autrement dit, la boule B(yo,() se trouve entiérement (et strictement) d’un coté de Uhyperplan médian entre x; et
o, st et seulement si

|z — o1 |2 + 2rf |20 — 21| — 2(x9 — 21,90 — 1) < 0.

Preuve : En effet, pour tout y € B(yo, (), on a

2 —y|* — |21 — Y = (22 — 21,20 + 21 — 2y)
= (r2 — w1, 22 — 21 +2(71 — ¥))
= |wy — @1 > + 2(z2 — 21,21 — ¥)
= |zy — 21)* 4 2(z2 — 1,50 — y) — 2(x2 — 71,90 — 1)

. / .
Ainsi, sachant que  max_ (xo — x1,Y0 — y) = ry|z2 — 21|, on a:
y€B(yo,75)

Vy € B(yo,m0), |21 —yl > |z2 —y| & Yy € Blyo,rp), oz —yl> —|z1 —y* <0
& Vy € B(yo, (), |w2 — 1]* + 2(w2 — 21,50 — y) — 2(x2 — 21,90 — 1) <0
& |rg —a1|? + 2rh|we — 21| — 2(29 — 21,0 — 1) < 0.
U

Lemme 3-2. Soit une mesure positive borélienne p non nulle sur R? telle que pu < L£%. Soient yo € R? et ry >0, et
soit 1 € RN\ B(yo,1}). On suppose que pour tout x € R? vérifiant |z — y| > |x — y| pour tout y € B(yo,ry), c'est @
dire, d’apres le lemme 3-1, tel que

|z — x1|* + 2r) |z — 21| — 2(x — 21,90 — 1) <O,
il existe r > 0 tel que p (B(z,r)) =0.

Autrement dit, pour toute image x de x1 par symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan séparant strictement les
ensembles {x1} et B(yo,r(), il existe r > 0 tel que p(B(x,r)) = 0.

Alors p (Usep(y0, 70, 21)) = 0, 0 Usep(yo, 70, 1) = {& € RY, [x1 —y[ > |2 — y| Yy € B(yo, ()}
Preuve : D’aprés le lemme 3-1, on a

Usep(yo, 7, 71) = {x € RY, v — z1|? + 2rf|z — 21| — 2(x — 21,0 — 1) < O}.

L’opérateur = + |z — x1|? + 2rj|x — 21| — 2(x — 21, y0 — x1) étant continu, 'ensemble Us,,(yo, 7, T1) est un ouvert de
R<. Par hypothése, pour tout x € R%, on peut donc choisir r > 0 assez petit pour que B(x,7) C Usep(yo, 74, 21). On a
donc bien p (Usep(yo,7(, 1)) = 0 d’aprés le lemme B-8. Remarquons que si |z — yo| < 7, alors Usep(yo, 76, 1) = 0.

O
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Lemme 3-3. Soient yo € R? et rfy > 0, et soient x1 € R1\B(yo,7}) et 22 € Usep(yo,7h, 1), 0t

Usep(y0,70,21) = {x € R, |o — 21> + 2rf |z — 21| — 2(x — x1,y0 — 1) < 0}.
On pose
Koy ws = |22 — 21]* + 2r) |22 — 21| — 2(22 — 71,0 — 1) <0,

1
k(l? T2
6 (3 +2r) + 2lyo — 1| + 2lyo — a2])) VT

Pour tous 0 < rq,79 < max {— 1} et pour tout y1 € B(yo,r,) et tout

1
O<r’<max{— ki, 20,10, O a :
! 24 (24 1y + |yo — @2| + [z —a])
inf lag — 21| — sup lag — 2| > 0.
(a1,21)€B(w1,m1)x B(y1.m1) (a2,22)€B(wa,m2)x By1,7])

Preuve : Pour tout z € B(y;,r}), on a :

|y — 2|2 — |21 — 2|? = (@2 — @1, 20 + 21 — 22)
= (xg — 21,20 — 21 + 2(x1 — 2))
= |zg — x1 |2 + 2(xy — 21,21 — 2)
= |zy — 21 |* + 2(z2 — 31,90 — 2) — 2(x2 — 1,50 — 1)
= [wg — 1] + 2(z2 — 21,50 — Y1) — 2(w2 — 21, Y0 — T1) + 2(T2 — T2, Y1 — 2)

<l|zg — l’1|2 + 27"(’)|I2 —z1| —2(x2 —x1,y0 — x1) + 2r’1|x2 — 21

=kaey g

= kg, 2o + 27|z — 21

Soit a; € B(x1,71), et soit z1 € B(y1,7]), on a :

la; — z1* = |ay — 21> — 2(ay — 21,21 — 1) + |21 — 21|?

= |a1 *IL’1|2 — 2<a1 — X1, 21 7I1> + |$2 721|2 — (|QZ’2 — Z1|2 — |(131 721|2)

Y

—2r1|21 — 21| = kay oy — 27|72 — 21| + |T2 — 21]2
Soit ap € B(xa,72), et soit z2 € B(y1,7]), on a :
lag — 22|* = |ag — za|* — 2(a2 — @2, 22 — @2) + |v2 — 22|
<124 21|z — To| + |20 — 22)?
=13+ 2ro|zg — @a| — 220 — 21,20 — 21) + |21 — 22]® + |22 — 212

<124 20|z — mo| + 4] |z — 21| F4TR + |20 — 21|
Pour tous 21, 22 € B(y1,7]), on a ainsi :
lag — 21|* — |ag — 22|® > =271 |21 — 21| — 27 |2 — 21| — 75 — 22|20 — Ta| — 4] |T2 — 21| — 47 — Ky 1
> —2ry (7] + 1)+ lyo — 21]) — 4ry w2 — 21| — 75 — 2o () + 75 + Yo — 22|)
- 4T’1 (Tll + TE) + |y0 - 1‘2|) - 47‘/12 - k$17$2

On a —7r3 > —rg, et 7} <1 (donc —4ri2 > —4r}), d’ou

kml>125

| =

—ry =2y (ry 7+ lyo — @2]) = —r2 (34 20 + 2[yo — w2|) > —r2 (3 + 2 + 2[yo — a1| + 2Jyo — w2|) >

ainsi que
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H

=2ry (r} + 7o+ [yo — x1]) = =2r1 (1470 + [yo — 21]) = =11 (3 + 2r( + 2|yo — 21| + 2[yo — x2|) > gml,m,

et également

—_

—Ar — Arf|wy — 1| — 4] () 4 7 + Yo — w2|) = —4r] (247 + yo — w2| + |32 — a1]) > gkwl,wz-

1
On a ainsi |a; — 21]* — |ag — 22|* > —§kx1,xz > 0. D’ou

. 1
inf lay — 21|2 — sup lag — 22\2 > fikth > 0.
(a1,21)€B(z1,71) % B(y1,r1) (as,22)€B(@2,m2) X B(y1,7})

O

Définition 3-1. Pour z € R4, v € RIN\{0}, r > 0 et 0 < A < 1 : on définit l’ensemble ouvert CC(x,v,r,\) de la fagon
sutvante :

CC(I7U7T7 A) = B(:C?T) N {y € Rd7 <'U,y - I> > ‘y - x‘z + A‘y - I'}
Lemme 3-4. Soit une mesure positive borélienne finie p non nulle sur R? telle que p < L. Alors, pour tout o € R?,

tout a > 0 et tout 0 < X < a, il existe x € R? tel que, pour tout v > 0, on ait u (CCO(x,a(xg — ),7,\)) >0

Preuve : Soit 0 < A < 1 et soit X' €]\, a]. Référons-nous a la définition B-8 pour définir 'ensemble CT(xg —
x, N Ja,z,7), pour tout z € R% et tout r > 0 par :

CT(xog —x,N/a,2,r) = B(z,7) N {y € R, (xg —z,y —x) > (N /a)|xo — x| - |y — x|}

D’aprés le lemme B-14, il existe x € R%\{z¢} tel que, pour tout r > 0, on ait u (CT(zo — z,\' /a,z,7)) > 0. Pour un
tel z, et pour tout r > 0, on a r > R, , = min{(\ — X)|zg — z|,r} > 0.

On remarque que CT(xo—x, N /a,z, Ry ) C CC(z,a(xo—x), Ry, A). En effet, pour tout y € CT(a(zo—2x), N, z, Ry ),
ona (N —A)|xg—x| > Ry > |y — x|, et donc

alwo —z,y —x) > Nl|zo — |- |y — x| = (N = N)|xo — 2| - |y — x| + Nzo — 2| - [y — 2| 2 |y — z|* + Aly — .
On a donc p (CC(x,a(xg — x),7,A)) > p(CC(z,a(xg — ), Ry r, A) > p (CT (xo — z, N /a,z, Ry ) > 0.
([l

Preuve de la proposition 3-1 : Pour tout w € Cas(u0, 1), on a en particulier u® < po. La mesure p° est donc
absolument continue par rapport a la mesure p : il existe donc une densité positive f € L}F(Rd, o) (voir le théoréme B-
3 de Radon—Nikodym) tel que = f pio. Quitte a prendre f < Lgypp(uo) f,> 0N peut supposer que Supp,(f) C Supp(uo),

et comme ul < pg, on adonc 0 < f <1 pp-presque partout. Soit f un po-représentant de f, et définissons 1’ensemble
So—1+(f) = {z € R%, f(z) € R\[0,1]} : on a donc g (So—14) = 0.

Posons g = 1ga\s,_,, f : on a alors g g = f pio = pl. En effet, pour tout borélien A C R?,
(o)A = [ @ diofa) = [ a@ o)+ [ 1@, 0, @) dpolo)

_ /A o) dpo(z) + /A @) da(a) = /A o) dpo(x) = (£ o) (A).

=0

Ainsi, quitte a prendre f < g, nous pouvons considérer que 0 < f < 1 pgp-presque partout.

Soit U{ I'ensemble des points = de R ayant un voisinage ouvert U, tel que f(y) € {0, 1} pour ug-presque tout y € U,.
Il est clair que U, C U{y pour tout z € Uy : UL} est donc un ouvert. Montrons que f € {0,1} po-presque partout
sur USY.

Soit (2, )nen une famille dénombrable dense de R (par exemple une indexation de Qd) : la famille d’ouverts (B (mn, 2"“)) (k) NI

est alors une base de voisinages dénombrable de R?. Pour tout = € U}Y?, il existe 7 > 0 tel que B(x,r) C Uy, k € N tel
que 27% < r/2, et n € N tel que x € B(z,,2~%) par densité de la suite (z,,), dans R? : d’ott B(z,,,27%) C B(x,r) C U,.
Ainsi Uy ¢ U B(xn,27%), ot

(n,k)eJ§?
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Jor = {(n,k) € Nx N, 3z € Usy N A5 et 3U, € Voisyy (z) tels que € B(z,,27%) c U nU,},
avec Voisp{ (x) = {Ux voisinage de z tel que pyg (Uw N A7> = O}.

Pour tout p-représentant f de f, on définit I'’ensemble Ar={z € RY, f(z) ¢ {0,1}}. Pour un tel représentant f et
pour tout = € USY, on a g (A?ﬂ U$) =02 D’ou py (A?ﬂ B(zp, 2"“)) = 0 pour tout (n,k) € J7.

Ainsi, du fait que Uy N A? c U [B(xn, 2R N Aﬂ, on a [ (A? N Ué‘f) = 0 par o-additivité de la mesure de
(n,k)eJgP

Lebesgue. Autrement dit, pour po-presque tout x € U[Y, on a f(z) € {0,1}. En repassant a la classe d’équivalence

presque partout, on a donc f € {0,1} uo-presque partout sur U(ﬁblo.

Il est donc clair que R4\Supp(p0) C R\Supp,,(f) C ULY.

On pose alors FHo, = RN\ULY (FHo, est donc fermé). On a donc FFo C Supp,,,(f) C Supp(uo) et Az 2 Fro (voir la

ess ess €ess €ess

définition B-10). Ainsi :
— Si FFo £ (), alors pour tout & € FF0, tout jo-représentant f de f, et tout r > 0, on a g (B(gc, r) N A?) >0

€SS ess?

En effet, soient © € F0, et f un po-représentant de f : s’il existait r > 0 tel que po (B(a:,r) N A7> = 0, alors

€8S
cela signifierait que f (et donc plus généralement sa classe f) est presque partout égale & 0 ou 1 sur B(x,7), et
donc que z € U}y = R4\ Fro.

€ess*

D’aprés le lemme B-18, pour tout x € FXC et tout r > 0, on a donc également pg (B(x,r) N FF,) > 0.

ess €ess

— Ffo =0 < po(F “0) = 0. En effet, supposons que F¥o, # (), alors d’aprés le point précédent, pour tout

€ess €ess P99
x € FFo et tout r > 0, on a po (B(z,r) N FH) > 0 et donc po (FF2) > po (B(z,r) N FH) > 0. La réciproque
est évidente.
Nous allons prouver la proposition par contraposée. Comme la densité f (au sens de la classe d’équivalence d’égalité
po-presque partout) de la mesure p, par rapport a la mesure pg est po-presque partout a image dans {0, 1} sur USY, il
suffit donc de montrer que F*0, = (). Nous allons donc montrer que si FX, # (), alors w n’est pas optimale pour notre
probleme, i.e. qu'il existe une mesure w’ € Car(po, p11) telle que K(w') < K(w) et done w ¢ argming e, (u0,10) (@)
Nous supposerons donc dans la suite du probléme que F*°, # (). Nous allons chercher & appliquer la proposition

€ss
3-2 & une sous-partie 7 de la mesure w.

Soit po un L% représentant de pg, f un L%-représentant de f, et soit E = fpo (qui est donc un L%représentant de
p2)-

£ ——1 ——1 ——1 =1 ——1
Ona Ay ~ f (]0,1]). En effet, f ~(]0,1]) C A7 = (R\{0,1}) (d’ou £~ (]0,1[)\A7 = 0 et AR\ (0,1) =
f71 (R\]0, 1[), et, sachant que 0 < f < 1 L%presque partout, on a L% (?71 (R\]OJ[)) = 0. D'ott A% B f71 (Jo,1[)
(voir la définition B-9 et le lemme B-16).

Pour tout z € {O<a<%} = {O<?%<p70}, on a po(z) > 0, et donc 0 < f(x) < 1, ie. {0<a<%} C

fﬂ (]0,1]). Six € ?71 (]0,1]), et si po(x) > 0, alors = € {0 <l < ,070} Ainsi

F oo {o<pl<m) =7 (o) nm RO LT (01D A ({o}).
7

Or 1o [7 (0, 1) Nt ({0})] = /f O po(z)dz =0, ie. po [f (10,1)\ {0 < pl <75}] = 0 (lemme
PO~
B-17).

Ainsi, du fait que 'on ait également {0 <pb < /To} C fﬂ (]0,1[), on a donc {O <pb < %} R~ ?71 (Jo,1]) R~ Az, d'ot,
d’aprés le lemme B-16, on a

[o<p8 <pt R 7 (0,1) % A (3-7)

Pour tout = € FXo, et pour tout r > 0, on a p? (B(a:,r) ﬂA?) > 0. En effet, supposons qu’il existe x € FHo

r > 0 tel que u? (B(x,r) N A?) =0, c’est a dire / 1A7(y)?(y) duo(y) = 0, autrement dit 1A7(y)f(y) = 0 pour
. B(z,r)
po-presque tout y € B(z,r). Or si 1a_(y)f(y) =0, alors 14_(y) = 0 : en effet, si 'on avait 14_(y) = 1, alors on aurait

y € Az, d’ou f(y) # 0 et donc 1A7(y)f(y) = f(y) # 0. On aurait donc pg (B(:z:,r) N A?> = / 1a;(y) dpo(y) =0,
B(z,r)

)

ce qui impliquerait que z € U} = R¥\FXo,. D’aprés (3-7), on a donc

ess”’

a. Par définition de U{Y.

25



w [71'0_1 (B(:c,r) N {0 <0 < %})} =’ (B(x,r) N {O <p0 < %}) =ud (B(z,r) ﬂf_l (Jo, 1[))
(3-8)
ul (B(cv,r) N A7> > 0,

pour tout z € F¥0 . et pour tout r > 0.

€ess?

Montrons que pour tout xg € FX, il existe Ry > 0 tel que pour tout 0 < ro < Ry il existe yg € Rd\B(xo, Ry) tel que
pour tout rj > 0 on ait

w [mo " (B(xo,m0) N {0 < 0% <75} ) Ny (Blyo, )] > 0. (3-9)

Remarquons tout d’abord que Supp(p1) = Supp(m#w). En effet, on a u; = pl < m#w, dott Supp(p1) C

Supp(m #w). Inversement, on a par définition du support d’une mesure :

0= (RA\Supp(11)) = ply (R“\Supp (1)) = /Ld _ Lravsupp(un) (M (7))e” Jo S ()N ds o ),

d’ott 1ga\gupp(ur) (T1(7))e” Jo < ()] ds dw(w) = 0 pour w-presque tout y € L= et donc 1ga\gupp(uy)(m1(7)) = 0
—_— ——
>0
pour w-presque tout y € LM . par conséquent, on a

0= /Ld,M Lra\Supp(py) (T1(7)) dw(w) = w [77" (R*\Supp(11))] = (m1#w) (RA\Supp(u1)) -

D’ott R\ Supp(p1) C R4\Supp(m#w), i.e. Supp(mi#w) C Supp(u1) et donc Supp(py) = Supp(m #w).
Montrons maintenant la relation (3-9). Soit zg € FFo : comme FFo, C Supp(uo) et comme Supp(ug) N Supp(p1) = 0,

€ess €ess

on a donc xg € R¥N\Supp(p;) = R¥\Supp(m#w), et ainsi, Supp(u1) étant fermé dans R, il existe Ry > 0 tel que
B(wg, Ry) C R\ Supp(m#w), i.e. w (ﬂfl(B(xo,Ro))) =0.

Ainsi, d’apreés (3-8), pour tout 0 < rg < Ry, on a
0<w [ng (B(Jco,ro) N {0 <pb < pTg})] =w [ﬁal (B(xo,ro) N {O <0 < m}) \m ! (B(xo,Ro))]
=w [my " (Blzo,m0) N {0 < 0% <o} ) Nt (RU\B(xo, Ro))| -
Fixons 0 < 79 < Ry, et définissons la mesure positive borélienne A, ., sur R? par

Azo.ro(A) = w 75" (Bwo,m0) N {0 < p0 <75} ) Nyt (A\B(xo, Ro))| -

pour tout borélien A de R%. On a donc
Azomo (RY) =w [m5 ! (B(wo,70) N {0 < pl < 75}) Nyt (RA\B(x0, Ro))] > 0.
La mesure Az, r, est donc non nulle, et ainsi, d’aprés le lemme B-9, il existe yo € R tel que pour tout ry > 0, on ait
0 < Aag,ry (Bwo,75)) = w [ (B(zo,70) N {0 < o0 < 75} ) Ny (Blyo, r)\B(wo, Ro))]

< w[my " (Blao,ro) N {0 < 48 < 75} ) Ny (Blyo,rh))]

De plus, il est clair que yo € R\ B(zg, Ro) : en effet, si 'on avait yo € B(zo, Ro), il existerait rj > 0 tel que
B(yo,ry) C B(zo, Ro) et donc tel que :

/\IO,TU (B(y[),'r(/))) =w [7’(’81 (B((E(],’l"()) N {0 < @ < m}) m’ﬂ';l ((Z))] =0.

Fixons 0 < r{, < 1 suffisamment petit pour que B(zg, ro)NB(yo, ) = O (rappelons que ro < Ry et que yo ¢ B(zo, Ro)),

et définissons la mesure positive borélienne A;; 1,y SUL R? par

Asowooiry(A) =w [m5 " (AN B(zo,r0) N {0 < 08 <76} ) Nyt (Blyo, )] -

pour tout borélien A de R%. On a donc

)‘Ioﬂ‘o,yo,n’] (Rd) =w [ﬂ-O_l (B(.Z‘(),TQ) N {0 < E < %}) N 7Tl_1 (B(y07r(l3))] > )‘ID,TO (B(yo,ré)) > 0.
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La mesure Ay ry 40, €st donc non nulle et finie?, et ainsi, d’aprés le lemme 3-4, il existe x1 € Supp ()‘a:o,ro,yo,r‘é,) C

B(z0,70) tel que pour tout 7 > 0 on ait Ay o yo,r (CC(21,2(yo — 21),7,270)) > 0, ot ensemble Ay, vy 4o, (CC(21,2(yo — 1), 7
est défini & la définition 3-1.

On définit 'ensemble Usep(yo, 7, 1) par :

Usep(yo, 70, 21 = {x € R, |o — 212 4 2rf|x — 21| — 2(x — 21,90 — x1) < 0}.

D’aprés le lemme 3-1 (rappelons que 2r( < 2), on a Usep (o, 74, 21) = {x € RY, |21 —y| > |2 — y| Yy € B(yo,7))}. On
a donc CC(z1,2(yo — 1), 7,2ry) = B(x1,7) N Usep(yo, 74, x1) pour tout r > 0.

On a Supp ()‘zo,ro,yo,rg) N B(yo,rh) € B(zo,m0) N B(yo,rh) = 0, d’ott 1 € RN\ B(yo,r}).

De plus, pour tout 7 > 0, on a

)‘wo,ro,yo,r(’) (Usep(yoar(/%xl)) > Amo,ro,yo,T(’] (B(J?l,’l") N USEP(yOa 7“6,.131)) = )\Io,To,yo,T(/J (CC($1, 2(y0 - $1)7Ta 2T’0)) > 0.

Ainsi, en prenant la contraposée du lemme 3-2, il existe z3 € Usep(yo, 70, 21) tel que pour tout r > 0, on ait
Azo,r0,0,7) (B(z2,r)) > 0 (remarquons que 1 ¢ Usep(yo,7(, 1), done x1 # z3). On a donc z3 € Supp ()\wo)Tmeré) -
B(zo,70), Aot z2 ¢ B(yo, r()-

Ainsi, pour tout 7 > 0, on a

ul (B(xg,rg) N {0 <l < %}) w [7r0_1 (B(mg,rg) N {0 <l < %})]

v

w [Wo_l (B(xz,rz)ﬂB(l’o’TO)m {O<E<%})} (3-10)

v

w [mg " (B(x2,m2) N B(zo,m0) N {0 < p% < 7o} ) Nyt (AN B(yo, 7))
> )‘ID,TOJJOJ[’) (B('r%r?)) > 0.

On montre de méme que

/1’82 (B(.’L‘l,T'l) N {O < E < m}) > )‘Io,To,yo,Té (B(iCl,Tl)) > /”LSJ (B(xhrl) N {0 < E < %}) > )‘zo,ro,yo,ré (B(xhrl))

> /\:l'oﬂ“o,yoﬂ‘{, (CCO(w1,2(y0 — 1), 71, 27‘6) > 0,

(3-11)
pour tout r; > 0.
On pose kg, 2, = |T2 — x1|* 4 21|22 — 21| — 2(x2 — 1,90 — 1) < 0, et on fixe les rayons 1 et rJ tels que ceux-ci
vérifient
0 <ry,7y < M :=max {f L k 1} (3-12)
2 ' 6 (3 +2ry + 2lyo — 71| + 2Jyo — a2|)) )

et suffisamment petits pour que B(x1,71) N B(yo,74) = 0, B(xa,9) N B(yo,ry) = 0 et B(x1,71) N B(x2,79) = 0. On
fixe de plus 71 de telle fagcon a ce que

L:d (B(Il,’f‘l) n {O < E < %}) < Ed (B(l’g,’l”g)) .

En effet, remarquons que comme p? < £9, si pl(A) > 0 alors £L4(A) > 0 (pour tout borélien A). Donc comme
ul (B(xl,rl) N {O < pd < m}) >0et pd (B(q:g,rg) N {O <pY < %}) > 0 pour tous r1,7r2 > 0, on a donc

Ed (B(xl,rl)ﬁ {O <a<p70}) >0
et

e (B(.Z‘Q,’r‘g) N {0 < E < %}) >0

pour tout 7,72 > 0. Par le théoréme de convergence dominée, on peut de plus montrer que les fonctions

m;rHD%B@hmm@<Eg<mD

a. Car Mgy 1o g0, (RY) < w (15 (RY)) = ul(RY) < po(R?) < +o0
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et
hy 7 LY (B(afg, TS))
sont continues sur Ry et que hy(r) — 0 et ho(r) — 0.
r—0 r—0

Ainsi, une fois fixé rJ vérifiant 0 < 79 < M (voir la condition (3-12)), on peut fixer r; suffisamment petit pour que
0<7ry<Met0<hyi(ry) < ha(rf).

On définit la mesure positive borélienne A vy SUL R? par

1,71,Y0,
— —1 0 -1 /
Aavrsoiry(A) = w [m " (B(1,m1) N B(xo,m0) N {0 < o8 < 7o} ) Nyt (AN B(yo, 7)) -
pour tout borélien A de R%. On a donc
dy _ —1 0 _ — -1 /
Azt oy (RY) = w [71'0 (B(xl,rl) N B(xzg,r0) N {0 <pd < po}) Ny (B(yo,ro))]
Aroﬂ’o,yowé (B(xlvrl))

> Azo,rooury, (CO(1,2(yo — 21),7,277))

v

> 0.

La mesure Az, , 4o, €st donc non nulle, et ainsi, d’apres le lemme B-9, il existe y; € RY tel que pour tout 7} > 0, on
ait

0 < Aayrigour, (B(yr,71)) = w [71’51 (B(xl,rl) N B(zo,70) N {0 <pb < %}) Nt (B(y,ry) N B(yo,r(’)))]

(3-13)
< [my! (Blanr) {0 <58 <75}) At (Bl ) 0 Bl )]
On fixe le rayon r} de telle fagon a ce que
0<7r] <M :=max {— : k 1} (3-14)
' ' 242+ 1)+ lyo — 2| + |22 — 1)) P12y |

Pour finir on définit la mesure positive borélienne A sur R? par

/
L1,71,Y1,71

Aevrvgnay (A) = w [m5 " (AN By, m) N {0 <08 <75} ) Nt (B, )] -
pour tout borélien A de R?%. Bien siir, en reprenant la relation (3-13), Az1,r1 1) (Rd) > Aoy raorry, (B(y1,71)) > 01 la
mesure \ s est donc non nulle.

T1,71,Y1,7

On définit I'ensemble Q5" = Supp (g, 7y 0 ) (2 est non vide étant donné que la mesure Ay, ., y, - est non nulle).

Il est clair que Q" C B(z1,71) N {0 <9 < pT)} C B(z1,7r1). De plus

4 (O) = [ (2]

> w [71'61 (Qi”i N B(x1,7r1) N {0 <pb < /To})]
o o (3-15)
> w [y (Q A Bla1,m) 0 {0 <00 <m0} ) Nt (Blys, )]
= >\3/’177'1,y117'/1 (Q’Llnl) > O
Ainsi, comme p, < £4, on a £ (Qi") > 0.
On définit la mesure positive 77" sur L&M ini

par 7 = 177_1(9””)(‘177_1(B(y1 )@ La mesure 7°™" est non nulle : en effet
0 1 1 2T 1

rini (Ld’M) > )\zl,rhyhﬁ (Qllm) = Axl’rl’yl’ri (Rd) > 0.

La mesure marginale associ¢e a 7" en t = 0 est donc également non nulle (car p2,,; (RY) = 7 (L*M)). Montrons
maintenant que pg,;m est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Pour tout borélien A de R?, on a

1oini(A) = w (7T0_1 (AN Qllm) Nt (B(y, 1))
<w(myt (ANQ) (3-16)

=12 (AN QM) = (Loppl)) (A).
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On a donc ,ugm < 191"71 ,ug < po. Comme par ailleurs 1y < ﬁd, on a donc bien ugm < L4, Notons fgim la densité de

,ugim par rapport L%, Soit 521-,”- un représentant de fgmi pour la mesure de Lebesgue. La mesure u?m étant borélienne
sur R (qui est entre autre un espace métrique complet), elle est intérieurement réguliére, i.e. pour tout borélien
ACR?:

Hgm (A) = sup {Mgm (K), K C A, K compact } )

. -1 R
En prenant A = Q{7 N &0 (Ry4), il existe un compact K" C Qi 0 &0 (R44) tel que

Tini Tini

L -1 1 A — 1 o L
Wi (UM NET (Ris)) 2 s () 2 s (O NELL (Ris)) = Salins (47) = (Laguessl) (47)

pg, (47) >0,

d’apreés (3-16) et (3-15). Comme ugmi est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, on a également
L4 (Kfr) > 0. On définit alors le compact €; = Supp (1K1+ £d>. D’aprés le lemme B-15, on a

0 C Kf_ C anz C B(Z‘l,Tl),
L£4(0) = L4 (Kf’), et 3 = Supp (191£d).

Ld’M

, . o . _ _ ini . ~
On définit la mesure positive 7 sur par T = 1wg1(91)mﬁ;1(3(y1m1))w = 177071(91)7 . Bien siir,

12 (RY) = piini ()

= M?_im (Kf_) - /f’f?—?m (Kf\Ql)
—

=0
= M?.im‘ (Kfr) > 0.

En effet, comme £¢ (Kf‘\Ql) =LA (Kf) — L£4(1) =0, et comme ugim < L%, on a bien ,ugm (Kf‘\Ql) =0.

Ainsi, 42, et donc 7, sont deux mesures non nulles, et, ug étant absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue (c’est donc également le cas de p2, car p < p2.,..), on a £4 (1) > 0 (du fait que p2,,., (1) > 0).
Ainsi, pour tout # € Q; C K", on a 1g, ()£, (z) = €%...(z) > 0. Par ailleurs, pour tout borélien A de R?, on a

Fini

HO(A) = (L,000,)7™) (75 ' (A4))
= rini (7r0_1 (AN Ql))
= 1 (AN Q)

0
~ (Lo, %) (4
e pd =1, 4%, = 10,£%,, L% Ainsi, en nommant &, la densité de p? par rapport a la mesure de Lebesgue®, on a
& = 10,8%.,. L au sens de I'égalité L%presque partout, et donc &-(x) > 0 pour L%-presque tout z € Q.
Pour finir sur les propriétés de la mesure 7, remarquons que ’on a

pd (RNQ) =7 (5" (RN\)) = w (m5 " (RN) N ' () Nyt (B(y, 1)) = w(@) =0,
d’ott Supp (ug) C Q4.

Rappelons que notre preuve se base sur 'application de la proposition 3-2 a la mesure 7. Sous les mémes notations
que I’énonceé de cette proposition, nous disposons donc déja d’un compact ; (compact sur lequel nous disposons de
masse disponible) remplissant les conditions de I’énoncé. Il nous reste donc & construire le compact 23 remplissant
avec € les conditions nécessaires a U'application de cette proposition (notamment que le compact 5 doit étre "plus
proche" de la zone de transfert de la masse disponible €24, et doit disposer encore d’un "stock de masse disponible"
sur sa propre zone). Pour cela reprenons les fonctions hy et ho définies plus haut.

Rappelons que 'on a Q; C K;” C Q" C B(zy,71) N {O <0 < %} C B(x1,7m) :

a. Théoréme B-3 de Radon-Nikodym.
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0< £4(0) < 4 (B(xl,rl) n{o<sg <m})

= hi(r1)

< hy(r))

=L (B(a:Q,rS) N {O <9 < m}) )

La fonction hg est continue sur R et ho(r) - 0. Ainsi, en invoquant le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
r—

ry €]0,79[ tel que L (Qy) = ha(ra) = L4 (Q3), oit Oy = B(w2,72). On fixe un tel ro (par exemple la borne supérieure
de tous les rayons inférieurs a rJ pour lesquels hy vérifie 1'égalité).

Par ailleurs, il est clair que 2 = Supp (192 ﬁd). Et on a bien sir, d’aprés la relation (3-10) :
n (220 {0 <08 <po}) = (Blazr2) 1 {0 < 0% <7}) > 0.

Si on avait 10 () = po (Q2), i.e. / (po(z) — p2(x)) dLx) = 0, alors on aurait p2(z) = po(z) pour L%-presque
Qy —— ————
>0

tout x € Qo = B(xa,m2), i.e. L <Qg N {O <E <%}> = 0, dot p? (B(J]Q,’l"z) N {0 < E < /To}) = 0. On a donc
u (Q2) < po (Q2) (i-e. "il existe un stock de masse disponible" sur Q5).

On définit v/_; la mesure cible de transport (sans dissipation) en t = 1 par v]_; = T#7T = m# (17r51(521) T). On a
donc

v, =mF# <1WJI(91) . 1[7751(91)ﬁﬂf1(3(y1,7”1))}w) .

Or on a

177(;1(91) ’ 1[w51(91)m7r;1(3(y1,r1))} = 1w51(91)mw;1(3(y1,r;))7

et ainsi v;_; = mi# (1ﬁ51(91)nﬂ;1(3(y17r1)) w). Ainsi, pour tout borélien A de R?, on a

vz (A) = w ([mg " () Ny (B(yr, )] Nyt (A))
<w (77" (Byr,mh)) Nyt (A))
=w (wfl (B(y1,r) NA)) .

Il est donc clair que pour tout borélien A de R? vérifiant A € R4\ B(y1,7}), on a vj_;(A) = 0, d’ott Supp (vj_;) C
B(yla Ti)

Ainsi, on a

inf la —b|] > inf la — 0]
(a,b)€Q1 xSupp(v]_,) (a,b)€B(z1,r1)x B(y1,7})
et
sup la —b| < sup |a — b.
(a,0) €2 Supp(v]_,) (.)€ B(za,ra) X Bly1,m)

) A : 2 2 LIREN
Or, d’aprés le lemme 3-3, on a 1nf(a7b)emxm la —b|* — SUD (1) Blwgra) x Blyr]) |a —b|* > 0, d’on

2 2
( inf |afb|) - sup la—bl) > inf la — b — sup la — b|?
(a,b)€Q1 xSupp(v{_,) (a,b)€Q2 xSupp(v{_,) (a,b)€Q1 xSupp(v{_,) (a,b)eQ2 xSupp(v{_,)

> inf la — b — sup la — b|?
(a,b)€B(w1,71) X B(y1,m7) (a,b)eB(x2,r2)xB(y1,77)

>0,

et ainsi
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inf la —b| — sup |a —b| > 0. (3-17)
(a,b)€Q1 xSupp(vi_,) (a,b) €22 xSupp(r7_,)

Par ailleurs, comme B(z1,71) N B(xs,79) = 0, et donc Q1 N2y = 0, on a p? (Qy) = 0, du fait, rappelons-le, que
Supp (1) C Q. Ainsi

13 (Q2) = 0 < 2 (D) + 10 (R2) — 1, (Q2) = (1 + o — 1)) (22)
=0
sachant que de maniére générale on a p® < u® + po — ul (et comme par hypothése, on a pg — u® > 0, la mesure
ul + po — ud est également positive).

On a donc une mesure 7, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité £ par rapport a celle-ci,
ainsi que deux compacts ©; et Qo de R?, vérifiant les hypothéses suivantes :

— Onapl <pd+po—pul,ie 7€ Cy (u9+uo —ug,T).

— Q1 = Supp (1Q1£d), Qs = Supp (192£d) et £4(Qy) = L4 () > 0.

— Avec v[_; = m#7,0n a

in la —b] — sup la —b] > 0.
(a,b)€Q1 xSupp(v]_,) (a,b)eQa xSupp(v{_,)
(voir (3-17)).
— &9(z) > 0 pour L%-presque tout x € €.

— 2 (Q2) < (12 + po — ) (Q2).
Ainsi, d’aprés la proposition 3-2, il existe une mesure ™ € Cyy (/f; + po — 12, 7'), c’est & dire une mesure borélienne
positive sur L& vérifiant 10, < pf + po — pd et pl, = ul, et tel que K(7') < K(7).

On définit alors la mesure w’ = 7/ — 7+ w. Remarquons que w — 7 = (1 — 1ﬂ()—1(91)mﬂ;1(3(y17r1)))w > 0. La mesure w’

>0
est donc positive.

Par ailleurs, remarquons que pour toutes mesures boréliennes a et 3 (non signées) sur L4M | et tout A € R, et pour
toute fonction f € C.(R?), on a

/ F(2) A () = / F(3(0)) dla + AB)()
Rd Ld,]bf

- /Ld’M F(7(0)) da(y) + A f(4(0))dB(v)

Ld,IW
= [ J@ )+ [ s aul).

Autrement dit, ,ug_MB =pud + )\M%7 i.e. I'application o — p (qui transforme une mesure non signée sur L% en une
mesure sur R?) est linéaire et positive (au sens out si a > 0, alors p2 > 0). On montre qu’il en est de méme pour
I'application o +— pl. On a donc
— 1 =1y = 1 = p + pd < (4 po — pd) — 12+ pd = po.
My = Mg = M — il =l =
Avec le point précédent, on a donc w’ € Cas (g, f11)-
— p (R = p (R — ud(RY) + pd,(RY) < pul(RY) — 2 (RY) + p,(R?) = pd,(R?). Ainsi

K(&') = gy (RY) = i (RY) < il (RY) — i (RY) = K(w).

Pour conclure : si F¥o # (), alors il existe une mesure w’ € Cas(po,p1) telle que K(w') < K(w’), ie. la mesure w
n’est pas optimale pour notre probléme. Ainsi, par contraposée, si tel est au contraire le cas, c’est a dire si w €

argming e, (uo.un)C(@), alors F1o = 0, i.e. R? = UfY. Autrement dit, si f est une représentante borélienne de la

densité de la mesure p par rapport a la mesure ug, f(z) € {0,1} pour po-presque tout x € R%. On définit alors le
borélien V,, = ?71 {1}).

On a alors pour tout borélien A de R? :
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- [ F@duota) = | oy T ot + /. g Lt ¢ / oy, T 0

=0

=0

_ / F() dppo(w) = po (AN V),
ANV, \:/1-’

ie. p = 1y, po-

4 Consistance du probléme dualisé

Dans cette section nous ferons parfois des hypothéses plus larges sur la fonction de dissipation ¢ que dans les autres
sections (selon les énoncés, ¢ ne sera pas toujours supposée convexe et croissante sur R.). La fonction ¢ sera a minima
supposée continue et positive sur Ry.

4.1 Formulation générale (propriétés (I))

Dans cette sous-section 4.1 la fonction de dissipation ( sera, comme annoncé ci-dessus, supposée continue et positive sur
R+ (a minima, c’est & dire sous-réserve d’hypothéses supplémentaires dans les énoncés). Nous supposerons également

que Caz(po, p1) # 0.
Définition 4-1. On définit le lagrangien L. sur (w, (f,g)) € My (LYM) x [CT(R?) x C(RY)] par :

—IC(w

Le(e, (£:9)) = 0+ [ F@ i)~ [ ) duoa) + [ o) di o) - /Rdg@)dui(y)

= /Lm (1 + f(v(0)) = [1+ g(~(1))]e” o C(|"//(s)\)ds> dw(7) +/ y) dp (y / fx) dpo(x

Rd

Supposons que (w, (f,g)) soit un point selle du lagrangien L. Autrement dit, pour tout (w,(f,g)) € My (L4M) x
[CT(RY) x C(RY)], on a:

Le(w, (f,9)) > ( ,(£,9)) = Le(@, (f,9))-
En particulier, on a L.(2w, (f,9)) > L.(@, (f,9) 2)w, (f,9)) > L.(@, (f,9)), d’ou

f.. (1+?<v<0>>—[1+g< ()] B 'Y () = o,

Par conséquent, pour tout w € M, (Ld’M), on a

/Ld,M (1+70(0) — L+ g ()] o <TODE) duo(y) > / (1+7(0) = L+ ()e Fo <0 D) dzm) = 0.

Ld.M

La derniére relation étant notamment vrai en prenant comme mesure w n’importe quelles mesures de Dirac sur
(LM T (L4M)) (ces mesures de Dirac sont bien éléments de M (L%M)) on obtient que

1+ F(4(0)) = [1 +g(y(1))]e Jo < ()Dds > g

pour tout v € LM ie. 1+ f(z) —[1+7g(y)]e” Jo ¢4y (®)hds > pour tous z,y € R? et tout v € L%M tel que (0) =
et y(1) =y, ie. 1 + f(x) > (1 +max{0,g(y)}) e~ ¢U==¥D autrement dit (f,g) € Dys o, rappelons le (voir le lemme
2-2) :

Dur = {(£.9) € C*(RY) x C(RY), 1+ f(7(0)) — (1 + g(7(1)))e™ o 1= > 0 vy € Lip(RY) }
={(f.9) € CTRY) x C(RY), 1+ f(x) > (1 +max{0,g(y)}) e 1=~V Vo, y eR? | |z —y| < M} .

Pour finir, pour tout (f,g) € CT(R?) x C(RY), on a L.(@, (f,9)) > L(@, (f + .5+ g)), d’oil
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) dpy(x / f(z) dpo(z / 9(y) dpa (y) — /R dg(y)dulw(y)éo

ce qui implique / 9(y) dur (y) —/ g(y) dui(y) = 0 pour tout g € C(RY) (en prenant f = 0), i.e. uo > p°, et
Rd Rd
fx)dpl(z) — / f(z)duo(x) < 0 pour tout f € C*+(RY) (en prenant g = 0), i.e. yy = pl. On a donc :
Rd Rd
@ € Cur(po, ) = {w e My (LMY, po > pdy, i = p} -

De plus, du fait que L.(@, ((1/2)f,7)) < L.(@, (f,9)), on a également / flo) dpl(z / Ff(x) duo(x) > 0 et donc

2) dpid (e /f ) dpio() = 0.

Ainsi, tout point selle (@, (f,g)) € M (Ld M) x [CT(RY) x C(R)] de L, vérifie les propriétés (I) :

Propriétés (I) :
L. @,(f,9)) € Carlpo, 1) X Dt
2. /LdJW (1 +7(7(0)) —[1+3(x(1))le —Jo SV <)) S) dw(y) = 0, autrement dit :

/ (F(x) + 1) dpd(z) = / (@) + 1) dyid(y).
Rd Rd.

2) dpd / F () dpsola

Remarque 4-1. Du fait que (f,g) € D, la seconde propriété peut aussi se reformuler ainsi : pour W-presque tout
TE LM, on a1+ F(3(0)) — [1+g(y(1))]e 5 VO — g,

Inversement, supposons un point (w, (f,g)) de Pespace M, (L) x [CT(R?) x C(R?)] vérifiant les propriétés (I)
ci-dessus. Montrons que (@, (f,g)) est alors un point selle de L.
— Comme (f,g) € D, pour tout v € L4M on a

14 F0(0) 2 (14 max(0,5(3(1)}) e~ O 0D > [14 g (1)) b < b,
d’ott 1+ F(v(0)) — [1 4+ g(y(1))]e Jo SV (£)Dds > 0. Ainsi, pour tout w € M, (LMY on a

/Ld,M (14 F(3(0)) = [1+ Fy(1)]e Jo ' Dds) dwm:/

Ld.M

(1+F(7(0)) = [ +g(v(1)))e™ Jo @D g5,

d’ou Lc(wv (?7 g)) > Lc(wv (?a g))
— Pour tout (f,g) € C*(R?) x C(R?), on a

L@ (£.9) = K@) + [ f@)da /f o) + [ o) = [ at) (v

=0

< K@)
(4-1)
=0

Rd ) dpl (z / f(@) dpo(z / 9(y) dua(y) — /R d?(y)dulw(y)

=K@w)+

\

=L@, (f,9))-

I’ensemble des raisonnements ci-dessus peuvent donc se synthétiser dans la proposition suivante :
Proposition 4-1. Un couple/triplet (w, (f,g)) de Uespace M (L*M) x [CT(RY) x C(R?)] est un point selle
de L. si et seulement si il vérifie les propriétés (I).

Remarque 4-2. Les triplets (w, (f,g)) vérifiant les propriétés (I) forment un ensemble convexe : autrement
dit, l’ensemble des points selles de L. est convexe.
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On rappelle (voir (2-4)) que la fonctionnelle J,,, ,,, : CF(R?) x C(R?) — R est définie par

Jpor (f1 9) :/Rd ) dpa (y / f(x) duo(x

pour tout couple (f,g) € CT(RY) x C(R%).

Lemme 4-1. De fagon générale, si Car(po, 1) #0, on a  inf K >supJ,, -
Cor (posp1) Dy '

Preuve : Supposons que Cps(jo, 1) # 0 et soient w € Cpr(po, 1) et (f,g) € Das. On a donc en particulier

/ FO) dw(y) = [ Fle)dud(x) < / £() dpaolz)
Ld.M Rd Rd

et

o= S (9)Dds gy (my — Lo o
/Cdmlg(V(ln dw () /ng(y)duw(y) jﬁdg(y)du (v)

D’ou
= / (1 —e o C(\v’(s)\)ds> dw(7)
Ld.M

> [ (e B wy s [ seo)ast) - [
<0

+Lﬂ@@mw—ﬁmm%me%‘”5“mm

=0

= [ st it = [ @dute)+ [ (14 F00) = 1+ a0 B TOE) o)

>0

:Juo,ul (f.9)

2 J#Ll,#l (f7 g)a
et ceci pour toute mesure w € Cps(po, p1) et tout couple (f,g) € Das.
O
Lemme 4-2. Si le lagrangien L. admet au moins un point selle (&, (f,9)) (vérifiant donc les propriétés (I) ), alors :
— (f,9) € argmaxJ,, ., -
Dm B
— K(®) =L, (f,9)) = Jpio,m (fvg)

Preuve : En effet, pour tout (f,g) € Dy, on a

Snoan£:9) = [ o) dins) = [ 1) duola

=Lc(@,(f.9))
< [ (0 700) = L g 8 aatr) [ gy dmy / £ (&) dpoa
Ld.M Rd
>0
:Lc(w7(?’§))
< [ (G FOO) =0+ a6)le B ) da)+ [ g dnt) - [ T dut
Ld.M Rd
=0
= Jﬂo,ﬂl (?’ ?)
La relation ci-dessus nous a également montré que L.(@, (f,7)) = Juo. (f,9). Par ailleurs, on a également K(w) =

L.(@, (f,9)) par la relation (4-1).

34



O

Lemme 4-3. Supposons que le lagrangien L. admette un point selle (w, (f,g)) (vérifiant donc les propriétés (I) ), et
soit (f,g) € Dar tel que (f,g) € argmaxJ,; . -
Dm

Alors (w (f 9)) est également un point selle de L.

Preuve : En effet, on a alors J/to,ul(ﬁ 9) = Ju,, m(? g)= max Ju,u(f9).
(f,.9)€EDMm

Yo F0) = [ 30 st~ [ Fla)da(a)

=L (@,(f,9))
< / oy (14 FOO) = L+ G )le B S0TODE) dg(y) + / LW din(y) = [ F@) duo()
- =Jug iy (F.9)
=L (@,(f,9))
< [ (+Ta0) = +g0m)e B4 O%) o)+ [ )it - [ Fe) dut)
- =Jugus (F-)

= JHU,M (?7 ?) = Juo,m (]?7 /g\)
D’ou / (1 + F(7(0)) = [1 + G(v(1))]e” Jo C(W(S)Dds) dw(y) = 0, autrement dit
Ld.M

(Fl@)+ Ddpd(x) = [ @)+ 1) dpl@) (= [ @) +1)dmly)).
Rd Rd Rd

De plus :

dpy ()

= Jra @(@)+1) dpi ()

~

[ F@)diie) = [ (Fw)+1)dud(o) - p2(RY
Rd Rd

= [ @)+ 1 din @) = s RY)
=Jra (W) dp1 (v)— [ra F(=) dpo(x)

_ /R 2) dpn (o /f ) djiolz / 2) dpio() + pu (RY) — p2(RY)

_ / o) din(y /f ) dyuo / 2) dpo ) + i (RY) — p2(RY)

*fpd F(z) dud (=)

= Jra (G(y)+1) dpg(2)

-~

— a — 7$ gx T T
= [ @+ D)~ [ (@ + D@ + [ Fe)dpola)

R

=0

f( ) dpio ().

~

Les propriétés (I) sont donc vérifiées par (w, (f,9)).
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Proposition 4-2. Soit un couple/triplet (@, (f,q)) € Car(to, 1) X Dar. Alors les deuz assertions suivantes sont
équivalentes :
— On a simultanément les propriétés suivantes :
- W€ argmin I,
_ Cu(posp)
- (f,9) € argmax J o uy
Dum

min K = maxJ
Car(po,p1) Dum

— Le couple/triplet (@, (f,g)) est un point selle de L.

Ho,p1 -

Preuve :

— Supposons d’abord que @ € argmin K, (f,7) € argmax Juour €6 min K= max Juo,pn -+ POUr montrer que
Cor (110,111) D Car (po;p1)

(@, (f,3)) est un point selle de L., il suffit de montrer que (, (f,g)) vérifie les propriétés (I). On a

Kw)= min K=maxJ, ., = J#O,M(T,g).
Chr (po,p1) Dm

Ainsi,

0= /LW (1 —e b C(IV'(s)I)ds) dw(y) — </ gy dp(y) — | f(z) duo(m))

R4 Rd

=K(@) =Jug.u1 (F,9)

= (/LdM (1 —e o C(W(s)\)ds> dw(y) —/ gy dm(y) + | Flz) dp%(m)) + (/ F(@)duo(z) — | Fl(z) dug—(x))

Rd R4

/ (1= e Ji < @) dw(,y)f/ F(y(1))e= 5o <<|w’<s>|)dsdw(7)+/
Ld,]\l Rd

Rd Rd

=Jra 5(v) dpa (v) = Jra f(@) dpd, (x)

0 (car (f,9))€EDm)
(v

:/Ld‘M (1 + f((0)) = [1 +g(y(1 ))]e_folc(\v/(s)\)ds>dw(,y)+/ F(w)d [0 — 12 (a),

Rd
>0 >0

d’otr :
| (1 T000) = (L g )er 0 <€) day) <o,

/f [0 — 1)) 1e/f ) dpd(x /f ) dpo(

Le couple/triplet (@, (f,g)) vérifie donc bien les propriétés (I).
— Supposons maintenant que (@, (f,g)) soit un point selle de L. : celui-ci vérifie donc les propriétés (I) et, de plus,
on sait que (f,g) € argmaxJ,, ,, d’aprés le lemme 4-2.

M

Montrons que @ € argmin K. Pour tout w € Cps (g, 1), on a :
Cor (po,H1)
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K(w) = /Ld (1 e B on )

= [ (e B o) = [ gt + [ F) bt

Rd

=Jra 9(y) dul,(y)

(st~ ) [ Tt - 00

=Lc(w,(£,9))

B /Ld,M (14 F6(0) = L+ gl 1))em o <PODE) duy) + (/ 9(y) dp (y) — /R
(,

Rd

/ f(z uoﬂm]()

2 LC(wa (?a ?))

On a donc bien, pour tout w € Cpr(uo, 1),

K:(w) Z Lc(w7 (?7 g)) Z Lc(w7 (?7 g)) = K:(w) (Z Lc(w7 (?7 ?)) = JMO,Ml (?7 g) = max JMO,Hl) 9

ie.we argmin K.
Chs (po,p1)

Corollaire 4-1. Supposons que le lagrangien L. admette un point selle (@, (f
(f.g

w e argmin K et tout couple (f,g) € argmaxJ,, ., le couple/triplet (w
Cn (po,11) Dum

,G)). Alors, pour toute mesure optimale
)) est également un point selle de L.
Preuve : On applique directement la proposition 4-2 : l'existence d’au moins un point selle assure la condition

min K = maxJ .
D Ho,H1
C]u(,u()}y,l) M

O

4.2 Caractérisations des points selles de L. et des solutions du probléme primal en
fonction des solutions du probléme dual

4.2.1 Formulation exponentielle du terme dual

Dans toute cette sous-sous-section 4.2.1, nous supposerons que ¢ : Ry — Ry une fonction positive, convexe et
strictement croissante (donc coercive) telle que ((0) = 0 (donc continue?).

Pour toute fonction f : R? — R, on notera ¢f = (((—f) (inf-convolution de ¢ et —f), i.e. °f est désigne la transformée
c-concave de f pour un cotit défini par c¢(z,y) = ((|y — z|) pour tous z,y € R%.

Soit f : RY — R une fonction continue élément de F (c’est a dire telle que Sf > —oo, voir les définitions A-1 et
-2). On définit alors :
— L’ensemble O¢ f(x) par O f(z) = argmin [((|z — z|) — f(2)].
z€R?
— Le domaine Dom (9, f) de 9, f comme l’ensemble des x € R? tels que 9. f(z) # 0.
Pour plus de précisions, nous renvoyons a la définition A-2 et en général a 'annexe A pour toutes les propriétés de
I'application f — Sf auxquelles nous ferons appel dans ce document.

Lemme 4-4. Supposons que le lagrangien L. admette au moins un point selle (@, (f,9)).

Alors il existe une fonction localement lipschitzienne et positive et bornée o : RT — R vérifiant :
— «a,% € F¢, et méme Dom (9cr) = Dom (9¢‘ar) = R%.

a. En effet, ¢ étant convexe, elle est continue sur Ry avec de plus 0 = {(0) > limy+ ¢ > 0, i.e. 0 = ¢(0) = limy+ .
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— La fonction o est également localement lipschitzienne, positive et bornée.
— La fonction o est un point fize de l'opérateur h — CCh.
— Ona0<In(l1+max{0,9}) <a < —‘a<In(f+1) sursupp(uo)Usupp(u1).

— Le triplet (57 (e‘g‘l —1,e* — 1)) est également un point selle de L.

— f= e=f@ 1 to-presque partout, et g = e* — 1 uq-presque partout.

Preuve : Le couple/triplet (@, (f,7)) étant un point selle de L., celui-ci vérifie donc les propriétés (I). Par hypothése
originelle, les mesures p et uj sont a support compact, et plus précisément Supp(uo) U Supp(u1) C B(a, M/2). 11
existe donc 0 < m < M/2 tel que Supp(po) U Supp(u1) C B(a, m).

— Comme (f,g) € Dyy, il existe d’aprés le point lemme 2-1 un couple de fonctions (fl,gl)) € Do, tel que les

fonctions ?l et g' soient bornées et tels que ﬂB(a’m) = f‘lB(a’m) et G\B(a,m) = §|13(a m)* On a donc

9(y) dua(y) — / F(2) dpuolz)

B(a,m)

noan 79 = |

Rd

) ()~ | Fa)duota) = |

(a,m)

= / 7' (y) du (y) — / T (@) dpio(a)
B(a,m) B(a,m) (4-2)

:/ 7 W) dm(y) — | T (@) dpo(x)
Rd Rd

—1 _
= JMO,#l (f 791)) = r,rDlaXJ,uo,Ml
M

(d’aprés le lemme 4-2), et ainsi, d’apreés le lemme 4-3, le couple/triplet (@, (?1@1)) est également un point selle
de L..

On a donc fl +1>1et 1+ max{0,g'} > 1. Les fonctions hy = In (?1 + 1) et hg =1In (1 + max{(),gl}) sont

donc toutes deux continues, bornées et positives sur R?. De plus, celles-ci vérifient donc la relation suivante :

Va,y € R, he(y) < hy(@) + C(lz = o).

Du fait de cette relation, on a également hy € F.. D’aprés la proposition A-1 (en prenant en hypothése de ce
lemme f < hy, g < hy et en résultat o < h), il existe une fonction o € Cp,(R?) C F localement lipschitzienne,
telle que :

— S € Cy(R?) C Fe soit également localement lipschitzienne,

— « soit le point fixe de I'opérateur h — SSh,

— 0<hy <a< %< hy.

Bien stir, par définition de l'opérateur h ~ h, pour tous z,y € R?, on a ‘a(y) < ((ly — z|) — a(x) don
ea(®) < e W elly=2l) De plus, comme —Sa>a> 0, on a e~ 1 > 0 et donc e =1 + max {O,ega — 1}.

On a donc bien (e‘c“ —1,e* — 1) € Do C Dy

— On a ?1 > | >e* —1>max{0,g'} > g, et donc
1 _ _ 1
g = Jupa (77D = [ T @)~ [ 7 @) duola)
M Rd Rd
< / (ex® — 1) dpa(y) — / (7@ —1) dpuo (=)
R e — R e ——

>g! <F

= Jpom (e 1 eo‘—l) <maxJug us

M
d’ou

aly) _ _ —Ca(z) _ _
0< [ (e = 1) dinf) = [ () <1) duo(e) = ngax T

Ainsi, d’aprés le lemme 4-3, le triplet (w, (e‘Ca —1,e* — 1)) est également un point selle de L.

Pour finir, on a

o< [ [V -1+ [ [ (0 )] ot =0

>0 >0
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dou f = fl =e@_1 [o-presque partout, et § = g = e® — 1 py-presque partout, avec de plus

1

|

0 < In(1+max{0,5(2)}) = In (1 + max{0,7" (x)}) = hy(2) < ‘a(z) < a(x) < hy(x) =In (F +1)

=In(f(z)+1)

pour tout x € supp(po) Usupp(p1) C Bla,m).
— Pour conclure, comme « et ‘o sont continues et bornées, et que la fonction ¢ est continue et coercive (par
hypothéses générales sur cette partie) on a bien Dom (0;cr) = Dom (64404) = R? d’aprés le lemme A-17.

(]

Pour la simplicité des notations, nous allons reformuler le lemme 4-4. Définissons tout d’abord les propriétés (II)
comme il suit : une fonction a : R — R vérifie les propriétés (IT) si elle vérifie les propriété suivantes :

Propriétés (II) :
— « est localement lipschitzienne, positive et bornée (d’ott Dom (0¢c) = R, et donc bien stir v € F¢ ).
— %o = q.
—0<a<-%.

Définition 4-2. Nous définissons Fix¢ (Rd) ’ensemble des fonctions o : R x R — R wérifiant les propriétés (II).
Nous pouvons reformuler le lemme 4-4 ainsi :

Lemme 4-5. Supposons que le lagrangien L. admette au moins un point selle (@, (f,7)).
Alors il existe une fonction a € Fix¢ (R?) telle que :
— Le couple/triplet (w, (e‘ga —1,e* — 1)) est également un point selle de L.
— 0<In(1+max{0,7}) <a < —%a <1In (?—i— 1) sur supp(fo) U supp(pq).
R _
— f=e"* =1 pg-presque partout, et g = e“ — 1 pg-presque partout.

Remarque 4-3. Si (w, (e_ca —1,e* — 1)) est un point selle de L., avec a vérifiant de plus les propriétés (II), il

vérifie donc les propriétés (I), que l'on peut par conséquent reformuler ainsi : un couple/triplet (w, (e*%‘ —1,e* — 1))
est un point selle de L. s’il vérifie les propriétés (I’) suivantes :

Propriétés (I’) :
1. @€ Car(po, p1) et o € Fixe (RY).

2. / (e—ca(y(O)) _ ea(’Y(l))e_ fol C(|7/(5)|)d5) d@('y) =0, autrement dit :
Ld.M
[ @ as@ = [ e,
Rd Rd

. [0 -1) o = [ (0 1)t

Définition 4-3. Définissons l'ensemble Dpipy— par :

Dpigs_ = {(e—% ~1,¢# —1), BeFix (R}

Remarque 4-4. On a Drizr— C Do C Dy, d'ott sup Jyug,puy <sSUpJygpn < supJdyg -

Driz+-— oo D
Remarque 4-5. S’il est immédiat qu’un couple/triplet (@, (e‘c"‘ —1,e* — 1)) vérifiant les propriétés (I’) vérifie
également les propriétés (I) et est donc un point selle de L., la réciproque est plus subtile.

En effet, si le couple/triplet (w, (e‘g‘)‘ —1,e* — 1)) est un point selle de L., alors d’aprés la proposition 4-1, il vérifie

les propriétés (1) : les points 2. et 3. des propriétés (I’) sont alors immédiats. Cependant pour le point 1., si l'on a
bien w € Cpr(to, 1), on ne peut pas affirmer que o € Fixe (Rd). On peut seulement dire d’aprées le lemme -5, qu’il

existe une fonction f € Fix, (Rd) telle que (w, (6*45 —1,ef — 1)) soit un point selle de L., et qui dans ce cas vérifie
donc bien les propriétés (I’), telle que a = B uo-presque partout sur R et a = B pg-presque partout sur RZ.

Lemme 4-6. Soit un couple/triplet (G, (e‘ga —1,e* - 1>) € My (L%M) x [CT(RY) x C(RT)] tel que o € Fix¢ (RY).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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— On a simultanément les propriétés suivantes :
- W€ argmin £,

Car (po;p1)
. (674& —1,e%— 1) € argmax J,, .,
DFict—
min K= max J
Cas(po,p1) Drict— poap
— Le couple/triplet ( w, ( T —1,e* — 1)) est un point selle de L.

Preuve : On a (e‘ga —1,e%— 1) € Drizt— C Doo C Dy (voir la remarque 4-4).

— Supposons que le couple/triplet (Q, (e‘ga —1,e* — 1)) soit un point selle de L.. Alors, d’aprés la proposition
4-2,onaw € argmin K, min K =maxlJ,, ,, et

Cymr (p.(],/,l,l) Cm (HO’/"'I) Dm
_ —Sa «@
r%ax.]m’#l = Juo.un (e =L~ 1) < sup Jpgu < HDIaXJuo fi1s
M DF7,1+7
. N o . .
ie. Jug (e —1,e% — 1) max J“O w =maxJ, ., = min K.
DFict Dy Car(po,p1)
o .
— Inversement supposons que w € argmin I, (e —1,e%— 1) € argmaxJ,, . et min K= max Jug .-
Car (po,p1) DFint— Cr (po,p1) Driw+-
) N : ) [N
D’aprés le lemme 4-1, on a  inf K >supJ,,,,,, d'oi
CM(IJ‘UHLI‘I) D
inf K >supJy,pu, > max Jyu = min K,
Cr (po,p1) Dm DFizt— Cr (po,p1)
. . o
ie. min K= max J,, ., =maxJ, .,et (e —1,e% = 1> € argmaxJ,, ,, = argmaxJHO -
Car (po,p1) Driz+-— Dm Drigt—

Ainsi, d’apreés la proposition 4-2, le couple/triplet (G, (e‘co‘ —1,e*— 1)) est un point selle de L.
O

Remarque 4-6. Pour prolonger la remarque 4-4 : dans le cas général (c’est o dire méme quand il n’existe pas de point
selle au lagrangien L.), on a davantage que Uinégalité sup Jpgu < supJugu, < supJy, - On a en fait toujours

Driz+— o0 M
l’égalité :
SUP  Jpug . = SUP Jpug,py = SUD Jpg pas - (4-3)
DFiwt— Do Du

En effet, en reprenant le raisonnement de la prewve du lemme 4-4, il existe 0 < m < M /2 tel que Supp(uo) U Supp(p1) C
B(a,m) et, pour tout (f,g) € Dus, il eviste donc d’aprés le lemme 2-1 un couple de fonctions (f',g') € Do (les
fonctions f1 et gt sont donc notamment bornées), telles que fiBaym) = f‘lB(a m) €t 9\Bam) = g|1B(a m)r € ainsi
Jiois (fs9) = Juoua (f1,6%). De plus, les fonctions hy = In (?1 +1> et hy = In (1+max{0,§1}) sont continues

bornées et positives sur R? et vérifient la relation :

Va,y € RY, hy(y) < hy(a) +((|lz —y)).
Par la proposition A-1, on peut alors construire une fonction o € Fix, (Rd) (d’ot (e’ca —1,e* — 1) € Dpig+—), telle
que 0 < hy <a < —Sa < hy et donc telle que ft> et 1 >e® —1>max{0,¢'} > g', d'ou

S
Jiioin (F+9) = Jopon (F1:9%) < Jpigun (6 B 1) < sup Jug s

DFriz+—
i.e.
sup Jﬂo’ln S sSup < sup JMO M1 < sup Jl~bo M1
DM DFm:#»f Doc D
d’ot ’égalité (4-3).
Lemme 4-7. Supposons que supp(uo)Nsupp(p1) = 0 et que pg < L4. Soient une mesure w € argmingec, (uou) (@)
et une fonction a € Fix¢ (Rd) (c’est & dire, rappelons-le, vérifiant les propriétés (II) ) telles que le triplet (w ( —‘a —1,e”

soit un point selle de L. (si une telle fonction a existe).

En reprenant la remarque 4-1, le deuxiéme point des propriétés (I) peut se reformuler ainsi : pour w-presque tout
d,M
vy € L% ona

— a(v(0)) = ((r(1) =1(0)]) = a(x(1)),
— ~(t) = (1 = t)v(0) + ty(1), pour tout t € [0,1], i.e. w € Car(o, p1) N My (IntLin) (voir la définition 2-10).
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Preuve : En effet, d’aprés le deuxiéme point des propriétés (I) et la remarque 4-3), on a

/ (e 500) _ M) =¢n =3O 4. (@) (=¢VM=O) _ = J3 & (=) y(y) = .
Ld.M

>0 >0

En reprenant la remarque 4-1, on a donc e~ @(7(0) — ca((1)e=¢(v(M=7O0)) =, je. —Sa(v(0)) = a(y(1)) = ¢(Iv(1) -
~(0)|), pour w-presque tout y € LM

De méme, pour w-presque tout v € L% on a donc e~ ¢(7M=7(0)) _ = Jo (W' (9)hds — g,

Dot ¢(|v(1) fo |)ds = 0 pour w-presque tout v € LM,

Or, du fait que C est convexe et strictement croissante sur Ry, on a (par inégalité de Jensen) :
1
() - ' (1 venad) <c([ entas) < [ e =m0

D’ou ¢(|y(1) — ~v(0)]) = ¢ (/ |7 ()] ds) : comme ( est strictement croissante sur R, donc bijective, on a |y(1) —
0

1
0) = Jo I7'(5))]ds.
Ainsi, pour w-presque tout v (c’est a dire aux chemins v auxquels la mesure w "alloue de la masse"), v est une
interpolation linaire (i.e. v(t) = (1 — t)v(0) 4+ tvy(1)), i.e. w € Cas(po, 1) N My (IntLin).

O

Remarque 4-7. En gardant les mémes hypothéses sur ¢, si o une fonction continue et positive (d’ot o € F¢), la
fonction y +— ((Jz—y|)— a(y) est continue et coercive pour tout x € R? : elle admet donc au moins un minimum global

sur R%, i.e. argmin [((|z — y|) — ‘a(y)] = 0la(z) # O (voir la définition A-3). Autrement dit, dans ces conditions, on
yeRd

a Dom (0ca) = R%.

Si (o.), (eico‘ —1,e* — 1)) un point selle de L., alors, d’aprés le lemme 4-7, pour w-presque tout chemin v € LM (qui
sont donc w-presque tous des interpolations linéaires), on a
— 7(0) € argmin [((1y(1) — y]) = ‘a(y)] = dca(y(1)),

y€ER

— et inversement (1) € argmin [€(7(0) —y) — aly)] = dca(1(0)) (du fait que a(y(0)) = ((|¥(1) = 7(0)]) —
a(y(1)))-

4.2.2 Caractérisation des solutions du probléme primal en fonction des solutions du probléme dual
lorsque ( est strictement convexe et assez réguliére

Dans toute cette sous-sous-section 4.2.2, nous supposerons que ¢ : R — R est une fonction de classe Cl, strictement
convexe telle que ¢(0) = 0 (et donc strictement croissante et coercive).

On définit 'ensemble Dom (V¢ f) des points x € R? en lesquels d; f(x) admet un unique élément, que 'on notera
Vef(z), e Ocf(x) ={Vef(z)} (voir la définition A-3).

Lemme 4-8. Supposons que supp(uo) Nsupp(py) = 0 et que po < L4. Soient une mesure w € argmine, (.. .)K €t

une fonction o € Fixe (Rd) telles que le triplet (G, (e‘co‘ —1,e* — 1)) soit un point selle de L. (si un tel couple (w, )

existe).

Alors Dom (0¢car) = R? et, pour w-presque tout v € L4M

— la fonction ‘o est Fréchet-différentiable en ~(0),

— on a y(0) € Dom (V,a),

— onay(1) =Vea(y(0)), i

— 517(0) € 9ca (v(0)) (Z e. % (7(0)) = —a (4(0))), alors 7(1) = 7(0),
( )

— 5i7(0) ¢ dar (5(0)) (iee. @ (1(0)) # —a (1(0))); alors V.5 (7(0)) # 0 et
([ Vaa (v(0))])
V% (7(0))

Preuve : D’aprés la proposition A-2, on a Dom (O¢a) = R? et la fonction ‘o est Fréchet-différentiable en £%-presque
tout point z € R%. En chacun des points x ol ‘a est Fréchet-différentiable, on a 2 € Dom (Vea), avec :
— Vea(z) =z, si x € Ocalx) (e a(r) = —a(z)),

Vo (v(0)).
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' (|=Vafal@)])

Vealr) =a+ gy (V)
@ (Ve
N |V.la()] \V_x\,(_Z’

siz ¢ Oca(z) (e %a(r) # —a(z)).
Soit A le sous-ensemble de R? des points = pour lesquels ‘o n’est pas différentiable en z, et soit A,, le sous-ensemble
de L%M des chemins 7 pour lesquels Sa n’est pas différentiable en v(0) : on a donc A, = 7y '(A). Comme la fonction
a vérifie les propriétés (II), la fonction ‘o est notamment localement lipschitzienne, et donc Fréchet-différentiable
L% presque partout sur R? (d’aprés le théoréme de 2-2), i.e. £L4(A) = 0. Comme de plus pg < £¢, on a donc également
fo(A) = 0, d’ott g, (A) =0 (car pg, < po). Ainsi,

w(Ay) = w (15" (A)) = (mo#w)(A) = u(A) = 0.

Ainsi, en reprenant le lemme 4-7 et la remarque 4-7, pour w-presque tout chemin v €
{Vca(7(0))}, ce qui permet de conclure la preuve.

LM on a y(1) = dca(y(0)) =

O

On rappelle que lopérateur I' : RY x R — (L4M d) est défini par I'(x,y) = 7, pour tous z,y € R%, ol 7,
représente le chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. v, ,(t) = (1—t)z+ty pour tout t € [0, 1] (voir la définition
2.11).

Lemme 4-9. Supposons que supp(uo)Nsupp(u1) = 0 et que po < L. Soient une mesure w € argmingee,, (uo,u1) (@)
et une fonction a € Fix, (Rd) telles que le triplet (w, (e_go‘ —1,e* — 1)) soit un point selle de L. (si un tel couple
(w, @) existe).

Alors w =T 0o (I,Vea) #ul.

Preuve : D’aprés le lemme 4-7, on a w € My (IntLin) C My (Ld’M), ou My (IntLin) désigne, rappelons-le (voir

la définition 2-10), le sous-ensemble des mesures de M. (L%*) & support dans IntLin (ensemble des interpolations
linéaires).

Or, pour tout chemin v € IntLin, on a v = I'(y(0),7(1)). Ainsi, pour toute fonction continue F sur (L%M d) a
valeur dans R, on a

[ podst) = [ Fe)dety.
Ld,M IntLin

D’aprés le lemme 4-8, pour w-presque tout v € LM | la fonction %o est Fréchet-différentiable en v(0), v(0) € Dom (V¢a)
et v(1) = V¢a (v(0)). Ainsi, pour toute fonction continue F sur (L% d,.) & valeur dans R, on a :

ﬂwmwz/ F (T (1(0),7(1))) deo()

Ld,M IntLin

| FE60).5a(0) deto)
IntLin

[ P00,V (0) dty)

L,

i

/F (2, Vea (2))) dlmode] (z)

d

py)

| P @Y @) di(a).

Rd

(]

Lemme 4-10. Soit une fonction o € Fix, (Rd) et une mesure borélienne finie v sur R & support compact. On définit
la mesure

w=To(,Vea)#v.
Alors, pour tout t € [0,1], on a pul, = (1 — )1+ tVea) # (e~ IVeariDy).
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que d’aprés le lemme 2-9, I'opérateur I' est continu, et que 'opérateur Ve o est
borélien d’aprés le lemme 4-8 : ainsi la mesure w est borélienne sur L4 .

Ensuite, remarquons que 'on a : I'o (z, Vea(x)) (t) = (1 — t)x + tVea(z), ie.
molo(I,Vea)=(1-t)I+tVa,

pour tout x € R? et tout ¢ € [0, 1].

Par ailleurs, par définition de T, on a [I" o (I, Vca)]_l (Ld’M\IntLin) = () : d’ou, pour tout borélien A :

w(A)=v([[o(L,Vea) ™ (4)) =v([[o(I,Vea) " (ANntLin)) = w (AN IntLin),

Ainsi, pour w-presque tout v € L& ona«y : t = (1—1)y(0) +ty(1), dott 7/ = (1) —y(0) = (71 — mo)(7) (rappelons

que la fonction m; — 7y est continue de (L%, d,, dans RY).

Soit t € [0, 1], et soit f € C(R?). On a alors

f(z) dui(x)z/ F(4(8)) e o €U 6)Dds g
R4 Ld.M
= [ fatye B oD )
IntLin
= / f(v@) e~ 1) =70 dw(7)
IntLin
= / f(me()) e~ H{m () —=mo (1)) dw(7)
IntLin
= / f(me()) e~ tC(m(v) =m0 (M) dw(7)
LdM

= /Ld ” f (7Tt (F (y, V(a(y)))) e—tC(lm(F(y,VCa(y)))—wo(F(%vga(y))m du(y)

:/ (1= By + 1V caly)) e S1=Tcal)=uD) gy (),
Ld.M

et ceci pour tout f € C(R?) et tout ¢ € [0, 1].
]

Proposition 4-3. Supposons que supp(po)Nsupp(p1) = 0 et que pg < L. Soient une mesure w € argmin e, (uo 1) (@)
et une fonction a € Fix¢ (Rd) tels que le triplet (w, (efco‘ —1,e*— 1)) soit un point selle de L. (si un tel couple (w, @)
existe).

Alors 2 = lew-1(R__) Ho-

Preuve : Nous allons montrer que —Sa~! (R ) i~ V., (ot 'ensemble V,, est défini par la proposition 3-1).
— Montrons tout d’abord que —Sa™! (R ) /Q V.. Le triplet (w, (e‘g‘)‘ —1,e* — 1)) étant un point selle de L.,
celui-ci vérifie les propriétés (1), notamment :

L (7 = 1) dlo = i) = 0

—_———
>0

dott e~ (@) — 1 = 0, i.e. —a(z) = 0, pour [y — pl]-presque tout = € R Or, les hypothéses de la proposition
4-3 vérifient celles de la proposition 3-1 d’aprés laquelle il existe un borélien V,, de R? tel que ul = 1y o, d’ott
po — 1Y = (1 —1y,) po. Ou formulé autrement :

0= /Rd (7@ = 1) dlpo — ) (w) = /Rd (e7 @ — 1) (1 - 1y, (2)) dpso(x) = / (=@ — 1) dpo(a),

RNV, e
>0

d'ott e~ @) — 1 =0, ie. —%a(x) = 0, pour pg-presque tout x € RNV, i.e. po (=™t (Ryy)\Vi) =0, clest a
dire que
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~a N (Rip) RV, (4-4)
(voir la définition B-10).

— Nous allons ensuite montrer dans les points suivants que V, Tt (Ri4). Soit w € Cpr(po, p11), et soit A un
borélien de R? vérifiant p1(A) = 0. On a ainsi

0= pn() = 1) = [

e R e () :/ 1a(y(1))eJa SV @D gy,
i (A)

Ld.M

>0

ie. La(v(1))e~ Jo ¢ (®)Dds = 0 pour w-presque tout y € LM autrement dit 14(~v(1)) = 0, c’est a dire
7(1) € R4\ A, pour w-presque tout v € LM,

Ainsi, comme bien str p1 (R*\Supp (p1)) = 0, on a y(1) € Supp (p1) pour w-presque tout y € L4,

De méme, on a

w [my " (RN\Supp (10))] = (mo#w) (RX\Supp (10)) = o (R™\Supp (110)) = 0,
i.e. v(0) € Supp (o) pour w-presque tout v € LM,
Ainsi, si de plus supp(po) N supp(pi) = 0, on a alors v(0) # ~(1) pour w-presque tout v € LM ie.

w ((m — )~ ({0})) =0.
— Comme la fonction « vérifie les propriétés (II), on a notamment 0 < a < —C‘a. Ainsi, si %a(z) = 0, on a
également a(x) = 0.

Soit Diff? (‘a) I’ensemble des chemins de v € LM pour lesquels o est Fréchet-différentiable en 4(0). D’aprés
le lemme 4-8, on a Diff® (Sa) & L&M | et ainsi w(A) = w (AN Diffg(ca)) pour tout borélien A de L4M.
Supposons que 7 ' (5™t ({0})) N Diffy, (%a) # 0 et soit v € w5 ' (%™ ({0})) NDiffY, (‘) : on a donc a (y(0)) =

Sa (7(0)) = 0, i.e. v(0) € dca (7(0)). Ainsi, toujours d’aprés le lemme 4-8, on a (1) = v(0). Autrement dit, on
a dans tous les cas (dont celui ot m ' (‘a™t ({0})) N Diffy, (‘a) = 0)

7o' (‘e ({0})) NDiff,(‘e) C (w1 —m0) " ({0})
Ainsi, si supp(po) Nsupp(u1) =0, on a w ((m1 — m)~* ({0})) = 0 (point précédent), et donc

0=w((m —mo) " ({0})) 2w (m " (‘a™ ({0}) NDIffE, (‘@) =w (m5 ' (‘@™ ({0}))) = (S ({0}))
= po (Vo N ({0}))

po (Vu\a™ (R-2)) > 0,

i.e. o (Vi\% ™ (R-_)) = 0. On a donc
Vo, %t (R_). (4-5)

La relation < est une relation d’ordre sur I'ensemble des boréliens. Ainsi, par propriété d’anti-symétrie du fait
des relations (4-4) et (4-5), on a

Vo, R N (R).
(voir la définition B-9). Ainsi, d’aprés le lemme B-17, pour tout borélien A de R?, on a
p(A) = po (ANV,) = po (An%a™ (R_)),
Le. gy = 1y, po = Leg—1(r__) Ho-
|

Proposition 4-4. Supposons que supp(uo)Nsupp(u1) = 0 et que pg < L. Soient une mesure w € argminec, . (uo.u1)K(@)
et une fonction o € Fix¢ (Rd) (i.e. vérifiant les propriétés (II) ), telles que le couple/triplet (57 (e_go‘ —1,e*— 1>>
soit un point selle de L. (si un tel couple (w,«) existe).

Alors on a
—w=TIo (I, VCQ) # (1<a*1(R,,)/J/0)'
— b= (1= +tVea) # (e*tmvw‘*“)14(171(R__)/¢O) pour tout t € [0, 1].
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Preuve : D’aprés le lemme 4-10, on aw =T o (I, V¢a) #ﬂg, et, d’aprés le lemme 4-10, on a

ply = (1= )T+ tVca) # (e~ <0Veay0)

Par ailleurs, d’aprés la proposition 4-3, on a u = lco-1(r__) Mo, ce qui permet de conclure immédiatement les deux
points de la proposition.

O
Proposition 4-5. Supposons que supp(io) Nsupp(p1) = 0 et que py < L. Soient une mesure w € M. (Ld’M) et
une fonction o € Fix, (Rd).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le couple/triplet <w, (e’ca —1,e* — 1)) est un point selle de L.

. . S
2. we argmin £, min K= max J,, ., * et (6 @ —1,e* — 1) € argmaxJ,, ., -
Cymr (/L(],/,Ll) Cm (I"Ovll/l) DFiI*’* DFiac«i»f

8 w=To(L,Vea)# (a1 (r__ o) €t pul, = pa.
4opub = (1= +tVea) # <eft<(|v'¢a7“)1<a_1(R77)u0) pour tout t € [0,1], et pl, = ;.

Preuve : Bien str ’équivalence entre le point 1. et le point 2. est déja établi par le lemme 4-6. Traitons les autres
équivalences :

— 1. = 3. Supposons que (57 (e_go‘ —1,e% — 1)) soit un point selle de L.. Alors, d’aprés le lemme 4-10, on a
w=T0o(I,Vca) #u° . Par ailleurs, d’aprés la proposition 4-3, on a pf = l¢o-1(R__) Ho- Pour finir, Péquivalence
entre le point 1. et le point 2. implique en particulier que w € Cps(jo, p11), et donc pl = p1, ce qui permet de
conclure le point 3.

— 3. = 4. Supposons que w =I'o (I, Vea) # (1<a71(R__)u0). D’aprés le lemme 4-10, on a immédiatement

= (1= 01+ tV¢a) # (e Vet 0).

— 4. = 2. Supposons que g, = (1 —t)[+tV,a)# (67tc(‘v<a71‘)1ca71(R__)/1,0> pour tout ¢t € [0,1], et que l'on
ait ul = p1. On a en particulier

1) = ((1-0)1+0Vea)# (e_OC(lvca_ID1<a71(R__)/i0) =1# (a1 (r__yto) = Leo-1R_ Yo < pro,

et ainsi w € Cas(po, pt1). Par ailleurs, on a pl, = (Vea) # (e_C(|V<O‘_I|)lcafl(RW),uo), et ainsi

/ ea(z)dﬂl(l,):/ ea(z)d/.ti,(x):/ eo‘(vw‘(x))e_C(IVCO‘(I)_f‘)1<a_1(R77)(l‘)d,uo(x)
Rd R4 Rd

=—Sa(x)

_ _ 4-6
- /Rd o (Vea(z)) = ((IVea(n) $|)1<a_1(RW)(x) dyuo () (4-6)
= / e g1y () dpo(x) = / =@ g, (w).
Rd Rd
Remarquons également que 1'on a e~ 1= (e_ca — 1) lep-1(r__y, d'ou
L@ =1) i) = [ (e = 1) sn @ di) = [ (0 1) duoo). (1)
Rd Rd Rd

et ainsi :

a. Voir la définition 4-3.
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(e_Ca(fc) _ 1) dpio ()

o (670 = 1,6 = 1) = /

Rd
= [ (e 1) dubi) = [ (0 1) dido)

_¢
= /Rd @ dpl (z) — /Rd e @ dpg(x) + pl(RY) — pi,(RY)
—_—
—K(w)

(2 = 1) dpr(a) - |

Rd

—_— ——
= fra €= S0 dd, ()

:/ e dpf () - / =@ 4yl (x) + K(w)
R'i

Rd
= K(w).
Or, d’aprés le lemme 4-1, on a inf K > supJ,u,, et d’aprés la remarque 4-5, on a supJ,,,,, >
Cor (1o,41) D D
sup Jy,u,- On peut donc conclure :
DFriz+—
. _¢
K(w)> inf K>supJuy = sup Jugun = Juon (e ¢ —1,e*— 1) = K(w),
Co(posp1) Dy Fizt—
d’ou
¢
K(w)= min K =maxJ = max J =J e” *—1e*—1).
( ) Cat (10,11) Dar 1o, Dpigp— KOs #o,ul( )

O

Remarque 4-8. Sous les mémes hypothéses que la proposition 4-5, si les assertions équivalentes de celle-ci sont
vérifiées, alors

() # argmin K = argmin K.
Car(posp1) Cas (po,p1)NM 4 (IntLin)

Ceci découle en effet immédiatement de la troisiéme assertion de la proposition 4-5, ou encore du lemme 4-7.

Lemme 4-11. Supposons que supp(po) Nsupp(p1) = 0 et que pg < L4, Supposons qu’il existe deur mesures wy,ws €

argminweCM(#o’m)lC(w) et deuz fonctions aq, o € Fixe (Rd) telles que les deux couples/triplets (aTl, (eial —1,e* — 1))

et (@7 <e_ca2 —1,e*? — 1)) soient deux points selles de L.

Alors on a

wi=wy =T0(LVcar)# (L1 yto) =T o (L, Veaz) # (a1 r__ o) (4-8)

(donc notamment unicité de la solution du probléeme primal® sur LM ).

Preuve : D’apreés la proposition 4-5, si (uTl, (e_c‘)‘l -1, e — 1)) et (@7 (e‘c"z -1, e — 1)) sont deux points selles

. gt 1 _¢y? 2 .
de L., alors on a wi,wy € argmin K, (e * —1,e% — 1) , <e ¥ —1,e% — 1) € argmaxJ,, ,, e¢ min K =
Cn (1o m1) Drizt— Ca (o, 1)
max Jy,.., - Alnsi, d’aprés la méme proposition 4-5, on a bien
Drizt— ’

wi =T o(I,Veas) # (1[%2]71(&7}”0) et wp=To(I,Vear)# (1[4(1%]71(&7)#0) .
O

Remarque 4-9. Le lemme 4-11 illustre en fait le phénomene de "croisement des points selles”, que l’on peut formuler
ainst :

Soient deux ensembles E et F, et soit une fonction L : Ex F — R disposant de deuz points selles (u1,p1), (u2,p2) €
E X F, i.e tels que pour tout uw € E et tout p € F', on ait

L(ui,p) < L(ui,pi) < L(u, pi)
pour i € {1,2}. Alors (uy,pa) et (ug,p1) sont également des points selles de L.
En effet, on a L(u1,p1) < L(uz, p1) < L(uz,p2) < L(u1,p2) < L(u1,p1), i.e

a. Définition 2-5.
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L(u1,p1) = L(uz, p1) = L(uz, p2) = L(u, p2).
Ainsi, pour tousu € E etp e F, on a

L(uy,p) < L(u1,p1) = L(u1, p2) = L(uz, p2) < L(u,p2) et L(ug,p) < L(ug, p2) = L(uz,p1) = L(ui,p1) < L(u,p1).

4.3 Existence d’un point selle au lagrangien L.

Dans cette sous-section, on se place sous les hypothéses d’origine : on suppose qu'il existe a € R? tel que

Supp(po) U Supp(p1) C B(a, M/2).

s

4.3.1 Approximation d’indicatrices par des fonctions continues positives & support compact (Théo-
réme de Lusin)

Nous rappelons I’énoncé du théoréme de Lusin dont :

Théoréme 4-1 (Théoréme de Lusin [32]). Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact, et
soit u une mesure de Radon sur X. Soit A un borélien de X tel que p(A) < +oo, et soit f : X — Ry une fonction
borélienne positive sur X, nulle en dehors de A.

Alors il existe une fonction g € C.(X) telle que |g| < supy |f]| et telle que

pn({re X, gx) # f(z)}) <e

On peut trouver la preuve du théoréme de Lusin dans [32] (nous ne la reproduisons pas ici). Cependant, nous souhai-
terions expliciter, par le lemme qui suit, le cas ol nous voudrions approcher, via le théoréme de Lusin, des fonctions
indicatrices de boréliens par des fonctions continues positives & support compact.

Lemme 4-12. Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact. Soit . une mesure de Radon
positive sur X. Soit A un borélien de X tel que u(A) < +o0, et soit f : X — Ry une fonction borélienne positive
sur X, nulle en dehors de A.

Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction g € CH(X) telle que p({z € X, g(x) # f(x)}) < € et telle que 0 < g <
supy | f]-

En corollaire, si de plus supy |f| < 400, il existe une suite (g,)n de fonctions de CF(X) convergeant simplement
u-presque partout vers f et vérifiant 0 < g, < supy |f| pour tout n € N.

Pour prouver le lemme 4-12; nous allons d’abord montrer le petit résultat suivant (tiré également de [31]) :

Lemme 4-13 (Voir [31]). Soit (X, T) un ensemble mesurable non vide, et soit ;i une mesure positive sur (X, X). Soit
(E,) une suite d’ensembles mesurables de (X, T). Pour tout x € X, on définit ’ensemble I(x) = {n €N, x € E,}.

S1 Z w(En) < 400, alors I(x) est fini pour p-presque tout x € X (autrement dit, pour p-presque tout x € X, x

neN
appartient ¢ un nombre fini de E,,).

Preuve : Définissons A = {z € X, Card(I(x)) = +oo} (ou Card(Z) désigne le cardinal d’un sous-ensemble Z de N).
On définit la fonction borélienne positive f : X — Ry U {400} par g = > -\ 1lg,. On remarque que pour tout
z € X, f(x) = Card(I(z)), donx € A & f(x)= +oo.

La suite de fonctions mesurables E 1z, étant croissante et convergeant simplement vers g, on a donc, d’aprés

0<k<n
n

le théoréme de Beppo Levi :

> B =Y /XlEndMZ/X d g, d/ﬁn_>—+>oo/xfdﬂ

0<k<n 0<k<n 0<k<n

d’on / fdu= Z w(Ey) < +oo par passage a la limite, et par conséquent on a nécessairement pu(A) = 0.
X neN
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Preuve du lemme 4-12 : Soit A un borélien de X tel que u(A) < +o0, et soit f : X — R, une fonction borélienne
positive sur X, nulle en dehors de A. D’aprés le théoréme 4-1 (théoréme de Lusin), il existe une fonction gy € C.(X)

telle que g ({z € X, go(x) # f(x)}) < € et telle que |go| < supx |f]-

On définit la fonction g = max{go,0} € C(X). Bien stir, pour tout = € X, si go(z) = f(z), alors go(z) > 0 et donc
g(x) = go(x) = f(z) : autrement dit, en contraposée g(z) # f(x) = go(x) # f(x), i.e.

{reX, glx) # f(x)} C{z € X, go(x) # f(2)},
dou p({z € X, g(z) # f(2)}) < p({z € X, go(x) # f(2)}) <€, avec bien sur g < |go| < supy [f]-

Supposons que 'on ait de plus supy |f| < +oo. D’aprés ce qui précéde, pour tout n € N, il existe une fonction
gn € CH(X) telle que p ({z € X, gn(z) # f(x)}) < 27" et telle que 0 < g, < supy | f|-

Pour tout n € N, on pose B, = {z € X, gr(x) # f(z)}. On a donc Z w(Bp) < Z 27" < +o0. Ainsi, d’apres le

neN neN
lemme 4-13, pour p-presque tout x € X, il existe un nombre fini de n € N pour lesquels on a x € B,,, i.e. il existe

k € N tel que, pour tout n > k, on ait € X\B,, i.e. g,(x) = f(x). La suite (g, ), converge donc bien simplement
p-presque partout vers f.

O

Lemme 4-14. Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact, et soit v est une mesure de Radon
signée et finie sur (X, Top(X)) (i.e. v € M(X)).
Supposons qu’il existe un borélien A de X tel que v(A) > 0. Alors il existe une fonction f € CF(X) telle que
/ fdv>0.

X

Preuve : Comme v € M(X), on a || € M, (X). Soit € > 0. D’aprés le lemme 4-12, il existe une fonction f € C.F(X)
vérifiant 0 < f < 1 telle que, en posant E = {z € X, h(x) # 14(z)}, on ait [v|(E) < e. On a alors

/X fdv= /X 1a(x)dv(z) +/ (f(z) —1a(z)) dv(z) > v(A) — 2e.

X
=u(4) > —2|u|(E)>—2¢

En choisissant € > 0 tel que 0 < 2e < v(A), on a donc bien / fdv>0.
X
(|

4.3.2 Résolution de 1’égalité inf-sup dans le cas d’une allocation non lagrangienne (équivalence des
déplacements en ligne droite)

Dans cette sous-section, nous allons chercher & appliquer le théoréme de Fenchel-Rockafellar. Nous rappelons ici son
énoncé (tiré du livre de F. Brezis [8], vers lequel nous renvoyons pour une preuve fondée sur le théoréme de Hahn-
Banach), ainsi que la définition de la transformée de Legendre généralisée/conjuguée d’une fonction convexe sur un
espace de Banach F :

Définition 4-4. Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé, et soit E' son dual topologique®. Soit une fonction f :
E — RU{+o0} telle que f £ +oo (f n’est pas uniformément égale & +00).

On définit f* : B/ — RU {400} la transformée de Legendre (ou conjuguée) de f, par
[7 (@) = sup (p(z) — f(x))
reEE

pour tout ¢ € F’.

Théoréme 4-2 (Théoréme de Fenchel-Rockafellar [8]). Soit (E, || - |g) un espace vectoriel normé, et soit E' son dual
topologique. Soient f,g : E — RU {400} deux fonctions convexes telles qu’il existe un méme point xg € E pour
lequel f(xg) < 400 et g(xg) < +00. On suppose de plus que la fonction f est continue au voisinage de xg.

Alors les transformes de Legendre f* et g* de respectivement f et g sont bien définies sur E', et :

inf [f(2) +g(x)] = sup [=f" (=¢) = g" ()] = max [~ f* (=) = g" ()] "
T pEE' pe

a. Deéfinition 2-4.
b. Ce théoréme montre donc en outre que, sous ces conditions, il existe maximum (i.e. atteint) pour le probléme dual adjoint, mais pas
forcément de minimum (i.e. atteint) pour le probléme primal.
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Soient B(R?) et B(R? x R?) les tribus boréliennes sur respectivement R? et R? x R? (topologie canonique). Soient par
ailleurs M(R?) et M(R? x R?) les ensembles des mesures de Radon finies signées sur respectivement (R?, B(R?)) et
(R x R%, B(R? x R%)).

Dans toute cette sous-sous-section 4.3.2, la fonction ¢ : Ry — R, sera de nouveau supposée continue et positive sur
R, (sauf hypothéses supplémentaires dans 1’énoncé).

Définition 4-5. On définit la fonction K : C;f (RY) x Cp(RY) — Cp(R? x RY) comme il suit : pour tout couple
(f.9) € CF (RY) x Cy(R?) -
K[(f,9)] : (2,y) — (9(y) + e =D — (f(2) + 1).

Remarquons que comme  est continue et positive (d’ott 0 < e=¢(#=¥D) < 1) 1a fonction K[(f, )] est bien continue et
bornée.

Lemme 4-15. Si la fonction ( est de plus continue, positive et coercive, alors la fonction K est injective.

Preuve : Soient deux couples de fonctions (f1, 1), (f2,92) € C;f (RY) x Cy(RY) tels que K[(f1,91)] = K[(f2,92)], i.e.
pour tous z,y € R, on a

(91(y) + De D — (£ (@) +1) = (g2(y) + Ve =0 — (fo(2) +1).

d’ou (g1(y) — g2(y))e ¢U==¥D = f(z) — fo(x). Si on fixe z € R?, et si on considére une suite (y,),, divergente telle

que |y,| —> oo, alors comme ( est coercive, on a ((|z — y,|) — oo, d'on e~¢Uz=vnl) 5 0. Comme les
n—-+4oo n—-+oo n—-+oo

fonctions g; et g sont bornées, on a alors également (g1(yn) — g2 (yn))e ¢Uz=vnD) " 0, d’ou fi(x) — fa(z) =0 et
n——+0oo
ceci pour tout & € R%, d’ott f; = fo.

On a donc par suite (g1(y) — g2(y))e ¢1==¥D = 0 i.e. g1 (y) — g2(y) = 0 pour tout z,y € R?, d’ott g; = go.
O

Définition 4-6. Dans le cas ou la fonction de dissipation  est continue, positive et coercive, on définit la fonction
A : Cy(R? x RY) — RU {+00} comme il suit : pour tout u € Cy(R? x R?),

Aw) ~Juour (£:9): 0u {(f,9)} = K~ ({u}) siue K (G (RY) x Cy(RY))
u) =
+0o0 sinon (i.e. si K~1({u}) = 0),
Nous supposerons dans toute la suite de cette section que la fonction de dissipation  est continue, positive et coercive.
Lemme 4-16. La fonction A est convere sur Cp(R? x R%).

Preuve : Soient ui,us € K (C;r(Rd) X Cb(Rd)), i.e. pour lesquels il existe deux (uniques) couples (f1,91), (f2,92) €
CF(RY) x Cyp(RY) tels que, pour tous z,y € R%, on ait

ur(w,y) = (g1(y) + Ve W0 — (fi(2) + 1) et ua(z,y) = (g2(y) + Ve D — (fo(a) +1).

Pour tout A € [0,1], on a ainsi

(1= Nua(@,y) + Mua(w,y) = [+ (1= Ng(y) + Aga(y)] e <10 — (14 (1 = N fi(y) + Afa(y))
pour tous z,y € RY, d’ott K ((1 — A)f1 + Afa, (1 — X)g1 + Aga) = (1 — Nug + Aug, et ainsi

A((1 = Ny + Aug) = =T g 0, (L =) f1 +Afo, (1 = N)g1 + Ag2)

- / (1= N fu(@) + Ma(a)) dpo(z) — / (1= N1 () + Ag2(v)) dyus (1)
Rd Rd

— (-3 [ @ diote) = [ o dn] +3] [ f@di - [ o) i)
=—Jpug.uy (f1,91) =—Jug.u1 (f2,92)

= (1 - )\)[_Jﬂﬂvﬂl(flmgl)] + )‘[_Juo,m(fzagz)]
=A(u1) =A(uz2)

= (1= NA(u1) + A (ug).
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Définition 4-7.
— Pour toutes mesures vy, v; € M(R?), on définit I’ensemble ©(vy,v1) comme il suit :

e(l/o,Vl) = {T € M(Rd X Rd), T (A X Rd) > I/()(A), VA € B(Rd), /

RIx B

— Pour toutes mesures vy, vy € My (R?), on définit ’ensemble U (vy, v1) (correspondant G l’ensemble de contraintes
Car(vo,v1) dans notre cadre) comme il suit :

U (v, 1) = {T € ML(R*xR%), 7 (A xR%) <1y(A), VA € B(R?), /

e=Ue=vD) 7 (2, y) = 11 (B), VB € B(Rd)} .
Rix B

— On définit la fonctionnelle d’énergie ® : M(R? x RY) — R (correspondant a l’énergie K dans notre cadre),
comme il suit : pour toute mesure T € M(R? x R%),

@(T):/Rd N [1— e¢U==9D] dr(a,y).

On écrira C,(R? x R?)’ le dual topologique de I'espace de Banach (Cy(R? x R%), |+ [|)-

Remarquons que toute mesure 7 € M(R%xR%), la forme linéaire f — [, ga f(x) d7(z) est bien définie sur Cj(R? x RY)
(du fait que la mesure 7 soit finie) et, pour toute fonction f € Cy(R? x R?), on a

| f@ir)

La forme linéaire f — [pu, pa f(2)d7(2) est donc continue sur (Cy(R? x RY),[ - [ls) et est donc un élément de
Cb(Rd X Rd)/.

< / (@)l dl7|(z) < [7|(R? X RY) || f|oo- (4-9)
R xRd —

<+o0

On définit alors Papplication linéaire L : M(R? x R?) — Cj(R? x R%)’ qui & toute mesure 7 € M(R? x R?) associe
la forme linéaire sur Cy(R? x R?) L(7) : f + [pa, ga f(@)d7(z). Remarquons que L est injective et que pour toute
mesure 7 € M(R? x R%) et toute fonction f € Cy(R? x R?), on a d’aprés (4-9),

/R @ dr(@)

d’ou | L(7)[le; < [7[(R* x RY), ou || - [|¢; désigne la norme d’opérateur subordonnée a || - ||o, c’est & dire la norme

IL(T)(f)] = < 7I(R? < R f o,

dont est muni C,(R? x R?)’ (on pourrait méme montrer que I1L(T)llc; = |7|(R? x R?), mais ce n’est pas nécessaire ici).
Lemme 4-17. Soit A* transformée de Legendre de A sur espace dual de (Cp(R* x R%), |- ||lso). Alors A* o L =
Lo (—po,—p1) — .
Preuve : Soit 7 € M(R? x R%) : on a donc L(7)(u) = / udr pour toute fonction u € Cy(R? x R?).

R4 xRd

— Supposons qu’il existe A € B(R?) tel que 7 (A x R?) < —p(A). Il existe alors une fonction f € C;f (R?) telle
que

/Rdedf( dr(x,y) < /f ) dpaol (4-10)

(en désignant, par abus de notation, également par f la fonction (z,y) — f(z)). En effet, on peut appliquer
le lemme 4-14 a la mesure v = —75 — pg € M(R?), o 74 est la mesure sur R? définie par 74(E) = 7 (E x R?)
pour tout borélien E de R? (on a donc bien 7, € M(R?)). D’aprés ce lemme, il existe une f € C(RY) vérifiant
f <1, et telle que

i@ == [ @@ = [ el

*fRd «rd f(@) dT(z,y)

Fixons donc une telle fonction f : pour tout A > 0, on définit la fonction wy par la fonction uy(z,y) =
K\f,—1) = =(\f(z) + 1) = (=1 4+ 1)e~¢Uz=vD) — (X f(z) + 1) pour tout (z,y) € R x R%. On a alors A(u) =

Jpoun Af, =1) = )\/Rd f(x)dpo(z) + /Rd du (y), et ainsi
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L(T) (u)\) — A(’LL)\) = /Rd na u) dT — A(U)\)

:7/RdXRd(/\f( z) + 1) dr(z,y) / (@) dpo(x / dpa (y)

(- [ s - [ @) dun() - r®<RY - w® s 4,

—+00

>0
d’ott A*(L(1)) = sup [L(7)(u) — A(u)] = sup {/ udr — A(u)} = +o00.
u€C,(RIXRT) u€C,(RIxR?) LJRIxRE

— Supposons qu'il existe B € B(R?) tel que / e~ U=YD (2, 9) # —pu1(B). On peut alors de nouveau appliquer
Rex B

le lemme 4-14 & la mesure v/ définie par v/ (E) = & ( /

—CUz=v) 7(2,y) + ﬂl(E)) pour tout borélien E de
RixE

R?, selon le signe de / e~ CUe=9D 7(2,y) + p1 (B). D’aprés ce lemme, il existe une fonction g € C;F (R?) telle
Rix B

que /R L9y d/(y) > 0.

Ainsi, quitte & inverser le signe de g?, on peut considérer que ’on a

/ g(y)e U= dr(z,y) > —/ 9(y) dpa (y)-
Rd xRd Rd

Alors, choisissant pour tout A\ > 0 la fonction uy(z,y) = K(0,Ag) = (g(y) + 1)e=<Uz=¥D — (0 4 1) pour tout
(z,y) € RT x R%, on a A(u) = J,, 4, (0,Ag) = 7/ 9(y) du1(y), et ainsi
Rd

L(T) (U)\) — A(’U,)\) = /Rd na U dT — A()\u)

:/Rded [(g(y)H)e*cuwp ,1} dT(SE,y)+/ 9(y) dpr (y)

R

([, st = arte)+ [ o) dm)

>0

+/ [e_mx_yl) - 1] dr(z,y)
R4 xR

— o0,
A—+o0
d’ou A*(L(7)) = sup {/ wdr — A(u)} = +o00.
u€C,(R*xR4) LJRIxRd

— Supposons enfin que l'on ait 7 € O(—pg, —p1) (si O(—po, —p1) # 0), ie. pour tout f € C;f (RY) et tout
g € Cp(R?), on a

—C¢(lz—yl) - _
L swe s arey == [ swane) e [ @i == [ @
Alors, pour toute fonction u € K (C;(R?) x Cy(R?)), avec {(f,9)} = K~*({u}), on a

a. On adonc g >0oug<0.
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=_Jp0.u1 (f g)

/de u(z,y)dr(x,y) — /f ) dpo( / (y)dm(y))

—C(lz—yl) _ T T(T — T ol 1
Ll + e (H@)+1)] drte.s) = [ @) duote)+ [ o) dim()

(/Rded Je ¢l dr(a, y)+/Rdg(y)du1(y))

=0

<_ /Rded f(z)dr(z,y) — /Rd f(x) d,uo(x)> + /Rded [e—C(Iw—y\) _ 1] dr(z,y)

<0

+

——d(r)

< —®(7),
A*(L(7)) = uers(léId)XRd) {/Rded wdr — A(u)} < —d(7).

Pour finir, en choisissant u(x,y) = (0 + 1)e=¢I#=vD — (0 + 1) = e=¢U==¥) — 1 pour tout (z,y) € R? x R%, i.e
telle que (0,0) € K(u), on a

/ udr — A(u) = / [efmwfyl) - 1} dr(2,y) = Jpug 4 (0,0) = —0(7),
RdxRd Rd xRd —

d’ou A*(L(7)) = sup {/ wdr — A(u)} = —P(7).
u€C,(R*xR4) LJRIxRd
Dans tous les cas, on a bien A* o L = tg(—pug,—p,) — P

Définition 4-8. Pour tout & € R? et tout m > 0, on définit les ensembles

Yy = {u€ C(R" xR, u(z,y) <0, Yo,y € B(x,m/2)},
et

={ue Cy(R* xRY), u(z,y) =0, Yz,y € B(x,m/2)}.

Lemme 4-18. Soit v}, transformée de Legendre de by~ Sur Vespace dual de (Cp(RY x RY), || - ||lso) (0t a est défini

a 1\4
au début de la sous—sectwn}.

Alors vy = LL (M (B(a,M/2) < B(a M/2))) ot My (B(a,M/2) x B(a,M/2)) désigne par abus de notation le sous

a,M

ensemble des mesures positives de M(R? x RY) a support dans B(a, M/2) x B(a, M/2).

Preuve :
— Soit ¥ € Cyp(R? x RY)". Supposons qu'il existe une fonction u € TS,M telle que ¥(u) # 0. Comme —u € Tg,M7
on peut supposer que ¥(u) > 0 quitte a remplacer par —u. Pour tout A € R, on a Au € Tg,M - T;M, et ainsi

19(/\u)—LT;M(/\u)/\19(u) — o0,

A—+oo
=0
douds (W)= sup  [I(u) — v, (u)] = sup I(u)=+oo.
a,M u€Ch (R xR%) weEY "

a,M

Ainsi, par contraposée, si L*,r; y () =0, alors on a ¥(u) = 0 pour toute fonction u € T27M.
— D’aprés le théoréme 2-1, I'ensemble M(R? x R%), i.e. ’ensemble des mesures de Radon signées et finies sur
R? x RY, muni de la norme de variation totale, est assimilable au dual topologique de Iespace de Banach

(Co(R* x R), || [loo)-
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Or, remarquons que comme Co(R? x R?) C Cy(R? x RY), la restriction de tout élément de Cy(R? x R?)" a
Co(R? x R?) est un élément du dual de Cy(R? x R?), et donc est associée & une mesure élément de M(R? x R%).
Autrement dit, pour tout ¥ € Cp(R? x RY)’| il existe une unique mesure 79 € M(R? x R?) telle que pour tout

u € Cy(R? x RY), on ait ¥(u) = / udry.
R4 xRd

Soit ¥ € Cy(R? x R%) tel que L*T;,ZLI (9) = 0, et soit 79 € M(R? x R?) la mesure associée a 9 au titre du
paragraphe précédent.

Soit € > 0. D’aprés le lemme 2-4 (lemme d’Urysohn), il existe une fonction y € C.(R? x R?) telle que
1B(a’M/2)XB(a7M/2) < X < 1B(a,M/2+€)x B(a,M/2+¢)-Pour toute fonction u € Cy(R? x R?), on a alors (1 — x)u €

Y0, et xu € Co(RY x RY) @ ainsi, 9 ((1 — x)u) = 0 et 9 (yu) = / xudrg, d’ott
' RdxRd

Hu) =9 (1 —x)u) +9 (xu) = / Xudty.

R4 x R4

IN

Soit u € Cp(RxR?). Pour tout n € N*, on considére une fonction x,, € C.(R%xR?) telle que LB (a /3 < Bla 31/3)
Xn < 1B(a,M/242-7)x B(a,M/242-7)- La suite de fonction (x,u), converge donc simplement vers la fonction

Y5 aa/m x Bla i/ avec de plus Ixnu| < |u| pour tout n € N* et /Rd y |u| d|Ty| < +o0 (la mesure |79| étant
X
finie). Ainsi, par convergence dominée, on a

00 = (1= )+ 0 ) = [ xoudro [ i e
=0

ie. d(u) = /Rded Wl g« Blaaiyz 4o = L (1B(Q7M/2)XB(Q7M/2)719) (u), et ceci pour toute fonction u €

Cy(R? x RY), dlon ) = L (1

B(a,JVI/Z)xB(a,M/Q)719>'

Par ailleurs, supposons qu’il existe u € T ,, telle que ¥(u) > 0. Du fait que pour tout A >0onalueX_,,,
on aurait alors

Y(Au) — LT;M(/\U) = M) — oo,

A——+oo
=0
dou - (V) = sup [0(u) — vy, ()] = sup Y(u) = +oo, ce qui contredirait I'hypothése que
a, M UEC[,(RdXRd) UET;)M
- (9)=0.

Ta,}\l

Ainsi, on a /Rd y ulB(a7M/2)XB(a7M/2) dry = Y¥(u) < 0 pour toute fonction u € T, ar; et donc pour toute
X

fonction u € Cy (R? x R?) C Yo Aot Yy, Braas ™ € M+ (R* x R?), ie. 15
M (B(a, M/2) x B(a, M/2)), et ainsi

a.M/2)xBla,M/2) T €

9 € L (M, (Bla, M/2) x B(a, M/2))) .

— Inversement soit 7 € M (B(a, M/2) x B(a, M/2)> Pour toute fonction u € T/, on a

L(T)(u):/ udr = / udr <0,
Rd x R4 JB(a,M/2)xB(a,M/2)

Le. - (L()) = sup [L(7)(u) — v, 5 (u)] < 0. Pour finir, considérant la fonction nulle (qui est bien
@M u€Cy(RIxRE) ’

un élément de T, /), on a L(7)(0) — ¢r, ,,(0) = 0, d’ot

G- (L(r)) = sup  [L(1)(u) = v1, \ (u)] = 0.
@M u€C, (R xRd)

On a donc bien montré que 1. (J) =0 <= J€L (/\/l+(B(a7 M/2) x B(a, M/2))), i.e. que

a,M

- = LL(M+(B(a,1V1/2)XB(a’M/z))).

53



Remarque 4-10. Remarquons que les fonctions by, et LL(M, (B(a,M/2) < B(a, M/2)))’ sont toutes deux homogénes en
plus d’étre des indicatrices d’ensembles convexes : il n’est donc pas incohérent dans ce cas que deux indicatrices soient
conjuguées l'une a 'autre.

Définition 4-9. On définit I’ensemble D}y, suivant :

DIy = {(f, 9) € Ct(RY) x C(RY), 1+ f(z) > (1 + max{0,g(y)}) e 1=V vz y e B(a,M/2)} .

VNo)

Notons que l'on a Do C Dyy C DmM.

Lemme 4-19. S’il existe a € R? tel que Supp(io) U Supp(py) C B(a, M/2) (ce qui correspond, rappelons-le, aux
hypothéses générales de cette sous-section), alors

sup Juo,;n (fa g) = sup JH07M1 (fa g)' (4'11)
(f,9)€DE"y; (f,9)€D

Preuve : Tout d’abord, du fait que Dy, C D’”j/p On a Sup 1 g)eprre, Jon (fr9) > SUP(f,4)eD. J o (. 9)-

a

Soit 0 < m < M/2 tel que Supp(uo) U Supp(p1) € B(a,m) C B(a, M/2). Par ailleurs, pour tout couple (f!,g') €
Diff@p on a (f\lB(a7M/2)>g‘13(a7M/2) € Dge]f/l (voir la définition 2-9) : ainsi, d’aprés le lemme 2-3, il existe un couple
(f2’92) € D, tel que f|23(a,m) = f\lB(mm) et gﬁB(a)m) = gllB(a,m)’ et par conséquent tel que Juo,m(angQ) _
Jon (f1,g1). On a donc bien (4-11).

O

Proposition 4-6. Sous les hypothéses de cette sous-section, & savoir que la fonction de dissipation ¢ est continue,
positive et coercive, on a de fagon générale :

min (I)<T) = sup JHO:NI (f’ g) = sup JHOle (f’ g)’
TEW (po,p1)N My (B(a,M/2)x B(a,M/2)) (f.9)€Dm (f,9)€Doo

en considérant que +oo est une valeur atteignable pour un minimum dans le cas ot on aurait V(uo, p1) = 0 (voir la
remarque 4-11).

Dans le cas contraire, si W(uo, p1) N My (B(a, M/2) x B(a, M/2)) # 0, alors

AGMIN_ ¢ gy 111y (Ba172)x Bla iz 2 (T) 7 0.

Preuve : Nous allons appliquer le théoréme 4-2 (théoréme de Fenchel-Rockafellar) entre Cy(R? x R?) et son dual
Cy(R*xR?)". Prenons le couple (0, —1) € DLy, et soit la fonction ug définie par ug(, y) = (—=1+1)e~<(I==vD —(041) =

—1 pour tous z,y € R? : pour tout r €]0, 1], on a alors By (uo,7) C C, (RTxR%) C T, p- Alnsi, la fonction by

est uniformément nulle sur By (u,r), et donc continue au voisinage de ug. De plus, A(ug) < —Jp, ., (1, —1) < 4-00.
Nous pouvons donc appliquer le théoréme 4-2 de Fenchel-Rockafellar :

inf A - = A (—7) —
uerl(gded)[ () + ey () TeMS(gEde)[ (=7) = ¢} (7)}
(4-12)
= —AN* (=) — & )] .
ety [N D 5, )

D’aprés lemme 4-18, L;;M = Li(My (B(a,M/2) x Bla, M/2)))

. d dy/ * * . . * _
Soit ¥ € Cp(R*xR*)’ tel que A (—19)+LT;M () # 400. On a donc en particulier - () = L (M (Bla M/2) x B(a,M/2)

0,ie. ¥ €L <M+(B(a,M/2) X B(a,M/2))> : il existe donc une unique mesure 7 € M (B(a, M/2) x B(a, M/2))

(L étant injectif), c’est a dire, rappelons-le, une mesure de Radon positive et finie sur R? x R? & support dans
B(a,M/2) x B(a, M/2), telle que ¥ = L(7). Ainsi, d’aprés le lemme 4-17, on a

A (=0) = A (L(=7)) = to(—po,—p1) (=T) = P(=T) = to(~ g, 1) (=T) + B(T),

d’ott notamment tg(—,,,—p,)(—7) = 0. Remarquons que comme 7 € M (RExRY), ona—7€O(—pg,—p1) <= TE
U (o, p1) (voir la définition 4-7 pour ¥(ug, p1)), d’ou

AT (=) + L?;’M (9) = (7) + tw (o) (T) + LM+(B(a,]W/2)><B(a,M/2))(T)

2 inf O(T) + ¢ a1
T€M+(B(a,M/2)><B(a’M/2))[ ( ) ‘I’(Hmﬂl)( )}
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Ainsi, on a

A (=) + e (79)} > inf (D7) + 1w (g ) ()] -

min =
YeC,(RExR4)’ a,M TEM4(B(a,M/2)xB(a,M/2))

Inversement, pour toute mesure 7 € M (B(a, M/2)xB(a, M/2)),on abiensir L(t) € L (M+(B(a,M/2) X B(a,M/Q))),
d'ou ek (L(7)) =0.Sideplus 7 € ¥(uo, p1) (si ¥(po, p1) # My (B(a, M/2)x B(a, M/2))), alors —7 € O(—p, —f1),

T(L,JW
. _ ) s
i.e. te(—pg,—uy)(—7) =0, d’oun

() + 1w (o) (T) = B(T) + to(—pp,—pu) (=7) + 13- (L(7))

a,M

=A*(L(-7))

= A (=L(7)) + 13- (L(7))

a,M

>  min {A*(fﬂ)+fl‘._ (19)},

T 9ECH(RIXR) a,M
d’ont
inf D(1)+1¢ (7)) > min A(=N+E_ (9)].
T€M+(B(a,M/2)><B(a7M/2))[ ( ) Flwors )( )] ﬁecb(Rded)'[ ( ) Ta,M( )
et ainsi
min A (=9) + 5 19}: inf D(7) 4+ )| = inf D.
9E€CH(REXRE)! (=) Ta=M( ) T€M+(B(a,M/2)><B(a,M/2))[ ™) \P(MO’M)( )] U (po,p1)NM4 (B(a,M/2)x B(a,M/2))

Par ailleurs, si minge o, (re xre) {A*(—ﬁ) + (19)} < +00, alors pour tout ¥ € argmingec, (raxray |A*(=0) + L (9)

a,M T

a, M
et 7 € Cp(R? x RY) telle que ¥ = L(7), on a 7 € M (B(a, M/2) x B(a, M/2)), et

® = A=) 5 () = i [A*—ﬁ . ﬁ]: inf ®
(T) + L‘y(uo”ul)(q—) ( ) + LTa,M( ) ﬂGCbr(Iél‘inXRd)' ( ) * LT“vM( ) ‘I’(Mmul)ﬂM+(Bl(ICLl»M/2)XB(aaM/2))

= min P.
U (po,p1)NM4 (B(a,M/2)x B(a,M/2))

En recompilant avec (4-12), et en inversant les signes, on obtient finalement

sup —A(u) — typ- (u)} = inf P = min . (4-13)
u€C,(R?xR?) oM W (po, 1) My (B(a,M/2)x B(a,M/2)) U (po, 1) My (B(a,M/2)x B(a,M/2))

Notons que (4-13) est trivialement valable si mingcc, (rixra) {A*(—ﬁ) +u (9)] = +oo.
a,M

Autrement dit, si ¥(po, p1) MMy (B(a, M/2) x B(a,M/2)) # 0, il existe une mesure 7 € W(uo, 1) "M (B(a, M/2) x
B(a, M/2)) telle que

—o(r) = inf AW+ ()] = sup [~ 0() = L) (7)]
u€CH(RIxR) oM T€M. (B(a,M/2)x B(a,M/2)) e

ie. argminTe‘p(M’HI)QM“B(G’M/Q)XB(a’M/Q))@(T) # () (ce qui conclut en particulier le dernier point du lemme).

pTo

Pour tout couple (f,g) € Doo C D}/, en définissant la fonction u(z,y) = (9(y) + e <¢U==vD) — (f(z) + 1) pour tous
z,y €RY ona (f,g9) = K(u), dott A(u) = —Jpu, (fr9), et u€ Cy (RT x RY) C Y, dott by (u) = 0, et ainsi

Jpoun (fr9) = —A(u) — - (u) < sup [—A(u) — by (u)] ,

a,M uECH(RIXRL) a,M
ie.
sup - Jugun (f,9) < sup [—A(u) = LT—M(U)} . (4-14)
(£,9)€EDoo wEC,(RIxR) a,

Supposons que sup,,ec, (rixrd) |—A(u) — by- (u)} < 400, et soit € > 0 et soit @ € Cy(R? x RY) tel que
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sup —A(u) — by (u)} < —A@) = typ- (u) > sup [—A(u) — Ly (u)] — € < +o0.
wEC, (R4 xR?) @M @M weC, (R4 XR%) @M

Comme A(u) + by= (@) est fini, on a donc nécessairement @ € Y, ,, et K~ '({@}) # 0. On considere le couple
(f,9) = K~'(u) : commew € Y,/ ona (f,g) €Diy, et
A = o (F9) = s [Aw) — g ()] e
u€Cy(RIxR4)
Par conséquent,

sup Juo,m(fa g) > J#o,ﬂl(?a §) > sup [*A(U) — ly-

(fug)GDsT.It] uECb(Rded)

et ceci pour tout € > 0. Ainsi, et du fait de I’égalité 4-11 (lemme 4-19), on a

sup JH07N1 (f’ g) = Sup JN07M1 (fa g) > sup |:_A(u) — Ly
(f,9)€Doo (f,9)€DE Y, u€CH (R xR®)

De ce fait, en combinant avec (4-13) et (4-14), on obtient

SUD T (Fr0) = sup A — i ()] = min & (415)
(f,9)€D u€Cy(R4XRY) @ W (0,1 )NM 1 (B(a,M/2) x B(a,M/2))

Cela vaut aussi pour le cas olt SUp,¢ ¢, (RdxR?) [—A(u) - LT;M(u)} =ming oM, (B2 x Bz 2 = 100, e
si W(uo, 1) N My (B(a, M/2) x B(a, M/2)) = 0.

En effet dans ce cas il existe une suite (u,), de fonctions de Cy(R? x R?) telle que —A(u,,) — by (un) 7, oo
a, n—-+0oo

Dans ce cas A(uy,) + b (un) est finie pour tout 7 € N, d’ott u, € Y, 5, et K~ '({un}) # 0. En posant, pour tout
n €N, (fn,9n) = K (uy,), on obtient bien (f,,g,) € D"y et

Jlt()y/h (fnagn) = *A(Un) = *A(Un) L (Un) — +OO,

a,M n—-4oo

D’ou, toujours du fait de 1’égalité 4-11 :

sup Juo,;u (fag) = sup Juo,ul (f7 g) = +o00.
(f,9)€Doo (£,9)€DI

Pour finir, on sait par la remarque 4-6 que sup s oyep_ Juo.ur (s 9) = SUP(£.1eDy; o (f59)-

]

Remarque 4-11. Remarquons que si ¥ (po, j11) My (B(a, M/2)xB(a, M/2)) = 0, alors A* = +oo, d’ousupp_ Jyug,u, =
supprro Jyug,uy = +oo d’apres (4-12).

Autrement dit :

U(po, 1) #0 <= Sup Dood g,y = Sgp‘]uo,m < 400 == %lp‘]uo,m = %p‘]uo,m < MO(Rd) - Ml(Rd>
M M

oo

(résultat repris dans le corollaire 4-3).

4.3.3 Résolution de I’égalité inf-sup dans le cas lagrangien

Dans toute cette sous-sous-section 4.3.3, ( : Ry — R4 une fonction positive, continue, convexe et strictement
croissante (donc coercive) telle que ((0) =0

Lemme 4-20. Soient X, Y et Z trois ensembles quelconques, et soient deux applications f : X — Z etg : Y — Z.
Alors pour tous sous-ensembles A C X et BCY, on a

(f.9)" (Ax B) = f71(A)ng~"(B).

Preuve : En effet, on a

€ (f,9) " (AxB) & (f(z),9(z)) EAxB s zc f ' (Aetzcg (B & zcf 1 (ANng  (B).
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Lemme 4-21. On considére de nouveau la fonction T' (voir la définition 2-11). On a
— TH#Y (o, 1) = Car (o, p1)NM 4 (IntLin), au sens ot pour toute mesure 7 € V(uo, p11), on a T#1 € Car(po, )N
My (IntLin), et ow pour toute mesure w € Caz(po, p1) "My (IntLin), il existe une unique mesure T € (o, p1)
telle que w = T'#T.

De plus, pour toute mesure 7 € U(ug, p1), on a K(T#1) = &(7).

— (mo, m)# [Car (120, 1) N M (IntLin)] = U (pg, p1), au sens ot pour toute mesure w € Car (o, 1) NM 4 (IntLin)
T € U(uo, 1), on a (m, ™ )H#Hw € W(ug, 1), avec de plus K(w) = ®(1), et ot pour toute mesure 7 € V(ug, 1),
il existe une unique mesure w € Cpr (o, 1) N My (IntLin) telle que 7 = (mo, 1) F#w.

De plus, pour toute mesure w € Cpr(po, 1) N M4 (IntLin), on a @ ((mg, m1)H#w) = L(w).
— De fagon plus générale, pour toute mesure T € M (Rd X Rd), on a (mo,m1)F# (T#7) = 7 et, pour toute mesure
w € My (IntLin), on a T# ((m, m )#w) = w.

— o —

Preuve :
— Soit 7 € W(po,p1) (st U(uo,p1) # 0), et soit w = I'#7r. Comme T est une mesure positive, w l'est donc
également.

Rappelons que pour tout z,y € R? on a I'(z,y) =y —z, mo o ['(z,y) = I'(x,9)(0) = x et m o ['(z,y) =
I'(z,y)(1) = y. Ainsi, pour tout sous-ensemble X de R?, on a (mpol) "1 (X) = X xR% et (m o) 71(X) = RIx X.

De plus, comme I' est 4 image dans IntLin, on a donc, pour tout borélien A € B(L4M) T=1(A) =T ~1(AN
IntLin), et ainsi
w(ld) =1 (I‘*l(A)) =T (I‘*l(A NIntLin)) = w(A N IntLin).

Autrement dit, la mesure w est support dans IntLin, i.e. w € M (IntLin).
— Pour tout A € B(RY), on a

pl(A) = w (7r0_1(A)) =7 (ﬂ()_l(A))) =7 ((mool) " (A)) =7 (Ax Rd) < po(A). (4-16)
— Pour tout B € B(R?), on a

lj’i)(B) = /Ld . 17‘_1—1(3)('}/)6_ fo C(1Y' (s)]) ds dw('y)
1 ’
= /Ld Ny 1W;1(B)(F(x,y))e_ Jo ¢UT(z,y) (s)]) ds dr(z,y)
- /RdXRd Ly (ot (2 )e <17V dr(a,y)

:/ Limory-1(m) (@, y)e <=0 dr (2, y) :/ Traxp(@,y)e "= dr(z,y) = 1 (B).
Rd xRd R4 xR
(4-17)

On a donc bien w € Cpr(po, p1) N My (IntLin), i.e. T# (U (1o, 1)) C Car(po, p1) N M4 (IntLin).

De plus, d’aprés (4-16), on a p2,(R?) = 7 (R* x R?) et d’aprés (4-17), on a pl,(R?) = / e~ SU==vD dr (2, y),
R4 xR4
d’ou

) = (R~ (R =7 (R RY) - [

e=CUs=9) dr (5, ) = / (1= e Um0 dr(a,y) = B(r).
Rdx R4

Rd xRd

— Soit w € Car(po, 1) "My (IntLin) (si Caz(po, p1) # 0, ie. Car(po, 1) N Moy (IntLin) # () d’apreés la proposition
2-1), et soit 7 = (mg, 71 )#w. Comme w est une mesure positive, 7 'est donc également. D’aprés le lemme 4-20,
— Pour tout A € B(R?), et sachant que 77 *(R?) = L%M on a

7 (AxR?) = w ((mo,m1) " (Ax RY)) = w (75 " (A) N7y '(RY)) = w (75 1 (A)) = pd(A) < po(A).  (4-18)

— Pour tout B € B(R?), on a (mo, )"t (R x B) = w5 '(RY) Ny (B) = a7 '(B). De plus, comme w €
—_———

=[ad.M
M (IntLin), on a fol C(1Y'(s)]) ds = ¢(|v(1) — v(0)]) = ¢(|mo(y) — 71 (7)|) pour w-presque tout w € LHM.
Ainsi, pour tout B € B(R%), on a
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1 ’
:/ Limgmr)- 1 (R xc) (1) € Jo ST DA Gy (4-19)
_ri / s s
= [ A @ BT O )
1 (o s
- / e Jo IO duy(y) = (B) = p(B).
m (B)

on a donc bien 7 € ¥(ug, p1), i.e. (mo,m1)# [Car (o, 1) N My (IntLin)] C U (po, f1)-

De plus, d’aprés (4-18), on a 7 (Rd X Rd) = 1 (RY) et d’aprés (4-19), on a / e~ CUz=vD dr(z,y) = pL (RY),
R4 xR
d’on

d(7) = /R N (1= e ¢U==D) dr(z,y) = 7 (R? x RY) f/R e~ U==vD gr(z,y) = O (R?) — pL (R?) = K(w).

dwRd

— Pour finir, pour tout v € IntLin, on a (I o (7, 71)) (7) = I'(7(0),v(1)) = 7 et, pour tout couple (z,y) € R xR,
on a ((mo,m) o) (z,y) = ((z,y)(0),'(z,y)(1)) = (x,y), i.e. T'o (mp,m1) = LintLin €t (1o, m1) 0 I' = Igayga-
Autrement dit, ' est une bijection de R? x R? dans IntLin, de réciproque (g, 7).

Ainsi, pour toute mesure w € M (IntLin), et pour tout borélien A € B(L%M), on a

T# ((mo, m1)#w) (A) = (70, m1)H#Hw (F_l(A)) =w ((770,#1)_1 (F_l(A))) =w ((F o (7T0,7T1)_1(A)) = w(A),

i.e. T# ((m, m1)#w) = w. Or, comme (7, 71)# [Casr (10, 1) N My (IntLin)] € U(uo, pa), si w € Cps (o, p1) N
M (IntLin), on a (mg, m1)#w € ¥(po, p1). On a donce bien T'# (V(uo, 1)) = Car (1o, 1) N M (IntLin).

On peut montrer de méme que pour toute mesure 7 € M, (Rd X Rd), on a (m, m)# (U#7) = 7 : pour tout
borélien X € B (Rd X Rd), on a

(o, m)# (D) (X) = (D7) (0, m1) ™1 (X)) = 7 (07" (w0, m) 71 (X)) =7 (T 0 (m0,m1)) ™' (X)) = 7(X).

De méme, comme I'# (¥ (uo, p1)) C Car(po, p1) N My (IntLin), si 7 € U(ug, 1), alors T#T € Car(po, p1) N
M (IntLin). On a donc bien également (g, w1)# [Car (10, 1) N M4 (IntLin)] = (o, p1)-
Pour finir, remarquons qu’en combinant les deux premiers points on a ¥(ug,p1) # 0 < Car(po, 1) # 0, ie.
U(po,p1) =0 < Car(po, 1) =0 : ce qui rend donc les trois points valables méme si Caz (o, p1) = ¥ (o, p1) = 0.

O

Corollaire 4-2. On suppose que la fonction de dissipation ( est positive, continue et coercive.
— 8i W(uo, 1) # 0, alors argming,,, ,\® # 0 et
T# (argming ,, ) ®) = AXSMine,, (1 1)1 (1ntLin K-

On a donc notamment ) # argming, e, (0.4 )n M. (IntLin) © C (fo, 1)
— 8i Cy(po, pa) # 0, alors argming,, (0w )nM (ntLim K 7 0 et

(o, 1) (ArgMine,, 1y )M (tntLin) ) = ATgMING (1, -

On a donc notamment () # argming ., ., ® C ¥(po, p1)-
— Dans U'un ou Uautre des cas précédents (qui sont de fait équivalents), on a de plus

min = min K= min
U (p0,1) Car(po,p1) Cnm (po;p1)NM 4 (IntLin)
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Preuve : Traitons le premier point : supposons que W( g, £41) soit non vide. Alors d’aprés la proposition 4-6 (rappelons
que ¢ est supposée positive, continue et coercive), on a argming . .,)® # 0. Soit 7 € argming,,,,.,)® : on a alors
T#7 € Cpr(po, p1) N My (IntLin) d’apres le lemme 4-21 (en particulier, on a Cps (0, 1) N My (IntLin) # (), et

min & = &(7) = K(T#7) > inf K. (4-20)

W (po,p1) Cnt (po,p1)NM 4 (IntLin)

Soit € > 0 soit une mesure w € Cas(to, p1) N M (IntLin) telle que

inf K<Kw) < inf K+e.
C]\{(}Lo,#l)ﬂM+(IntLin) ij(ug,ul)ﬁM+(IntLin)
Toujours d’apres le lemme 4-21, on a (7o, 71)#w € VU (uo, 1) et ainsi, d’apres (4-20)
inf K+e>Kw)=((mg,m1)#w) > min & = &(7) = K(T#7).
Car (10,1) VM (IntLin) (@) = 2 ((mo,m)#w) 2 min, | (r) = K(T#r)
Autrement dit, on a infe,, (4, u1)nM, (IntLin) K + € > K(T'#7), et ceci pour tout € > 0, d’ou

min & = K(T'#7) = inf K= min
W (ko,p1) Cm (po,p1)NMy (IntLin) Car (0,01 )N My (IntLin)

Le. I'#fr € argming, (.0 )N, (ntLin)/C, €t ceci pour tout 7 € argming , .,)®, dou I'# (argmin\y(ﬂmm)@) C
argminCM(uo,ul)ﬂM+(IntLin) .

Pour finir, soit w € argming , (.., )n M, (IntLin) K @ d’apres le lemme 4-21, il existe une unique mesure 7 € W(uo, y11)
telle que w = I'#7, et ainsi

min ¢ = min K(w) = K(T#71) = &(7),
U (po,11) Cnm (po,p1)NM 4 (IntLin) @) (T#7) ™

d’ou 7 € argming y®. On a donc bien

HosH1

T (argming () ) = Argming,, (0 )t (e K- (4-21)

Par ailleurs, d’aprés le la proposition 2-1, argming, (.10 41 )" (IntLin) X C argming, 0,1k, d’on

min ®= min K= min
W (o,p1) Cr (po,p1) Car (po,p1 )NM 4 (IntLin)

Le second point : si Cas(po, 1) # 0, alors argming, (0 1 )nm, (ntLinyC 7 @ d’aprés la proposition 2-1. D’apreés le
lemme 4-21, on a (o, m1)# [Car (10, 1) N My (IntLin)] = ¥ (pg, p1), done (g, p1) # @ : on peut alors se ramener au
premier point. D’apres ce dernier, argming,,, ,,)® # ) et on a la relation (4-21).

Par ailleurs, toujours d’aprés le lemme 4-21, on sait que pour toute mesure 7 € M (Rd X Rd), on a (mg, m )# (T#7) =
7, i.e. (mo,m)# (T#X) = X pour tout sous-ensemble X de M (R x R%). En reprenant la relation 4-21, on a

argming . ,,,)® = (mo, m1)# (I‘# (argminq,(uo’m)cb)) = (mp, m)# (argminCM(#07H1)0M+(IntLin)lC) .

a
Corollaire 4-3. On suppose que la fonction de dissipation ¢ est positive, continue et coercive. Alors
min K =supJ .
Chs (po,p1) ]\5) Hoat
Dans le cas particulier ot Cpr(po, 1) =0, on a supp,, Juo,un = +00. Plus généralement,
Crr(pto, 1) # 0 = supJpgpy < +00 < supJy,u, < +00 <= SUpJyu, =SupJye ., < NO(Rd) _Ml(Rd)~
Dy Do Deo Dm
(4-22)

Preuve : D’aprés la proposition 4-6, on a

min O =supJuyus
@ (po,p1)NMy (B(a,M/2)x B(a,M/2)) Dum

et d’aprés le corollaire 4-2, si Cas(po, 1) # 0, alors argming, (o, /K # 0, argming,, . ® # 0 et

min &= min K< R%) — R%).
U (po,p1) Cor (posp1) < #o(RY) — (R

Par ailleurs, d’aprés le lemme 4-1, on a inf K >supJ,, ,,, dou
Car (po,p1) Dm
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supJyy, < min K= min &< min Q= supJyg,u s

D Cnm (po,p1) U (po,p1) U (10,11 )NMy (B(a,M/2)x B(a,M/2)) D
i.e.
min K= min &= min D =supJyyu-
Car (po,p1) U (po,p1) U (po,u1)NM 1 (B(a,M/2) % B(a,M/2)) Dy

Inversement, si Cps(po, 1) = 0, alors W(ug, 1) # O (car si ce n’était pas le cas, Cpr(po, 1) serait non vide d’apres le
lemme 4-21). D’aprés la proposition 4-6 et la remarque 4-11, on a alors supp,, J,0,., = +00. En résumé :

— si Car(po, 1) # 0, alors supp,, g, = Mming,, (uo.un) K < pio(RY) — 1 (RY),

— i Cou(juo, i) # B, alors Suppy Jye e, = +00,
Le. si supp,, Jyugu < +00 est fini, alors forcément Cas(po, 1) # 0, et donc supp,, Jpuo < po(R?) — p1(R?), d'out la
relation d’équivalence (4-22).

O

Remarque 4-12. La preuve du corollaire 4-3 montre en outre que si W(uo,p1) # O ou Car(po, p1) # 0 (ce qui est
équivalent d’apres le corollaire 4-2, alors argminqj(uo w1 M. (B(aM/2)xB(a M/Q))CD (et

ANy, (M, (Bla,M)2) x Blahy2) P C Argminy (4, ) P

4.3.4 Existence d’un maximum de J sur D), et finalisation de la preuve d’existence d’un point

selle du lagrangien L.

Ho,H1
Pour finir, montrons que (sous les conditions de cette sections) J,, ,, admet bien un maximum sur Dj; (et plus
précisément sur Do, ).

Définition 4-10. Soit X un sous-ensemble de RY. On définit I’ensemble suivant (ot R = RU {—00, +oc}) :

Cond¢(X,R) ={(f.9), f,9 : X —.,R, Va,y € X, g(z) < f(y) +{(|l= —y|)} .

Lemme 4-22. Soit X un sous-ensemble de R%, et soit {(fi,gi)ier} une famille d’éléments de Cond(X,R) indexée
sur un ensemble I quelconque. Alors

(inf fi,inf gi) € Cond¢(X,R) et (sup fi,sup gi) € Cond¢(X,R).
iel” " iel iel © el
Preuve : Pour tous z,y € X, on a:

— infier gi(z) < gj(x) < f(y) + ¢(|lz — yl), pour tout j € I, d’ott infies gi(z) — ((|x — y|) < inficr fi(y).
— De méme, sup;c; fi(y) > f;(y) > g;(z)+{(|z—y|), pour tout j € I, dott sup,c; fi(y) —((|Jz—y|) > sup;c; gi(x).

O

Corollaire 4-4. Soit X un sous-ensemble de R?, et soit {(fn, gn)nen} une suite d’éléments de Cond¢(X,R). Alors

<lim inf fn,ligj_nf gn) € Cond¢(X,R) et (lim sup fr, lim sup gn) € Cond¢(X,R).

n—r+0oo n—+00 n——+o0o

Preuve : Application directe du lemme 4-22.

Définition 4-11. On définit [’ensemble suivant :

CondC(RdvR-‘r) = {(fvg) € C+(Rd)27 V.T,y € Xv g(I) < f(y) +<(|x - y|)} :

Définition 4-12. Soita € R%, et soit m > 0. On définit l’ensemble Condgzglmst(Rd) des couples (o, ) € Cond¢(R%,Ry)
pour lesquels il existe une constante réelle K(«) > 0 telle que

— a(z) < K(a) pour tout x € B(a,m),

— a(x) = K(a) et B(z) =0 pour tout x € R¥\ B(a,m).

On définit également I’ensemble DL = Do, N C, (RY)2.
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Lemme 4-23. Soit ¢ : Ry — Ry. Soit a € R?, soient m,m’, M € R tels que 0 < 2m < 2m/ < M, et tels que
Supp (ko) U Supp(p1) C B(a, m).

Alors pour tout couple (o, 8) € Cond¢(R%, Ry), il existe un couple (6, ﬁ) € Cond™"™ (R?) tel que

¢,const

To,m (ea_ 1’65 - 1) = Juom (ea - I,EB — 1) .

Plus précisément, en reprenant les notations de la définition 4-12, on a

K(a)ln(eC(M) sup |e°‘1|+1>.
B(a,m’)

Preuve : On a bien sir eCondc(R'Re) _ 1 — DI au sens ol (e“ —1,ef — 1) € DI pour tout couple (o,f) €

Cond,(R%,R4 ), et inversement, pour tout (f,g) € DL, on a (In(f +1),In(g + 1)) € Cond¢(R% R).
Soit (a, B) € Cond¢(R%,R) : et posons (fa,gﬁ) = (eo‘ —1,ef — 1) € DY, C Dyy. D’apres le lemme 2-3 et son corollaire
2-1 il existe un couple (fT‘, gfﬂ) € DL tel que :
o _ fa B _ B
o LIB(a,m) = fiB(am) €6 9°|B@m) = 9|B(a,m)- o o
— fe et gB sont toutes deux constantes sur R%\ B(a,m’), avec de plus et g8(z) = 0 et fo(z) = e<(M) SUP Gy 1]
pour tout # € R¥\ B(a, m’).
— Pour tout = € B(a,m'), on a f(z) < e¢M) supm\fﬂ.
— ¢ >0 du fait que g# > 0).
On pose alors @ = In (f7+ 1) et 3=1In (gﬂ + 1). On a ainsi, en posant K = In (eC(M) supmﬁﬂ + 1) :

— a(x) < K pour tout x € B(a,m’).
— B(x) =0 et @(z) = K pour tout = € R¥\ B(a,m’).

(045) € CondC(Rd, R.), et donc (67 E) € Condz :?mst(Rd) d’aprés les trois points précédents et la définition
4-12.

— Pour finir, du fait que fo |B(a,m) = f|B(a m) €t g° |B(a,m) = ng(a ) ON A

J#o“ul (ea_ Leﬁ_ 1) ,uo 51 (f gﬁ> ‘]#0 5% (fa’gﬂ) = J#o,m (ea - 1’eﬂ - 1) :

d

Remarque 4-13. On aurait bien sir pu refaire la preuve du lemme 2-3 et poser directement B = xB et @ =
xa+ (1 = x)K ot x € C.(R?) est une fonction telle que loi—s Blam) < X < 1p(a,my2) (qui eviste d’apres le lemme
2-1), mais cela nous aurait contraint & re-détailler les cas (szmzlazres) une seconde fois. Nous avons donc fait le choix
de repartir du résultat du lemme 2-3 méme si & premiére vue cette forme ne semble pas optimale.

On a donc, pour 0 < 2m < 2m’ < M tels que Supp(po) U Supp(u1) C B(a,m) :

sup J o (eJXB —1,e¥ — 1) = sup B (eo‘/ —1,¢% — 1) . (4-23)
(,8)€Cond¢ (R%,R) (a/,8)ECOoNAE T (RY)

Lemme 4-24. Soit ( : Ry — Ry une fonction continue, positive et coercive telle que ((0) = 0 et telle que {(s) > 0
si s > 0. Soit E un sous-ensemble de R? et soit 3 € C; (R?) telle que B(x) = 0 pour tout x € R\ E.

Alors, pour tout x € E, on a 0:f(x) C E.

Preuve : Comme ( est continue et coercive, et que /3 est continue et bornée, on a Dom (0¢3) = R, Soit x € E. Pour
tout y € 9:B(x), on a

0 < B(z) = Blz) — ((lz — ]) < sup [B(2) = ((Jz — 2])] = =B(x) = By) — ¢(|ly — =]).

z€R4

Soit y € 0:f(x) : sil'on avait y ¢ E, on aurait alors 5(y) =0 et |y — x| > 0, d’ou {(|y — z|) > 0 et ainsi

Blx) < —B(x) = Bly) — ((ly — ) <0,
=0 >0

ce qui contredirait la positivité de 3.
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Lemme 4-25. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, continue, positive et coercive telle que ((0) =0 et telle que
¢(s) >0 si s> 0. Soita€Re, soit m >0 et soit 3 € Cy(RY) telle que B(x) = 0 pour tout x € R4\ B(a, m).

Alors, pour tout x,y € B(a,m), on a |<6(x) — Cﬁ(y)‘ <sup( (B((), 2m)>.
Preuve : Comme ¢ est continue et coercive, et que § est continue et bornée, on a Dom (9;8) = R<. De plus la
continuité de ¢ assure que sup ( (B(O, 2m)) est bien fini.

Solent z,y € B(0,2m). Soit z, € O:6(z). D’aprés le lemme 4-24, on a donc z, € B(a,m), et donc |z, —y| <
|z —a| + |a — y| < 2m. Ainsi, on a

Bly) — B(x) < (2o —yl) = B(z2) — (|22 — z]) = B(2))
><B(y) =$B(x)

= ((lzz = yl) = (|22 — z)
>0

= (|2 — yl) < sup¢ (B(0,2m)) < +oc.

On montre de méme que 3(z) — B(y) < sup¢ (B(O7 2m)>.

Définition 4-13. Soit ¢ : R, — Ry. Soit a € R, soit R > 0. On définit ’ensemble
Cond;'*(RY) = {(a, B) € Cond¢(R*,R), 08 < a < G(R)}.
ot G(R) =1n (eC(R) 5w ¢(BO.R)) 1‘ + 1)

Lemme 4-26. Soit { : R — Ry une fonction positive, continue, coercive, strictement croissante telle que ((0) = 0.
Supposons que Car (o, p11) # 0. Soit a € RY, soient m, M € R tels que 0 < 2m < M, et tels que Supp(uo) U Supp(p1) C
B(a,m).

a,M/2
¢,const

Alors pour tout couple (a, 3) € Cond¢ (R, Ry), il existe un couple (@, 3) € Condy’ s M (R N Cond™ (R?) tel que

Touma (ea_ 1763_ 1> > Juom (ea — 1,66 — 1) .

Preuve : Soit m’ € R tel que 0 < 2m < 2m’ < M. Soit (a, 8) € Cond¢(R?,Ry). D’aprés le lemme 4-23, il existe un
couple (a',Bt) € Cond®™ (R?) tel que

¢,const

Tuo.m (6041 - 1’6B1 - 1) = Jpo.m (ea - 1,66 - 1) :

On a donc notamment infra a! = inf al, et ainsi, par continuité de o', celle-ci admet un minimum global sur

B(a,m’)
B(a,m’), i.e. argmingaa’ N B(a,m’) # 0.

Soit ¢ = minga a! > 0. On pose a? = a! — c et 82 = max{0, 3! — ¢}. D’aprés le lemme 4-22, et du fait (a?,0) €
Cond¢(R%,R;) (a? étant positive) on a toujours (2,5%) € CondC(Rd R.) (avec toujours 62( ) = 0 pour tout
z € R)\B(a,m’)), et donc (a?, %) € Condy’ il (R%) avec mings o = 0 et toujours argmingaa? N B(a,m’) # 0.

(,const

On a alors l'inégalité :

gt a1
JHO,#1 y e” duy — y duo
/ emax{(‘ B }dl-j/l / eal d/fLO
R4 R4

— e (/ emax{(),ﬁl—c} d//’fl _ / eal—c d/”'0> (4—24)
R4 Rd

=e° (/ e duy — / e d,uo)
R4 R4

2 2
_ ,C @ B
=e“Juo (e , € )
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Or, d’apres le corollaire 4-3 (qui s’applique sous les hypothéses de ce lemme), on a

min K =supJ,, u,-
Car (po,p1) Do

Soit w € argming,, (., .,)K (rappelons que I'énoncé du lemme suppose que Car(po, 1) # 0). Pour tout (o', ') €
Cond,(R%,R;), on a donc (ea/ —1,ef — 1) € Dy et ainsi

Tnowr (€2 =17 = 1) =Ty (¢ ”) = i1 (RY) + po(RY) < pd,(RY) — pua (RY),
N— —
=K(w)
d'oit g, (€267 ) < pl(RT) = o (RY) < 0.

2

2 2 2
c c « B « B el
Dans notre cas, comme e > 1, on a alors e°J,, ,, (e e ) < Juon (e , € ) <0, et ainsi

1 1 2 2
JMO»IM (ea ’eﬁ > S J.umm (ea aeﬁ )a
du fait de l'inégalité (4-24), i.e.
Juoun (€ = 1,67 —1) > Ty (e —1,6% —1).

On pose alors o® = —% et 8% = 2. On a alors

0< B2 < o <o’ (4-25)
=p2 =—B

Rappelons en effet que comme (a?, %) € Cond¢(R%,R4), on a 8%(y) — ((|z —y|) < a?(z) pour tout z,y € R%, et ainsi,
pour tout z € RY,

0 < f%(z) = () = ¢(Jz — z]) < sup [*(y) — ¢(|z — y])] < a®(2).

y€ER4

=—B2(x)
Du fait de I'inégalité (4-25), on a :
— o (¢ =167 = 1) 20y (e =167 - 1).
— minge @® = minge & = 0 et ) # argmingaa® N B(a, m’) C argmingaa® N B(a, m').
Soit x¢ € argmingsa® N B(a, m’), vérifiant donc o = —32%(x¢) = 0. Du fait de 'hypothése de stricte croissance de (,
on a bien ¢(s) > 0 pour s > 0. On peut donc appliquer le lemme 4-25 d’aprés lequel, pour tout « € B(a,m’), on a

0 < a*(x) = (@) = o*(w0)] = |~B(x) + B(w0)| < sup¢ (B(0,2m)) < sup (B0, M), (4-26)
H:,O_/

i.el. On applique une derniére fois le lemme 4-23 par lequel il existe un couple (@, 3) € Condggln +(RY) C Condzzi\gﬁt(Rd)
tel que

Tuo.m (ea a 1’€E_ 1) = Juo.a (ea3 - I,BBS — 1) .

De plus, d’aprés ce méme lemme et d’aprés I'inégalité (4-26) :

oSup C(B(OM)) _ 1‘ n 1)_

B(a,m")

0<pB<a<K(@=I (eC(M) sup e’ — 1‘ + 1) <In (eg(M)
=G (M)

O

Lemme 4-27. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive, continue, coercive, strictement croissante telle que ((0) = 0.
Soit a € RY, soit M € R tel que Supp(uo) U Supp(u1) C B(a, M/2).

81 Coa(po, pa) # 0, alors

sup JM07M1 = m%X JH07H1 = max J
D Dos

oo oo

Ho,H1

a

i.e. il existe un couple (f,g) € DL, tel que Juo u, (f,9) = SUPpt Jpguy = SUPp_ g i

a. Autrement dit, argmaxp, Jug,u; = argmaxp__Jyug,u, 7 0 : le probléme dual énoncé dans la définition 2-7 admet bien au moins une
solution.
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Remarque 4-14. Faisons le petit rappel suivant avant la preuve du lemme 4-27. Pour tout couple (c, B) € CondC(Rd, R+),
on a donc par définition : pour tous x,y € R%, 08(y) < a(z) + ((ly — =|), d’ou

0<pB(x) = pBx) = ((lr —=]) < sup [B(y) = ¢l = y])] < alz).
=0 ¥ !

=—%B(x)

Comme bien sir on a B(x) < ((ly — z|) — B(y) pour tous x,y € R, on a donc également

Blz) < inf [C(ly —z]) = B(y)] < (|2 —z]) - Bx) = ~B(x),
—_———

y€ERY

=0
=<<h(a)

d’ol
0 < B(z) < “Blx) < —=B(z) < al). (4-27)

Preuve du lemme 4-27 : Tout d’abord, notons que pour tout couple (f, g) € Do, on a (f, max{g,0}) € Do, (d’aprés
le lemme 4-22), d’on (f, max{g,0}) € DL et

oo (f19) = / gdum —/ fdpo < / max{g, 0} d —/ fdpo =3y, (f, max{g,0}).
Rd Rd Rd Rd
On a donc Supp+ Jpopn = SUPp_ Jpg -

En rappelant que eCondc(RRy) _ 1 — DY, soit (ay, By), une suite d’éléments de CondC(Rd, Ry) telle que la suite
(e®n —1,ePn — 1) soit maximisante pour J,, ., sur DL, i.e. telle que

J e — 1, —1) — suplJ =supJ .
Ho,H1 ( ) ) n—r+00 DP Ho,H1 ’Dp Ho,H1

oo oo

D’aprés le lemme 4-26, il existe pour tout n € N un couple (@y, 3,,) € Condz”é\/[(Rd)ﬁCondz:igﬁt(Rd) C Cond¢(R%,Ry)
tel que

Jl"(lyﬂl (ea" - 1’eﬂn - 1) < JM07#1 (ean - 1763" - 1) < sup J#U,HU
Doo

La suite (ean -1, eBn — 1) est donc également maximisante pour J et, par définition de Condg’éw (R%), la suite
n )

(@, B3,,) est uniformément bornée dans C;" (R?) x C;f (R?).

Ho,H1

On définit alors, pour tout n € N, o/, = =3, et 8, = {(—a!,) = B,,. On a donc en particulier, d’aprés la relation
(4-27) rappelée dans la remarque 4-14 :

0<B,< B, < a, <a,
~— ~—~
B, =-%,
pour tout n € N. Ainsi, / (eE" — 1) dpy < / (eﬁL — 1) dpy et / (e“il — 1) dug < / (ea" - 1) dug, d’out
R4 Rd Rd R4
J o1 <ea" - LeE" - 1) = /Rd (eﬁn — 1) dpy — /Rd (ean — 1) dpg < /Rd (eBL — 1> du, — /Rd (e“/” - 1) dpg

= Jpo (e“;l — 1€ — 1) .

Comme on a bien stir (al,, 8,) € Cond¢(R?% Ry) pour tout n € N, la suite (eo‘/n —1,ePn — 1) est également maximi-
n
sante pour J,, ,, dans D, i.e.
Tuoun (€57 =1, — 1) — supJyq . (4-28)

n—-+oo D

oo

Par ailleurs, les familles {3, } et {a/,} étant uniformément bornées dans C; (RY), alors d’aprés le lemme A-14, les
familles {—%3,,} et {¢(—a,)} sont équicontinues (et également uniformément bornées dans C; (R?)).
—_—

={en} ={6,.}

D’aprés le théoréme d’Ascoli, la famille {(a;)‘B(%M/z), (541)|B(a,M/2)} est relativement compacte dans l’espace
(C+ (B(a,M/Q)) x CT (B(a,M/Q)) e Hoo) : ainsi, il existe un couple (a?, %) € C* (B(a, M/2))><C’Jr (B(a,M/2))
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et une sous-suite ((a;(n))‘m,( ‘I/’("))\W)n extraite de ((Oé,/n)lB(a,M/g)) (5Z)|B(G’M/2))n convergeant uni-

formément vers (a?, 89).

Soient m, m’ € R tels que 0 < 2m < 2m’ < M et tels que Supp(ug) U Supp(p1) € B(a,m). On pose (f°,¢°) =
(e"‘d 1,6 1) con a donc (f?,¢°) € D%, avec g% > 0. Ainsi, d’aprés le lemme 2-3, il existe un couple (f, g) € Duo
avec g > 0, i.e. (f,g) € DL, tel que fipa,m) = f‘OB(a’m) et 9|B(a,m) = g|OB(a,m)'

Autrement dit, la restriction de la suite (eaip(n) — 1, — 1) a B(a,m) converge uniformément vers la restriction
n

de (f,9) & B(a,m). Et comme Supp(uo) U Supp(p1) C B(a,m), on a donc

J#o,#l (ean - l’eﬁn - 1) - J#O»Hl (fa g),

n—-+oo
d’ou Jﬂ(]u/"'l (f? g) = Sung'o JHli = Supp,, Jl»bo’ln d)a‘prés (4'28)'

O

Remarque 4-15. Rappelons que dans le cadre de [’énoncé, nous n’avons pas supposé que C était strictement conveze,
ni méme localement lipschitzienne : nous n’avons donc pas appliqué les résultats de la sous-section 4.2.1 au début
de la preuve du lemme 4-27, notamment les observations de la remarque 4-6, qui énoncent que supp__ Jugu, =
SUPp,.... Juou1s Prizt— (voir la définition 4-3).

Remarque 4-16. Remarquons que méme si l’ensemble Do, est, contrairement a Dys, indépendant de la borne M,
Uexistence d’un mazimum pour J,, .. sur Do dépend tout de méme de M par l'intermédiaire des mesures po et pi
dont dépend J 4, du fait que :

— 1l faut que l’on ait Supp(po) U Supp(p1) C B(a, M/2).

— 11 faut que 'on ait Cpr(po, 1) # 0.

Proposition 4-7. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, convexe et strictement croissante (donc coercive) telle
que ¢(0) = 0 (donc continue). Soit a € R, soit M € R tel que Supp(uo) U Supp(p1) C B(a, M/2). Supposons de plus
que supp(po) Nsupp(p1) = 0 et que po < L.

Si Car(po, p1) # 0, alors le lagrangien L. admet un point selle sur M, (Ld’M) X [C*(Rd) X C(Rd)].

Preuve : Sous les hypothéses de ’énoncé, on a :
— argming,, (,,..)K # 0 et mine,, (ug,u0) K = 8upp,, Jyg,us = Supp_ o,y d’aprés le corollaire 4-3,
— argmaxp_Jy0 ., 7 0 d’aprés le lemme 4-27.
Ainsi, d’aprés la proposition 4-2, le lagrangien L. admet un point selle sur M4 (L%M) x [CT(R?) x C(RY)].

(]
Définition 4-14. On définit I’ensemble Fixzpt (Jpon) = {a € Fix¢ (R, (eJa —1,e* — 1) € argmaxDMJHO’m}.

Remarque 4-17. Si (, uo et py vérifient les hypothéses de la proposition 4-7, alors d’apres celle-ci et la proposition
4-5, on a donc Fixgpt (Jpo,ur) # 0.

Remarque 4-18. En ajoutant auz hypothéses de la proposition 4-7 Uhypothése que la fonction de dissipation ( est
également de classe C' et convere, on peut alors appliquer les résultats des propositions 4-3 et 4-4 et des lemmes 4-/
4-5, 4-6 et 4-11, pour obtenir notamment l'unicité et une forme explicite de la mesure optimale w (i.e. minimisant
Uénergie K sur Car(po, p1)) en fonction d’un potentiel o € Fixzpt (J 1)

5 Conclusion et perspectives

5.1 Récapitulatif des principaux résultats

Soit a € R?, soit M € R tel que Supp(uo) U Supp(p1) C B(a, M/2). On suppose de plus que supp(uo) Nsupp(py) = 0
et que pg < L%

Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive, convexe et strictement croissante (donc coercive) telle que ¢(0) = 0 (donc
continue).

Si 'ensemble de contraintes Cps(po, pt1) est non vide, alors :

1. Le probléme primal (voir la définition 2-5), c’est & dire 'existence d’une mesure w € Cps(po, f41) minimisant
Pénergie K sur Cps(uo, pt1), admet une solution (proposition 2-1).

Plus précisément, une telle solution est dans Cas(po, 11) N M4 (IntLin) : cette solution n’alloue la masse que sur
des chemins de type "interpolation linéaire" (tous les déplacements se font en ligne droite & vitesse constante).
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2. Le probléme dual (voir la définition 2-7), & savoir I'existence d’'un maximum de la fonctionnelle J,, ,, sur
lensemble Dy; (ou Do), admet une solution (lemme 4-27). On a un raccordement inf-sup (et méme min-max)
entre le probléme dual et le probléme dual (voir le lemme 4-27, le corollaire 4-3 et la proposition 4-7) :

oy min K= 1max Jpg = X Ty -

3. Le lagrangien L. (définition 4-1) admet un point selle sur M (L4M) x [CT(RY) x C(R?)] (proposition 4-7).
Plus précisément, n’importe quel couple (w, (f,g)), ol w est une solution du probléme primal (c’est & dire du
point 1.) et (f, g) une solution du probléme dual (c’est a dire du point 2.) est un point selle de L. (proposition
49).

4. Pour toute solution (f,g) € Dy du probléme dual, il existe une fonction o € Fix (Rd) (vérifiant donc les
propriétés (IT), voir la définition 4-2), telle que f = e

partout (lemmes 4-4 et 4-5).

— 1 pp-presque partout?, et g = e* — 1 pp-presque

Autrement dit argmaxp, Jy, ., = argmaxp,.. . Jy, u, (remarque 4-6), ie. Fixzpt (Jpo,pa) # 0 (remarque 4-17).

5. Toute solution du probléme primal sélectionne la mesure de départ initialement disponible po de fagon "bang-
bang". Autrement dit, si w € argming,,(,,, ,,)K, alors il existe un borélien V,, de R? pour lequel on a :

py, = moFtw = 1y, po
(proposition 3-1).

Si de plus on suppose que ¢ est de classe C'! et strictement convexe alors :
— Le probléme primal admet une unique solution w,,; définie explicitement en fonction de tout potentiel o €

Fixc (R?) vérifiant <eJ°‘ —1,e*— 1) € argmaxp, . Jugu, PAr :

Wopt = o (L VCOé) i (1404*1(R__)M0) . (5_1)
(proposition 4-5 pour (5-1) et définitions A-3 et 2-11 pour respectivement V. a et I'). En particulier, on a
ugnmlgaq(R”) o (propositions 4-3 et 4-5).
— Pour tout ¢ € [0,1], on a

Moy = (1= O+ 1V ca) # (e 0V D1 q_ o) (5-2)

(proposition 4-5).
Pour finir, notons que le corollaire 4-3 nous donne également un premier critére (dont I'utilité pratique reste & prouver)
pour déterminer si ’ensemble des contraintes Cps (10, 1) est non vide :

Cr(po, ) # 0 <= supJgpu, < +o0 <= supJy un < ,uo(Rd) — ul(Rd).

D M DA{

5.2 Perspectives a court terme
5.2.1 Formulation dynamique d’un point de vue eulérien

Notre principale perspective a court terme est de revenir a la formulation dynamique eulérienne énoncée en (1-2), dans
la section d’introduction de notre probléme.

Pour faire le lien avec notre probléme, supposons que la fonction de dissipation ¢ soit une fonction de classe C?,
strictement convexe telle que ¢(0) = 0. Soit a € R, soit M € R tel que Supp(uo) U Supp(u1) C B(a, M/2). Supposons
de plus que supp(uo) Nsupp(py) = 0 et que py < L2

D’aprés les propositions 4-7, 4-2 et 4-5 ainsi que le lemme 4-5, il existe une unique mesure w € Cps (9, 1) minimisant
Pénergie KC sur Cas(po, pt1), et un potentiel o € Fixe (Rd) tel que (e‘c —1,e* — 1) maximise J,, ., sur Dy (i.e.

a € Fixgpt (Juo,u1)), Clest & dire tel que <w, (e’Ca —1,e* — 1)) soit un point selle de L, et tel que ’on ait

py = (1=t +tVea) # (e_tC(lvca_Il)1<a71(R,,),u0> .

Ld’M

Ainsi, pour tout z € R%, parmi tous les chemins de partant du point x, la mesure w n’alloue (éventuellement)

de la masse qu’aux chemins v, : t = (1 —t)z + tVea(x).
Supposons qu’il existe un champ (de vitesse) borélien intégrable v :]0,1[xR? — RY tel que pour tout ¢ € [0,1] et
tout = € R? en lequel ‘a est Fréchet-différentiable, on ait

Yo (t) = Vea(z) —z=v(t, (1 —t)x+ tVea(z)) = v (t,7(¢)) . (5-3)

Par ailleurs :

a. Voir la définition A-2 pour la définition de a — Sa.
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— D’aprés le lemme 4-7, on a w € M, (IntLin), i.e. v € IntLin pour w-presque tout v € L%M

(1 = )7(0) + ty(1).
— D’aprés le lemme 4-8, %« est Fréchet-différentiable en +(0), v(0) € Dom (V¢a) et (1) = Vea(v(0)) pour
w-presque tout vy € LM,
Autrement dit, pour w-presque tout v € L&M et tout ¢ € [0,1], on a y(t) = (1 —t)v(0) +tV¢a (7(0)). Ainsi, si v vérifie

————
=v(1)

, Le. y(t) =

la relation (5-3), on a
V' (t) = Vea (7(0)) = v(0) = v (£, (1 = £)7(0) + tVea (v(0))) = v (£, 7(t)) - (5-4)
pour w-presque tout v € L4M et tout ¢ € [0, 1].

On note i, la mesure borélienne sur ]0, 1[xR¢ définie par

1
po) = [ ([ atn) @) a (5-5)
0 \JRd
pour tout borélien A de [0,1] x R?2.

Le couple (p,,,v) vérifie alors I’équation de continuité (au sens des distributions) :
Otpeo + divy (vpay,) = —C(|v]) pe (5-6)
avec de plus K(w / C(|v(t, x)]) dul (=) dt = / C(Jv]) dppe -
R4 10,1[xR?

Pour une justification formelle de cette équivalence (peu rigoureuse sur le fond), voir annexe C.

Le point important ici serait quun tel champ de vitesse v existe : en reformulant la relation (5-3), il serait suffisant
que celui-ci vérifie

W — o (t, Fult 7)) . (5-7)

ot la fonction F, : [0,1] x R? — R? est définie pour tout (¢,x) € [0,1] x R? par F,(t,z) = (1 — t)x + tV¢a(x).

Si l’on pouvait montrer qu’il existe un potentiel o € le(”’ b woa ) tel que pour tout ¢ €]0, 1], la fonction F, (¢, -) soit
inversible (au moins & gauche), on pourrait donc deﬁmr v par

Yy — Foz(tv ')71(y)
t

olt,y) = (5-8)

pour tout (¢,y) €]0, 1[xR?.

5.2.2 Exploitation numérique du modéle eulérien par relaxation convexe

La formulation dynamique eulérienne de la sous-sous-section 5.2.1 ouvre la voie & des traitements numériques classiques
au domaine de I'optimisation variationnelle sous contraintes.

Par exemple, si l’on choisit la fonction de dissipation ¢ de telle fagon a ce que la fonction (s, z) € Ry RY—s ¢ ( 2 )

soit convexe (par exemple ¢ = |- |?), il est possible, en utilisant le changement de terme m = pv ¢ proposé¢ dans [3], de
relaxer I’ensemble de contraintes de la fagon suivante :

Bep + div(m) < g<|m|)

p(0,-) < po et p(1,-) = p1.
Nous obtenons ainsi un ensemble de contraintes convexes en (p,m) sur lequel on cherche a minimiser le colit convexe

K'(p,m / / |m (t |) p(t,z) dx dt.

On compte alors sur la co'1'ncidenced entre les solutions du probléme relaxé et les solutions du probléme initial (i.e. du
probléme défini par (1-1) et (1-2) via le changement de terme m = pv).

Parmi les méthodes d’optimisation convexe sous contraintes ayant déja été largement explorées et exploitées dans le
cadre de modéles de transport optimal dynamique (formulation eulérienne), on peut citer en particulier les méthodes
de Lagrangien augmenté [3], splitting-proximal ou primal-dual[l5, 25, 5].

a. Rappelons que d’apreés le théoréme de Fubini-Tonelli (voir [32]), 'application = + 14 (¢, z) est borélienne pour tout ¢ € [0, 1].

b. Voir la définition 4-14 et la remarque 4-17.

c. Nous reprenons ici ’expression de ce probléme en terme de couple densité-vitesse (p,v) tel qu’utilisé dans la section d’introduction
1. Le terme m correspond alors a la quantité de mouvement.

d. Point & montrer rigoureusement.
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5.2.3 Critére de consistance, exploitation numérique du modéle lagrangien et cas particuliers explicites

Comme déja a la fin de la sous-section 5.1, le corollaire 4-3 nous donne un critére théorique pour déterminer la consis-
tance du probléme primal (i.e. celui de la définition 2-5), autrement dit, pour déterminer ’ensemble des contraintes
Cas (po, p11) est non vide (i.e. s’il est possible de livrer la mesure cible p; a partir de la mesure de disponibilité initiale
o). 11 s’agit de déterminer si le terme dual supp,, J,, ., est fini ou non, sachant que s’il est fini, il est forcément
inférieur & o(RY) — p1 (R?).

Une question serait donc de savoir s’il est possible d’exploiter efficacement ce critére de fagon pratique. Si ce n’est
pas le cas, il faudra alors rechercher d’autres critéres de consistance plus efficaces en pratique. Mais si c’est le cas,
ce calcul peut étre couplé a la recherche directe d’un potentiel a € Fixgp ’ (J o1 ) dont la connaissance permettrait
de calculer directement la mesure w,,; d’allocation optimale sur L% c’est a dire le plan de transport optimal : en
effet la proposition 4-5 nous donne la relation (5-1), et méme la relation (5-2) a partir de laquelle on peut également
retrouver les solutions (p,v) (ou (p,v) pour u = pL£?) du probléme dynamique.

Un dernier point sur lequel le modeéle lagrangien pourrait dans tous les cas étre également utile (en plus des propriétés
descriptives établies via celui-ci?), c’est a dire que l'on exploite numériquement ou non ce modéle (par exemple par
rapport & un modéle eulérien), serait de pouvoir déterminer explicitement les solutions d’un certain nombre de cas
particuliers dans le but de pouvoir utiliser ceux-ci comme des critéres de comparaisons pour vérifier la validité em-
pirique de différentes méthodes numériques qui pourraient étre testées, et pour observer leurs différences d’efficacité
mutuelles (toujours empiriquement).

5.3 Perspectives a plus long terme

5.3.1 Variante anisotrope ou inhomogéne du modéle

Faire dépendre de la position spatiale, voir du temps la fonction de dissipation ¢, c’est a dire (si on reste dans une
formulation dynamique) de minimiser un cotit en (p,v) de type

1
K(p,v) = / C(t,x,v(t,x))p(t, x) da dt (5-9)
0 JRe
(avec ((t,x,0) = 0) parmi les couples (p,v) vérifiant la contrainte de dissipation :
{ atp + le(p’U) = _C(t7 z, U)p,

p(0,) < po et p(1,-) = p1.

La fonction ¢ : [0,1] x RY x RY — R, pourrait dans ce cadre modéliser un environnement inhomogéne ou anisotrope
(obstacles, courants, maelstrom, etc) évoluant ou non dans le temps.

Si, comme proposé dans la sous-sous-section 5.2.2, on souhaite obtenir un coftit

K'(p,m) = /01 /Rd ¢ (t,x, Zl((ti’;))) p(t, z) dx dt

convexe en (p,m) (en introduisant de nouveau le terme de quantité de mouvement m = pv), on peut par exemple
prendre ((t,z,v) = |R(t,x)v]?, on (t,x) — R(t,x) est une fonction de classe C1 définie sur [0,1] x R% & valeur dans
GL4(R).

Cet exemple pourrait se rapprocher de travaux exploratoires [16] portant sur U'introduction de diverses contraintes
physiques dans le modéle de transport optimal dynamique introduit dans [3] (transport optimal "classique" dans L?
pour un cofit euclidien quadratique).

Un tel probléme peut aisément se transposer dans un cadre lagrangien tel que traité dans ce rapport : si, pour
tout ¢ € [0,1] et toute mesure w € M (L%M), on définit la mesure de Radon pf, = m# (e “w) (sur RY) avec

by fg C(s,7(8),7(s))ds, i.e.

VFECRY. [ F@da) = [ ) oo ),

le probléme revient alors & minimiser sur M (L%M) le cott de dissipation
K(w) = u® (R — pL (R :/ (1 e f[}<<s,w<s>,w’<s>>ds> dw ()
d,M
sous la contrainte ug < pg et u}u = 1.

Il est alors aisé de constater que les calculs formels effectués dans la petite annexe C fonctionnent de la méme fagon

a. Telle que la sélection de type de "bang-bang" de la masse a& déplacer par rapport & la mesure de masse initialement disponible pg.
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avec les mesures p1!) telles que définies ci-dessus (et pour la mesure y,, telle que définie en (5-5) par rapport aux mesures
ut)). On peut alors également établir dans les mémes conditions que (j,,,v) vérifie I'équation de continuité

Ot + divy (vp,) = —C(t, 2, 0) g, -

au sens des distributions, et

1
K:(w) = / C(t,x,v(t,x))dufu(x) dt = / C(t,x,v(t,x)) dUw(tvx)
0 JRd 10,1[xR4
pour toute mesure w € My (L) et tout champ de vitesse v vérifiant +/(£) = v(t,7(t)) pour tout ¢ € [0,1] et
w-presque tout v € LM,

Avec un tel modeéle, comme pour ceux étudiés dans [16], les trajectoires des transports optimaux n’ont plus de raison
d’étre des déplacements en ligne droite & vitesse constante, i.e. n’ont plus de raison d’étre des interpolations linéaires
en temps.

La perspective de ce modéle nous améne & privilégier ’approche de la sous-sous-section 5.2.2 plutét que sur celle de
la sous-sous-section 5.2.3 : en effet, la formulation eulérienne nous semble beaucoup plus souple pour introduire ces
contraintes de pénalisation extérieures. Dans un modéle eulérien, nous calculons directement le couple (p, v) en espace et
en temps : or, une précédente étude [16] nous avait permis de conclure qu’en pratique les méthodes numériques utilisées
pour résoudre les cas homogénes et isotropes ne se complexifiaient que trés peu avec l'introduction de contraintes
d’environnement du méme type que celles que nous avons décrites. Les algorithmes ne tournaient pas beaucoup plus
lentement dans ces cas et étaient trés similaires.

Au contraire, un méthode basée sur un point de vu lagrangien nous semble plus complexe & mettre en place. Dés
lors que les chemins de transport ne seront plus des interpolations linéaires, mais des chemins courbés pouvant étre
parcourues A des vitesses non constantes (ce qui pourra étre le cas si ¢ varie avec le temps), nous aurons a faire a une
question beaucoup plus compliquée qu'un simple probléme d’allocation : la détermination de la solution au probléme
primal en fonction d’une solution au probléme dual sera peut-étre plus complexe (mais peut-étre pas, et il faudra faire
l’étude théorique pour le savoir).

5.3.2 Variante du modéle pour un temps de transport maximal fixé localement et non globalement

Remarquons que dans notre modéle, nous avons fixé un temps de parcours uniforme égal a1 (i.e. LM = Lip,,([0, 1], R%)).
Dans le cas d’une formulation eulérienne d’un probléme de transport optimal, sans introduction d’un terme source
dans Iéquation de continuité (comme pour les autres cas de transport "unbalanced"), le temps de parcours global
n’influe ni sur les solutions du probléme (i.e. les plans de transport optimaux), ni sur le cofit de transport optimal
global (notamment dans le cas du modéle de [3]). On peut donc choisir le temps de parcours de fagon indifférenciée,
et donc le choix t = 1 est un choix de convenance parfaitement neutre.

Dans notre modéle, le temps de parcours revét au contraire une grande importance, notamment lorsque la fonction de
dissipation ( est strictement convexe, et que le taux de dissipation n’est plus proportionnel & la vitesse, en évoluant
de fagon sur-linéaire par rapport a celle-ci. Cette réflexion qualitative nous le fait bien percevoir : dans le cas ot ( est
sur-linéaire, plus on effectue rapidement un méme parcours, plus la consommation sera importante. Dans notre cas,
on voit qu’un méme transport effectué en un temps ¢t = 1 ne sera peut-étre plus possible s’il est effectué en un temps
inférieur faute de masse initialement disponible & consommer pour effectuer celui-ci.

D’ailleurs, si un transport est optimal, i.e. si une mesure d’allocation wep: € Cas(pto, pi1) sur LM est, optimale (ce qui

implique une sélection de masse de départ ugopt de type "bang-bang" #), il est en fait impossible (sauf cas triviaux) de
conserver le méme plan de transport (c’est & dire en "chargeant” les mémes chemins, ou plus précisément en conservant
le méme opérateur V¢ a d’allocation optimale dans RY) pour effectuer le méme transport en un temps inférieur étant
donné qu’il n’existe aucune "réserve supplémentaire & consommer" au départ de chaque chemin "chargé" par wopt b
Autrement dit, il n’y a que pour une mesure w € Cps(fo, p11) pour laquelle x° ne soit pas "bang-bang" par rapport
A w, et méme que pour une mesure dont la densité p® soit ug-presque partout strictement inférieure a la densité pg
de g ©, que 'on peut éventuellement espérer conserver un méme plan d’allocation tout en conservant les objectifs de
livraison (mais avec la possibilité de "charger d’avantage" ces chemins au départ, tout cela dépendant de la limite en
chaque point et du temps fixé).

Autrement dit, & chaque temps de parcours global fixé correspond une sélection de départ et une allocation optimale
dans R? différente des autres, voir correspond I’existence ou non d’une solution (’ensemble de contraintes Cpy (1o, t1t)
peut étre vide ou non selon le temps global de livraison ¢ fixé).

Remarquons également que dans beaucoup d’autres modeéles (dont le modéle de référence [3]), le choix d’un temps uni-
forme n’est a 'origine pas un choix de modélisation premiére : il résulte de la reformulation dynamique d’un probléme

a. Dans le cas de mesures o et u! & supports disjoints.

b. La totalité la masse locale infinitésimale de po en ce point est déja sélectionnée, et donc déja "consommeée ou livrée" pour un transport
correspondant a la durée d’origine, ici t = 1.

c. Si on se place dans le cas ou o < L%,
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d’allocation optimale posé en d’autres termes (dans laquelle la notion de temps de trajet et le détail du transport en
général n’apparait pas). Autrement dit, sa formulation dynamique ne résulte pas directement d’un besoin de modéliser
un cas pratique de transport "continu en temps".

Dans notre cas, nous avons au contraire la volonté de modéliser un transport en pratique continu en temps. C’est
pourquoi, plutét qu'un modéle qui impose un temps global et uniforme de livraison, c’est a dire qui impose que tous
les points de 'espace (ou du moins en tout point du support de la mesure cible u1) soient "livrés en méme temps",
un modéle plus pratique et plus en adéquation avec des applications potentielles devrait permettre de différencier les
temps de livraison entre chaque point de R<.

Nous souhaiterions donc pouvoir étudier un modeéle dans lequel nous fixons deux mesures d’arrivée (ou une mesure
vectorielle & image dans Ri) : I'une fixant en chaque point de R? le "besoin de livraison" ou "la répartition de masse
cible" (correspondant donc & p; * dans le cadre de cette premiére étude), et 'autre fixant en chaque point de R? un
temps/délai maximal de livraison.

L’étude d’une telle variante de notre modeéle d’origine (variante qui risque méme d’étre trés éloignée) peut bien str
parfaitement se combiner avec celle proposée dans la sous-sous-section 5.3.1.

5.3.3 Autres possibilités de variantes et complexifications du modéle

— Développer un modéle discret plutot que continu. Nous nous attendons alors & perdre en partie les propriétés
de sélection "bang-bang" de la répartition de masse initialement disponible, et de ne plus forcément avoir
d’allocations unilatérales (un atome pourra diviser sa masse entre plusieurs destinations”). Cependant, nous
pourrons probablement nous appuyer sur le modéle continu (i.e. basé sur des mesures "diffuses", c’est a dire
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue) pour approximer des parties atomiques (i.e. non
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue).

— Introduire un cott d’économie d’échelle : par exemple & la fagon des modéles classiques de transport branché,
ou encore en autorisant des échanges de masses entre différents points au cours du déplacement pour un
colt (sur-linéaire) dépendant de leur distance mutuelle, incitant ainsi au rapprochement temporaire, voir au
croisement ou a la mutualisation temporaire de trajectoire. Un tel modéle nous semblerait plus adapté en tant
que sous-variante de la variante proposée dans la sous-sous-section 5.3.2.

— Proposer des modéles de dissipation de masse lors de la seule impulsion de départ sans dissipation continues
(comme pourrait 1'étre par exemple un vol balistique) plutdt que des modeéles de dissipation continue le long
du trajet comme c’est le cas pour le modéle présenté dans ce dossier et les variantes proposées jusqu’ici.
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Annexes

A Transformées c-concaves : généralités et cas particuliers dans le cadre
de cette étude

La recherche d’une expression des solutions du probléme primal de notre modéle en fonction des solutions du probléme
dual se rameéne & une configuration classique en transport optimal. Deux termes duaux optimaux se retrouvent couplés
par une relation mutuelle de transformation par inf-convolution, lesquelles peuvent se ramener & une involution par
double transformation c-concave. La détermination des couplages d’allocation optimale entre chaque point de départ
et son (leurs) point(s) d’arrivée correspond aux arguments (i.e. argmin) de ces transformations (et réciproquement).

Les propriétés de ces transformations c-concaves ont été largement explorées dans le cadre de problémes de transports
optimaux "classiques", c’est a dire pour des problémes d’allocation avec conservation de la masse minimisant un cott
c(z,y) (lequel correspond au paramétre "c¢" de ces transformations dites "c-concaves). Nous renvoyons notamment aux
travaux de W. Gangbo et R.-J. McCann [13] (en oubliant probablement beaucoup d’autres productions établies apreés,
ou avant, ces travaux).

Cette annexe vise & reprendre et réinvestir ce cadre théorique dans le contexte de notre modéle.

A.1 Quelques généralités préalables

Lemme A-1. Soit H un espace de Hilbert, et soient f : H — R et g : H — R deux fonctions propres. On a les
résultats suivants :

— Si f et g sont convexes, alors flg est conveze.

— Si f ou g est concave, alors flg est concave (quelle que soit la nature de l'autre fonction).

Preuve :
— Supposons que f et g soient convexes. Soient x1,xo € H et soit A € [0, 1]. Pour tous y;,y2 € H, on a

(fBg) (1 = N1+ Azz) < f((1 = Ny1 + Ay2) + 9 (1 = A)z1 + Azz — (1= My + Ay2))
= f((L=Ny1 + Ay2) + 9 (1 = A)(@1 — 1) + Mz2 — y2))

(L =N f(y1) + Af(y2) + (1 = Ng(@1 — y1) + Ag(@2 — y2)

(L =X [f(y1) + g(z1 —y)] + A[f (y2) + g(22 — y2)].
En passant & Vinfimum en y; et g, on a

(fOg) (1 = N)z1 + Az2) < (1 = A)(fOg)(21) + AM(fOg)(x2).

La fonction fg est donc convexe.
— Supposons par exemple que g soit concave (et que f soit quelconque). Soient x1,x2 € H et soit A € [0, 1]. Pour
tout y € H, on a

(L =XN(fg)(@1) + A(fOg)(22) < (1 = A) [f(y) + g(zr = y)] + A[f(y) + g(x2 — y)]
) + 11 = Ng(z1 —y) + Ag(z2 — y)]
< fW) +9(A=A)(z1—y) + A2 —y))
fW) +9((1 =Nz + Azz —y)
En passant 4 linfimum en y, on a
(1 =N (fOg)(z1) + A(fOg)(22) < (fOg) (1 — N1 + Azz).
La fonction fOg est donc concave. Bien str, comme fOg = glf, on peut intervertir les réoles de f et g.

O

Lemme A-2. Soient f,g : RY — R deux fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieurement.
Soient x,y € R? et soient (x,,)n et (yn)n deuz suites d’éléments de R? convergeant respectivement vers x et y. Supposons
que pour tout n € N, on ait y, € argmin,ga [f(2) + g(z, — 2)]. Alors y € argmin,ga [f(2) + g(z — 2)].
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Preuve : Soit z € R? : pour tout n € N, on a donc f(y,) + g(xn — yn) < f(2) + g(z, — 2), et ainsi, par passage a la
limite inférieure, on a

f) +9(z —y) <liminf[f(y,) + g(zn — yn)] <lminf[f(z) + g(z, - 2)] = f(2) + g(z - 2),

n—-+oo n—-+oo

et ceci pour tout z € R%.
|

Corollaire A-1. Soient f,g : R?* — R deuz fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieure-
ment. Alors Uensemble E = {y € R%, y € argmin_cga [f(2) + g(y — 2)]} est fermé dans R?.

Preuve : Supposons que F soit non vide, et soit (z,), une suite d’éléments de E convergeant vers un point x de R,
D’aprés le lemme A-2, on a donc € argmin,cga [f(2) + g(x — 2)], dot z € E.

(]
Corollaire A-2. Soient f,g : R — R deuz fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieure-
ment.

Supposons qu’il existe x € R? tel que fOg = fEg au voisinage de x (i.e. tel que argmin,cga [f(2) + g(y — 2)] soit non
vide pour tout y dans un voisinage de x), et tel que x ¢ argmin, g [f(2) + g(x — 2)].

Alors il existe 7 > 0 tel que pour tout y € B(x,r), on ay ¢ argmin,cpa [f(2) + g(y — 2)].
Preuve : Par hypothése, il existe R > 0 tel que, pour tout y € B(z, R), argmin,cga [f(2) + g(y — 2)] est non vide. De
plus, par hypothése, on a € R!\ E oul 'ensemble E est défini comme dans I’énoncé du corollaire A-1 : or d’aprés ce

méme corollaire, I’ensemble E est fermé, et ainsi, 2 appartenant a Pouvert B(z, R) N [Rd\E], il existe bien r > 0 tel
que B(z,r) C B(z,R) N [RN\E].

]

Lemme A-3. Soient X etY deux espaces topologiques non-vides, et soient i et v deux mesures positives boréliennes
et finies sur respectivement X et Y. Soit un borélien D de X tel que p(X\D) = 0, et soit un opérateur mesurable
T:(D, T(w)ND,p) — (Y, T(v),v) poussant la mesure p sur la mesure v, i.e. TH#p = v.

Alors Supp(v) C T (Supp()).

Preuve : On a Supp(p) N D C T—1 (T (Supp(u))) 2. On a alors

v (T (Supp(p))) = u (T~ (T (Supp())) ) = 1 (Supp(p) N D) = g (Supp(p) N D) = p1.(Supp(p)) + g1 (X \Supp(p))
T

= u(X) = p (T71(Y)) = w(Y) = v (T (Supp(n)) ) + v (Y\T (Supp())) -

En résumé, on a v (T (Supp(u))) > v (T (Supp(u))) +v (Y\T(Supp(,u)))7 dou 0 > v (Y\T (Supp(y))) > 0, ie.
v (Y\T (Supp(p))) = 0, d’oix Supp(v) C T (Supp(1)).

]

Lemme A-4. Soit une fonction ¢ : Ry — Ry une fonction dérivable sur Ry . Alors :
— Siz € RA\{0}, la fonction Co|-| est différentiable en x (donc A(Co|-|)(z) = {V(Co|-|)(z)}) avec V(¢Co|-|)(z) =
U
SN
]

— Si de plus ¢ est dérivable en 0, convexe et croissante, et telle que ¢(0) =0, alors d(Co |- [)(0) = ¢'(0)B(0,1).

Preuve :
— Soit # € R4\ {0} : pour tout h € R% on a

a. Quand on parle de I'image T'(A) d’un sous-ensemble A de X par T, on parle bien str de I'image du sous-ensemble de A sur lequel
T est bien définie, c’est a dire AN D. On pourrait/devrait donc écrire T (A N D) plutot que T'(A). En particulier ici, on pourrait écrire
T (Supp(p) N D) au lieu de T (Supp(u))
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¢z +nl) = ¢ (VP + 202, 1) + h[21)

2
= <x|\/1+xh +:h|2>

12 h2 12 B2
=o(|h|)
2 2
=l + e [ + 5 + oD +0 () + s +ol1)
=o(|h|)
= (el + 1 e + o1,

— Supposons que ¢ soit dérivable également en 0, convexe et croissante avec ((0) = 0. Pour tout £ € B(0,1), et
pour tout h € RY, on a |h| > {&, h}, d’oil

C(IR]) = ¢ ({& h}) = €(0) + ¢'(0){&, h} = C'(0){&, R}
nry
On a done ¢'(0)€ € 9(C o |- |)(0), i.e. ¢'(0)B(0,1) C d(Co |- |)(0).
Inversement, soit § € O(C o |- |)(0)\{0} : on a donc ¢(|h|) > ¢(]0]) + (8, h) pour tout h € R%. On pose h = t0,
——

=0
pour ¢ > 0, d’ot :

¢(t16]) = ¢(0)
t16] ’

Ainsi, en faisant tendre ¢ vers 07, on a 0] < ¢’(0), i.e. 8 € ¢’(0)B(0,1). Autrement dit, on a d(C o |- [)(0) C
¢'(0)B(0,1), i.e. d(Co | - )(0) = ¢'(0)B(0,1).

C(t1l) > tlo]* <= 0] <

O

Remarque A-1. D’apres le lemme A-4, pour tout R > 0, on a sup’@ of- \)( (0, R))‘ < sup [¢([0, R])| < +c0

(car ¢ est continue sur Ry ).

A.2 Quelques généralités sur les transformées c-concaves
Définition A-1. Soit ¢ : R? x R? — R un codt symétrique (i.e. c(z,y) = c(y, x), Va,y € R%).

— Pour toute fonction f : R — R, on définit °f la transformée c-concave de f par

f(x) = inf le(z, 2) — f(2)],

z€R4

pour tout x € R%.
— On définit Uensemble F, des fonctions de f : R — R pour lesquels le domaine de °f est égal a R? (i.e. pour
lesquels °f a des valeurs finies en tout point de R?).

Lemme A-5. Soit ¢ : R x RE — R, et soient f,g : R* — R tels que g < f. Alors °f < %.

Preuve : Pour tous =,y € R%, on a

f(x) = nf [e(z, 2) — f(2)] < ez, y) = fy) < c(z,y) —9(y),

z€R4
ie. °f(z) < inf,era [c(z,y) — g(y)] = 9(x) pour tout = € R%.
(I

Remarque A-2. Quel que soit le coit ¢ : R x R — R, Uapplication f — °f est concave décroissante sur l’espace
des fonctions sur R ¢ valeur dans R munie de la relation d’ordre classique (i.e. induite par la relation d’ordre classique

sur R).
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Lemme A-6. Soit ¢ : R? xR — R un codt symétrique (i.e. c(z,y) = c(y,z), Yo,y € RY), et soient f,g : R — R.
1l y a équivalence entre les trois assertions suivantes :

4fg:§(f;

— Va,y €RY, g(x) + fy) < e(x,y),

— [<9

Si ces propriétés sont vérifiées, alors f,g € F.
Preuve : On a en effet les équivalences suivantes :

f>g < VreR?, Inf, [e(z, 2) = f(2))] = F () = g(x)

> Va,y €RY c(z,y) > g(x) + fy)
——r

—c(5,2)
> Vz,y €R% cly,z) — g(z) > f(y)

— Vy eR% (y) = inf [e(y.2) —9(2)] 2 f(y)

— f<%.

Pour finir, f et g étant & valeur finie en tout point de R?, si ces propriétés sont vérifiées, on aura bien °f(z) > g(x) > —oo
et g(y) < f(y) > —oo pour tous z,y € RZ.

O

Lemme A-7. Soit un coit ¢ : R x R¥ — R tel que x +— c(x,y) soit semi-continue supérieurement pour tout
y € R Six s c(x,y) est semi-continue supérieurement pour tout y € R alors, pour toute fonction f € F., °f est
semi-continue supérieurement.

Preuve : Soit f € F,, et soit une suite (), de points de R? convergeant vers un point = € R?%. Soit € > 0, et soit
2 € R tel que °f(x) < c(w, 22) — f(22) < °f(x) + €. Pour tout n € N, on a °f(x,,) < c(zn, 22) — f(2z), dot1

Cf(l'n) f( ) ( (xmzw) - f(zw)) - (C(‘TVZI) - f(zw) - 6) = C(xnazx> - (m Zm) + e

Comme x — c(x, 2, ) est semi-continue supérieurement, on a limsup,, , | o [¢(Zn, 22) —c(z, 2;)] < 0, d’outlimsup,,_, | o, °f(2n) <
°f(x) + €, et ceci pour tout € > 0, d’out limsup,, ,, . °f(z,) < °f(x). La transformée °f est donc semi-continue infé-
rieurement.

(I
Lemme A-8. Soit ¢ : R? x R — R un codt symétrique (i.e. c(z,y) = c(y,z), Y,y € R?). Pour toute fonction
feF.,ona:
1. °f e Fe,
2. %“f=2(h) =1,
3. 0o = () = .

Preuve : Soit f € F..
— (Points 1. et 2.) Par définition de °f, on a °f(z) < c(x,y) — f(y), i.e. f(y) < c(x,y) — °f (x) pour tous z,y € R™.
——

—c(9,2)

D’ou

“fy) = inf fe(y,2) = F(2)] 2 fly) > —o0, (A-1)

pour tout y € R? (et on a donc bien entre autre °f € F.).

— (Point 3.) Par ailleurs,
=%(2)
“f(z) = inf [e(z,y) — inf [c(y,z) — inf [c(z,u) — f(u)]]
yEeR z€R4 u€R4

=cf(y)

1nfd sup inf [e(z,y) —c(y, z) + c(z,u) — f(u)]
y€ER? ,cRd ueR?

(0]



Or, pour tous z,y,z € R%, on a

inf [e(z,y) = ey, 2) +e(z,u) = f(u)] < e(z,y) —cly, 2) + c(z,y) = fy) = cw,y) = (),
ue —
=0

Par suite, pour tous z,y € R%, on a
sup inf [e(z,y) — c(y, z) +c(z,u) — f(u)] < sup [e(z,y) — f(y)] < clz,y) — f(y),
2€Rd uER? 2€Rd

et ainsi, pour tout = € R%,

“of(a) = inf sup inf [e(@,y) —e(y. ) + (=) = f()] < inf [elay) = S0)] = S (@)
YER? zeRd u€ ye

On a donc a la fois ““f < ¢f et, du fait du deuxiéme point, “°¢f = °q(°f) > <f, i.e. «¢f = ¢f.
(Il

Lemme A-9. Soit ¢ : R? x R — R un codt symétrique (i.e. c(x,y) = c(y, ), Yo,y € RY) et telle que c(x,z) =0
pour tout ¥ € R, et soit f : R — R. Alors (—f) < —°(—f) < f.

Preuve : Pour toute fonction h : R* — R, on a % < —h : en effet, pour tout = € R?,

h(x) = zieand [e(z, 2) — h(2)] < e(x,x) — h(z) = —h(z).

=0
Ainsi, “(=f) =41=1)) < =(=f), L.e. (= f) < == /).
De plus, d’aprés le lemme A-8, on a “(—f) > —f, i.e. —=°(—f) < f.

A.3 Propriétés sous des hypothéses plus spécifiques a notre étude

Définition A-2.
— Soit ¢ : Ry — R. Par abus de notation, pour toute fonction f : R — R, nous noterons Sf la transformée
de c-concave de f pour c(x,y) = ((|x — y|) pour tous z,y € R, i.e. Sf = CO(—f) (I’inf-convolution entre ( et
—f). Dans ce cas, on note également F; = Fe.
— Soient R, B > 0. Pour toute fonction f € F¢, on définit l’ensemble :

Arg(fl (R.B) = | ArgPt[f] (x,),

z€B(0,R)
ou ArgPt [f], (z,8) = {z € RY, *f(z) < (|2 - z]) = f(2) < “f(2) + B}

Lemme A-10. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive. Alors, pour toute fonction f : RY — R bornée supérieu-
rement, on a f € F¢.

Preuve : Soit f : R? — R une fonction bornée inférieurement par une constante. Comme f est bornée pour tous
z,y €RY ona(|lz—y|)— f(y) > —f(y) > —supga f > —00, i.e. Sf(z) > —o0 pour tout z € R%, et ainsi f € F¢.

O

Définitions et rappels de notations :
— On désignera par F,(R?) 'ensemble des fonctions de R? dans R bornées. On munit cet espace de la norme | - ||
définie pour toute fonction f € C,(RY) par

[flloe = sup | f(z)]-
zER?
Rappelons que (F,(R%), ]| - |ls) est également un espace de Banach. Remarquons également que Fy,(R?) C F,
d’aprés le lemme A-10.
— On rappelle également que C(R?) désigne I’ensemble des fonctions de R? dans R continues et bornées. On
munit également cet espace de la norme || - ||o : C5(R?) peut étre considéré comme un sous-espace vectoriel de
F,(R?). Rappelons que (Cy(R?), || - [|o) est également un espace de Banach.

76



Remarque A-3. Pour une preuve de la complétude de Fy(R?) et Cyp(RY), et plus généralement de Fy(X) et Cp(X)
pour un espace métriqgue non vide X quelconque, on peut également se référer au début de la synthése évoquée a la
section 2 pour la preuve du théoréme 2-12.

Lemme A-11. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ((0) = 0. Soit A un sous-
ensemble borné de (Fy(R), || - [loc)-

Alors pour tout R > 0 et tout 8 > 0, il existe une constante R’ > R telle que Arg [A]C (R,B8) C B(0,R") (au sens ou

Arg[f]. (R, 8) C B(0, R) pour toute fonction f € A).

Preuve : Rappelons que F,(R?) C F¢. Soient a,b € R tels que a < f < b pour toute fonction f € A.

Soit f € A, soit z € B(0, R), et soit z, € ArgPt[f], (z,8) C Arg[f], (R, ). Alors

0< (e = zol) b= f(20) +C(lw = 2o]) = (7 = 20]) = fl20) +b="f(a) + B+
——

20 <Sf(z)+B8
~0 (A-2)
—
<((lz—z)) = fle)+B+b=—f(x)+B+b<F+b—a < +oo.
>¢f(z) —a

Autrement dit, on a 0 < {(|Jz—2,|) < B+b—a. La fonction ¢ étant coercive, il existe K > 0 tel que (~* ([O, B+b— a]) C

’ . i '7 | = B = . > = ’ T ’ /7
[0, K]. Ainsi, on a |z;| < |z|+ |z — 22| < |z|] + K < R+ K. En posant R = R+ K > R, on a donc z, € B(0,R')

et ceci pour tout z, € ArgPt[f]. (z,8). Dot ArgPt[f]. (2, 8) C B(0, R'), et ceci pour tout x € B(0, R), c’est & dire

Arg[f]; (R, 8) C B(0, R'). Au final, étant de nouveau valide pour tout f € A, on a donc bien Arg [A], (R, 8) C B(0, R').
]

Lemme A-12. Soit { : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ((0) = 0, et soit une fonction
f e Fy(RY).

Alors, la fonction Sf est continue sur RY.

Preuve : Rappelons que d’aprés le lemme A-10, on a F,(R?) C F¢. Soit R > 0. D’aprés le lemme A-11 (en prenant

A={f}),ilexiste R' > 0 tel que Arg|[f]. (R,1) C B(0, R’). La fonction ¢ étant continue sur Ry, elle est uniformément
continue sur [0, R’ + R] (théoréme de Heine) : il existe donc une constante § > 0 telle que pour tous a,b € R vérifiant

|a — b <4, on ait |((b) — ((a)| < e. Soient z,y € B(0, R) vérifiant |z — y| < 4.

Soient € €]0, 1] et soient x,y € B(0, R) tels que |x —y| <. On a

ArgPt [f]. (z,€), ArgPt [f], (y.€) C Arg[f], (R, €) C Arg[f], (R,1) C B(0, /).

Soit z, € ArgPt[f], (z,€), ie. f(x) < ¢(|x — z2|) — f(z2) < f(x) 4+ €. Remarquons que l'on a également Sf(y) <
C(ly — 2zz]) — f(22). Ainsi,

Fly) = @) < [y = zal) = F(2)] = [y = 2a]) = f(22) = €]

>f(y) <f (@)

<y = zl) = C(ly — za]) + €

Comme z, € ArgPt[f]. (v,€) C B(0,R'), on a |y — 2|, [z — 2:| € B(0, R+ R'). Ainsi, on a ||y — 2| — |z — 2| <
ly — 2| <6, dott |C(Jy — 2z|) — ¢(Jly — 22|)] < €. On a alors :

fly) = f @) <y = 2zal) = Cly = 20]) + € < 2¢.

En inversant les roles de x et y, on obtient finalement |Sf(y) — f(z)| < 2¢, et ceci pour tous x,y € B(0, R) vérifiant
|z —y| < 4.

La fonction ¢f est donc uniformément continue sur B(0, R), et ceci pour tout R > 0 : °f est donc continue sur R

O

a. On peut y accéder sous le lien suivant : https://amubox.univ-amu.fr/s/w9pc6xJdXafYPic
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Lemme A-13. Soit ( : Ry — Ry wune fonction positive, coercive, localement lipschitzienne et telle que ((0) = 0.
Alors pour toute fonction f : RY — R bornée (d’ow notamment f € F¢ d’aprés le lemme A-10), la fonction f est
localement lipschitzienne.

Preuve : Soit f une fonction bornée, et soit R > 0. D’aprés le lemme A-11 (en prenant A = {f}), il existe R’ > 0 tel
que Arg[f]. (R, 1) C B(0, R'), et ainsi, pour tout € €]0,1] :

Arg[f]. (R,e) C Arg[f]. (R, 1) C B(0, R').
Soit L > 0 une constante de Lipschitz de la restriction de ¢ a [0, R + R/].
Soient x,y € B(0, R), et soit € €]0,1]. Soient & € ArgPt [fl (z,€) C Arg[f]. (R,€) et z, € ArgPt[f], (z,€) : ainsi,
x—z5y— 2z, € B(0,R+ R'). On a alors

Fly) = Fx) < Cy = 2gl) = f(z5) + (=Clz = 25]) + f(z5) +€)

=>¢f(y) 2—<f(2)

=y —z) e =2 +e < L(ly— 2] — o — 25[) + e < Lly — x| + ¢,

et ceci pour tout € €]0, 1], d’ott f (y) —f(x) < L|y—=|. On obtient de méme Sf (z)—Sf(y) < Lly—=z|, i.e. |f (y)—f(z)| <
L|y — z|. Et ceci pour tout R > : ¢f est donc bien localement lipschitzienne sur RZ.

O

Lemme A-14. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ((0) = 0. Alors, pour tout un
sous-ensemble borné A de (Fy(R?), |- [|o), ‘A est un sous-ensemble de fonctions équicontinues sur R%.

Preuve : Rappelons que F,(RY) C F¢ (d’apreés le lemme A-10). Soient a,b € R tels que a < f < b pour tout f € A,
et soit R > 0. Montrons que l’ensemble est uniformément équicontinue sur B(0, R). Soit € > 0.

D’aprés le lemme A-11, il existe R’ > R telle que Arg[A]. (R,1) C B(0, ). Par ailleurs, la fonction ¢ étant continue
sur Ry, elle est uniformément continue sur [0, R’ + R] (théoréme de Heine) : il existe donc une constante § > 0 telle
que pour tous u,v € [0, R’ + R] vérifiant |u — v| < 4, on ait |[((u) — ((v)] < e.

Soit f € A et solent z,y € B(0, R) vérifiant [z — y[ < d. Soit z; € ArgPt[f], (z,€), on a:

Fly) = fl2) < Clly = 25]) = F(20)) + (= (o = 25]) = £(25)) + ) = C(ly — 22]) = C(lz — 25]) + e

2¢f(y) >=<f(2)

Or, 2 € ArgPt[f], (r.¢) C Arglf], (R.¢) C Arg[f], (R.1) C Arg[A], (R.1) € B0, 70 , dou |z — 2|, Jy — =5 €
[0, R + R]. De plus, on a ||z — 25| — |y — 25|| < |z — y| < 6, et ainsi

Fly) = fz) <y — 25]) — C(lz — 25]) + € < 2e.

On peut montrer de méme que f(z) — Sf(y) < 2, i.e. |Cf(y) — Cf(x)’ < 2¢, et ceci pour tout x,y € B(0,R) et tout
f € A. Ce raisonnement étant valable pour tout € > 0, la famille A est bien un ensemble de fonctions uniformément
équicontinues sur B(0, R) et ceci pour tout R > 0 : elle est donc un ensemble de fonctions équicontinues sur R?.

O

Lemme A-15. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ((0) = 0. Alors, ‘Fy(R?) C
Fy(RY), et Uopérateur f +— Sf est non-expansif (i.e. 1-lipschitziens) sur (Fp(R%), | - ||oo)-

Preuve : Rappelons que Fy,(R?) C F¢.
Soit f € F(R%) : pour tout x € R%, on a donc
—oo < —sup |f| <°f = inf [((|z—y]) — f(y)] < ((|lz —=]) — f(z) <sup [f] < +oo,
Rd yeRd —_———— Rd
=0
i.e. of € Fy(RY), et ceci pour tout f € Fy(R?) : on a donc bien ‘F,(R?) C F,(RY).
Soient f,g € Fy(R?) et soit € > 0 : pour tout x € R%, et tout z& € ArgPt [f]¢ (z,¢€), on a

‘gla) = f(@) < (C(lr = 25]) = 9(=5)) + (= (C (o = z5]) = f(=5) + ) = g(25) = f(z5) + e < |If — glloo + .
>¢g(x) >—f (=)

De méme, on a Sg(z) — ¢f(z) < ||f — gll~ + € pour tout x € R%, d’ou
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1 = *flloe = sup |%g(x) = f(2)| < |If = glloo + €,
z€ER4

et ceci pour tout € > 0, d’oil [|%9 — flloc < ||f — 9lloo- L'opérateur f +— Sf est donc bien non-expansif.

Proposition A-1. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ((0) = 0.
Soient f,g € Fy(R?) (d’ou f € F¢) vérifiant g(x) < f(y) + ((|z — y|) pour tous x,y € R
Alors il existe une fonction h € Cp(R?) C F¢ telle que :

1. *h € Cyp(RY).

2. h est un point fize de lopérateur u — “u.

8. g<h<—h<f.

4. Si de plus C est localement lipschitzienne, alors h et “h sont localement lipschitziennes.

Preuve : Posons h = S(—f). D’aprés le lemme A-6 on a g < (—f) et, d’aprés le lemme A-9, on a §(—f) < —S(—f) < f,
ie. g <h < —% < f (ce qui nous permet de conclure immédiatement le point 3. et que h, %h € F,(R?)).

Par ailleurs, d’aprés le lemme A-8, on a bien ‘h = ¢Y(—f) = ¢(—f) = h, et d’aprés le lemme A-12, h = S(—f) est
continue, de méme que h (i.e. h,%h € Cy(RY)).

Pour finir, si de plus ¢ est localement lipschitzienne, alors d’aprés le lemme A-13, A de méme que h sont localement
lipschitziennes.

O

Lemme A-16. Supposons que la fonction ( : Ry — R4 soit convexe. On a les résultats suivants :
— Si f est conveze, alors Sf est concave.
— Si f est concave, alors Sf est conveze.

Preuve : Supposons que f soit convexe, i.e. que —f soit concave. Comme ¢f = (—f)(, ¢f est concave d’aprés le
second point du lemme A-1.

Supposons que f soit concave, i.e. que —f soit convexe. Comme Sf = (—f)(, Sf est également convexe d’aprés le
premier point du lemme A-1.

O

A.4 Caractérisation des plans de transports

Définition A-3. Soit ¢ : R, — Ry une fonction positive, continue et coercive telle que ¢(0) = 0. Soit f : R* — R
une fonction continue élément de F¢. Pour tout x € R, on définit I’ensemble Oc f(x) par :

&f@%zwggﬂdk—wD—f@N

On définit de plus le domaine Dom (O f) de Ocf comme Uensemble des x € R tels que O f(z) # 0.

On définit également ’ensemble Dom (V¢ f) des points x € R en lesquels O f(x) admet un unique élément, que l'on

notera V¢ f(x) (i.e. Ocf(x) ={Vcf(z)})
Définition A-4. Pour tout sous-ensemble X de R?, et toute fonction f € F¢, on définit Uensemble O¢ f(X) par
0 f(X) = | 0cf ()
zeX

Lemme A-17. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, semi-continue inférieurement et coercive. Si la fonction
f, : R* — R est semi-continue supérieurement et bornée supérieurement, alors Dom (Ocf) = R?.

Preuve : Pour le cas de . f, on note S(f) = supga f < +00. Soit z € R? : pour tout z € R, on a donc —S(f) <
C(lz = 2z])=S(f) < ¢(Jr—=|)— f(2). La fonction ¢ étant coercive, il en est donc de méme pour la fonction (semi-continue
—_———

>0
inférieurement) z — ((|z — z|) — f(z) : celle-ci admet donc au moins un minimum global sur RY, i.e. 9. f(z) # 0.

79



Lemme A-18. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive.

Soit f : RT — R une fonction continue, élément de Fe, et {(- — -)-concave, c’est & dire point fize de lapplication
f = SSf :=9(Sf). Alors, pour tous x,y € R, on a équivalence entre les trois assertions suivantes :

— y € 0cf(x) (et donc x € Dom (0. f)).

— f(2) = (e — ) — F)-

— x € 0c5f(y) (et donc y € Dom (9¢5f) ).

Preuve : Soient r,y € R Par définition de 9. f(x), y € ¢ f(x) & f(z) = ((|lz — y|) — f(y). De méme, par définition
de 0:5f (y), et comme f est un point fixe de f + °°f, on a

z € 0f(y) & fly) = “F(y) = C(ly — ) - *f(2),
ie. ¢f(x) = ((lz —yl) = f(y) (ie. y € O f ().
Remarque : on a en cohérence : z € 9:5f(x) & f(z) = “f(y) = ((|z — z|) — f(x) = —f(2).
]

Lemme A-19. Soit ( : Ry — R4 wune fonction positive, continue et coercive. Soit A un sous-ensemble borné de
(Co(RY), [+ lloo)-
Alors pour tout R > 0, il existe une constante R' > R telle que ;A (B(O, R)) C B(0,R) (au sens ow O f (B(O, R)) C

B(0, R') pour toute fonction f € A).

Preuve : Il suffit d’appliquer le lemme A-11 en remarquant que pour tout R > 0 et tout 5 > 0, on a 0-A (B(O, R)) C
O

Lemme A-20. Soit ( : R, — Ry une fonction positive, continue et coercive. Soit f : R — R est une fonction
semi-continue supérieurement telle que Dom (¢ f) # 0. Supposons qu’il existe une suite (x,,) d’éléments de Dom (O f)
convergeant vers un élément x de R%, et une suite (y,), d’éléments de R? convergeant vers un point y € R? telle que,
pour tout n € N, on ait y, € O f(xn).

Alors Ocf(x) #0 ety € O f(z).
Preuve : Application directe du lemme A-2, sachant que —f est semi-continue inférieurement.

O

Lemme A-21. Soit ( : Ry — R, une fonction positive, continue et coercive. Soit f : RY — R est une fonction
semi-continue supérieurement telle que Int (Dom (0¢ f)) NDom (V¢ f) # 0, et soit z € Int (Dom (¢ f)) NDom (V¢ f) et
r >0 telle que B(x,r) C Dom (O¢ f).

Alors pour tout € > 0, il existe § €]0,7] tel que V¢ f (B(z,8)) C B(Vcf(x),e).

Preuve : Soient f, x et r tels que décrits dans les conditions de I’énoncé. Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il
existe un seuil € > 0 tel que pour tout § €]0,7], il existe 2'inB(x, §) pour lequel on a d¢ f (') N [RA\B (V¢ f(z),€)] # 0.

On définit alors deux suites (z,,)n et (yn), dans R? vérifiant, pour tout n € N :
zn € B(x,1/n) et yn € Ocf(xzn)N [Rd\B (Vef(z),€)].

D’aprés le lemme A-19, en prenant A = {f} et en prenant R > 0 suffisamment grand pour que B(z,r) C B(0, R), il
existe R’ > 0 tel que dc f (B(x,7)) C 8 (B(0,R)) € B(0, R') : on a donc y,, € B(0, R') pour tout n € N.

La boule B(0, R’) étant relativement compacte dans R?, il existe une sous-suite (Yop(n) )n extraite de (y,)n convergeant
vers un point y € R%. De plus, R¥\ B (V, f(), €) étant un sous-ensemble fermé de R%, on a y € R\ B (V f(x),€), d’ott
y # Vef(x).

Or, parallélement, du fait que () n:}oo z,onay € . f(x) ={Vcf(z)} d’aprés le lemme A-20. D’ou y = V f(z),
ce qui contredit ainsi la conclusion du paragraphe précédent.

O

Lemme A-22. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive, continue et coercive. Soit U un ouvert de R%, et soit i1 une
mesure borélienne et finie sur R? telle que p C U.

Soit f : RT — R est une fonction semi-continue supérieurement telle que U C Dom (O, f) et telle que pn (U\Dom (V¢ f)) =
0, i.e. telle que pour p-presque tout x € U, on ait x € Dom (V. f).

Alors V¢ f (Supp(p)) = Supp (Ve f#u) .
a. Voir la note de bas de page du lemme A-3 : on pourrait/devrait donc écrire V¢ f (A N Dom (ng)) plutot que V¢ f(A).
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que V¢ f (Supp(r)) C O¢f (Supp(p)), d’ott V¢ f (Supp(p)) C Ocf (Supp(w))
d’aprés le lemme A-3, on a

Supp (V¢ f#u) C Ve f (Supp(p)) C O¢ f (Supp(p)).

Montrons réciproquement que V¢ f (Supp(p)) C Supp (V¢ f#u). Soit € Supp(pn) N Dom (V¢ f). Soit € > 0 : d’apreés
le lemme A-21, il existe une borne § > 0, que 1’on prendra suffisamment petite pour B(x,d) C U, telle que

Ocf (B(z,6)) C B(Vef(x),e).

Du fait que « € Supp(p), on a p (B(x,d)) > 0 (voir le lemme B-9). Sachant que par ailleurs on a B(z,d)NDom (V¢ f) C
Vef 1 (Vef (B(z,6))), on obtient les inégalités suivantes :

0 < 0 (Blx,6)) = 11 (B(2,8) N Dom (Ve f)) < 1 [Ve S (Vef (B(,))] = (VeS#0) (Ve f (B(x,0)))
< (Vef#) (0f (B(x,9)))

< (Vef#m) (B(Vef(x),€))

Le. (Vef#u) (B(Vef(z),€)) > 0, et ceci pour tout € > 0 : d’apreés le lemme B-9, on a donc V¢ f(x) € Supp(V¢ f#u),
et ceci pour tout « € Supp(p) N Dom (V¢ f).

On a donc V¢ f (Supp(p) NDom (V¢ f)) C Supp (Ve f#1)?, et ainsi, 'ensemble Supp (V¢ f#u) étant par définition

=V f(Supp(n))

fermé,

Ve f (Supp(p)) C Supp (Ve f#u) -
0

Lemme A-23. Soit ¢ : R — Ry une fonction positive, continue et coercive, telle que ((0) = 0. Si f : R* — R
est une fonction continue et bornée supérieurement, alors Dom (O¢ f) = R?.

Preuve : Soit f : R — R est une fonction continue et bornée inférieurement (d’ott f € F; d’aprés le lemme A-10).
Soit z € R%. Pour tout y € R, on a ((|z — y|) — f(y) > —sup|f| + ¢(|Jz — y|) : la fonction y — f(y) + ((|z — y|) est
——
. >—00
donc coercive. Etant de plus continue, elle admet donc au moins un minimum global sur R%.

O

Lemme A-24. Soit ¢ : Ry — R une fonction positive, de classe O et coercive, telle que ((0) = 0. Soit f : R —
R une fonction continue telle que f € F¢ (d’ou la continuité également de Sf d’apres le lemme A-12).

Supposons qu’il existe x € R? tel que O¢ f soit non vide au voisinage de x, et tel que x ¢ ¢ f(x). Alors :
— Pour tout h € R%, Sf admet une dérivée directionnelle en x dirigée par h, notée Dy (5f)(x).
— Soit une suite réelle strictement positive (t,), convergeant vers 0, et soit une suite (yn), d’éléments de RY
vérifiant y,, € Ocf(z + ty,h) pour tout n € N. Alors la suite (yn)n est bornée et, pour tout point d’adhérence j
de (Yn)n, on a G € Oc f(z) et

D)) = LI o = ) = (V6 Dl = ).
— On a pour finir Dy, (f)(z) = o W(x —7,h) = Eegl(i;l(:c) (Vo[- D)z —7), h).

Preuve : Soit r > 0 tel que B(z,r) C Dom (0¢f), i.e. Oc f(x) # 0 pour tout = € B(x,r).
— Soit h € R? et soit § € O¢ f(z) (d'ott § # x) : d’aprés le lemme A-4, pour tout ¢ €]0,7/(2|h[)[, on a

o+ th) < G+ th=71) = @) = e =) = 1@) +1- =T la 5.+ ol
—<f ()
ie. RiGhs ﬂ;) — @) < C/(:Lx_y?rD (z—7,h) + @ pour tout ¢ €]0,7/(2|h])[, et ainsi
f(z —f(z "(lt—7
- ( s th) >> S - )

et ceci pour tout h € R? et tout § € 9, f ().

a. cf. les notes de bas de page de I’énoncé du lemme.
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— Soit une suite réelle strictement positive (¢,), convergeant vers 0 telle que ¢, €]0,r/(2]h|)[ pour tout n € N,
et soit une suite (y,), d’éléments de R? vérifiant y, € O¢f(z + t,h) pour tout n € N. D’aprés le lemme
A-11 (en prenant A = {f}), il existe R > 0 tel que Arg[f].(|z| +r,1) C B(0,R), d'ott I f(z + t,h) C
ArgPt [f]. (z + tph, 1) C Arg[f], (|z| +r,1) C B(0, R) pour tout n € N. La suite (y,), est donc bornée dans
R : son adhérence est donc non-vide.

Soit g, un point de I'adhérence de la suite (y,)n, et s0it (yg(n))n une sous-suite extraite de la suite (y,)n
convergeant vers . D’aprés le lemme A-2, les fonctions f et ¢ o|-| étant continues, on a 7, € O f(x). En
particulier, on a 7, # 2 : on peut donc choisir la sous-suite (y4(,))n telle que tous ses termes soient suffisamment
proches de 7, de fagon a ce que, pour tout n € N, on ait y,(,) # =. Pour tout n € N, par convexité de la fonction

Col|-|,ona
C(lz + topmyh — Yoy D) = €12 = Yo ) + tam) (ValC( - D@ = ygm)), b
d’ou
F@+ topmh) = 1z + tamh — Yow)l) — FYsm)
> (12 = Yoy ) = f Wom) + tom) (V€| - D@ = ypim)), B
Sf(x)
> Sf(@) + tom) (Vo[- D@ = Yorm)), B)
et ainsi

Sfla+tgmh) — f(2)
to(n)

Par passage & la limite inférieure (et comme la fonction ¢’ o | - | est continue du fait que ¢ est de classe C*), on
obtient 'inégalité :

> (200 Dlo = o) ) = S )

lim inf (Cf(m T tomh) = Cf(x)) > =l g gy (A-4)

n—+oo t(n) |z — o
Or d’aprés 'inéquation (A-3) (valable pour n’importe quel ¥ € O, f(z)), on a également

<<f(x+t¢(n)h)—<f(x)> - C’(\:v*?ol)<
to(n) e =7

lim sup
n—-+o0o

T — g(h h>7
et par conséquent

fx+ tymh) — f(2) . ¢'(lz = Yol)

— T =Ygy, h). A-5
t¢(n) n—+oo |;z; — y0| < 0 > ( )
De plus, toujours d’aprés I'inégalité A-3, on a donc

(|l — 7, < th) — ¢ "l —g

C(|3j 7y0‘)<:v—§07h> — lim f(SL’+ ) f(:E) < C(|3j 7y|)<m—y,h> (A—G)
|z — ol 10+ t [z -7l
! _ ! _

pour tout §J € O¢ f(x), i.e. M(m — g, h) = min M(:c —y,h).

|z — Yo veocf(@) |z —yl

— Gardons le méme point 7, qu’a 'étape précédente (défini sous les mémes hypothéses : point d’adhérence de la
méme suite (y,)n), et montrons que la dérivée directionnelle dans la direction h de ¢f en z est bien définie,
c’est a dire que

Flot tah) @) o7
Lo(n) t>0+ |z — Yol

<.’£ _yo,h>~

Supposons que ce ne soit pas le cas : il existerait alors € > 0 et une suite (,),, réelle convergeant vers 01 et
vérifiant ¢, €]0,7/(2|h|)[ pour tout n € N, et telle que

flz+t,h) —f(@)  (lz—7)

t |z -7l
pour tout n € N, et soit une suite (y/,), d’éléments de R? vérifiant y!, € O f(z + t/,h) pour tout n € N. En
raisonnant comme au point précédent via le lemme A-11, on déduit que la suite (y/,), est bornée dans R? et
admet donc un point d’adhérence ;. On a donc de méme, pour une sous-suite (yfp(n))n extraite de la suite

(x—7,h)| >e>0, (A-7)

(y,)n convergeant vers 7, :
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St tomh) — @) (e —7)
t (n) notoo |z —7|

<1' 7?17h>'
et

¢(lz = Yol)

<.’L‘ -, h>

(¢~ To.h) = lim <<f<w+th>—<f<x>> L ¢z =730

|z — ol t—0+ t |z — 7|
! a7 ! a7
pour tout § € O f(z). En particulier, on a M(z -7y, h) < M(z — o, h).
R R
! a7 ! a7
Par ailleurs, I'inégalité (A-6) nous montre que I'on a également w(x — T, h) < C|(3:y1|)<x -7, h),
T — Yy =Y

i.e.

St tomh) =@ ¢z —7)
toin) notoo [z -7

— oz =7l _
(x =7y, h) = ﬁ@ — 7o, ),

ce qui contredit I'inégalité (A-7).

f (@ + tomh) — °f () ¢ (= —wol)
H —_—

t¢(,L) t—0+ |£L' — y0|
bien définie en x pour toute direction h € R%. Elle vérifie également bien les propriétés définies dans I’énoncé.

On a donc bien (x — 7y, h), et la dérivée directionnelle de ¢f est donc

O

o

Remarque A-4. La propriété Dy, (f)(z) = min M(x—@, hy = min (V.[C(|-])](z —7),h) peut étre vue
veocf(z) |z~ €0 f (w)

comme une variante de la formule du mazimum (théoréme 17.18 de [2] 2¢ édition p. 296) : ¢'(x; h) = max(dg(x), h).

Ce qui conforte la comparaison de Ocf et O¢ f avec la notion de classique sous-différentielle et appuie cette notation.

Lemme A-25. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction positive, classe C* et coercive, telle que ¢(0) = 0. Soit f : R — R
une fonction semi-continue supérieurement telle que f € F¢.

Supposons qu’il existe x € R? tel que O f soit non vide au voisinage de x, et tel que x ¢ O f(x). Alors

Du(‘g)(x) < — sup  Du(“f)(y).
Y€ f ()

Preuve : D’aprés le lemme A-24, pour tout y € 0. f(x), on a

o (z—=]) d(lz—yl) ((ly —=|)
Dn(Sf)(z) = min ——"Y(x —z h) < 2" (g —y h)y = -2 "V (y gz h).
D’aprés le lemme A-18, on a z € 9:5f (y) pour tout y € d. f(z), et donc d’aprés lemme A-24 :
¢'(ly — =) . ¢(ly — =) @
= (y—x,hy > min ——(y—2z,h)=D ,
Y — 2] (y ) N o (v ) =Dn(*f) ()

d’ott Dy, (°f)(2) < =Dp(%f)(y), et ceci pour tout y € O f(z). Ainsi, Dy (5f)(z) > — SUDyco,. f(x) Dy, (%f)(y)-

O
Lemme A-26. Soit ¢ : R — R une fonction positive, de classe C* et coercive, telle que ((0) = 0. Soit f : R —
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f € F¢.

Supposons qu’il existe x € R? tel que Ocf soit mnon vide au voisinage de x, et tel que = ¢ O f(x). Alors, pour tout
h € R%, la dérivée directionnelle Dy (Sf) est bien définie et semi-continue inférieurement au voisinage de x (et s’exprime
comme dans le lemme A-24). De plus, il existe rp, > 0 tel que y ¢ O¢ f(y) pour tout y € B(z, 7).

Preuve : Soit h € R%. D’aprés I'énoncé et le corollaire A-2, il existe 7, > 0 tel que B(x,r,) C Dom (9. f) et tel que
y ¢ Ocf(y) pour tout y € B(w,ry). Ainsi, d’aprés le lemme A-24, Dy, (Sf)(y) est bien défini en tout y € B(x, 7)) et
!

DA = min Sy s,

Soit y € B(x,rp,) et soit (y,) une suite d’éléments de B(z, 7)) convergeant vers y. Soit (z,,)y, une suite d’éléments de
RY vérifiant 2z, € O¢ f(yn) (et donc z, # y,, du fait que y,, & Oc f(yn)) et

D)) = =2, )
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pour tout n € N. D’aprés le lemme A-11, il existe R, > 0 tel que Arg[f]. (|z] + 74,1) C B(0, Rp), d’ott 9¢ f(yn) C
ArgPt [f]: (yn, 1) C Arg[f]; (lz[ + s, 1) C B(0, Rp,) pour tout n € N. La suite (z)n est donc bornée dans RY.

Montrons que l'on a liminf, 1 Dx(Sf)(yn) > Dn(°f)(y). Pour cela raisonnons par I’absurde, et supposons que
liminf,, oo Dp(Sf)(yn) < Dn(Sf)(y), et dans ce cas prenons 0 < e < Dy (°f)(y) — liminf, 4 oo D (*f) (yn)-

Il existerait alors une sous-suite (y4(n))n extraite de (yn), vérifiant

ni%fn Dy (“f)(ym) < Dn(f) Wo(n) < lim inf D (“f)(n) + € < Du(“f)(v)

pour tout n € N. Comme la suite (z,,),, est bornée, on peut supposer, quitte a extraire une autre sous-suite de (z¢(,L))n
(et donc de (Yg(n))n), que la suite (24(n))n converge vers un point z € RY, vérifiant plus précisément z € d; f(y) d’aprés
le lemme A-20. On a donc

C(1Ygn) — 2e(m)])
Yo(n) = Zo(m)|

=Dy (cf)(yqb(n)

Wota) — 7ot B < liminf Dy () (9) + € < Du(F) ()

pour tout n € N, et la suite (yg(n) — Zp(n))n converge donc vers y — z # 0 (car y ¢ 9 f(y)). Ainsi, par passage a la
limite quand n — 400, on obtient (du fait de la continuité de ¢’)

SUED ) <t ing D) o) + € < D)
=2Dn(¢f)(y)
d’oi1, du fait que W@ — z,h) > Du(*f)(y),

D (%f)(y) < liminf Dy, (“f) (yn) + € < D (*f) (),

n—-+oo

ce qui est bien évidemment absurde. On a donc bien lim inf,, s y oo D1 (%) () > D#(Sf)(y) et ceci pour tout y € B(z,74)
et pour toute suite (y,), d’éléments de B(z,r,) convergeant vers y. La fonction y — Dy, (f)(y) est donc bien semi-
continue inférieurement sur B(z, ).

O

Lemme A-27. Soit ¢ : R — R une fonction positive, de classe O et coercive, telle que ((0) = 0. Soit f : R —
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f € F¢.

Supposons qu’il existe x € R? tel que O¢f soit non vide au voisinage de x, et tel que x ¢ O f(x). Alors, pour tout
h € R%, Dy (Sf) est bien définie au voisinage de x, et la fonction t — Dy, (Sf)(z + th), définie au voisinage de 0 pour
t >0 est continue ent =07,

Preuve : D’aprés I’énoncé et le corollaire A-2, il existe r, > 0 tel que B(x,ry) C Dom (O f) et tel que y ¢ O¢ f(y)
pour tout y € B(x,ry). Ainsi, d’aprés le lemme A-24, Dy, (Sf)(y) est bien définie en tout y € B(z,r1,) et Dy (Sf)(y)
/ p—
min M(y —z,h).
z€0cf(y) |y — 2|

Montrons que Dy (Sf)(z + th) — Dy (Sf)(x). Pour cela raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe un réel
t—0

€ > 0 et une suite réelle strictement positive (t,), convergeant vers 0 telle que t,, €]0,7,/(2]h|)] et
Dy (f)(x) = Da(“f) (2 + tnh)| = € > 0 (A-8)
pour tout n € N. Soit une suite (2,), d’éléments de R? vérifiant z, € 9 f(x + t,h) et

¢(lz +tnh — 2nl)
|z + thh — zp|

Dy, (°f)(z + tuh) = (T +tyh — 2, h)

pour tout n € N (rappelons que l'on a z + t,h ¢ Ocf(x + t,h), et donc z, # = + t,h). D’aprés le lemme A-24, la
suite (z,,)n est bornée dans R : son adhérence est donc non-vide et donc, quitte & en extraire une sous-suite, on peut
supposer que (2,), converge dans R? vers un point z vérifiant donc

D)) = EZZD 2

|z =7

d’aprés le second point du lemme A-24. En rappelant que 'on a « ¢ 0. f(z), et donc Z # «, on a alors (du fait de la
continuité de la fonction () :
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C/(|z+tnh_zn|)<x+tnh—zn,h> — M@;_z,h}:Dh(Cf)(x),

Dy (¢ wh) =
h(f)($+tnh) |x—|—tnh—zn| A ‘.’E—E‘

contredisant ainsi notre hypothése (A-8).
(]

Lemme A-28. Soit ¢ : R — R une fonction positive, de classe O et coercive, telle que ((0) = 0. Soit f : R —
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f € F¢.

Supposons qu’il existe x € R? tel que O¢ f soit non vide au voisinage de x, et tel que x ¢ ¢ f(x). Alors :
— Pour tout h € R? et pour tout A > 0, on a Dy (Sf)(z) = ADp(5f) ().
— Pour tous hy,hy € R?, on a Dy, 11, (f)(x) > Dy, (°f)(x) + D, (f) ().

Preuve : Soit h € R? et soit A > 0. D’aprés le lemme A-24, pour tout z € Ocf(x), on a

¢z = =[) Sz ==), ¢
W(w —z,Ah) = )\W@c z,h) > ADp(5f)(2),
2AD5 (4f) (=)
d’ott Dy, (Sf)(z) = min M(x — 2,h) > ADp(5f)(z). De méme, on montre que I'on a D an(Sf)(@) =

z€0¢ f(x) |.’L' —Z‘
(1/N)Dn(“f)(x), d’ott Dyp(¢f)(z) = ADa(%f) ().

Soient maintenant hi, hy € R%. Toujours d’aprés le lemme A-24, pour tout z € Ocf(x), on a

’ 7 / _ / _
lo=al) gy = S a) e
|z — 2| |z — 2| |z — z|

>Dp, (SF)(z) >Dh, (¢f) ()

2 Dy, (Cf)(m) + Dh, (Cf)(x)
Dot Doy (F)(e) = i == o sy 1) 2 D1 (1)) + D))

O

Lemme A-29. Soit ¢ : R — R une fonction positive, de classe O et coercive, telle que ¢(0) = 0. Soit f : R —
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f € F¢.

Supposons qu’il existe x € R? tel que O f soit non vide au voisinage de z, et tel que x ¢ O f(x).

/ J—
Si Sf est Gateauz-différentiable en x, alors V,5f (z) = M(x —y) pour tout y € O f(z).

|z =yl
Preuve : Si °f est Gateaux-différentiable en =, alors pour tout h € R, on a Dy (*f)(z) = (V. f(z),h). De plus,

/ p—
d’aprés le lemme A-24, on a également Dy, (f)(z) = min M(w —z,h).
z€0¢ f(x) |.’1? — Z|

Pour tout A € R%, on a

G ¢(Jz = =)

S T I R & S PR I
= *D—h(Cf)(x) = - <vch(x)> *h> = <Vm<f(x); h>
= min M(az—z h).

z€dc f(z) |T — %]

Ainsi, pour tout y € d¢ f(z), on a

Clz—yl), _o =2, _ Clz—2), _ o ¢
Temul TN TS e TN LA T e S (T
pour tout h € RY, ie. V,5f(z) = W(m —9).
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Remarque A-5. On aurait en fait prouver directement, et plus simplement, le lemme A-29 sans se référer aux
résultats obtenus sur les dérivées directionnelles. En effet, d’aprées le lemme A-18, pour tout x € RY tel que Ocf soit
non vide au voisinage de x, et tel que x ¢ Ocf(x), et tout y € Ocf(x) (d'oty # x), on a x € O:5f(y), i.e. x est un
mazimum de la fonction z — ((|y — z|) — Sf(2) : celle-ci étant Gateaux-différentiable en x, ce dernier en est donc un
point critique, 1.e

ValC(| - D@ —y) = Valf (@) =0,
¢z —yl)
|z —y|
Lemme A-30. Soit ¢ : Ry — R, une fonction positive de classe C', strictement convexe, telle que ((0) = 0 (et

donc strictement croissante et coercive®). Soit f : RY — R une fonction semi-continue supérieurement telle que
f S ]:Q*.

Supposons qu’il existe x € R? tel que O f soit non vide au voisinage de z, et tel que x ¢ O f(z).

e, VoSf (@) = ValC(l- D@ —y) = ().

Si of est Gateauz-différentiable en x, alors x € Dom (V¢ f) P, i.e. O f(x) est réduit a un seul élément et

NN o4 (e 41O DN
V() = Vel D) 2 = Ve @) = g ST (@ Vel @)

Autrement dit, en considérant la fonction réciprogue (¢')~' : [¢'(0), ¢ (+00)[— Ry de la fonction (¢)|€'(0)¢ (+eo)l,
on a Vi5f(z) #0 et

(€~ (IVaf ()])
IVaif (@)
Preuve : Pour le cas de Sf : si ¢f est Gateaux-différentiable en x, alors d’aprés le lemme A-29, on a V,5f(z) =
¢z —yl)
|z -yl
La fonction ¢ étant de classe C, strictement convexe et croissante sur Ry, sa dérivée ¢’ est quant a elle continue,

strictement positive (sauf éventuellement en 0) et strictement croissante sur Ry (donc injective).

Vefle) =a— V.5 ().

(x —y) pour tout y € O f(x).

/ o ! _
Soient y1,y2 € Oc f(x) : on a ainsi M(x —y1) = Va.of(z) = M(z —12), d’on
[z =y |z — y2
(lz—y ((lz—y
¢l =) =[S0y = |95 = [ ) e o) >0
[z =y |z — ya
!/ _ !/ _
La fonction ¢’ étant injective, on a ainsi |z —y1| = |z —y2| > 0, d’on ¢ |(|x y|1|) = ¢ |(|x yTD et donc z —y; = x—ys2,
T — Y1 T —Y2

ie. y1 = ys.
L’ensemble 9 f(x) se réduit donc a un seul élément, noté V¢ f(x), et on a donc |V.f(z)| = ¢/ (lz — V¢ f(w)]) > 0,
dott (¢) 71 ([Vaf (@)]) = v = Ve f (@)

|z = Ve f(@)| ()~ (V2 (@)])

insi, on a x — T) = f(z)) = Sf(z), ie.
Al VIO =5 e vern T =T g IO
n—1 ¢ T
Vo =o - CL O g o),

O

Remarque A-6. Remarquons que si ¢ n'est pas strictement convezxe, rien n'interdit ¢ f(x) de ne pas étre réduit a un
seul élément lorsque Sf est Gateauz-différentiable en = sous les conditions du lemme A-29.

Par exemple, si ¢ =1, on a V,5f(x) = (z —y) pour tout y € Ocf(z) (ce qui, pour un gradient V,f(x) fixé,

1
—
laisse potentiellement une infinité de possibilités pour y).

Lemme A-31. Soit ( : Ry — Ry une fonction positive de classe C, strictement conveze, telle que ((0) = 0
(et donc strictement croissante et coercive). Soit f : R — R une fonction semi-continue supérieurement telle que
feF.

Supposons qu’il existe x € R tel que Oc [ soit non vide au voisinage de z, et tel que x € O f(x).

Si °f est Gateauz-différentiable en x, alors x € Dom (V¢ f), i.e. ¢ f(x) est réduit a un seul élément, et V. f(z) = w.

a. En effet, si ¢/(0) avait été strictement négative, ¢ aurait été localement strictement décroissante au voisinage de 0, et donc ¢ aurait
été strictement négative au voisinage de 0, ce qui contredit sa positivité. Ainsi, ¢/(0) > 0 et donc ¢’(t) > 0 pour tout ¢ > 0 du fait de la
stricte croissance de ¢’. Par ailleurs, la coercivité de ¢ est assurée par le fait que pour tout to > 0, et tout ¢t > to on ait ¢’'(¢) > ¢’(to) > 0.

b. Voir la définition A-3 pour les notations Dom (V¢ f) et V¢ f(z).
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Preuve : Supposons z € R? vérifiant les hypothéses de 1’énoncé. Soit 7 > 0 tel que B(x,r) C Dom (O f), i.e. Oc f(x) # 0
pour tout = € B(z,r).
— Comme z € O f(x), pour tout t €]0,7/(2|h|)[, on a *f(z) = {(|z — x|) — f(z) = —f(x), et ainsi
=0
flxz+th) < (e +th—z]) = flz) =)+ f(2),
—~~
=—<f(z)
=0

Py
flw+th) = f(x) _ C(thl) —<(0)

ie. ; < ; pour tout t €]0,7/(2|h])[, et ainsi
Pl _ <ty _
(V.57 (), h) = Da)(@) = lim ( Jlo i) =71 )) < Jim SUD=EO gy

De méme, on montre que

Cfle —th) — Cf(x _ R —
%Vﬁ@%m:DhﬂM@:hm<f( m)éﬂ)><mn“”’mqm=d@m.

t—0+ t t—0+ t

d’ott |(V,5f(x),h)| < ¢'(0)|h], et ceci pour tout h € R Ainsi, on a

V. (@)] < 0. (A-9)
— Supposons qu’il existe y € J¢ f(z) tel que y # x. Soit h € R? : d’aprés le lemme A-4, pour tout ¢ €]0,7/(2|h])],
on a
o+ th) < Glla-+ th = o) = 1) = §llo = ol) = £0) +t o=y +-oft)
=¢f(x)
ie. S th) - () < Cllz =) (x —y,h) + olt) pour tout ¢ €]0,r/(2|h])[, et ainsi

t T |z -y

(Vf (@), h) = Da(Sf)(x) = lim (<f e th) = W) <z,
-y

De méme, on montre que

f (@ —th) = f(z) ¢'(Jlz —yl)
—(V.* h) =D_n(" =l < — —y,h
! _ 4 _
d’ott (V,°f(2),h) = C(xglJ')(:z:y, h), et ceci pour tout h € RY. Par conséquent, on a V,f (z) = M(x
-y r—y
y), et ainsi, du fait que ¢’ soit positive et strictement croissante sur R,
! xr —
Vo450 =[S @ = )| = o ) > C00)

ce qui contredit I'inégalité (A-9). Ainsi, O¢ f(x) est réduit au seul point z, i.e. x € Dom (V¢ f) avec V¢ f(z) = .
]

Proposition A-2. Soit ( : Ry — R, une fonction positive de classe C1, strictement conveze, telle que ((0) =0 (et

donc strictement croissante et coercive). On considére également la fonction réciprogque (¢')~1 : [¢'(0), ' (+00)[— R4
de la fonction (¢')I1€ ()¢ (+oo)l,

Soit f : RY — R une fonction semi-continue supérieurement et bornée.

Alors Dom (0, f) = Re et la fonction Sf est Fréchet-différentiable en L%-presque tout point x € R?. En chacun des
points x ot Sf est Fréchet-différentiable, on a x € Dom (V¢ f), avec :

Vef(w) ==, i € 0cf(@), . o) = —f)
/\—1 ¢ T
vorw =~ VIO g 00 o g o, ve ) % -1
£0
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que 1'on a bien Dom (9, f) = R? d’aprés le lemme A-17. De plus, d’aprés le lemme
A-13, la fonction °f est localement lipschitzienne sur R? : en effet la fonction ¢ étant convexe et continue?, elle est
donc localement lipschitzienne sur Ry, et remplit donc avec f les conditions de ce dernier lemme. Ainsi, d’aprés le
théoréme 2-2 (théoréme de Rademacher), la fonction ¢f est L£%-Fréchet-différentiable presque partout sur R?.

11 suffit pour finir d’appliquer en chacun des points ot f est Fréchet-différentiables le lemme A-31 si = € O¢f(x), ou
le lemme A-30 si @ ¢ O f(x).

Par ailleurs, remarquons que z € O, f(z) & Sf(x) = ((|lz — z|) — f(z) = — f(z).

=0

B Annexe de la section 3

Cette annexe présente les définitions et les résultats utilisés dans la section 3.

B.1 Définitions et résultats pour la preuve de la proposition 3-2
Commengons par rappeler deux définitions :

Définition B-1. Soient (X1,71) et (X2, T2) deux espaces mesurables, et soit une fonction f : X; — Xo.
On dit qu’une fonction f : X1 — Xo est mesurable de (X1, T1) vers (Xa,T2) si pour tout Y € T on a f~1(Y) € T;.

Par abus de notation et de langage, on dira souvent que la fonction f : (X1,T1) — (X2, T2) est mesurable (méme si

la fonction f est bien une fonction de Xy dans X et non de (X1,7T1) dans (X2, 72)).

Définition B-2. Soit (X,T) un espace mesurable. Par abus de langage, on dit qu’une fonction f : X — R est
"mesurable” sur (X, T) (sans plus de précision) si pour tout ouwvert U de R (muni de sa topologie canonique), on a

V) eT.

Autrement dit f est dite "mesurable” si la fonction f : (X, T) — (R,B(R)) est mesurable au sens de la définition
B-1 (ou B(R) désigne la tribu borélienne issue de la topologie canonique de R).

Remarque B-1. Nous tenions a rappeler cette définition, pour pointer le fait que toute fonction a valeur dite me-
surable, méme si elle n’est pas borélienne (c’est & dire méme si T n'est pas la tribu borélienne issue d’une topologie
associée o X ), elle garde toujours une part de "boréliannité" liée & son espace d’arrivée.

Par exemple, on dira qu’une fonction f : RY — R est Lebesque-mesurable, i.e. mesurable sur (Rd,Tﬁ(Rd)), ot

TL(R?) désigne la tribu de Lebesque sur R (muni de sa topologie canonique), si la fonction f : (Rd,'TE(Rd)) —
(R,B(R)) est mesurable. En revanche une fonction mesurable de (R?, TL(RY)) dans (R, TL(R)) (TL(R) désignant la
tribu de Lebesque sur RY) au sens de la définition B-1 n’est pas dite mesurable au sens de la définition B-7.

En revanche du fait, selon la définition B-2, si on considére deuz tribus T et T' sur un ensemble X telles que T C T,
alors toute fonction mesurable sur (X, T) est également mesurable sur (X, T') (linverse n'est bien sir pas vrai).

En particulier, toute fonction borélienne est Lebesque-mesurable.

On rappelle également ’énoncé du théoréme de représentation de Riesz (dont on peut trouver une preuve dans [32],
théoréme 2.14) :

Théoréme B-1 (Théoréme de représentation de Riesz [32]). Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Soit
L une forme linéaire positive sur Co(X), c’est a dire telle que L(f) > 0 pour toute fonction f € CH(X).

Alors il existe une unique mesure de Radon positive p représentant L au sens suivant :
¥f € CoX), L) = [ fd
X

B.1.1 Poussée de mesure, classes d’équivalences presque partout, intégrabilité et changement de va-
riable

Lemme B-1. Soient (X,T(X),u) et (Y, T(Y),v) deuz espaces mesurés non-vides (T(X) et T(Y) étant les tribus
respectivement associées aur mesures pu et v), et soit Z un ensemble non vide. Soit une fonction mesurable® f :
(X, T(X)) — (Y, T(Y)) telle que pour tout ensemble E € T(Y) vérifiant v(E) =0, on ait u(f~*(F)) = 0.

Soient deuz fonctions g1,92 1 Y — Z telles que pour v-presque tout y € Y, on ait g1(y) = g2(y) : ce qui sous-entend

a. Précision utile uniquement en t = 0.
b. Au sens de la définition B-1.
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que l’ensemble By, 44, = {y €Y, 91(y) # g2(y)} est un élément de la tribu T(Y') et que v (Bg,+4,) = 0.
Alors on a (g1 0 f)(x) = (g2 o f)(x) pour p-presque tout x € X.

Preuve : Ona v (Bg,44,) = 0et f7 (Bg,24,) € T(X), d'ott pu (f 7 (Bg,£g,)) = 0. Or, pour tout z € X\ f~ (By, 4,),
on a f(z) € Y\By,2g,, A0t g1(f(2)) = g2(f(2)).

On a donc bien, (g1 o f)(x) = (g2 o f)(x) pour p-presque tout z € X.

(I
Définition B-3. Soit (X, T (X), ) et (Y, T(X),v) deux espaces mesurées (T (X) et T(Y) étant les tribus respective-
ment associées aux mesures [ et v). Soit un opérateur mesurable T : (X, T (X)) — (Y, T(Y)).

On dit que T' "pousse la mesure p sur la mesure v", noté T#u = v, si et seulement si v(A) = (T_I(A)) pour tout
Ac).

Dans de nombreuses preuves de ce document, nous avons utilisé I’équivalence entre la relation de "push-forward"
T#p = v et la relation variationnelle / fly)dv(y) = / f(T(z))du(x) pour toute fonction f € C.(Y). Cette
X

équivalence n’est cependant pas valable sur tout espace mesurable Y. Dans le cadre de cette étude, nous avons besoin
que cette équivalence fonctionne sur R? et sur (Ld’M , doo). C’est pourquoi nous montrons dans la proposition suivante
cette propriété dans le cas ou (Y,d) est un espace métrique propre, ce qui inclut donc le cas de R? et de (L%, d.)
(d’aprés le lemme B-6 & suivre dans cette méme annexe).

Proposition B-1. Soit (X, 7 (X)) un ensemble mesurable non vide® et (Y,d) un espace métrique propre® non vide.
Soit T : (X, T(X)) — (Y,B4(Y)) un opérateur mesurable®

Soit j1 une mesure (positive) sur (X, T (X)) et soit v une mesure de Radon sur By(Y). On a alors I’équivalence entre
les trois assertions suivantes :

1. THu=v.
2. / fly)dv(y) = / f(T(x))du(x), Vf € FH(Y), ouw FH(Y) représente l'ensemble des fonctions boréliennes
Y

b's
définies sur'Y & valeur dans Ry ©.
/ fy)dv(y / f(r (z), Vf € £1(Y), ou £*(Y) représente I’ensemble des fonctions boréliennes inté-

grables deﬁmes sur' Y a valeur dans RE.

4/f a(y /f u(z), ¥f € CHY).

/f ) duly /f (2), Vf € Co(Y)E.

Remarque B-2. Remarquons que pour ce qui est de ’équivalence entre les deux premiers points de la propositionB-1,
il est juste nécessaire que X et'Y soient munis de tribus T(X) et T(Y), que T soit mesurable de (X,T(X) dans
(Y, T(Y), et que u et v soient des mesures sur respectivement (X, T(X) et (Y,T(Y). Dans ce cas, 'équivalence se
traduit plus précisément ainsi :

1. THu=v.

2. [y f(y)dv(y) = [ f(T(x))du(x) pour toute fonction mesurable sur (Y, T(Y) & valeur dans Ry (muni de sa
topologie canonique, et de la tribu borélienne associée).

La preuve est immédiate par construction méme de l'intégrale de Lebesgue comme le résume le début de la preuve de
la proposition B-1.

Avant de démontrer la proposition B-1, nous allons montrer deux lemmes dont nous ferons usage dans la preuve.

Lemme B-2. Soit (X,d) un espace métrique propre® et soit V un sous-ensemble ouvert de X. Il eviste une suite
(Kn)nen de sous-ensembles compacts de X telle que pour tout n € N, K,, C K, 11, et

V= UKn.

neN

a. T(X) désignant une tribu sur X.

b. C’est a dire dans lequel les fermés bornés sont compacts. Un tel espace est notamment séparé (en tant qu’espace métrique), localement
compact et o-compact.

c. Ou By4(Y) désigne la tribu borélienne sur Ydéfinie par la topologie issue de la distance d.

d. C’est a dire intérieurement réguliéres et localement finies.

e. Muni de sa topologie canonique.

f. Idem.

g. Rappelons que C.(Y) désigne I’ensemble des fonctions continues a support compact sur Y a valeur dans R, et cr (Y) les fonctions
positives de C.(Y).

h. Toute partie bornée est relativement compacte (tout espace propre est donc en particulier localement compact)
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Preuve : Supposons dans un premier temps que 1’ensemble V' soit borné. Son adhérence V est donc un compact de

— 1
X. Pour tout n € N,onaV C UB(x,i
/| n

n 1> et donc il existe k,, € N et z(, .., 2} € V tel que

zeV

— 1 1
Bl - Blar. — ). B-1
Ve (m“n+1>c U <x“n+1> (B-1)

1=0..kp, i=0..kp,

Pour tout n € N, on pose

— 1\ 1N
o . n o __- = P
An_{@e[[o,kn]},B(mi,n+1>CV} et K, UB(LCZ,”+1)CV

i€A,

(K, étant compact du fait que A,, est fini). Montrons que V' est la réunion des K,,. Tout d’abord, il est clair que

UK” cV.
neN

Soient x € V et r > 0 tels que B(z,r) C V, et soit n € N tel que 1/(n + 1) < r/2. D’aprés (B-1), il existe donc x? tel
que z € B (z',1/(n+ 1)). Ainsi pour tout y € B (z",1/(n+ 1)), on a

1 1
lz -yl <z —af|+ |2} —y| < —— + —— <,
n+1 n+1

donc

— 1
B( nai) B ) ‘/7
x; il C B(z,r) C

d'oti € A, et B(z,1/(n+1)) C K,,. Il s’en suit que = € K, et on peut ainsi conclure que plus généralement

VC U K,.
neN

Pour finir, si 'on ne suppose plus que V' est borné, on peut toujours se ramener au fait que V peut s’écrire comme
une réunion dénombrable d’ouverts bornés (par exemple la réunion des B(0,n) N V' ?). Donc en tant que réunion
dénombrable de réunions dénombrables de compacts, V' est la réunion d’une famille dénombrable (K,)n,en de compacts
de R

Pour finir, quitte a poser pour tout n € N,

K, =|JK;

Jj=0

on peut considérer que cette famille est croissante au sens de l'inclusion.
|

Lemme B-3. Soit (X, d) un espace métrique propre et soit K un compact de R%. Il existe une suite (Vy,)nen d’ouverts
de X telle que pour toutn € N, V11 CV,, et

K= ﬂ V,,.
neN

Il existe de plus un ouvert borné V' de X (donc d’adhérence compact, (X,d) étant propre) tel que pour tout n € N,
V,cV"%.

1
Preuve : Pour tout n € N, on a K C U B (:1:, ?) et donc il existe, il existe k, € N et 27, .., € K tel que
- n "
zeV

Kc | B(x’-‘ L) (B-2)

1
n+1
i=0..kn, +

On pose ainsi, pour tout n € N

Il est clair que

a. Tout espace métrique propre est o-fini.
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K c (V-
neN

1
Soit z € mV Pour tout n € N, il existe 4, € [0, kﬂtelquexeB( x +1)
n
neN

La suite (2} )nen (d’éléments de K') converge donc vers x, et donc x € K. D’ott

(\Va C K.
neN

Pour finir, quitte & poser pour tout n € N V| = ﬂ Vj, on peut considérer que la famille (V,),en est décroissante au

sens de l'inclusion.

On remarquera en outre que pour tout n € N, V,, C V' = U B(z,1) (borné).
zeEK

d

Preuve de la proposition B-1 : En remarquant que pour tout borélien A CY,ona 1laoT = 1p-1.4) et donc que

V() = (1) = [ e i@ dnto) = [ 1a(T(@)duo),
X X
il est clair que 1. = 2. par définition et construction méme de l'intégrale de Lebesgue, et inversement que 2. = 1. en
ne considérant que les fonction boréliennes 14 pour tout borélien A C Y.
De méme, les implications 2. = 4. et 5. = 4. sont immédiates du fait que CH(Y) € FH(Y) N C.(Y).

Par ailleurs, pour toute fonction f € £1(Y), on a f~ = —min{f,0} € FT(Y)NL(Y) et f = max{f,0} € N1 (Y). Si
le point 2. est vérifié, on a donc (pour toute fonction f € £1(Y)),

/X o (T(@) dp(z) = /Y (@) duly) < +oo / FH(T () du() = /Y () duly) < +oo,

dott froT €1 (X)? et fToT € (1(X), et ainsi

it = [ s - [ 1w = [ @@ e - [ @@ = [ 7).

Autrement dit, on a 2. = 3. Inversement, supposons que 3. soit vérifié, et soit f € FT(Y) et soit @ € Y : on construit la
suite (f,,)n définie pour tout n € N par f,, = 1p 4 n)n{r<n}- On a donc, pour tout n € N, / fndv <nv(B(a,n)) < +00
Y

(v étant une mesure de Radon, donc finie sur tout compact), d’ott f,, € £*(Y). De plus la suite (f,), converge
simplement vers f de fagon croissante, et il en est donc de méme pour (f, o T), vers f o T. D’aprés le théoréme de
Beppo Levi, on a donc :

| rwaw = [ twae o [ p@@)de = [ 1))

=Jy fn(¥) dv(y)
ie. / fly)dv(y / f(r (z), d’out 3. = 2.. Il nous reste donc & montrer que 4. = 1. (ce qui constituera la
majeure partie de cette preuve).
Supposons donc que la propriété du point 4. soit vérifiée. On considére la forme linéaire positive f +— fdv : celle-ci

Rd
est bien définie pour tout f € C.(Y) du fait que la mesure v soit finie sur tout compact (en tant que mesure de Radon
sur un espace localement compact et séparé®, comme l'est (Y, d)). D’aprés le théoréme B-1 (théoréme de représentation
de Riesz), il existe une mesure de Radon v/ sur (Y, d) extérieurement réguliére, c’est a dire

V'(A) =inf{/(V), ACV, V ouvert de Y}. (B-3)

a. Ou ¢1(X) désigne, de méme que pour £ (Y), ’ensemble des fonctions boréliennes intégrables sur X.
b. Une mesure borélienne localement finie (ce qui est le cas des mesures de Radon) sur un espace localement compact et séparé est une
mesure de Borel (i.e. finie sur tout compact).
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pour tout borélien A C Y, et telle que / fly)dv'( / f(y) dv(y) pour tout f € C.(Y) et ainsi, du fait de la

propriété du point 3., on a
[t = [ s = [ fr@) )

pour tout f € CS(Y). Nous allons commencer par montrer que pour tout ouvert V.C Y, on a v/(V) = v(V) =
1 (T7(V)) et de méme que pour tout compact K C Y, on a v/(K) = v(K) = pu(T~(K)), puis nous généraliserons
a tout borélien (et nous montrerons que v’ = v).

— Considérons tout d’abord V un ouvert borné de R%. D’aprés le Lemme B-2, il existe une suite (K, )n,en de
compacts, croissante au sens de l'inclusion, tel que V soit la réunion des K. Pour tout n € N, le lemme 2-4
(lemme d’Urysohn) nous donne l'existence d'un f, € CH(Y) tel que 1, < f, < 1y. La suite d’indicatrices
(1k, )n converge simplement vers 1y (et converge simplement partout, et non juste presque partout, donc
indépendamment de toute mesure), il en est donc de méme pour la suite (fy,)n, et ainsi pour la suite (f, o T),
vers 1y oT.

La mesure v/ étant une mesure de Borel (car localement finie, en tant que mesure de Radon, sur un espace
séparé localement compact), donc finie sur tout compact, (V) < v(V) < +oo (rappelons que comme (Y, d) est
un espace métrique propre, tout fermé borné est compact, i.e. ici V est un compact). Soit V'’ un ouvert borné
de Y tel que V C V' 2. Toujours d’aprés le lemme 2-4, il existe une fonction g € C.(Y) tel que 17 < g <1y
D’ott

fnoT <1y oT <1y;0T <goT
pour tout n € N, et

/gdu':/g(Tx)d,u:/ngSu(W)<+oo.
Y b's Y

Ainsi, par convergence dominée, on a

V(V) = / Ty d/' = lim fadV = lim fndv = / 1y dv=v(V)
Rd Rd Rd

n—-+oo R4 n—-+oo

(B-4)
= Jdim [ @odu= [ @ = u(m0),

n—-+4oo
iLe. (V) =v(V)=pu(T"HV)), et ceci pour tout ouvert borné¢ V C Y.

Considérons pour finir sur ce point un ouvert V' C Y quelconque. Alors V' peut s’écrire sous la forme d’une

réunion dénombrable d’ouverts bornés. Plus précisément, en fixant a € Y, on a V = V N UB(a n) =
neN

U VA B(a,n)], don 77 (V) =77 (U[VmBan> J77" (VN B(a,n)), et donc

neN neN neN

n—-+oo

V' (V)= lim v (VNnB(a,n)) = ngrfooy (VN B(a,n)) =v(V)

) ) (B-5)
= 1 - B =u(T™
Jim (T8 (V0 Bla,n))) = p(THV)),
Le. (V) =v(V)=pu(T"HV)), et ceci pour tout ouvert V C Y.
— Soit K un compact de R%. On raisonne comme dans le point précédent : le Lemme B-3 nous donne l’existence
d’une suite (V;,)nen d’ouverts, décroissante au sens de I'inclusion, tel que K soit I'intersection des V;,, ainsi que
d’un ouvert borné V' tel que pour tout n € N, V,, C V.

De plus pour tout n € N, le lemme 2-4 d’Urysohn nous donne lexistence d'un f,, € CH(Y) tel que 1 < f, <
1y, < 1y/. La suite d’indicatrices (1Ly, ), convergent simplement (partout) vers 1, et ainsi donc de méme
pour la suite (fy,)n, et pour la suite (f, oT), vers 1 oT, avec la domination f, oT < 1y o T, avec d’apreés le
point précédent

/ Ly (T) d = / Ly dv/ < v/ (V!) <v/(V7) < +00
R4 R

(car nu’ est aussi, rappelons-le, une mesure de Borel). On conclut alors par convergence dominée que v/ (K) =
v(K) = u (T~ (K)).

1. 11 suffit de faire une extraction finie du recouvrement ouvert de V par des boules de méme rayon centrées en chacun de ses points,
V = U B(z,r), pour tout r > 0.
zeV
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— Soit A un borélien borné (ou du moins vérifiant v'(A) < 400). La mesure v/ étant extérieurement réguliére
(c’est a dire vérifiant (B-3)) et intérieurement réguliére : c’est a dire

V'(A) =inf{/(V), ACV, Vouvert} et ' (A)=sup{V'(K), KCA, K compact}.

Pour tous compacts K et ouverts V tel que K C AC V, on a

d’ou

V' (A) = sup{v/(K), K C A, K compact} =sup{u (" (K)), K C A, K compact}
< 1 (T (4)) (B-6)
<inf{u (T (V)), ACV, V ouvert borne} = inf{s/(V)), A CV, V ouvert borne} = v/(4),

ie. V(A) = pu (T’l(A)). Enfin, si 'on considére maintenant que A est un borélien quelconque de Y, A peut
=X
S

s’écrire comme une réunion dénombrable de boréliens bornés : en fixant ¢ € Y, ona A = AN U B(a,n) =
neN

U [AN B(a,n)], don T_l(A):T_1<U [AN B(a,n) ) UT (AN B(a,n)), et ainsi
neN neN neN
V'(A)= lim v (AN B(a,n)) = nli)l}_loo,u (T (AN B(a,n))) = p(T7(4)).

n—-+oo

— Pour finir, montrons que v/ = v sur I’ensemble des boréliens de Y. On a montré dans le second point que 1’on
avait v/ (K) = v(K) pour tout compacts de Y. Or les mesures v et v/ sont toutes deux intérieurement réguliéres
sur la tribu borélienne : ainsi, pour tout borélien borné (ou plus généralement tout borélien dont la mesure par
v et V' est finie), on a

V'(A) =sup{V/(K), K C A, K compact} = sup{v(K), K C A, K compact} = v(A).

On a donc pour tout borélien A C Y quelconque :

V'(A)= lim v (AN B(a,n))= lim v(ANB(a,n))=rv(A).

n—-+oo n—-+oo

On a bien montré que 3. = 1.
Pour finir, 'implication 3. = 4. est quasi-immédiate : comme la mesure v est en particulier une mesure de Borel (i.e. finie

sur tout compact), toute fonction f € C.(Y") est intégrable, i.e. / |f(y)] dv(y) < sup|flv (Supp(f)) < +oo d’out le fait
Y Y

que les intégrales selon v des parties positives et négatives de f (notées respectivement f et f~) soient également finies

et donc, par application du point 2., on a /Y f(y)dv(y) = /X f7(T(x)) du(zx) et /Y fHy)dv(y) = /X fH(T(z)) du(x),

d’out
| s = [ 1) duta)

Lemme B-4. Soient (X,T(X),pn) et (Y, T(Y),v) deuz espaces mesurés non-vides. Soit un opérateur mesurable T :
(X, T(X)) — (Y, T(Y)) poussant la mesure p sur la mesure v, i.e. T#Hu = v.

O

Alors pour tout f € LY(Y,v), on a foT € L*(X, ) (et donc la classe d’équivalence par égalité p-presque partout foT
est bien définie) avec || f o T||p1(x,u) = | fllLr(v,), et

/f@mwmwz/ﬂmw@
X Y

Preuve : Par hypothése, pour tout ensemble mesurable £ € T(Y) tel que v(E) = 0, on a u(T~Y(E)) = v(E) = 0.
Ainsi, d’aprés le lemme B-1, la classe d’équivalence par égalité pu-presque partout de fonctions mesurables f o T est
bien définie®

a. i.e. pour tous représentants f; et fo de la classe d’équivalence v-presque partout désignée par f, on a bien (f; o T)(z) = (fy 0 T)(x)
pour pu-presque tout x € X.
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Pour montrer que foT € L'(X, ), et plus précisément que ||f o T||r1(x,) = || fllL2 (v, il suffit de remarquer que
pour tout représentant f de f, et pu-presque tout x € X, on a

[ 1w ) = [ (7T @) duo).

:HfHLl(Y,,,) :HfOTHLl(x,H)

d’aprés la remarque B-2. Si on applique la méme egalite aux parties positives et négatives de f (que I'on notera

respectivement 7+ et f ), on a /X?_( / f( <l vy < 4oo et /Xf+(T(x)) du(x) =

7+ s
/ 7 @) dvly) < 1]l vy < +00, doi
Y

| Fwav) = [ 7)) dute)

Lemme B-5. Soient (X,T(X),pn) et (Y, T(Y),v) deuz espaces mesurés non-vides. Soit un opérateur mesurable T :
(X, T(X)) — (Y, T(Y)) poussant la mesure p sur la mesure v, i.e. T#u =v.

O

Alors, pour toute fonction f € L®(Y,T(Y),v), ona foT € L*® (et donc la classe d’équivalence par égalité p-presque
partout foT est bien définie), avec || f o T'||po(x,u) < |fllLoo(v,p)-

Si de plus v est une mesure finie sur'Y , alors pour tout foT € L, on a

/X (T () dulx) = /Y £(y) dv(y)

Preuve : Par hypothése, pour tout ensemble mesurable E € T(Y) tel que v(E) =0, on a u(T~'(E)) = v(E) = 0.
Ainsi, d’aprés le lemme B-1, la classe d’équivalence par égalité p-presque partout de fonctions mesurables f o T est
bien définie ®

Pour montrer que foT € L>(R?, 1), et plus précisément que lfoT Lo (x,u) < I flloe(v,p) < 400, il suffit de démontrer
que pour tout représentant f de la classe f, et u-presque tout z € X, on a |f(T(z)| < Il fllo (v

C’est en effet le cas puisque par définition de L>*(Y,v), on a

0=v (F " (Ifllzeyay+o0))) = u (T (F (11l vay, +o0))) = 0.

=u((FoT) T (JIf o (v +o0]))

Supposons maintenant que la mesure v soit finie sur Y. On a alors, pour tout f € L>(Y,v) et tout représentant f de
f,ona

dv(y) = f dv o (Y )V Yii1 oo (v.1)s 00
[ st = [ e TN < Wl (AT (Wi +o0D)

= [Ifllzoevoyp(Y) < 400,

ie. f € LY(Y,v) et donc, d’aprés le lemme B-4, on a

[ T i) = [ Fr@)aua).

B.1.2 Espace métrique (Ld’M,doo)

Lemme B-6. L’espace métrique (Ld’M, doo) est propre : tout sous-ensemble non-vide borné est relativement compact.
En particulier, cela implique que l’espace (Ld M d ) est localement compact.

Preuve : Tout d’abord, remarquons que ’ensemble (Ld’M,doo) est un sous-espace fermé de (C ([O, 1], Rd) ,doo) de
fonctions équicontinues (car toutes M-lipschitziennes).

Soit A un sous-ensemble borné non-vide de (L% d..), et qui peut donc étre considéré comme un sous-ensemble
borné non-vide de (C’ ([0, 1],Rd) ,doo) : I'espace d’arrivée R? étant de dimension finie, les sous-ensembles bornés

a. i.e. pour tous représentants f; et fo de la classe d’équivalence v-presque partout désignée par f, on a bien (f; o T)(x) = (f5 0 T)(z)
pour pu-presque tout x € X.
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A(t) = {~(¢t), v € A} pour tout ¢ € [0, 1] sont relativement compacts.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme d’Ascoli et en conclure que A est relativement compact dans (C ([0, 1], R?) , duo)
et donc dans (Ld’M,doo) (du fait que (Lde, doo) soit fermé dans (C’ ([O, 1], Rd) ,doo)).

O

Lemme B-7. Pour toutt € [0, 1], la fonction définie par m : (Ld’M, doo) — R? est 1-lipschitzienne, et donc borélienne.
Preuve : Immédiate par définition de do, : pour tout ¢ € [0, 1], et pour tout 71,72 € L%M on a

1T (v2) — me(y1)] = |72(t) — ()| < Sl[ﬁpl] [72(s) = 71(8)] = 72 = 71lloe = doo(71,72)-
s€|0,

B.2 Définitions et résultats pour la preuve de la proposition 3-1
Nous rappelons ’énoncé des théoréme de Fubini-Tonelli et de Radon-Nikodym :

Théoréme B-2 (Théoréme de Fubini-Tonelli [32]). Soient (X, A, u) et (Y, B,v) deuzx espaces mesurés o-finis. Soit f
une fonction & valeurs réelles définie sur X x Y, et mesurable relativement a A x B.

— Pour tout x € X, on définit sur'Y la fonction y — f.(y) = f(z,y).
— Pour tout y €Y, on définit sur X la fonction x — f¥(z) = f(x,y).

Les assertions suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout x € X, f, est mesurable relativement a B et, pour tout x € X, fY est mesurable relativement a A.
2. 510 < f <400, alors, en posant pour tous x € X ety €Y,

B(x) = /Y fodv, ot W(y) = /X £V du, (B-7)

la fonction ® est mesurable relativement a A et la fonction U est mesurable relativement a B. De plus

/Xédu:/xxyf(duéédu):/y\lldy. (B-8)

3. Si f est une fonction a valeurs complexes et si l'on a
/ " dp < +oo avec P@*(z) = / |fz| dv  pour tout z € X,
X Y

ou bien
/ U*dy < +o00 avec Y*(y) = / |fY|dp  pour tout y €Y,
Y X

alors f € LY (p®v).

4. Si f € LY(u®v), alors f, € L*(v) pour presque tout x € X et f¥ € L'(u) pour presque tout y € Y. De plus,
st Uon définit ® et U comme dans les relations (B-7) (définies donc ici seulement pour, respectivement presque
tout x € X et presque tout y € Y ), alors ® et U appartiennent respectivement a L'(u) et L*(v). De plus, la
relation (B-8) est toujours vérifiée par ® et V.

Définition B-4. Soit (X, T) un espace mesurable, et soient v et pu deux mesures positives sur (X, T). On dit que la
mesure |1 est absolument continue par rapport & la mesure v (ce que l'on notera p < v) si pour tout A € T tel que
v(A) =0, on a également p(A) = 0.

Théoréme B-3 (Théoréme de Radon-Nikodym (version restreinte) [32]). Soit (X, T) un espace mesurable, et soit v
une mesure positive o-finie sur T. Alors pour toute mesure positive i sur (X,T) absolument continue par rapport
v, il existe une unique (4 égalité v-presque partout pres) fonction h : X — R positive et mesurable sur (X,T) telle
que :

VAET, p(A) = / hv. (B-9)
A

On peut étendre ce résultat auz mesures signées® : si yu est une mesure signée sur (X,T), il existe une unique (a
égalité v-presque partout prés) fonction h : X — R intégrable telle que la relation (B-9) soit vérifiée. En passant

aux classes d’équivalence par quotient de la relation d’égalité v-presque partout, on peut donc tout simplement dire que
he LYX,T,v).

Définition : On dit alors que h représente la densité de la mesure p par rapport a la mesure v.

a. Et méme aux mesures complexes ou vectorielles.
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B.2.1 Résultats de concentrations

Lemme B-8. Soit une mesure positive borélienne u, non nulle, sur un espace métrique séparable (X, d), et soit U un
ouvert de X. Si pour tout x € U il existe v > 0 tel que B(x,r) CU et u(B(z,r)) =0, alors u(U) = 0.

Preuve : Soit (2, )nen une famille dénombrable dense de X (séparable par hypothése) : la famille d’ouverts (B (,, 2_’“))("‘ K)ENX

est alors une base de voisinage dénombrable de X.

Soit € U : sous I'hypothése de ’énoncé, il existe donc r > 0 tel que B(x,r) C U et u(B(z,r)) = 0. On peut
donc choisir k € N tel que 27% < 7/2, et n € N tel que 2 € B(z,,27%) par densité de la suite (z,,), dans X : d’ott
B(z,,27%) C B(x,r), avec donc également 0 = u (B(x,7)) > 1 (B(xn,Z_k)) >0, dou p (B(xn,Q_k)) =0.

On a donc U C U B(x,,27%), on
(n,k)eJ
J={(n,k) eNxN, 3(z,7) € X xR, | r € RadVan(z) et B(z,,27%) C B(zx,7)},

ou on définit RadVan(z) = {r > 0, B(x,r) C U et u(B(x,r)) = 0} pour tout z € X. Par définition, on a donc
p (B(zn,27%)) = 0 pour tout (n, k) € J. Ainsi

w(U) < U B(z,,27%) | < Z 1 (B(zn,27F)) =0

(n,k)eJ (n,k)eJ

(par o-additivité de la mesure). D’ou pu(U) = 0.
O

Définition B-5. Soit (X, T.,(X)) un espace topologique non vide, et soit i une mesure borélienne (et positive) sur
(X, Top(X)). On définit Supp(p), le support de la mesure j, comme le complémentaire de la réunion de tous les
ouverts dont la mesure par pu est nulle. Autrement dit

Supp() =X\ | |J U],

UeTs,(X)
ot To(X) = {U € Top(X), p(U) = 0}.
Lemme B-9. Soit une mesure positive borélienne p, non nulle, sur un espace métrique séparable (X, d). Alors il existe
x € X tel que, pour tout r > 0, on ait p (B(z,r)) > 0.

Plus précisément :

X\Supp(p) ={z € X, Ir >0, u(B(x,r)) =0},
i.e. pour tout x € Supp(u), on a p(B(x,r)) > 0 pour tout r > 0.
De plus pu (X \Supp(n)) = 0.

Preuve : Soit (z,,)nen une famille dénombrable dense de X (séparable par hypothése) : la famille d’ouverts (B (:cn, 2*’“))(“ R)ENX

est alors une base de voisinage dénombrable de X.

Soit 72 (X) 'ensemble des ouverts U de (X, d) pour lesquels on a p(U) = 0. Montrons tout d’abord que X \Supp(u) €
To(X).

Par définition de Supp(u), on a

X\Supp(w) = |J U
UETY,(X)

Soit # € X\Supp(p) (si X\Supp(u) # 0) : il existe donc U € T,(X) tel que 2 € U. Il existe donc 7 < 0 tel que
B(z,r) CU (don 0 < p(B(z,7)) < p(U) =0, i.e. X\Supp(p) C {x € X, Ir >0, pu(B(z,7)) =0}).

On peut donc choisir ¥ € N tel que 27% < 7/2, et n € N tel que * € B(z,,27F) par densité de la suite (z,),
dans X : d’ou B(z,,27%) C B(z,r), avec donc également 0 = pu(U) > p(B(z,r)) > p(B(zn,27%)) > 0, dou
p (B(zn,27%)) =0, et ceci pour tout # € X\Supp(u).
On a donc X\Supp(u) C U B(zn,27%), on

(n,k)eJ

J={(n,k) ENxN, U € T)(X), B(zn,27%) CU}.

Du fait que pu (B(x,,,27%)) = 0 pour tout (n,k) € J, on a ainsi :
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p(X\Supp(w) <p| |J B@n27") | < DY p(B@.,27%) =0
(n,k)eJ (n,k)eJ

(par o-additivité de la mesure). D’ou p (X\Supp(x)) = 0 et ainsi X\Supp(u) € T (X).

Pour finir, si # € X est tel qu'il existe un rayon r > 0 pour lequel p (B(z,r)) = 0, on a alors B(z,r) € To(X) et ainsi
B(z,r) € X\Supp(u), dou {z € X, Ir >0, pu(B(z,r)) =0} C X\Supp() i.e. {x € X, Ir >0, u(B(z,r)) =0} =
X\Supp(p).

Par contraposée, on a donc bien u (B(z,r)) > 0 pour tout € Supp(u) et pour tout r > 0.

B.2.2 Changement de variable polaire

Définition B-6. On définit E‘;fl la décomposition sphérique de la mesure de Lebesque sur la sphére unité S4—1 munie
de sa tribu de la borélienne trace B (Sd’l) =B (Rd) N ngl (ou B (Rd) désigne la tribu borélienne sur R?), c’est a
dire la tribu borélienne sur SP=1 munie de la topologie trace T (Sdil) =T (Rd) ﬁﬁ‘é‘l, ou T (Rd) désigne la topologie
euclidienne sur R,

Plus précisément, pour tout A € B (Sd_l), on a

LG (A) = dL! (9 (AN B0, 1))

ot o est définie sur RI\{0} par o(z) = = pour tout x € RN\{0}. Formulé autrement : LE = p# (dlmﬁd) sur

||
B (Sd_l).
Remarque B-3. Remarquons que comme S4! muni de la métrique euclidienne induite de R% est un espace métrique

propre (et méme compact), donc séparé et localement compact, on peut considérer via le théoréeme B-1 (théoréme de
Riesz) que Eg_l est une mesure de Radon sur (S*~', B (S*71)).

En effet, la forme linéaire
Y
f»—>d/ flx)d|p# (dlgm= :/ f<—)dy
o (z) [ ( B(o,l))] o1 \yl
est bien définie et positive sur C, (Sd_l). De plus, comme C‘éﬁl (Sd_l) = L4 (B(O7 1)) < 400, 5271 est une mesure
finie sur (S, B (S%71)).

Lemme B-10 (Changement de variable polaire). En notant t*~'L la mesure sur (R, B(Ry)) (ou B(Ry) désigne la
tribu borélienne canonique de R, ) résultant du produit de la fonction t — t9=1 et de la mesure de Lebesque L (sur

(Ry,B(Ry))), et en définissant la fonction ¢ : Ry x ST=1 — R? avec ¥(t,0) = t0, on a L = Y# [(tdilﬁ) ® Eg_l}.

Remarque B-4. Si l'on reformule le lemme B-10, d’aprées la proposition B-1 et les théoréemes de Fubini-Tonelli et
Fubini-Lebesgue, on a :

_ 1 d—1 _ 1 d—1
Rdf(x)dx_AXSdlf(w)d[(td £) o cl ](t,o)_/&/smtd F(10) L% (6) dt

:/ /td‘lf(te)dtdﬁds_lw),
sd-1 JRr,

que ce soit pour une fonction f borélienne positive sur R® ou continue a support compact sur R
Preuve du lemme B-10 : Définissons la mesure p = ¥# [(tdilﬁ) ® Lcsl_l] sur B(R?) (tribu borélienne de RY) et
montrons que y = L%

Nous pouvons considérer que p est une mesure de Radon d’aprés le théoréme B-1 (théoréme de Riesz) : en effet, la
forme linéaire

fH/Rdfd[w# [(t"1L) @ £47]] :/ F(9) d[(t1L) @ £57] (¢,0)

Ry xSd—1

est bien définie et positive sur C.(R?)), et donc peut prendre pour x la mesure de Radon (et extérieurement réguliére)
donnée par ce théoréme.
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Rappelons que la fonction ¢ est définie sur R4\ {0} par o(z) = pour tout x € R¥\{0}. D’aprés le théoréme de

Fubbini-Tonelli, pour tout f € Cf(R%), on a

=z
||

L@ = [ sweo) a[eie) e o)

= / / t f(t0)dLE (@) dt  +— (Fubini-Tonelli)
R4 Sd—1

=d [t f(te(y)) dy
(proposition B-1)

=/ d t f(to(y)) dy dt

B(0,1)

:d/ / td=tf (Ly) dy dt
Ry J/B(0,1) |yl

= d/B(O 1)/R ly|(sly)4=Lf (( ||y|) ) dsdy <— (Fubini-Tonelli + changement de variable ¢t + s|y|)
+

—d / / yl4s®1 £ (sy) dsdy
BO,1) JRy

- d/R /Rd 1m(y)|y|dsd71f (sy) dyds < (Fubini-Tonelli)
+

—d/ /d o 5T )‘ ‘ d= 1f< ) dzds <+— (Changement de variable y < z/s)
R

1
= d 1o (2) == dsdz.
d/Rd l2°1(2) /R+ B(0,1) <S> sd+1 ds dz

Pour tout s > 0 et tout z € R%, on a 1560 (E) = 1|/, +oo[(s). Ainsi, pour tout z € R¥\{0}, on a
s

L YR N S N e
o “BO1) (g) gd+1 48 = a1 5T Ty = dlzd
+ N—_———— || |z

=1(12),400((5)

On peut donc conclure que :

@@ =a [ B15C) [ a0 (3) mdsds = [ e

1
~dlz|

et ceci pour tout f € CF(R?), dou u = £4?

B.2.3 Reésultats de concentration sur les cones
Lemme B-11. Soit une fonction continue f : [a,b] — R, avec a < b vérifiant, pour tout t € [a,b| :

lim inf 7]‘(3) —f®)

s—t— s—t

<0.

Alors f est décroissante sur [a, b].

Preuve : Raisonnons par ’absurde, et supposons que f ne soit pas décroissante : autrement dit, supposons qu’il existe
ty,t2 € [a,b], tels que t1 < to et tels que f(¢1) < f(t2). On définit la fonction continue g : [t1,t3] — R définie pour

a. En effet, sur un espace topologique X non-vide, séparé, localement compact et o-compact, une mesure de Radon signée p est nulle si
et seulement si on a fX fdp > 0 pour toute fonction f € C:F(X). On peut trouver une preuve de ce résultat dans notre synthése de cours
plusieurs fois évoquée : https://amubox.univ-amu.fr/s/w9pc6xJdXaf¥YPic
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f(ta) — f(t1)

tout ¢ € [a, b] par g(t) = PR
2 —t

(ta —t) — (f(t2) — f(¥)). On a alors bien str g(t;) = g(t2) = 0.

On a alors g < 0 : en effet, si 'on avait max g > 0 (g étant continue sa borne supérieure serait atteinte sur |¢y, ta[), il
existerait to €]t1, t2] tel que g(to) = max g > 0. Ainsi, pour tout ¢ €]t1,to[, on aurait g(tg) > g(t) et donc

g9(t) — g(to) 1 <f(t2) - f(t1) ) f(t2) = f(t) | f(t) — f(to)
< - _ _ - .
0< — — PR— (t —to) + (f(t) — f(t0)) PR + P—
D’ou 1) = f(to) > f(t2) = ft1) pour tout t €]t1, %[, et donc
t—to ty — 1,
lim inf f(s) = f(to) > f(t2) — f(th) >0,
sty s —to to —t
ce qui contredirait I’hypothése de I’énoncé du lemme qui affirme que lim inf w <0.
s—tg — Lo
Ainsi, on a g(t) < 0 pour tout t € [t1,t2], et donc f(ti) — {(tl) < f(tz) — {(t)7 pour tout ¢ € [t1,t2[. Par conséquent,
on & 22—t 2
oo HE) =) )~ )
to —t sty to—s

ce qui est de nouveau contradictoire.
|

Définition B-7. Soit f une fonction borélienne sur RY. On appelle "point de Lebesque” de f tout point o € R% pour
lequel on a :

r—0+

I I
L9 (B(wo, 1)) /B(mo,)ﬂ 0) = (@) dLz) — 0.

Remarque B-5. Sous les hypothéses de la définition B-7, si xg est un point de Lebesgue de f, alors

— ; X d X ; X — X d X
160) = ET B0 S D) S gty [ 1) @l @) o
) = lim __ T 4y
i.e. f(x)irlacfr L7 (Blzo.1)) /B(w07r)f( )dL(x).

Théoréme B-4 (Théoréme de différentiation de Lebesgue [31]). Soit f une fonction borélienne et intégrable sur R%.
Alors L%-presque tout point x € R? est un point de Lebesque de f.

Autrement dit, il existe un borélien E vérifiant :
— LYE)=0.
— Tous les points de RI\E sont des points de Lebesgue de f.

Lemme B-12. Soit f une fonction borélienne, positive et intégrable sur R®. Alors, pour L'gfl-presque tout § € S41
et L-presque tout t € Ry, t6 est un point de Lebesgue de la fonction f, i.e.

L 1 d
10 =020 Z B8 oy

Preuve : On sait d’aprés le théoréme B-4 qu'il existe un borélien F vérifiant LI(E) = 0 et tel que tous les points de
RY\ E soient des points de Lebesgue de f.

La fonction (,0) + tf étant continue sur S~! x R, (pour la topologie induite) et la fonction 15 étant par définition
borélienne sur R?, la fonction (,60) + t9115(t0) est donc également borélienne sur S~1 x R,. Ainsi, d’aprés le
théoréme de Fubini-Tonelli, pour tout # € S¢~1 la fonction t + 3115 (#f) est borélienne sur Ry, et pour tout ¢ € R
la fonction 6 +— fR+ 15 (t0) dt est borélienne sur S?~!. De plus, le lemme B-10 de changement de variable polaire, et
plus précisément la remarque B-4, nous donnent la relation suivante :

/ / 14711 (20) dtdLl (60) = / N p(t0)d (L5 @ L] (6,1) = / 1p(w)de = LY(E) = 0.
si-1 JR, Sd-1xRy Rd
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Ainsi, pour Cglfl—presque tout @ € S, ona / t4= 115 (th) dL(t) = 0, c’est & dire que pour un tel 8, on a t* 115 (t0) =
Ry
0 pour L-presque tout t € Ry, i.e. 1g(td) =0, i.e. t0 ¢ E.

En d’autres termes, Eg‘l—presque tout # € S4~1, et pour L-presque tout t € Ry, tf est un point de Lebesgue de f.
O

Lemme B-13. Soit f € L} (R, L) une fonction positive telle que pour tout t € Ry il existe vy €]0,t[ tel que f soit

loc
L-presque partout nulle sur [t —r¢,t]. Alors f est L-presque partout nulle sur Ry.

Preuve : Considérons la fonction positive continue F' : ¢t — fg f(s)ds. Pour tout t € Ry, et pour tout s €]t — [, ¢,

F(s)—F(t F(s)— F(t

on a Lt() =0 et donc liminf,_,;- Lt()
s — s —

R.. De plus, pour tout ¢t € Ry, et pour tout s €]0,¢], on a F(s) > F(t), dou 0 = lim,_,g+ F(s) > F(t) > 0, i.e. la

fonction F' est uniformément nulle sur Ry, i.e. f est L-presque partout nulle sur R .

= 0. D’aprés le lemme B-11, la fonction F' est décroissante sur

O

Définition B-8. Pour x € R4, v € RI\{0}, r >0 et 0 < A < 1 : on définit CT (v, \, xz,7) le cone tronqué ouvert de la
facon suivante :

CT(v,\,z,r) = B(z,r)N{y € R, (v, y —x) > Ao| - |y — x|}

Lemme B-14 (Concentration de masse au sommet d’un cone orienté®). Soit une mesure positive borélienne p non
nulle et finie sur R? telle que pu < L. Soit 2y € R et soit 0 < X\ < 1. Alors il existe x € RI\{zo} tel que, pour tout
r >0, on ait u(CT(zg — x, A\, x,7)) > 0.

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons que pour tout = € R, il existe r > 0 tels que p (CT(zg — , A\, z,7)) =
0.

Pour tout = € R%\{z¢}, on définit 'ensemble RadTronVan(x) (non vide par hypothése) de la facon suivante :

RadTronVan(z) = {r € Ryy, p(CT(zo — z, A\, z,7)) = 0}.

Remarquons que pour tout r € RadTronVan(x) et pour tout 0 < r’ < r, on a également r’ € RadTronVan(z). On
définit r(x) = min {1, (1/2) sup RadTronVan(x)}. On a bien str r, € RadTronVan(z).

Soit h un L%représentant (positif) de la densité de la mesure u par rapport a la mesure de Lebesgue donné par le
théoréme B-3 de Radon-Nikodym (A est intégrable du fait que p est finie). D’aprés le lemme B-12, pour ﬁds_l—presque
tout # € S, le point tf est un point de Lebesgue de h(x + -) pour L-presque tout ¢ € Ry, . Considérons un tel
6 € S%=1 : pour tout t € Ry et pour L-presque tout s €]t — 7(xg + t0),t[, o + sf est un point de Lebesgue de h.

Remarquons que pour tout r > 0, pour tout § € S¥~1, et tout ¢t € Ry, on a]zg+(t—r)0, xo+t0|C CT(zo—x, A, 20+10, 7).
Ainsi, pour presque tout s €]t — r(zo + t0),t[, on a zg + s6 € CT (—t0, A\, xo + 6, r(xo + th)), il existe ' > 0 tel que
B(xg + s0,7") C CT (—t0, \, zg + t0, r(z¢ + t0)), d’ott pu (B(zo + s0,7')) = 0. Ainsi, pour L& '-presque tout 6 € S¥1,
pour tout t € Ry, et pour L-presque tout s €]t — r(xo +td), t], le point xg + s6 est un point de Lebesgue de h et donc

. 1 . 1 (B(wo + t0,7))
h(xzg + s0) = limsu / h(x)dz = limsu =
(o ) ot L4 (B(zo +1t0,7)) JB(zo+t0,r) (=) o LA (B(xo +t0,7))

Ainsi, pour L& *-presque tout 6 € S, la fonction hg : t > t4 h(xg +t0) est borélienne sur Ry (d’aprés le théoréme
de Fubini-Tonelli) et vérifie les conditions du lemme B-13, & savoir que pour tout ¢ € Ry il existe r; > 0 (en choisissant
re = 1(zo + t0)) tel que f soit L-presque partout nulle sur [t — r,t]. Ainsi, hg est L-presque partout nulle sur R.

D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, la fonction positive 6 — ho(t) dt = / t4=1h(xo + t0) dt est borélienne sur
Ry Ry

S9=1 (elle est donc Lg‘l—presque partout nulle sur S4~1). D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, le lemme B-10 et la
remarque B-4 sur le changement de variable polaire, on a

p(RY) =/Rd h(a;)dx:/Rdh(xo—i—y)dy:/Sd_l/R 47 h(wo +10) dt dLE (0) = 0.

=0 ngl—p.p.

Ceci contredit ’hypothése que la mesure p est non nulle. Le raisonnement par I’absurde nous améne donc & confirmer
le résultat de I’énoncé.

O

a. Remerciements & Antonin Monteil du LAMA (UPEC) pour m’avoir débloqué la preuve de ce résultat !
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B.2.4 Autres

Lemme B-15. Soit Q C R? un sous-ensemble fermé de R? tel que £ () > 0. On définit alors ensemble Q' =
Supp (1oL?) (borélien car fermé).

Alors ' C Q, ' = Supp (1o L) et L7 (Q) = L7 (Q).

Preuve : Le support Supp (1) d’une mesure u borélienne positive sur R? correspond & I'intersection de tous les fermés
F tels que p (RI\F) = 0, et tel que Supp (p) vérifie lui-méme p (R\Supp (1)) = 0.

Ici, on a bien sir (1o£%) (RN\Q) = 0, d’ott ' = Supp (1oL?) C Q. De méme, on a Supp (1o L?) € ' (C Q). On a
donc :
(lgﬁd) (Rd\Supp (1Q/£d)) = [ (Q\Supp (1Q/£d))

= LYQ\Y) + L7 (Y \Supp (1o L7))
—

(1aL)(RINQ) (Lo £4)(RI\Supp(leys L£4))

= (1oL (RAY)  + (Lo L?) (RA\Supp (1:L%)) = 0.

(1o L4)(R¥\Supp(1aL?))=0 =0

Ainsi ' = Supp (1Q£d) C Supp (1Q/£d), d’ou Q' = Supp (19/6‘1).
De plus, comme L4 (Q\Q') = (1o£?) (RN\Y) = (1oL?) (R*\Supp (1oL%)) =0, on a donc

L3(Q) = LT () + L4 () = L)
T/

O

Remarque B-6. La mesure de Lebesque sur R? est réguliere, et donc en particulier intérieurement réguliére : pour
tout borélien A C R? non vide vérifiant L1(A) < +oo, on a

LY(A) =sup{LYK), K C A, K compact}.

Ainsi, si LYA) > 0, il existe un compact K C A tel que L4(K) > 0.

Définition B-9. Soit (X,T,u) un espace mesuré. On définit sur T la relation X suivante : pour A,B €T,
AXB «— w(A\B) =0 et u(B\A) = 0.

La relation & est une relation d’équivalence sur T .

Preuve : La réversibilité et la symétrie sont évidentes. Montrons la transitivité de la relation L. supposons A, B,C € T
tels que A ABetBA C, montrons qu’alors A XC.Ona

u(A\C) = p(AN(X\C)) = p((A\B) N (X\C))+p(ANBN(X\C)) < u(A\B) +u(ANBN(X\C)) = p(ANBN(X\C)),

<u(A\B) =0

et

H(B\C) = u(BA(X\O)) = p((B\A) N (X\C))+u(BAAN(X\C)) < u(B\A) +u(BNAN(X\C)) = p(ANBA(X\C)).

<u(B\A) =0

D’ou u(A\C) = p(AN BN (X\C)) = u(B\C) = 0. On peut montrer de méme que p(C\A) = 0, et donc que A X B.
(]

Définition B-10. Soit (X, T, u) un espace mesuré muni de la relation d’équivalence K. on définit sur T la relation

I
=< suivante : pour A,B € T,

“w
A< B < u(A\B) =0.
La relation & est une relation d’ordre sur Uensemble Ty, c’est a dire Uespace T quotienté par les classes d’équivalences

o
de ~.
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ey ee . . . . ® = ops
Preuve : La réversibilité est évidente, de méme que 'anti-symétrie dans 7, :si A < B et B < A, on a par définition

A% B. Pour ce qui est de la transitivité, de méme que dans la définition précédente : si I'on suppose A, B,C € T tels
que A YBet BX C, ie. u(A\B) =0 et u(B\C) =0, alors

H(A\C) = p(AN (X\O)) = p((A\B) N (X\O)) + u(AN BN (X\C)) < u(A\B) + u(B N (X\C)) = u(B\C) =0,
—_—— —

<u(A\B) <u(BA(X\C)) =0 =u(B\C)

dott (A\C) =0, ie. A% C.
O

Lemme B-16. Soit (X, T) un espace mesurable, et soient u et v deux mesures positives sur (X, T) telles que v < p.
Alors, pour tous ensembles A, B € T tels que A £ B, onaA %~ B.

Preuve : Bien sir, sachant que v < p, si u(AN B) =0, alors v(AN B) =0, et si u(BN A) =0, alors v(BN A) = 0.
(|

Lemme B-17. Soit (X, T, p) un espace mesuré (u étant une mesure positive), et soient A, B € T tels que A L B.
Alors pour tout C € T, on a p(ANC) = u(BNC) (en particulier u(A) = u(B)).

Preuve : Pour de tels ensembles A, B et C, on a

WANC) = W(ANC\B) + u(ANC N B) = p(ANC\B) — u(B N C\A) + u(BNC),

sachant que 0 < u(ANC\B) < u(A\B) =0et 0 < u(BNC\A) < u(B\A) =0, d’ou u(ANC\B) = u(BNC\A) =0,
et donc u(ANC) =u(BNC).

O

Lemme B-18. Soit (X, T,u) un espace mesuré (u étant une mesure positive), et soient A, B € T tels que A L B.
Alors pour tout C € T, on a wW(ANC) < u(BNC) (en particulier p(A) < p(B)).

Preuve : Pour de tels ensembles A, B et C, on a

WANC) = u(ANC\B) + W(ANCNB) < w(A\B) + (BN C) = u(BNC).
——
<p(A\B) <u(BNC) =0

]

Lemme B-19. Soit (X, T, p) un espace mesuré (u étant une mesure positive), et soient A, B € T tels que A % B.
Alors u(A) = u(AN B).

Preuve : Pour de tels ensembles A et B on a p(A) = u(A\B) + u(AN B) = u(AnN B).
——

=0

C Formulation eulérienne du probléme : preuve formelle

Cette petite annexe a pour objectif de montrer de fagon quelque peu formelle I’équivalence entre la version lagrangienne
du transport optimal dissipatif traité dans ce rapport et sa version eulérienne telle qu’introduite de facon succincte dans
la section d’introduction ((1-2) et 1-1), et un peu plus précisément en 5-6 dans la section des conclusions et perspectives
(sous-sous-section 5.2.1). Elle n’a donc pas pour objectif de poser des bases rigoureuses pour cette formulation et cette
équivalence.

Comme dans la sous-sous-section 5.2.1, on suppose que :
— La fonction ¢ est une fonction de classe C!, strictement convexe telle que ¢(0) = 0.
— On a choisi @ € R? et M € R tels que Supp(uo) U Supp(u1) C B(a, M/2).
— On a choisi les mesures de Radon (positives) pg et p; telles que supp(uo) Nsupp(u1) = 0 et que po < L2
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Soit w € My (Ld’M). Supposons qu’il existe un champ de vitesse borélien intégrable v sur [0,1] x R? tel que pour
w-presque tout v € L4M on ait v/(t) = v(t,y(t)) pour tout ¢ € [0,1].

1
On note u la mesure borélienne sur |0, 1[xR?, définie par p,(A) = / (/ 1a(t, ) dut, (x)) dt pour tout borélien
0 “\JRd

A de [0,1] x R%. On rappelle que d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli (voir [32]), I'application = +— 14(¢, ) est
borélienne pour tout ¢ € [0, 1].

Le couple (v, u,,) vérifie alors au sens des distributions la contrainte de dissipation suivante :

Opprey + divy (vpag,) = —C(|v]) ey

En effet, pour toute fonction test ¢ € C1(]0,1[xR?), on a (en se basant notamment sur la proposition B-1 et le
théoréme de Fubini) :

— (Ot +divy (vpae) + C(|v]) e, 0)

- /H (Gup + 0 Voo — ()] dp

-/ 1 [ estt2) 5 o(t.) - Tt ) = o) ot )] di(o)

-/ 1 [ 620 + 0l (0) - Vilt:1(0) = Cllo(t 1) D ()] 5 D )
-/ 1 [ 620 470 Vait:1(8) = Y Ot 7 ()] e 0 O )

= [ ] [0 - < Ot A )] e 8 0O iy a

:/01 /LM % (b, y(2))e™ 3 S0 T ()

- /LM (/01;f [io(t, y(£))e™ Jo €7 ()Dde] dt) dw(y)  (Fubbini)

= [, e B O ) — [ o040 dotr)

Ld, M
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De plus, on a :
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