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1 Introduction générale
Le problème du transport optimal est resté longtemps très académique, du moins dans l’énoncé qu’en a fait G. Monge, et
a pris un aspect plus concret avec l’idée de L. Kantorovitch de le formuler en termes d’allocation optimale de ressources.
Plus récemment, des travaux tels que ceux de R. J. McCann [22], Y. Brenier et J.-D. Benamou [3] ont permis une
approche dynamique de ce type de problème (principalement lorsque l’on applique un coût euclidien quadratique au
transport). Cette formulation ouvre la voie à des traitements numériques plus aisés puisqu’elle permet d’appliquer des
méthodes numériques classiques dans le domaine de l’optimisation variationnelle et convexe sous contraintes.

Un outil important de la théorie du transport optimal est la distance de Wasserstein : une métrique permettant
d’estimer la différence entre deux mesures de probabilité (ou, plus généralement, entre deux mesures de même masse).
Cette distance représente un coût de transport global entre deux mesures, en supposant que le coût de déplacement
local de masse dépend de la distance et linéairement de la masse locale.

Une des principales limitations du transport optimal est qu’il ne peut être appliqué qu’entre des mesures de même
masse globale. C’est pourquoi de nombreux travaux de recherche ont proposé diverses extensions de ces distances de
Wasserstein pour mesurer des espaces de masses potentiellement différentes [4, 30, 29].

L’utilisation du transport optimal pour les problèmes d’interpolation a également encouragé la recherche de nouveaux
modèles optimaux de transport de masses "déséquilibrées", en particulier de modèles dynamiques. En effet, en plus
d’offrir un cadre variationnel plus adapté au traitement numérique, ces modèles fournissent une évolution temporelle
continue (une "interpolation géodésique" pour la métrique de Wasserstein dans le cas classique) entre les mesures source
et cible. La formulation dynamique proposée dans [3] représente la contrainte de conservation de la masse pendant
le transport continu dans le temps avec une équation de continuité conservative. Leur modèle utilise des mesures
absolument continues avec des densités L2 (en espace-temps) : si ρ(t, x) représente l’évolution temporelle de la densité
interpolée, et v(t, x) représente le champ de vitesse dérivé du plan de transport, nous avons donc ∂tρ+ div(ρv) = 0.

De nombreux modèles, visant à généraliser ces interpolations pour des mesures ou des densités de masses différentes,
utilisent un terme source dans l’équation de continuité (qui devient ∂tρ+div(ρv) = f) qui doit être pris en compte dans
la fonctionnelle d’énergie (voir [18, 19], ou [10, 9, 28, 20, 21] avec également des applications au traitement d’images,
ou [12] pour une utilisation en assimilation de données).

Le modèle que nous allons étudier dans ce travail part de cette même idée d’introduire un terme source dans l’équation
de continuité, et d’adapter le terme d’énergie. Cependant, il ne vise pas actuellement à créer une interpolation entre
deux mesures ou densités différentes, mais plutôt à revenir directement à un problème d’allocation optimale sous la
contrainte d’un coût de déplacement. Une caractéristique non standard de notre modèle est que ce coût représente
directement une perte de la masse transportée : l’objectif du problème est donc de minimiser cette perte. Dans ce
modèle, la densité initiale n’a pas besoin d’être entièrement transportée et la question est de déterminer l’allocation
correcte d’une partie de cette masse initiale en tenant compte de sa dissipation le long de son trajet. Plus explicitement :

Considérons une zone de production (par exemple, le char-
bon) et une zone d’approvisionnement. La zone de produc-
tion produit plus de charbon que les besoins de la zone d’ap-
provisionnement. Par ailleurs, le transport nécessite égale-
ment une consommation de charbon. L’objectif est de dé-
terminer un plan d’allocation optimale qui assure l’appro-
visionnement tout en minimisant la consommation de char-
bon nécessaire au transport. Ressource à livrer

Ressource consommée pour le transport
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Transport

Nous choisissons de partir d’un modèle dynamique (inspiré de [3]) : nous désignons par ρ : [0, 1] × Rd → R+ la
densité de masse (positive) à transporter dans un intervalle de temps [0, 1] et dans un espace Rd (d ∈ N), et par
v : [0, 1] × Rd → Rd le champ de vitesse transportant ρ. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction dite de "dissipation de
la masse", laquelle va déterminer le taux de déperdition/consommation de masse au fur et à mesure du transport.
Plus précisément, en considérant une répartition de masse (i.e. une densité de masse) initiale disponible (au temps
t = 0) ρ0 : Rd → R+ et une masse cible ρ1 : Rd → R+ (objectif de livraison au temps t = 1), on se fixe les conditions
suivantes :

— En tout instant t ∈ [0, 1] et en tout point x, ζ est fonction de l’amplitude du champ de vitesse |v(t, x)|, et
la déperdition de masse est proportionnelle à la masse ρ(t, x) présente en (t, x) par le taux de dissipation
ζ (|v(t, x)|) (le taux de dissipation est directement lié à la vitesse de déplacement).

— Nous choisissons de négliger la consommation de l’impulsion initiale, c’est à dire de la mise en mouvement
(même si elle peut être intéressante à observer dans certains cas).

— En tout point x ∈ Rd, la sélection en t = 0 de densité de masse transportée ρ(0, x) doit être inférieure ou égale
à la densité de masse initialement disponible ρ0(x), et la densité de masse cible doit être livrée au temps t = 1
(i.e. ρ(1, x) = ρ1(x)).

— Nous cherchons à minimiser la déperdition globale de masse le long du trajet.
Autrement dit, notre problème revient (formellement) à déterminer un couple densité-vitesse (ρ, v) minimisant l’énergie
de déperdition

K(ρ, v) =

∫ 1

0

∫
Rd

ζ(|v(t, x)|)ρ(t, x) dx dt, (1-1)

sous les contraintes de dissipation et de conditions initiales suivantes :{
∂tρ+ div(ρv) = −ζ(|v|)ρ,

ρ(0, ·) ≤ ρ0 et ρ(1, ·) = ρ1
(1-2)

(si les traces de ρ en t = 0 et t = 1 sont bien définies). Remarquons que formellement, via la contrainte (1-2), on
pourrait reformuler K ainsi

K(ρ, v) =

∫ 1

0

∫
Rd

ζ(|v(t, x)|)ρ(t, x) dx dt = −
∫ 1

0

∫
Rd

divt,x (ρv) dx dt =

∫
Rd

ρ(0, x) dx−
∫

Rd

ρ(1, x) dx.

c’est à dire comme la différence entre la masse totale initialement sélectionnée pour le déplacement
∫

Rd

ρ(0, x) dx et

la masse totale livrée
∫

Rd

ρ(1, x) dx, sachant que
∫

Rd

ρ(0, x) dx ≤
∫

Rd

ρ0(x) dx et
∫

Rd

ρ(1, x) dx =

∫
Rd

ρ1(x) dx.

Bien que nous envisagions d’aborder une future résolution numérique par la formulation dynamique eulérienne (re-
cherche d’un couple densité-vitesse optimale (ρ, v) en espace-temps) telle que posée ci-dessus, nous avons choisi dans un
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premier temps de nous attacher à obtenir une formulation "propre" de ce problème, via une approche plus "classique"
de ce celui-ci, c’est à dire à montrer l’existence d’un plan de transport/plan d’allocation optimale.

Cependant, la formulation physique même de ce problème ne nous permet pas de pouvoir l’aborder comme un simple
problème d’allocation : celui-ci pose en effet une contrainte de dissipation de masse sur des déplacements continus en
temps. C’est pourquoi nous avons reformulé ici ce problème d’un point de vue lagrangien, en s’inspirant des modèles
de transport branché a [34, 14, 7, 23, 24, 26, 27, 6, 7]. Autrement dit, nous allons chercher à répartir une sélection de
la (densité de) masse ρ0 initialement disponible sur l’ensemble des chemins définis sur [0, 1] à image dans Rd d’une
régularité fixée (ici les chemins M -lipschitziens, pour une constante de Lipschitz M suffisamment grande fixée arbitrai-
rement b) de façon à ce que la masse cible ρ1 soit livrée tout en minimisant la déperdition globale de masse (laquelle
se dissipe le long de chaque chemin).

Plus précisément, en désignant par Ld,M l’ensemble des chemins M -lipschitziens, on cherche à minimiser le coût K
(représentant la dissipation globale de masse)

K(ω) =
∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)

sur l’ensemble des mesures de Radon positives ω sur l’espace métrique
(
Ld,M , d∞

) c vérifiant les contraintes π0#ω ≤
ρ0Ld et π1#ωρ1Ld, où π0, π1 : Ld,M −→ Rd avec π0(γ) = γ(0) et π1(γ) = γ(1) pour tout chemin γ ∈ Ld,M .

Comme nous le verrons dans la section 4 d, dans un cas d’environnement isotrope et homogène (i.e. sans incidences
extérieures spatiales ou temporelles sur cette dissipation), la résolution de ce problème lagrangien sera en fait ramené à
la résolution d’un problème d’allocation optimale de Rd dans Rd (les trajectoires optimales de la solution lagrangienne
se ramenant, comme l’on peut s’en douter, à des déplacements en ligne droite à vitesse constante).

Remarquons qu’un tel problème n’a pas toujours de solution. Prenons par exemple le cas où la densité initiale

disponible ρ0 a la même masse globale que la densité cible ("à livrer") ρ1, i.e.
∫

Rd

ρ0(x) dx =

∫
Rd

ρ1(x) dx, avec ρ0 ̸= ρ1

(i.e. que les deux densités ne soient pas égales Ld-presque partout) : il faudrait alors une masse strictement supérieure
à celle disponible dans ρ0 pour être transportée sur ρ1 malgré la dissipation de masse.

Ce document se découpera en trois sections principales, dont nous pouvons annoncer ainsi l’essentiel de leur contenu :
— Dans la section 2, nous exposerons notre modèle de façon plus détaillée et montrerons (proposition 2-1) l’exis-

tence d’une solution optimale dans le cas où l’ensemble des contraintes est non vide (c’est à dire dans
le cas où le problème (1-2) admet au moins une solution).

— Dans la section 3, nous montrerons que dans le cas de supports disjoints entre les densités ρ0 et ρ1, une mesure
ωopt d’allocation optimale de la masse disponible via ρ0 sur l’ensemble des chemins Ld,M correspond à une
sélection de type "bang-bang" de µ0 = ρ0Ld (proposition 3-1), i.e. il existe un borélien Vωopt

de Rd tel que

π0#ωopt = 1Vωopt
ρ0Ld.

Autrement dit, dans le cas d’une mesure optimale ωopt d’allocation optimale sur Ld,M , en tout point x ∈ Rd, la
masse (infinitésimale) disponible portée par ρ0 est soit intégralement transportée, soit pas du tout. Ou encore,
en reprenant le modèle formel (1-2), on a ρ(0, x) = ρ0(x) ou ρ(0, x) = 0 en tout point x ∈ Rd.

— Dans la section 4 nous formulerons le problème dual associé au problème (primal) initial (définition 4-1 et
propriétés (I) ) et montrerons l’existence e d’une solution à celui-ci (lemme 4-27).

Nous pourrons ainsi également montrer l’existence d’un point selle pour le lagrangien Lc associé au problème
couplé primal-dual (proposition 4-7 et lemmes 4-4 et 4-5).

Ceci nous permettra de montrer l’unicité de la solution ωopt (lemme 4-11) du problème primal et de caractériser
celle-ci en fonction de la solution du problème dual (dont dépendra donc également la "zone de sélection" Vωopt

évoquée au point précédent (proposition 4-5).

Nous verrons que celle-ci, comme on pouvait s’y attendre dans un environnement homogène et isotrope, se
restreint à allouer de la masse uniquement à des chemins de type "interpolation linéaire" f (proposition 4-7) et
donc, comme déjà mentionné plus haut, que ce problème peut se ramener à un problème d’allocation optimale
plus "classique" de Rd dans Rd (similaire à celui de Monge-Kantoritch), plutôt que de Rd dans Ld,M (comme
dans notre formulation lagrangienne).

— Ces trois sections sont suivies de plusieurs annexes détaillant quelques résultats nécessaires pour les différentes
preuves développées dans le document. La plupart sont en fait des résultats courants, souvent connus (voir

a. Remerciements à Benoît Merlet (Laboratoire Paul Painlevé, Univ. de Lille) pour m’avoir suggéré cette approche pour un premier
"déblayage théorique".

b. Et donc arbitrairement grande.
c. d∞ représentant la distance uniforme entre les chemins éléments de Ld,M .
d. Voir le lemme 4-21 et le corollaire 4-2.
e. Toujours dans le cas où les mesures µ0 = ρ0Ld et ρ1 = ρ1Ld ont un support disjoint.
f. Donc trajectoire en ligne droite à vitesse constante.
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académiques), issus de la littérature sur le transport optimal, l’analyse fonctionnelle, la théorie de la mesure ou
l’optimisation. Notre objectif étant aussi de rendre ce document le plus auto-suffisant possible (bien que nous
ferons bien sûr tout de même souvent appel à divers résultats de la littérature sans les redémontrer).

2 Formulation lagrangienne et premiers résultats d’existence
Commençons par introduire quelques notations préalables sur les espaces de fonctions continues à valeur dans R (R
est muni de sa métrique canonique issue de la norme de la valeur absolue) : pour un espace topologique (X, Top(X)),
on définit :

— L’ensemble C(X) des fonctions continues sur (X, Top(X)) à valeur dans R.
— L’ensemble C+(X) des fonctions continues sur (X, Top(X)) à valeur dans R+ (positives).
— L’ensemble Cc(X) des fonctions continues sur (X, Top(X)) à valeur dans R à support compact.
— L’ensemble C+

c (X) des fonctions continues et à support compact sur (X, Top(X)) à valeur dans R+ (positives).
— L’ensemble Cb(X) des fonctions continues et bornées sur (X, Top(X)) à valeur dans R.
— L’ensemble C+

b (X) des fonctions continues et bornées sur (X, Top(X)) à valeur dans R+ (positives).
— L’ensemble C0(X) la fermeture de l’ensemble Cc(X) dans (Cb(X), ∥ · ∥∞), où la norme ∥ · ∥∞ est définie pour

toute fonction f ∈ Cb(X) par

∥f∥∞ = sup
x∈X
|f(x)|.

2.1 Quelques rappels à propos des mesures de Radon (positives et signées)
Commençons par un rappel de définitions sur les mesures de Radon positives et signées (ces définitions pouvant varier
dans la littérature, il s’agit donc de fixer les nôtres, qui se réfèrent plus précisément à celles de [32]).

Définition 2-1 (Mesure de Radon positive a). Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact.
On dit que µ est une mesure de Radon positive sur (X, Top(X)) si et seulement si :

— µ est une mesure borélienne sur X.
— µ est finie sur tout sous-ensemble compact de X (sur un espace topologique tel que X, on dira également que µ

est localement finie b).
— µ est extérieurement régulière, c’est à dire que pour tout borélien A de X , on a

µ(A) = inf{µ(V ), A ⊂ V, V ouvert}.

— µ est intérieurement régulière, c’est à dire que pour tout borélien A non vide de X tel que µ(A) < +∞, on a

µ(A) = sup{µ(K), K ⊂ A, K compact}.

Définition 2-2 (Mesure de Radon signée). Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact. On
dit que µ est une mesure de Radon signée sur (X, Top(X)) si et seulement si ses variations positives et négatives sont
toutes deux des mesures de Radon positives, autrement dit si le couple (µ+, µ−) correspondant à sa décomposition de
Jordan c est un couple de mesures de Radon positives (bien sûr dans ce cas la variation totale |µ| est par définition
également une mesure de Radon positive).

Définissons maintenant notre notation pour les espaces de mesures de Radon, positives ou signées.

Définition 2-3. Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact. Nous désignerons par :
— M+(X) l’ensemble des mesures de Radon positives et finies sur X.
— M(X) l’ensemble des mesures de Radon signées finies sur X, c’est à dire dont la variation totale |µ| est finie :

i.e. µ ∈M(X)⇔ |µ| ∈ M+(X)⇔ µ+, µ− ∈M+(X).
L’ensembleM(X) est un sous espace vectoriel de l’espace des mesures signées, et l’ensembleM+(X) est un sous-cône
convexe de M(X), c’est à dire stable par addition et multiplication par un réel positif (nous ne le prouverons pas ici,
mais on peut trouver une construction dans [32]).

Définition 2-4. Soit (E, ∥ · ∥E) un espace vectoriel normé. On désigne alors par E′ son dual topologique, c’est à
dire l’ensemble des formes linéaires (à valeur réelle) continues sur (E, ∥ · ∥E). On munit E′ de la norme subordonnée
(ou norme duale) ∥ · ∥E′ définie pour tout f ∈ E′ par

∥ϖ∥E′ = sup
x∈BE(0,1)

|φ(x)| = sup
x∈E\{0}

|φ(x)|
∥x∥E

(où BE(0, 1) désigne la boule unité dans (E, ∥ · ∥E)).
a. La définition d’une mesure de Radon est quelque peu variable dans la littérature, et celle-ci n’est donc qu’une version.
b. On pourra également dire que µ est une mesure de Borel.
c. C’est à dire tel que µ = µ+ − µ− et |µ| = µ+ + µ−.
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Théorème 2-1. Soit (X, d) un espace métrique localement compact et σ-compact. Alors l’ensembleM(X) (ensemble
des mesures de Radon finies et signées sur (X, d)) muni de la norme issue de la variation totale a est le dual topologique
de l’espace (C0(X), ∥ · ∥∞).

Plus précisément, une application L : C0(X) −→ R est une forme linéaire continue sur (C0(X), ∥ · ∥∞), si et seulement
si il existe une mesure de Radon signée µ ∈M(X) extérieurement régulière b telle que pour tout f ∈ C0(X), on ait

L(f) =

∫
X

f dµ.

Dans ce cas, on a de plus ∥L∥C0(X)′ = |µ|(X) et la mesure µ associée à L est unique dans M(X).

Le théorème 2-1, est un résultat classique de la littérature (il s’agit d’une extension du théorème de représentation de
Riesz des formes linéaires positives sur C0(X) tel qu’énoncé dans [32]). Pour une preuve détaillée du théorème 2-1,
c’est à dire avec l’exact énoncé que nous en avons donné, nous pouvons renvoyer à une de nos propres synthèses de
cours que l’on pourra trouver sous le lien suivant : https://amubox.univ-amu.fr/s/w9pc6xJdXafYPic

La preuve qu’on y trouve est en fait très inspirée d’un cours d’analyse de Master 1 de Jean-François Babadjian [1] qui
l’établit pour le cas où X = Rd (voir le lien vers celui-ci dans la référence). Il nous est cependant nécessaire de nous
placer ici dans un cas plus large pour pouvoir également l’appliquer dans le cas où (X, d) =

(
Ld,M , d∞

)
(qui est un

espace métrique propre, donc localement compact et σ-compact).

Lemme 2-1. Soit (X, d) un espace topologique non-vide, localement compact et séparé. Alors l’ensemble M+(X) des
mesures de Radon finies et positives est fermé dans l’ensemble M(X) des mesures de Radon finies et signées pour la
topologie faible-∗ (si on munit M(X) de la norme issue de la variation totale c).

Preuve : D’après le théorème 2-1, M(X) muni de la norme variation totale est le dual topologique de l’espace
(C0(X), ∥ · ∥∞). Soit (µn)n une suite de mesures de M+(X) convergeant faiblement-∗ dans M(X) vers une mesure
µ ∈M(X), i.e. pour toute fonction f ∈ C0(X), on a∫

X

f dµn −→
n→+∞

∫
X

f dµ.

En particulier, pour tout f ∈ C+
c (X), on a

∫
X

f dµn ≥ 0 pour tout n ∈ N. Ainsi, par passage à la limite, on a∫
X

f dµ ≥ 0. On a donc µ ≥ 0, i.e. µ ∈M+(X) d.

□

Remarque 2-1. Pour la conclusion de la preuve du lemme 2-1, on a en fait implicitement utilisé le résultat suivant :

"Soit X un espace topologique non-vide, séparé, localement compact et σ-compact. Alors toute mesure de Radon signée

µ est positive si et seulement si on a
∫
X

f dµ ≥ 0 pour toute fonction f ∈ C+
c (X)."

Celui-ci est également démontré dans la synthèse de cours déjà évoquée plus haut pour la preuve du théorème 2-1.

Remarque 2-2. L’ensemble M(X) muni de la norme issue de variation totale µ 7→ |µ|(X) est un espace vectoriel
normé : le théorème 2-1 induit que cette structure forme en fait un espace de Banach en tant dual topologique de
l’espace de Banach (C0(X), ∥ · ∥∞).

L’ensemble M+(X) peut alors être vu comme un sous-cône convexe fermé de M(X) (voir le lemme 2-1).

2.2 Problème originel
Dans toute la suite de ce document (annexes comprises), d désignera un entier naturel non nul (il s’agira de la dimension
de l’espace vectoriel finie dans lequel nous travaillerons).

On munit Rd de la norme euclidienne | · |. Soient deux mesures de Radon µ0 et µ1 à support compact (donc finies) sur
Rd. Soit B(Rd) la tribu borélienne sur Rd.

Pour tout d ∈ N∗, on définit l’ensemble Ld,M := Ld,M ([0, 1],Rd) des fonctions M -Lipschitz sur [0, 1] à valeur dans Rd.
On munit Ld,M de la distance d∞, définie par d∞(γ1, γ2) = supt∈[0,1] |γ1(t)− γ2(t)| pour tous γ1, γ2 ∈ Ld,M .

Soit t ∈ [0, 1], on définit πt : Ld,M −→ Rd par πt(γ) = γ(t). Remarquons que pour tout t ∈ [0, 1], la fonction πt est
continue (et même 1-lipschitzienne) de (Ld,M , d∞) vers Rd muni de la norme euclidienne.

a. C’est à dire la norme µ 7→ |µ|(X), voir la définition 2-3.
b. Au sens où le couple de mesures (µ+, µ−) correspondant à la décomposition de Jordan de µ est un couple de mesures de Radon

(positives), et finies.
c. C’est à dire la norme µ 7→ |µ|(X).
d. Voir la remarque 2-1
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Soit M+

(
Ld,M

)
l’ensemble des mesures de Radon finies et positives sur Ld,M (voir la définition 2-3). Soit B(Ld,M )

est la tribu borélienne sur Ld,M .

Soit a ∈ Rd. Nous supposerons dans toute la suite que M est choisie telle que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2).

Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction borélienne, qui sera dans beaucoup d’énoncés supposée de classe C1, convexe et
strictement croissante, telle que ζ(0) = 0.

Pour toute mesure ω ∈ M+

(
Ld,M

)
, pour tout t ∈ [0, 1], on définit la mesure sur B(Rd) ainsi : pour tout A ∈ B(Rd),

on a

µt
ω(A) =

∫
π−1
t (A)

e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) =

∫
Ld,M

1A(γ(t))e
−

∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ).

Autrement dit, en définissant pour tout t ∈ [0, 1] la fonction ℓt : Ld,M → R par ℓt(γ) =
∫ t

0
ζ(|γ′(s)|)ds (∀γ ∈ Ld,M ),

on a µt
ω = πt#

(
e−ℓtω

)
(remarquons que ℓ0 ≡ 0).

On peut reformuler cette caractérisation de la façon suivante (voir la proposition B-1) : pour toute mesure ω ∈
M+

(
Ld,M

)
, pour tout t ∈ [0, 1], et pour tout f ∈ Cc(Rd),∫

Rd

f(x) dµt
ω(x) =

∫
Ld,M

f (γ(t)) e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ).

Définition 2-5 (Problème primal).
— On définit l’ensemble de contraintes

CM (µ0, µ1) =
{
ω ∈M+(L

d,M ), µ0
ω ≤ µ0, µ

1
ω = µ1

}
. (2-1)

— On définit également l’énergie K, pour tout ω ∈M+

(
Ld,M

)
, par

K(ω) = µ0
ω(R

d)− µ1
ω(R

d) =

∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ). (2-2)

Sous réserve que l’ensemble de contraintes CM (µ0, µ1) soit non vide, on cherche à montrer que argminCM (µ0,µ1)K ̸= ∅.

On peut alors faire le développement suivant (non rigoureux) :

inf
ω∈CM (µ0,µ1)

K(ω) = inf
ω∈M+(Ld,M )

[
K(ω) + ιCM (µ0,µ1)(ω)

]
= inf

ω∈M+(Ld,M )

ñ
K(ω) + sup

f∈C+(Rd)

Å∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x)

ã
+ sup

g∈C(Rd)

Å∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y)

ãô
↕ (On suppose à cette étape que l’on peut effectuer l’inversion inf-sup)

= sup
f∈C+(Rd), g∈C(Rd)

ï∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

+ inf
ω∈M+(Ld,M )

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)

ò
= sup

f∈C+(Rd), g∈C(Rd)

ï∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)− ιDM
(f, g)

ò
= sup

(f,g)∈DM

ï∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ò
.

avec

DM =
¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(γ(0))− (1 + g(γ(1)))e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≥ 0, ∀γ ∈ Ld,M

©
. (2-3)

Définition 2-6. On définit Jµ0,µ1
: (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd) −→ R le terme dual de l’énergie K par

Jµ0,µ1(f, g) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x).

On définit ainsi le problème dual de celui de la définition 2-5 :
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Définition 2-7 (Problème dual). On définit la fonctionnelle Jµ0,µ1 : C+(Rd)× C(Rd) −→ R par

Jµ0,µ1
(f, g) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x). (2-4)

pour tout couple (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd).

On cherche à montrer que argmaxDM
Jµ0,µ1 ̸= ∅.

2.3 Premiers éléments
Dans toute cette sous-section, nous supposerons que CM (µ0, µ1) ̸= ∅.

Lemme 2-2. L’ensemble DM peut se redéfinir ainsi :

DM =
¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ Rd | |x− y| ≤M

©
.

Preuve : On définit provisoirement l’ensemble D′
M par :

D′
M =

¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ Rd | |x− y| ≤M

©
.

Pour tous x, y ∈ Rd, et pour tout chemin γ : [0, 1] → Rd lipschitzien (ou du moins Ld-presque partout dérivable, de
dérivée intégrable), on a par inégalité de Jensen, du fait que ζ est convexe et strictement croissante sur R+,

ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ

Ç∣∣∣∣∣∫ 1

0

γ′(s)) ds

∣∣∣∣∣
å
≤ ζ
Ç∫ 1

0

|γ′(s))| ds
å
≤
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|) ds. (2-5)

Soit (f, g) ∈ D′
M , et soit γ ∈ Ld,M . La fonction ζ étant strictement croissante (et par la relation (2-5)), on a

ζ(|γ(1)− γ(0)|) ≤ ζ
Ç∫ 1

0

|γ′(s))| ds
å
≤ ζ(M).

On a donc e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≤ e−ζ(|γ(1)−γ(0)|), et ainsi

1 + f(γ(0)) ≥ (1 + max{0, g(γ(1))}) e−ζ(|γ(1)−γ(0)|) ≥ (1 + max{0, g(γ(1))}) e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

≥ (1 + g(γ(1)))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds,

et ceci pour tout γ ∈ Ld,M , d’où (f, g) ∈ DM , et donc D′
M ⊂ DM . Inversement, soit (f, g) ∈ DM , et soient x, y ∈ Rd

tels que |x− y| ≤M :
— Si g(y) ≤ 0, alors 1 + f(x) ≥ 1 ≥ (1 + max{0, g(y)}︸ ︷︷ ︸

=0

)e−ζ(|x−y|)︸ ︷︷ ︸
≤1

.

— Si g(y) ≥ 0, alors, en considérant le chemin d’interpolation linéaire γxy définit pour tout t ∈ [0, 1] par γxy(t) =

x+ t(y − x) (on a bien γxy ∈ Ld,M ), on a
∫ 1

0

ζ(|γ′xy(s)|)ds = ζ(|x− y|) et donc

1+f(x) = 1+f(γ(0)) ≥ (1+g(γ(1)))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′

xy(s)|)ds = (1+max{0, g(y)}︸ ︷︷ ︸
=g(y)=g(γ(1))

)e−ζ(|x−y|) = (1 +max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|).

On a donc bien (f, g) ∈ D′
M , et donc plus généralement DM ⊂ D′

M , d’où DM = D′
M .

□

Définition 2-8. On définit l’ensemble

D∞ =
¶
(f, g) ∈ C+

b (Rd)× Cb(R
d), 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ Rd

©
.

Remarque 2-3. Bien sûr, on aurait pu définir tout simplement D∞ par

D∞ =
¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(x) ≥ (1 + g(y)) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ Rd

©
.

Définition 2-9. Soit a ∈ Rd, et soit M > 0. On définit l’ensemble

Dres
a,M =

¶
(f, g) ∈ C+

Ä
B(a,M/2)

ä
× C
Ä
B(a,M/2)

ä
, 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ B(a,M/2)

©
.
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Lemme 2-3. Soit a ∈ Rd, soient m,m′,M ∈ R tels que 0 < 2m < 2m′ < M , et soit un couple (f0, g0) ∈ Dres
a,M . Alors

il existe un couple (f, g) ∈ D∞ tel que :
— f|B(a,m) = f0|B(a,m) et g|B(a,m) = g0|B(a,m).
— f et g sont toutes deux constantes sur Rd\B(a,m′) : plus précisément, g est nulle sur cet ensemble et f y est

égale à S(f0) = eζ(M) sup
B(a,m′)

|f0|.

— Pour tout x ∈ B(a,m′), on a f(x) ≤ S(f0).
— Si g0 ≥ 0, alors g ≥ 0.

Pour montrer le lemme 2-3, nous aurons besoin du lemme d’Urysohn, dont nous pouvons trouver la preuve par exemple
dans [32] (lemme 2.12).

Lemme 2-4 (Lemme d’Urysohn [32]). Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact. Soit V
un ouvert de X, et K un sous-ensemble compact de X inclus dans V . Alors il existe f ∈ C+

c (X) telle que

1K ≤ f ≤ 1V .

Preuve du lemme 2-3 : D’après le lemme 2-4 d’Urysohn, il existe une fonction χ ∈ Cc(B(a,M/2)) telle que
1
B(a,m)

≤ χ ≤ 1B(a,m′). On définit comme dans l’énoncé la constante S(f0) = eζ(M) sup
B(a,m′)

|f0| < +∞.

On définit alors le couple de fonction (f1, g1) ∈ C+
Ä
B(a,M/2)

ä
× C
Ä
B(a,M/2)

ä
par f1 = χf0 + (1− χ)S(f0) ≥ 0

et g1 = χg0 (on a bien en outre g1 ≥ 0 si g0 ≥ 0). Comme la fonction χ est uniformément nulle sur la couronne
C(a,m′,M/2) = B(a,M/2)\B(a,m), c’est également le cas de la fonction g1, et la fonction f1 est uniformément
constante égale à S(f0) sur C(a,m′,M/2).

On définit alors le couple de fonctions (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd) comme les prolongements constants sur Rd du couple
(f1, g1), autrement dit f(x) = f1(x) et g(x) = g1(x) pour tout x ∈ B(a,M/2), et f(x) = S(f0) et g(x) = 0 pour tout
x ∈ Rd\B(a,M/2) : les fonctions f et g sont donc bien continues et bornées, avec de plus f(x) ≤ S(f0) pour tout
x ∈ B(a,m′) (du fait que eζ(M) ≥ 1).

— Soit y ∈ B(a,m′) ⊂ B(a,M/2).
— Pour tout x ∈ B(a,m′) ⊂ B(a,M/2), on a

f0(x) ≤ sup
B(a,m′)

|f0| ≤ eζ(M)︸ ︷︷ ︸
≥1

sup
B(a,m′)

|f0| = S(f0),

et ainsi

1 + g(y) = 1 + g0(y)χ(y) = (1− χ(y)) + (1 + g0(y))χ(y) ≤ (1− χ(y)) +

≤(1+f0(x))eζ(|x−y|)︷ ︸︸ ︷(
1 + max{0, g0(y)}

)
χ(y)

≤ (1− χ(y)) + χ(y)(1 + f0(x))eζ(|x−y|)

= 1 + χ(y)︸︷︷︸
≤1

f0(x)eζ(|x−y|)

≤ 1 + f0(x)eζ(|x−y|)

≤ eζ(|x−y|)︸ ︷︷ ︸
≥1

+ f0(x)eζ(|x−y|)

= (1 + f0(x))eζ(|x−y|)

= (1 + (1− χ(x))f0(x)︸ ︷︷ ︸
≤S(f0)

+ χ(x)f0(x))eζ(|x−y|)

≤ (1 + (1− χ(x))S(f0) + χ(x)f0(x)︸ ︷︷ ︸
=f(x)

)eζ(|x−y|)

= (1 + f(x))eζ(|x−y|).

du fait que (f0, g0) ∈ Dres
a,M , et d’après le lemme 2-2.

— Pour tout x ∈ Rd\B(a,m′), on a
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1 + g(y) = 1 + g0(y)χ(y) = (1− χ(y)) + (1 + g0(y))χ(y) ≤ (1− χ(y)) + χ(y)
(
1 + max{0, g0(y)}

)
≤ (1− χ(y)) + χ(y)(1 + f0(a))eζ(|a−y|)

= 1 + χ(y)f0(a)eζ(|a−y|)

≤ 1 + f0(a)eζ(

≤M︷ ︸︸ ︷
|a− y|)

≤ 1 + S(f0)︸ ︷︷ ︸
=f(x)

≤ (1 + f(x))eζ(|x−y|)︸ ︷︷ ︸
≥1

.

Dans les deux cas, on a 1 + g(y) ≤ (1 + f(x))eζ(|x−y|) pour tout x ∈ Rd, et ceci pour tout y ∈ B(a,m′).

De plus, comme pour tout x ∈ Rd on a (1 + f(x)︸︷︷︸
≥0

)eζ(|x−y|)︸ ︷︷ ︸
≥1

≥ 1, on a donc bien

1 + max{0, g(y)} ≤ (1 + f(x))eζ(|x−y|)

pour tout x ∈ Rd.
— Par ailleurs, pour tout y ∈ Rd\B(a,m′), et pour tout x ∈ Rd,

1 + g(y)︸︷︷︸
=0

= 1 ≤ (1 + f(x)︸︷︷︸
≥0

)eζ(|x−y|)︸ ︷︷ ︸
≥1

.

Au final, on a donc bien 1 + max{0, g(y)} ≤ (1 + f(x))eζ(|x−y|) pour tous x, y ∈ Rd, i.e. (f, g) ∈ D∞.

Bien sûr, pour tout x ∈ B(a,m), on a f(x) = f1(x) = χ(x)︸︷︷︸
=1

f0(x) + (1− χ(x))︸ ︷︷ ︸
=0

S(f0) = f0(x) et g(x) = g1(x) =

χ(x)︸︷︷︸
=1

g0(x).

□

Corollaire 2-1. Soit a ∈ Rd, soient m,m′,M ∈ R tels que 0 < 2m < 2m′ < M , et soit un couple (f0, g0) ∈ DM .
Alors il existe un couple (f, g) ∈ D∞ tel que :

— f|B(a,m) = f0|B(a,m) et g|B(a,m) = g0|B(a,m).
— f et g sont toutes deux constantes sur Rd\B(a,m′) : plus précisément, g est nulle sur cet ensemble et f y est

égale à S(f0) = eζ(M) sup
B(a,m′)

|f0|.

— Pour tout x ∈ B(a,m′), on a f(x) ≤ S(f0).
— Si g0 ≥ 0, alors g ≥ 0.

Preuve : Il suffit de remarquer que
(
f0
|B(a,M/2)

, g0
|B(a,M/2)

)
∈ Dres

a,M , puis d’appliquer le lemme 2-3 à ce même couple.

□

2.4 Existence d’une solution si CM(µ0, µ1) est non vide
On rappelle l’énoncé du théorème de Rademacher auquel nous ferons régulièrement appel dans ce document :

Théorème 2-2 (Théorème de Rademacher [11] p.81). Soit f : Rd −→ Rp (p ∈ N) une fonction localement lipschit-
zienne. Alors f est Ld-presque partout Fréchet-différentiable (et sa différentielle au sens de Fréchet coïncide avec sa
différentielle au sens des distributions).

On rappelle que la mesure µ0 est par hypothèse à support compact. L’espace Ld,M est muni de la distance d∞, défini
par d∞(γ1, γ2) = supt∈[0,1] |γ1(t)− γ2(t)| pour tous γ1, γ2 ∈ Ld,M .

Lemme 2-5. Soit f ∈ Cc(Rd), i.e. une fonction réelle continue sur Rd à support compact. Soient a ∈ Rd et r > 0 tels
que Supp(f) ⊂ B(a, r). Soit γa le chemin de Ld,M constant et égal à a, i.e. γa ≡ a.

Alors, pour tout t ∈ [0, 1], on a Supp(f ◦ πt) ⊂ Bd∞(γa, r +M).
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Preuve : Soit γ ∈ Ld,M\Bd∞(γa, r +M). Par continuité de la fonction t 7→ |γ(t) − a| sur [0, 1] (donc avec image
compact), il existe ta ∈ [0, 1] tel que d∞(γ, γa) = |γ(ta)− a|. De plus, la fonction γ étant M -lipschitzienne, on a pour
tout t ∈ [0, 1] :

|γ(t)− a| ≥ |γ(ta)− a|︸ ︷︷ ︸
=d∞(γ,γa)

− |γ(t)− γ(ta)|︸ ︷︷ ︸
≤M |t−ta|

≥ d∞(γ, γa)︸ ︷︷ ︸
>r+M

−M |t− ta|︸ ︷︷ ︸
≥−M

> r +M −M = r, (2-6)

i.e. γ(t) ∈ Rd\B(a, r). On a donc 0 = g (γ(t)) = (g ◦ πt)(γ), et ceci pour tout γ ∈ Ld,M\Bd∞(γa, r +M) : d’où
Supp(f ◦ πt) ⊂ Bd∞(γa, r +M).

□

Lemme 2-6. Soient a ∈ Rd et r > 0 tels que Supp(µ0) ⊂ B(a, r). Soit γa le chemin de Ld,M constant et égal à a, i.e.
γa ≡ a.

Alors Supp(ω) ⊂ Bd∞(γa, r +M) pour tout ω ∈ CM (µ0, µ1).

Preuve : Soit ω ∈ CM (µ0, µ1). Soit γ ∈ Ld,M\Bd∞(γa, r +M). En procédant au même calcul que dans la preuve du
lemme 2-5, à savoir la relation (2-6), on a alors |γ(t)− a| > r|, i.e. γ(t) /∈ B(a, r).

Le chemin γ vit donc entièrement en dehors de la boule B(a, r) dans Rd. En particulier, γ(0) /∈ B(a, r), i.e. π0(γ) /∈
B(a, r). Ainsi Ld,M\Bd∞(γa, r +M) ⊂ π−1

0

(
Rd\B(a, r)

)
. Ainsi :

ω
(
Ld,M\Bd∞(γa, r +M)

)
≤ ω

(
π−1
0

(
Rd\B(a, r)

))
= (π0#ω)

(
Rd\B(a, r)

)
= µ0

ω

(
Rd\B(a, r)

)
≤ µ0

(
Rd\B(a, r)

)
= 0,

D’où Supp(ω) ⊂ Bd∞(γa, r +M).

□

Lemme 2-7. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction continue et croissante. Soit la fonction L : (Ld,M , d∞) −→ R la

fonction définie pour tout γ ∈ Ld,M par L(γ) =
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|) ds .

Pour tout n ∈ N∗, on pose τn =
1

n
et on définit la fonction Ln : (Ld,M , d∞) −→ R pour tout γ ∈ Ld,M par

Ln(γ) =

∫ 1−τn

0

ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã ds = ∫ 1

0

1[0,1−τn](s)ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã ds.
Alors pour tout n ∈ N∗ la fonction Ln est continue (donc borélienne). De plus, la suite de fonctions boréliennes (Ln)n
converge simplement vers la fonction L.

La fonction L est donc en particulier borélienne (l’image réciproque par L de tout borélien de R est ainsi un borélien
de (Ld,M , d∞)).

Preuve : Soit (γk)k une suite de chemins de Ld,M convergeant vers un chemin γ ∈ Ld,M pour la distance d∞
(convergence uniforme sur [0, 1]). Ainsi pour tout n ∈ N∗, et pour tout s ∈ [0, 1− τn], on a |γk(s+ τn)−γk(s)| ≤Mτn,
d’où

ζ

Å∣∣∣∣γk(s+ τn)− γk(s)
τn

∣∣∣∣ã ≤ ζ(M).

pour tout k ∈ N. De plus, comme γk(s+ τn) −→
n→+∞

γ(s+ τn) et γk(s) −→
n→+∞

γ(s) on a

ζ

Å∣∣∣∣γk(s+ τn)− γk(s)
τn

∣∣∣∣ã −→n→+∞
ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã
pour tout s ∈ [0, 1− τn]. Ainsi, par le théorème de convergence dominée, on a

Ln(γk) =

∫ 1−τn

0

ζ

Å∣∣∣∣γk(s+ τn)− γk(s)
τn

∣∣∣∣ã ds −→n→+∞

∫ 1−τn

0

ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã ds = Ln(γ).

Par conséquent, pour tout n ∈ N, la fonction Ln est continue et donc borélienne. Par ailleurs, pour tout chemin
γ ∈ Ld,M :

— Pour tout n ∈ N∗ et pour tout s ∈ [0, 1 − τn], on a |γ(s + τn) − γ(s)| ≤ Mτn. Ainsi, pour tout s ∈ [0, 1], et
comme la fonction ζ est croissante, on a

1[0,1−τn](s)ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã ≤ ζ(M).
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— Pour tout n ∈ N∗, et bien sûr pour L-presque tout s ∈ [0, 1] (en lesquels γ est dérivable, ce qui est le cas presque
partout d’après le théorème de Rademacher 2-2), on a (du fait de la continuité de ζ) :

1[0,1−τn](s)ζ

Å∣∣∣∣γ(s+ τn)− γ(s)
τn

∣∣∣∣ã −→n→+∞
1[0,1](s)ζ(|γ′(s)|).

Par le théorème de convergence dominée sous le signe intégral, on a donc Ln(γ) −→
n→+∞

L(γ) pour tout γ ∈ Ld,M ,

autrement dit la suite de fonctions boréliennes (Ln)n converge simplement vers la fonction L : celle-ci est donc
également borélienne.

□

Définition 2-10. On définit IntLin l’ensemble des interpolations linéaires dans Rd, c’est à dire tels que γ(t) =
(1− t)γ(0) + tγ(1) pour tout t ∈ [0, 1]

On définit également le sous-ensembleM+ (IntLin) ⊂M+

(
Ld,M

)
des mesures ω ∈M+

(
Ld,M

)
à support dans IntLin,

c’est à dire pour lesquelles γ ∈ IntLin pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Lemme 2-8. l’ensemble IntLin est fermé dans (Ld,M , d∞).

Preuve : Soit (γn)n une suite de chemins de IntLin convergeant vers un chemin γ ∈ Ld,M pour la distance d∞, i.e.
convergeant uniformément, et donc simplement, vers γ. Autrement dit, pour tout t ∈ [0, 1], on a γn(t) −→

n→+∞
γ(t). Par

ailleurs, pour tout t ∈ [0, 1], on a γn(t) = (1− t)γn(0)+ tγn(1) −→
n→+∞

(1− t)γ(0)+ tγ(1), d’où γ(t) = (1− t)γ(0)+ tγ(1)
par unicité de la limite. On a donc bien γ ∈ IntLin.

□

Définition 2-11.
— On définit l’opérateur Γ : Rd × Rd −→ (Ld,M , d∞) par Γ(x, y) = γx,y pour tous x, y ∈ Rd, où γx,y représente

le chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. γx,y(t) = (1 − t)x + ty pour tout t ∈ [0, 1]. On a bien sûr
Γ
(
Rd × Rd

)
⊂ IntLin.

— Pour toute mesure ω ∈M+

(
Ld,M

)
, on définit la mesure ωΓ = [Γ ◦ (π0, π1)]#

(
eζ◦(|π1−π0|)−Lω

)
, où la fonction

L est définie dans l’énoncé du lemme 2-7, et est borélienne sur (Ld,M , d∞) d’après ce même lemme.

Lemme 2-9. L’opérateur Γ est continu (pour la topologie induite par la norme dans Rd × Rd et par la distance d∞
sur Ld,M .

Preuve : En effet, pour tous couples (x1, y1), (x2, y2) ∈ Rd × Rd, on a

|Γ(x2, y2)(t)− Γ(x1, y1)(t)| = |γx2,y2
(t)− γx1,y1

(t)| ≤ (1− t)|x2 − x1|+ t|y2 − y1| ≤ |x2 − x1|+ |y2 − y1|

pour tout t ∈ [0, 1], d’où d∞ (Γ(x1, y1),Γ(x2, y2)) = sup
t∈[0,1]

|Γ(x2, y2)(t)− Γ(x1, y1)(t)| ≤ |x2 − x1|+ |y2 − y1|.

□

Lemme 2-10. Soit ζ : Rd −→ R+ une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ζ(0) = 0. Alors pour tout
ω ∈ CM (µ0, µ1) (si CM (µ0, µ1) est non vide), on a ωΓ ∈ CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) et K (ωΓ) ≤ K(ω) (plus précisément
µ0
ωΓ
≤ µ0

ω).

Preuve : Remarquons que pour tout γ ∈ Ld,M , et tout t ∈ [0, 1], on a Γ (π0(γ), π1(γ)) (t) = (1 − t)γ(0) + tγ(1) (le
chemin Γ (π0(γ), π1(γ)) est donc en particulier dérivable sur [0, 1]). On a notamment :

— Γ (π0(γ), π1(γ))
′
= γ(1)− γ(0), d’où

L (Γ (π0(γ), π1(γ))) = ζ(|γ(1)− γ(0)|).

— Γ (π0(γ), π1(γ)) (0) = γ(0).
— Γ (π0(γ), π1(γ)) (1) = γ(1).

ω ∈ CM (µ0, µ1). Montrons que ωΓ ∈ CM (µ0, µ1) :
— Pour toute fonction g ∈ C(Rd), on a
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∫
Rd

g(x) dµ1
ωΓ

(x)

∫
Ld,M

g (γ(1)) e−L(γ) dωΓ(γ)

=

∫
Ld,M

g (Γ (π0(γ), π1(γ)) (1))︸ ︷︷ ︸
=g(γ(1))

e−L(Γ(π0(γ),π1(γ)))︸ ︷︷ ︸
=e−ζ(|γ(1)−γ(0)|)

eζ(|π1(γ)−π0(γ)|)−L(γ) dω(γ)

=

∫
Ld,M

g (γ(1)) e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|)eζ(|γ(1)−γ(0)|)−L(γ) dω(γ))

=

∫
Ld,M

g (γ(1)) e−L(γ) dω(γ)

=

∫
Rd

g(x) dµ1
ω(x),

et ceci pour tout g ∈ C(Rd), d’où µ1
ωΓ

= µ1
ω = µ1 (car ω ∈ CM (µ0, µ1)).

— La fonction ζ étant convexe et croissante sur R+, on a (par inégalité de Jensen) :

ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ

Ç∣∣∣∣∣∫ 1

0

γ′(s)) ds

∣∣∣∣∣
å
≤ ζ
Ç∫ 1

0

|γ′(s))| ds
å
≤
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|) ds = L(γ).

d’où eζ(|π1(γ)−π0(γ)|)−L(γ) ≤ 1. Ainsi, pour toute fonction f ∈ C+(Rd), on a

∫
Rd

f(x) dµ0
ωΓ

(x)

∫
Ld,M

f (γ(0)) dωΓ(γ)

=

∫
Ld,M

f (Γ (π0(γ), π1(γ)) (0))︸ ︷︷ ︸
=f(γ(0))

eζ(|π1(γ)−π0(γ)|)−L(γ)︸ ︷︷ ︸
≤1

dω(γ)

≤
∫
Ld,M

f (γ(0)) dω(γ))

=

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x),

et ceci pour tout f ∈ C+(Rd), d’où µ0
ωΓ
≤ µ0

ω ≤ µ0.
On a donc bien ωΓ ∈ CM (µ0, µ1) avec µ0

ωΓ
≤ µ0

ω, d’où K (ωΓ) ≤ K(ω).

Pour finir, soit une fonction F : Ld,M −→ R continue sur (Ld,M , d∞) telle que Supp(f) ⊂ Ld,M\IntLin (inclusion
stricte car Ld,M\IntLin est ouvert dans (Ld,M , d∞) d’après le lemme 2-8), d’où F (γ) = 0 pour tout γ ∈ IntLin. On a
alors ∫

Ld,M

F (γ) dωΓ(γ) =

∫
Ld,M

F (Γ (π0(γ), π1(γ)))︸ ︷︷ ︸
=0

eζ(|π1(γ)−π0(γ)|)−L(γ) dω(γ)) = 0,

et ceci quelle que soit F telle que définie ci-dessus. Autrement dit Supp (ωΓ) ⊂ IntLin, i.e. ωΓ ∈M+ (IntLin).

□

Lemme 2-11. Soit ζ : Rd −→ R+ une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ζ(0) = 0.

Alors, en munissant M
(
Ld,M

)
de la norme issue de la variation totale a, l’ensemble CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) est

fermé dans M
(
Ld,M

) b pour la topologie faible-∗.

Preuve : Supposons donc que CM (µ0, µ1) soit non vide (dans le cas contraire le résultat est trivial) : dans ce cas
l’ensemble CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) est également non vide par le lemme 2-10.

Soit (ωn)n une suite de mesures appartenant à CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) convergeant faiblement-∗ dans M
(
Ld,M

)
vers une mesure ω.

— Comme CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) ⊂M+

(
Ld,M

)
, et que l’ensembleM+

(
Ld,M

)
est fermé dansM

(
Ld,M

)
pour

la topologie faible-∗ d’après le lemme 2-1, d’où ω ∈M+

(
Ld,M

)
.

a. I.e. la norme ω 7→ |ω|
(
Ld,M

)
.

b. L’ensemble M
(
Ld,M

)
muni de la variation totale étant le dual topologique de l’espace (C0(Ld,M ), ∥ · ∥∞) d’après le théorème 2-1

(en prenant (X, d) =
(
Ld,M , d∞

)
, qui est un espace métrique propre d’après le lemme B-6 (en annexe), et donc notamment localement

compact et σ-compact).
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— Soit une fonction F : Ld,M −→ R continue et positive sur (Ld,M , d∞) telle que Supp(f) ⊂ Ld,M\IntLin
(inclusion stricte car Ld,M\IntLin est ouvert dans (Ld,M , d∞) d’après le lemme 2-8), d’où F (γ) = 0 pour tout
γ ∈ IntLin. Ainsi, pour tout n ∈ N, F (γ) = 0 pour ωn-presque tout γ ∈ Ld,M , d’où

0 =

∫
Ld,M

F (γ)︸ ︷︷ ︸
=0

dωn(γ) −→
n→+∞

∫
Ld,M

F (γ) dω(γ),

et donc
∫
Ld,M

F (γ) dω(γ) = 0 et ceci quelle que soit F telle que définit ci-dessus. Autrement dit Supp (ω) ⊂

IntLin, i.e. ω ∈M+ (IntLin).
— Soit g ∈ Cc(Rd) (fonction continue à support compact sur Rd pour la topologie canonique, donc bornée) : la

fonction g ◦ π1 est donc également continue et bornée sur l’espace Ld,M muni de la distance d∞ a. Pour tout
n ∈ N, on a

∫ 1

0
ζ(|γ′(s)|)ds = ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ(|π1(γ)− π0(γ)|) pour ωn-presque tout γ ∈ Ld,M (du fait que

ωn ∈M+ (IntLin)), et ainsi∫
Ld,M

(g ◦ π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dωn(γ) =

∫
Rd

g(x) dµ1
ωn(x) =

∫
Rd

g(x) dµ1(x).

Pour tout t ∈ [0, 1], la fonction πt est continue (et même 1-lipschitzienne) de (Ld,M , d∞) dans Rd (muni de la
norme euclidienne). Ainsi, la fonction γ 7→ (g ◦ π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) est également continue sur (Ld,M , d∞).
Par conséquent, on a

∫
Rd

g(x) dµ1(x) =

∫
Rd

g(x) dµ1
ωn(x)

=

∫
Ld,M

(g ◦ π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dωn(γ) −→
n→+∞

∫
Ld,M

(g ◦ π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dω(γ),

et donc
∫
Ld,M

(g ◦ π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dω(γ) =

∫
Rd

g(x) dµ1(x).

Or, du fait que ω ∈ M+ (IntLin), on a de même que plus haut
∫ 1

0
ζ(|γ′(s)|)ds = ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ(|π1(γ)−

π0(γ)|) pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , d’où

∫
Rd

g(x) dµ1(x) =

∫
Ld,M

(g◦π1)(γ)e−ζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dω(γ) =

∫
Ld,M

(g◦π1)(γ)e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) =

∫
Rd

g(x) dµ1
ω(x),

et ceci pour toute fonction g ∈ Cc(Rd). On a donc bien µ1
ω = µ1.

— Soit f ∈ C+
c (Rd) (fonction continue positive à support compact sur Rd, donc finie) : la fonction f ◦ π0 est donc

également continue, positive et bornée sur
(
Ld,M , d∞

)
. Pour tout n ∈ N, on a∫

Ld,M

(f ◦ π0)(γ) dωn(γ) =

∫
Rd

f(x) dµ0
ωn(x) ≤

∫
Rd

f(x) dµ0(x),

et ainsi, ∫
Rd

f(x) dµ0
ωn(x)︸ ︷︷ ︸

≤
∫

Rd f(x) dµ0(x)

=

∫
Ld,M

(f ◦ π0)(γ) dωn(γ) −→
n→+∞

∫
Ld,M

(f ◦ π0)(γ) dω(γ) =
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x),

d’où
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x) ≤

∫
Rd

f(x) dµ0(x), et ceci pour tout f ∈ C+
c (Rd). On a donc bien µ0

ω ≤ µ0.

Ainsi, ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin). L’ensemble CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) est donc fermé pour la topologie faible-∗
dans M+

(
Ld,M

)
.

□

Lemme 2-12. Soit ζ : Rd −→ R+ une fonction borélienne. Si CM (µ0, µ1) est non vide, alors CM (µ0, µ1) est borné
pour la norme de variation totale : plus précisément, CM (µ0, µ1) ⊂ B (0, µ0 (Rd)).

Preuve : En effet, pour tout ω ∈ CM (µ0, µ1), on a

|ω|
(
Ld,M

)
= ω

(
Ld,M

)
= ω

(
π−1
0

(
Rd
))

= (π0#ω)
(
Rd
)
= µ0

ω

(
Rd
)
≤ µ0

(
Rd
)
.

□

a. Car les fonctions πt sont 1-lipschitzienne sur Ld,M muni de la distance d∞.
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Proposition 2-1. Soit ζ : Rd −→ R+ une fonction continue, convexe, croissante et vérifiant ζ(0) = 0. Si l’ensemble
de contraintes CM (µ0, µ1) est non vide, alors il existe une mesure ω ∈ CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) minimisant l’énergie
K sur CM (µ0, µ1).

Preuve : Soit (ωn)n une suite d’éléments de CM (µ0, µ1), minimisante pour l’énergie K, i.e. K (ωn) −→
n→+∞

inf
CM (µ0,µ1)

K ≥

0.

D’après le lemme 2-10, la suite (ωn
Γ)n est également une suite d’éléments de CM (µ0, µ1) minimisante pour l’énergie K,

dont tous les termes appartiennent de plus à l’ensemble CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin).

D’après le lemme 2-12, la suite (ωn
Γ)n est bornée pour la variation totale. Par ailleurs, d’après le théorème 2-1,

l’ensemble M
(
Ld,M

)
des mesures de Radon finies (signées) sur (Ld,M , d∞), muni de la norme de variation totale est

le dual topologique de l’espace de Banach
(
C0(L

d,M ), ∥ · ∥∞
) a.

Ainsi, d’après le théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki, il existe une mesure de Radon finie (signée) ω sur (Ld,M , d∞)

et une sous-suite (ω
φ(n)
Γ )n extraite de (ωn

Γ)n convergeant faiblement-∗ vers une ω.

D’après le lemme 2-11, l’espace CM (µ0, µ1) ∩ M+ (IntLin) dans M+

(
Ld,M

)
pour la topologie faible-∗ : on a donc

ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin).

Pour finir, on a

K
Ä
ω
φ(n)
Γ

ä
=

∫
Ld,M

dω
φ(n)
Γ (γ)− µ1(R

d) −→
n→+∞

∫
Ld,M

dω(γ)− µ1(R
d) = µ0

ω − µ1(R
d) = K (ω) ,

d’où, par unicité de la limite, K (ω) = inf
CM (µ0,µ1)

K.

□

3 Aspect "bang-bang" de la mesure de sélection de départ µ0
ω

Le but de cette section est de démontrer que dans le cas où
— ζ : R+ −→ R+ est une fonction convexe et strictement croissante (donc coercive) telle que ζ(0) = 0 (donc

continue b).
— Les mesures µ0 et µ1 sont à supports disjoints et que µ0 est absolument continue c par rapport à la mesure de

Lebesgue,
si ω est une mesure sur Ld,M minimisant l’énergie K, alors la mesure de sélection de la masse de départ µ0

ω est "bang-
bang" par rapport à la mesure µ0, autrement dit "on prend tout, ou on ne prend rien".

Plus précisément, nous souhaitons montrer la proposition suivante :

Proposition 3-1. On suppose que ζ : R+ −→ R+ est une fonction convexe et strictement croissante (donc coercive)
telle que ζ(0) = 0 (donc continue). On suppose que µ0 est une mesure positive finie et est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, et que Supp(µ0)∩Supp(µ1) = ∅. Supposons de plus que argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ) ̸= ∅.

Alors, pour toute mesure ω ∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ), il existe un borélien Vω ⊂ Rd tel que µ0
ω ait une densité de 1Vω

par rapport à la mesure µ0. Autrement dit :

µ0
ω = 1Vω

µ0.

Avant de prouver la proposition 3-1, nous allons montrer le résultat intermédiaire de la sous-section qui suit.

3.1 Non-optimalité pour une mesure µ0
ω non "bang-bang" par rapport à µ0 entre deux

ensembles de même volume
Proposition 3-2. On suppose que ζ : R+ −→ R+ est une fonction convexe et strictement croissante (donc coercive)
telle que ζ(0) = 0 (donc continue). On suppose que µ0 est une mesure positive finie et est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue (notons ρ0 sa densité par rapport à Lebesgue d : comme µ0 est finie, on a donc
ρ0 ∈ L1(Rd)), et que Supp(µ0)∩ Supp(µ1) = ∅. Soit ω ∈ CM (µ0, µ1) : µ0

ω est donc également absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue (notons ρ0ω sa densité par rapport à Lebesgue).

On suppose qu’il existe deux compacts de Rd, Ω1 et Ω2, disjoints et de même volume non nul (i.e. Ld(Ω1) = Ld(Ω2) >
0), tels que

a. Le théorème 2-1 s’applique bien à notre cas : en effet, d’après le lemme B-6 (en annexe), l’espace métrique
(
Ld,M , d∞

)
est propre, et

par conséquent localement compact et σ-compact.
b. En effet, ζ étant convexe, elle est continue sur R++ avec de plus 0 = ζ(0) ≥ lim0+ ζ ≥ 0, i.e. 0 = ζ(0) = lim0+ ζ.
c. Voir la définition B-4 en dans l’annexe B.
d. Dont l’existence est donnée par le théorème B-3 de Radon-Nikodym.
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— Ω1 = Supp
(
1Ω1Ld

)
et Ω2 = Supp

(
1Ω2Ld

)
.

— inf(x,y)∈Ω1×Supp(µ′
1)
|x − y| − sup(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)
|x − y| > 0, où µ′

1 est la mesure image en t = 1 de Ω1

par ω, c’est à dire que µ′
1 = π1#ωtrans, où ωtrans = 1π−1

0 (Ω1)
ω (i.e. pour tout borélien A ⊂ Rd, µ′

1(A) =

ω
(
π−1
0 (Ω1) ∩ π−1

1 (A)
)
).

— ρ0ω(x) > 0 pour Ld-presque tout x ∈ Ω1.
— µ0

ω (Ω2) < µ0 (Ω2).
Alors il existe ω′ ∈ CM (µ0, µ1) ω telle que K(ω′) < K(ω) (ω n’est donc pas optimale pour l’énergie K).

Divers définitions et résultats utilisés dans la preuve qui suit se trouvent dans l’annexe B.

Preuve de la proposition 3-2 : Pour montrer que sous ces hypothèses, la mesure ω n’est pas optimale pour l’énergie
K, nous allons construire une mesure ωT ∈ CM (µ0, µ1) telle que K(ωT ) < K(ω).

En remarque préliminaire, constatons que ω est une mesure finie sur Ld,M . En effet, Ld,M = π−1
0 (Rd), et ainsi

ω
(
Ld,M

)
= ω

(
π−1
0 (Rd)

)
= (π0#ω)

(
Rd
)
= µ0

ω

(
Rd
)
≤ µ0

(
Rd
)
< +∞.

Soit ϕ un potentiel convexe de transport optimal de la mesure 1Ω1
Ld sur la mesure 1Ω2

Ld tel que défini par le théorème
de Brenier [33], i.e. tel que ∇ϕ soit un plan de transport optimal entre ces deux mesures (optimal pour le coût | · |2).
En particulier, on a

∇ϕ#
(
1Ω1
Ld
)
= 1Ω2

Ld. (3-1)

(Notons que c’est d’ailleurs le seul point qui nous intéresse : le fait que ce plan de transport soit optimal pour un coût
quadratique n’a aucun intérêt pour notre problème.)

D’après ce même théorème, on a ∇ϕ (Supp (1Ω1
Ld)) = Supp

(
1Ω2
Ld
)
, d’où ∇ϕ (Ω1) = Ω2 (rappelons que sous les

hypothèses de l’énoncé, on a Ω1 = Supp
(
1Ω1
Ld
)

et Ω2 = Supp
(
1Ω2
Ld
)
).

De plus, d’après [17] (proposition 3.2-3), on peut considérer que ϕ est fini sur Rd, et donc localement lipschitzienne sur
Rd, et admet un minimum global sur Rd. D’après le théorème 2-2 (théorème de Rademacher) ϕ est donc différentiable
sur Ld-presque tout Rd.

Il faut comprendre l’équation (3-1) au sens suivant : pour tout borélien A ⊂ Rd, on a Ld
(
Ω1 ∩∇ϕ−1(A)

)
= Ld (Ω2 ∩A),

avec ∇ϕ−1(A) = {x ∈ Di, ∇ϕ(x) ∈ A} = Di ∩ ∂ϕ∗(x) où Di représente l’ensemble des points de Rd en lesquels ϕ est
différentiable a.

On définit l’opérateur borélien T : Rd −→ Rd par T (x) = ∇ϕ(x) pour tout x ∈ Di, et T (x) = 0 pour tout x ∈ Rd\Di.
Pour tout borélien A ⊂ Rd, on a donc

(
1Ω1
Ld
) (
T−1(A)

)
= Ld

(
Ω1 ∩ T−1(A)

)
= Ld

(
Ω1 ∩Di ∩ T−1(A)

)
+ Ld

(
Ω1\Di ∩ T−1(A)

)
= Ld

(
Ω1 ∩∇ϕ−1(A)

)
+ Ld

(
Ω1\Di ∩ T−1(A ∩ {0})

)︸ ︷︷ ︸
≤Ld(Ω1\Di)=0

= Ld
(
Ω1 ∩∇ϕ−1(A)

)
= Ld (Ω2 ∩A)

=
(
1Ω2
Ld
)
(A).

Autrement dit, on a T#
(
1Ω1Ld

)
= 1Ω2Ld.

Pour ce qui suit, nous aurons de nouveau besoin de faire appel à l’opérateur Γ (voir la définition 2-11). Nous rappelons
ici sa définition et ses propriétés :

— L’opérateur Γ : Rd × Rd −→ (Ld,M , d∞) défini par Γ(x, y) = γx,y pour tous x, y ∈ Rd, où γx,y représente le
chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. γx,y(t) = (1− t)x+ ty pour tout t ∈ [0, 1].

L’opérateur Γ est continu (voir le lemme 2-9) : en effet, pour tous couples (x1, y1), (x2, y2) ∈ Rd × Rd, on a

|Γ(x2, y2)(t)− Γ(x1, y1)(t)| = |γx2,y2(t)− γx1,y1(t)| ≤ (1− t)|x2 − x1|+ t|y2 − y1| ≤ |x2 − x1|+ |y2 − y1|

pour tout t ∈ [0, 1], d’où d∞ (Γ(x1, y1),Γ(x2, y2)) = sup
t∈[0,1]

|Γ(x2, y2)(t)− Γ(x1, y1)(t)| ≤ |x2 − x1|+ |y2 − y1|.

Nous aurons besoin par ailleurs de définir les fonctions, densités et mesures suivantes :
— La fonction θT : Rd → R par :

θT =
min{ρ0ω, ρ0 ◦ T − ρ0ω ◦ T}

ρ0ω
1Ω1 .

a. Di est un borélien et, la fonction ϕ étant différentiable presque partout, on a donc Ld
(
Rd\Di

)
= 0.
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Notons qu’étant donné que ρ0ω(x) > 0 pour Ld-presque tout x ∈ Ω1, on a θT (x) ≤ 1 pour Ld-presque tout
x ∈ Rd (d’où θT ∈ L∞(Rd)). De plus, d’après le lemme B-4, on a ρ0 ◦ T, ρ0ω ◦ T ∈ L1(Rd,1Ω1Ld) ⊂ L1

loc(R
d,Ld).

— La fonction/densité borélienne σT : Ld,M → R par σT = θT ◦ π0, avec π0 : Ld,M → Rd définie par π0(γ) = γ(0)
(de même, pour la suite, π1(γ) = γ(1)).

— La fonction borélienne hT : Ld,M → R par

hT (γ) = exp

Ç
−
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|)ds+ ζ(|T (γ(0))− γ(1)|)
å

= e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)dseζ(|T (γ(0))−γ(1)|).

En effet, la fonction γ 7→ e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds est bien borélienne par le lemme 2-7. Par ailleurs, la fonction (x, y) 7→

ζ(|T (x)− y|) de Rd × Rd étant également borélienne (T l’étant par définition), et par continuité de la fonction
exponentielle, la fonction (x, y) 7→ eζ(|T (x)−y|) l’est également. Pour finir, par le lemme B-7, la fonction γ 7→
(π0(γ), π1(γ)) = (γ(0), γ(1)) est continue de (Ld,M , d∞) dans Rd × Rd, donc borélienne : hT est donc bien
borélienne.

La fonction hT représente la consommation initiale en t = 1 en partant de γ(0) (i.e. e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds) rehaussée

du taux de consommation nécessaire au nouveau point de départ T (γ(0)) (i.e. eζ(|T (γ(0))−γ(1)|)).

Définissons l’ensemble Vµ′
1
= {γ ∈ π−1

0 (Ω1),

=π1(γ)︷︸︸︷
γ(1) /∈ Supp(µ′

1)}. On a donc π1
(
Vµ′

1

)
⊂ Rd\Supp(µ′

1) et
ωtrans

(
Vµ′

1

)
= ω

(
Vµ′

1

)
(car Vµ′

1
⊂ π−1

0 (Ω1). Ainsi :

ω
(
Vµ′

1

)
= ωtrans

(
Vµ′

1

)
≤ ωtrans

[
π−1
1

(
π1
(
Vµ′

1

))]
= (π1#ωtrans)

(
π1
(
Vµ′

1

))
= µ′

1

(
π1
(
Vµ′

1

))
= 0.

Ainsi, ω
(
Vµ′

1

)
= 0, i.e. pour ω-presque tout γ ∈ π−1

0 (Ω1), on a γ(1) ∈ Supp(µ′
1).

Par ailleurs, remarquons que comme la fonction ζ est par hypothèse croissante, on a

ζ(|x− y|) ≥ ζ
Å

inf
(x,y)∈Ω1×Supp(µ′

1)
|x− y|

ã
pour tout (x, y) ∈ Ω1 × Supp(µ′

1), d’où

inf
(x,y)∈Ω1×Supp(µ′

1)
ζ(|x− y|) ≥ ζ

Å
inf

(x,y)∈Ω1×Supp(µ′
1)
|x− y|

ã
.

De même, on a ζ(|x− y|) ≤ ζ
Ä
sup(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)
|x− y|

ä
pour tout (x, y) ∈ Ω2 × Supp(µ′

1), d’où

sup
(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)

ζ(|x− y|) ≤ ζ
Ç

sup
(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)

|x− y|
å
.

On a donc

inf
(x,y)∈Ω1×Supp(µ′

1)
ζ(|x−y|)− sup

(x,y)∈Ω2×Supp(µ′
1)

ζ(|x−y|) ≥ ζ
Å

inf
(x,y)∈Ω1×Supp(µ′

1)
|x− y|

ã
−ζ
Ç

sup
(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)

|x− y|
å
.

Par ailleurs, comme par hypothèse on a inf(x,y)∈Ω1×Supp(µ′
1)
|x− y| > sup(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)
|x− y|, et comme la

fonction ζ est strictement croissante, on a

ζ

Å
inf

(x,y)∈Ω1×Supp(µ′
1)
|x− y|

ã
> ζ

Ç
sup

(x,y)∈Ω2×Supp(µ′
1)

|x− y|
å
,

et ainsi

inf
(x,y)∈Ω1×Supp(µ′

1)
ζ(|x− y|)− sup

(x,y)∈Ω2×Supp(µ′
1)

ζ(|x− y|) > 0.

Définissons la constante 0 < K = inf(x,y)∈Ω1×Supp(µ′
1)
ζ(|x − y|) − sup(x,y)∈Ω2×Supp(µ′

1)
ζ(|x − y|). Pour tout

γ ∈ π−1
0 (Ω1 ∩Di) on a T (γ(0)) = ∇ϕ(γ(0)) ∈ T (Ω1) ⊂ Ω2. Remarquons que, comme µ0 ≪ Ld, et que

ω
(
π−1
0 (Ω1\Di)

)
= (π0#ω)(Ω1\Di) = µ0

ω(Ω1\Di) ≤ µ0(Ω1\Di).

Comme µ0 ≪ Ld, et comme Ld(Ω1\Di)0, on a donc µ0(Ω1\Di) = 0, d’où ω
(
π−1
0 (Ω1\Di)

)
: ainsi, T (γ(0)) ∈ Ω2

pour ω-presque tout γ ∈ π−1
0 (Ω1).

On a donc ζ(|T (γ(0))−γ(1)|) ≤ −K+ζ(|γ(0)−γ(1)|) ω-presque tout γ ∈ π−1
0 (Ω1). De plus, comme la fonction

ζ est croissante et convexe, par inégalité de Jensen, on a
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ζ(|γ(0)− γ(1)|) = ζ

Ç∣∣∣∣∣∫ 1

0

γ′(s) ds

∣∣∣∣∣
å
≤ ζ
Ç∫ 1

0

|γ′(s)| ds
å
≤
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|)ds.

Ainsi

ζ(|T (γ(0))− γ(1)|)−
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|)ds ≤ −K + ζ(|γ(0)− γ(1)|)−
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|)ds︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ −K, (3-2)

i.e. 0 < hT (γ) ≤ e−K < 1 pour ω-presque tout γ ∈ π−1
0 (Ω1).

— Les mesures boréliennes définies sur (Ld,M , d∞) :
— νT = σTω. Remarquons que :

νT
(
Ld,M

)
=

∫
Ld,M

σT (γ) dω(γ) =

∫
Ld,M

θT (γ(0)) dω(γ) =

∫
Rd

θT (x) d(π0#ω)(x) =

∫
Rd

θT (x)︸ ︷︷ ︸
≤1Ω1

(x)

d(π0#ω)(x)

≤ µ0
ω(Ω1) ≤ µ0(Ω1) < +∞.

νT est donc une mesure borélienne finie sur (Ld,M , d∞), et σT ∈ L1
(
Ld,M , ω

)
.

— νdecT = [Γ ◦ (T ◦ π0, π1)]# (hT νT ) = (Γ ◦ (T ◦ π0, π1)# (hTσTω). Comme 0 < hT ≤ e−K < 1, on a hTσT ∈
L1
(
Ld,M , ω

)
, d’où le fait que hTσTω soit également une mesure borélienne finie sur (Ld,M , d∞). Les fonctions

Γ, π0 et π1 étant continues, et la fonction T étant borélienne, la fonction Γ ◦ (T ◦ π0, π1) est également
borélienne de (Ld,M , d∞) dans (Ld,M , d∞) est également borélienne et la mesure νdecT est donc bien définie
(et finie).

Autrement dit : ∫
Ld,M

F (γ) dνT (γ) =

∫
Ld,M

F (γ)σT (γ) dω(γ), (3-3)

et

∫
Ld,M

F (γ) dνdecT (γ) =

∫
Ld,M

F (Γ(T (γ(0)), γ(1)))σT (γ) exp

Ç
−
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|)ds+ ζ(|T (γ(0))− γ(1)|)
å
dω(γ)

(3-4)
pour tout F ∈ Cc(L

d,M ).
Passons maintenant à la preuve du résultat en question, en procédant en trois points : Nous allons montrer dans les
deux premiers points que µ1

ωT
= µ1 et que µ0

ωT
≤ µ0, et donc que l’on a bien ωT ∈ CM (µ0, µ1), puis dans le troisième

point que K(ωT ) < K(ω).
— Premier point : Soit f ∈ Cc(Rd) et λ > 0. On a

∫
Rd

f(x) dµ1
ωT

(x) =

∫
Ld,M

f(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dωT (γ)

=

∫
Ld,M

f(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)−

∫
Ld,M

f(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dνT (γ)

+

∫
Ld,M

f(γ(1))︸ ︷︷ ︸
=f◦π1(γ)

e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dνdecT (γ)

=

∫
Rd

f(x) dµ1
ω(x)−

∫
Ld,M

f(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)dsσT (γ) dω(γ)

+

∫
Ld,M

f(Γ(T (γ(0)), γ(1))(1))︸ ︷︷ ︸
=(f◦π1)(Γ(T (γ(0)),γ(1)))

e−
∫ 1
0
|Γ(T (γ(0)),γ(1))′(s)|dshT (γ)σT (γ) dω(γ)

Remarquons que :
— Γ(γ(0), γ(1))(0) = γ(0),
— Γ(γ(0), γ(1))(1) = γ(1)
— Γ(γ(0), γ(1))′ = γ(1)− γ(0).
De même, on a également :
— Γ(T (γ(0)), γ(1))(0) = T (γ(0)),
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— Γ(T (γ(0)), γ(1))(1) = γ(1)
— Γ(T (γ(0)), γ(1))′ = γ(1)− T (γ(0)).
Pour tout γ ∈ Ld,M , on a donc

∫ 1

0
ζ(|Γ(T (γ(0)), γ(1))′(s)|)ds =

∫ 1

0
ζ(|γ(1)− T (γ(0))|)ds = ζ(|γ(1)− T (γ(0))|)

et ainsi :

e−
∫ 1
0
ζ(|Γ(T (γ(0)),γ(1))′(s)|)dshT (γ) = e−ζ(|T (γ(0))−γ(1)|)e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)dseζ(|T (γ(0))−γ(1)|) = e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds.

D’où

∫
Ld,M

f(Γ(T (γ(0)), γ(1))(1))e−
∫ 1
0
ζ(|Γ(T (γ(0)),γ(1))′(s)|)dshT (γ)σT (γ) dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=
∫
Ld,M f(γ(1))e−

∫ 1
0 ζ(|γ′(s)|)ds dνdec

T (γ)

=

∫
Ld,M

f(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)dsσT (γ) dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=
∫
Ld,M f(γ(1))e−

∫ 1
0 ζ(|γ′(s)|)ds dνT (γ)

.

Ainsi, pour tout f ∈ Cc(Rd) :∫
Rd

f(x) dµ1
ωT

(x) =

∫
Rd

f(x) dµ1
ω(x) =

∫
Rd

f(x) dµ1(x),

i.e. µ1
ωT

= µ1
ω = µ1.

— Second point : Soit f ∈ C+
c (Rd). On a

∫
Rd

f(x) dµ0
ωT

(x) =

∫
Ld,M

f(γ(0)) dωT (γ)

=

∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ)−
∫
Ld,M

f(γ(0)) dνT (γ) +

∫
Ld,M

f(γ(0))︸ ︷︷ ︸
=f◦π0(γ)

dνdecT (γ)

=

∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ)−
∫
Ld,M

f(γ(0))σT (γ) dω(γ) +

∫
Ld,M

=(f◦π0)(Γ(T (γ(0)),γ(1)))︷ ︸︸ ︷
f(Γ(T (γ(0)), γ(1))(0)︸ ︷︷ ︸

=T (γ(0))

)hT (γ)σT (γ) dω(γ)

=

∫
Ld,M\π−1

0 (Ω1)

f(γ(0)) dω(γ) +

∫
π−1
0 (Ω1)

f(γ(0))(1− σT (γ)) dω(γ) +
∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ)

(3-5)

Rappelons que 0 < hT (γ) ≤ e−K < 1 pour ω-presque tout γ ∈ π−1
0 (Ω1) (voir (3-2)). Ainsi, pour ω-presque tout

γ ∈ π−1
0 (Ω1), on a ρ0ω(γ(0)) > 0 et

0 ≤ hT (γ)σT (γ) ≤ e−K ρ0(T (γ(0)))− ρ0ω(T (γ(0)))
ρ0ω(γ(0))

.

Ainsi

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ) ≤ e−K

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))
ρ0(T (γ(0)))− ρ0ω(T (γ(0)))

ρ0ω(γ(0))
dω(γ)

= e−K

∫
Ω1

f(T (x))
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

ρ0ω(x)
dµ0

ω(x)

= e−K

∫
Ω1

f(T (x))
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

ρ0ω(x)
ρ0ω(x) dx

= e−K

∫
Ω1

f(T (x))
[
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

]
dx

Comme T#(1Ω1Ld) = 1Ω2Ld, rappelons que d’après le lemme B-4, on a bien ρ0 ◦ T, ρ0ω ◦ T ∈ L1(Rd,1Ω1Ld) ⊂
L1
loc(R

d,Ld) du fait que ρ0, ρ0ω ∈ L1(Rd) ⊂ L1(Rd,1Ω2
Ld). De plus, comme f × (ρ0 − ρ0ω) ∈ L1(Rd,1Ω2

Ld), le
même lemme B-4 nous permet le changement de variable y = T (x) suivant :
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∫
Ω1

f(T (x))
[
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

]
dx =

∫
Rd

f(T (x))
[
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

]
d[1Ω1

Ld](x)

=

∫
Rd

f(y)
[
ρ0(y)− ρ0ω(y)

]
d
[
T#(1Ω1

Ld)
]
(y)

=

∫
Rd

f(y)
[
ρ0(y)− ρ0ω(y)

]
d[1Ω2Ld](y)

=

∫
Ω2

f(y)
[
ρ0(y)− ρ0ω(y)

]
dy.

Ainsi,

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ) ≤ e−K

∫
Ω1

f(T (x))
[
ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))

]
dx

= e−K

∫
Ω2

f(y)
[
ρ0(y)− ρ0ω(y)

]
dy

= e−K

Å∫
Ω2

f(y)ρ0(y) dy −
∫
Ω2

f(y)ρ0ω(y) dy

ã
= e−K

Å∫
Ω2

f(y) dµ0(y)−
∫
Ω2

f(y) dµ0
ω(y)

ã
.

On a donc :

∫
Rd

f(x) dµ0
ωT

(x) =

∫
Ld,M\π−1

0 (Ω1)

f(γ(0)) dω(γ) +

∫
π−1
0 (Ω1)

f(γ(0))(1− σT (γ)︸ ︷︷ ︸
≤1

) dω(γ) +

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ)

≤
∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ) +

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ)

=

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x) +

∫
π−1
0 (Ω1)

f(T (γ(0)))hT (γ)σT (γ) dω(γ)

≤
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x) + e−K

Å∫
Ω2

f(y) dµ0(y)−
∫
Ω2

f(y) dµ0
ω(y)

ã
=

∫
Rd\Ω2

f(x) dµ0
ω(x) +

∫
Ω2

f(x) dµ0
ω(x) +

<1︷︸︸︷
e−K

Å∫
Ω2

f(y) dµ0(y)−
∫
Ω2

f(y) dµ0
ω(y)

ã
︸ ︷︷ ︸

≥0 (car ω∈CM (µ0,µ1))

≤
∫

Rd\Ω2

f(x) dµ0
ω(x)︸ ︷︷ ︸

≤
∫

Rd\Ω2
f(x) dµ0(x)

+
��������
∫
Ω2

f(x) dµ0
ω(x) +

∫
Ω2

f(y) dµ0(y)−
��������
∫
Ω2

f(y) dµ0
ω(y)

≤
∫

Rd\Ω2

f(x) dµ0(x) +

∫
Ω2

f(y) dµ0(y)

=

∫
Rd

f(x) dµ0(x).

(3-6)

En résumé, on a bien
∫

Rd

f(x) dµ0
ωT

(x) ≤
∫

Rd

f(x) dµ0(x) pour tout f ∈ C+
c (Rd), i.e. µ0

ωT
≤ µ0.

Avec le résultat du premier point (à savoir µ1
ωT

= µ1), on a donc bien ω ∈ CM (µ0, µ1).
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— Troisième point : Pour finir, montrons que le coût K(ωT ) de ωT est strictement inférieur au coût K(ω) de ω.

En reprenant la décomposition ωT = ω + νT − νdecT et l’équation (3-5) : on a pour tout f ∈ C+
c (Rd) et tout

λ > 0 :

∫
Rd

f(x) dµ0
ωT

(x) =

∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ)−
∫
Ld,M

f(γ(0))σT (γ) dω(γ)+

∫
Ld,M

f(Γ(T (γ(0)), γ(1))(0)︸ ︷︷ ︸
=T (γ(0))

)

≤e−K︷ ︸︸ ︷
hT (γ)σT (γ) dω(γ)

d’où

∫
Rd

f(x) dµ0
ωT

(x) ≤
∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ)︸ ︷︷ ︸
=
∫

Rd f(x) dµ0
ω(x)

−
∫
Ld,M

f(γ(0))σT (γ) dω(γ) + e−K

∫
Ld,M

f(T (γ(0)))σT (γ) dω(γ).

En prenant le cas particulier f = 1, on obtient l’inégalité :

µ0
ωT

(Rd) ≤ µ0
ω(R

d) + (e−K − 1)︸ ︷︷ ︸
<0

∫
Ld,M

σT (γ) dω(γ).

Or,

∫
Ld,M

σT (γ) dω(γ) =

∫
Ld,M

θT (γ(0)) dω(γ)

=

∫
Rd

θT (x) dµ
0
ω(x)

=

∫
Rd

θT (x) ρ
0
ω(x) dx

=

∫
Ω1

min{ρ0ω(x), ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))} dx.

Distinguons les deux cas possibles :
— Si ρ0ω(x) ≥ ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x)) pour Ld-presque tout x ∈ Ω1, on a ρ0ω(x) ≥ ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x)), d’où

∫
Ω1

min{ρ0ω(x), ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))} dx ≥
∫
Ω1

[ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))] dx

=

∫
Ω2

[ρ0(y)− ρ0ω(y)] dy

=

∫
Ω2

ρ0(y) dy −
∫
Ω2

ρ0ω(y) dy

= µ0(Ω2)− µ0
ω(Ω2)︸ ︷︷ ︸

>0 (par hypothèse)

> 0.

— Sinon, s’il existe O ⊂ Ω1 tel que Ld (O) > 0 et tel que ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x)) ≥ ρ0ω(x) pour Ld-presque tout
x ∈ O.

Comme ρ0ω(x) > 0 pour Ld-presque tout x ∈ O ⊂ Ω1, on a
∫
O
ρ0ω(x) dx > 0, d’où∫

Ω1

min{ρ0ω(x), ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))} dx ≥
∫
O
ρ0ω(x) dx > 0.

Au final, pour les deux cas, on a∫
Ld,M

σT (γ) dω(γ) =

∫
Ω1

min{ρ0ω(x), ρ0(T (x))− ρ0ω(T (x))} dx > 0.

Ainsi,
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µ0
ωT

(Rd) ≤ µ0
ω(R

d) + (e−K − 1)

∫
Ld,M

σT (γ) dω(γ)︸ ︷︷ ︸
<0

< µ0
ω(R

d).

ce qui nous permet de conclure : µ0
ωT

(Rd)− µ1(R
d)︸ ︷︷ ︸

=K(ωT )

< µ0
ω(R

d)− µ1(R
d)︸ ︷︷ ︸

=K(ω)

, i.e. K(ωT ) < K(ω).

On conclut la preuve en posant ω′ = ωT .

□

3.2 Preuve de la proposition 3-1
Avant de prouver la proposition 3-1, nous allons montrer quelques résultats intermédiaires.

Lemme 3-1. Soient y0 ∈ Rd et r′0 > 0, et soient x1, x2 ∈ Rd\B(y0, r′0). Alors on a

∀y ∈ B(y0, r′0), |x1 − y| > |x2 − y| ⇔ |x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0.

Autrement dit, la boule B(y0, r′0) se trouve entièrement (et strictement) d’un côté de l’hyperplan médian entre x1 et
x2, si et seulement si

|x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0.

Preuve : En effet, pour tout y ∈ B(y0, r′0), on a

|x2 − y|2 − |x1 − y|2 = ⟨x2 − x1, x2 + x1 − 2y⟩

= ⟨x2 − x1, x2 − x1 + 2(x1 − y)⟩

= |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, x1 − y⟩

= |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, y0 − y⟩ − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩.

Ainsi, sachant que max
y∈B(y0,r′0)

⟨x2 − x1, y0 − y⟩ = r′0|x2 − x1|, on a :

∀y ∈ B(y0, r′0), |x1 − y| > |x2 − y| ⇔ ∀y ∈ B(y0, r′0), |x2 − y|2 − |x1 − y|2 < 0

⇔ ∀y ∈ B(y0, r′0), |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, y0 − y⟩ − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0

⇔ |x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0.

□

Lemme 3-2. Soit une mesure positive borélienne µ non nulle sur Rd telle que µ ≪ Ld. Soient y0 ∈ Rd et r′0 > 0, et
soit x1 ∈ Rd\B(y0, r′0). On suppose que pour tout x ∈ Rd vérifiant |x1 − y| > |x − y| pour tout y ∈ B(y0, r′0), c’est à
dire, d’après le lemme 3-1, tel que

|x− x1|2 + 2r′0|x− x1| − 2⟨x− x1, y0 − x1⟩ < 0,

il existe r > 0 tel que µ (B(x, r)) = 0.

Autrement dit, pour toute image x de x1 par symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan séparant strictement les
ensembles {x1} et B(y0, r′0), il existe r > 0 tel que µ (B(x, r)) = 0.

Alors µ (Usep(y0, r
′
0, x1)) = 0, où Usep(y0, r

′
0, x1) = {x ∈ Rd, |x1 − y| > |x− y| ∀y ∈ B(y0, r′0)}.

Preuve : D’après le lemme 3-1, on a

Usep(y0, r
′
0, x1) = {x ∈ Rd, |x− x1|2 + 2r′0|x− x1| − 2⟨x− x1, y0 − x1⟩ < 0}.

L’opérateur x 7→ |x− x1|2 +2r′0|x− x1| − 2⟨x− x1, y0 − x1⟩ étant continu, l’ensemble Usep(y0, r
′
0, x1) est un ouvert de

Rd. Par hypothèse, pour tout x ∈ Rd, on peut donc choisir r > 0 assez petit pour que B(x, r) ⊂ Usep(y0, r
′
0, x1). On a

donc bien µ (Usep(y0, r
′
0, x1)) = 0 d’après le lemme B-8. Remarquons que si |x− y0| ≤ r′0, alors Usep(y0, r

′
0, x1) = ∅.

□
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Lemme 3-3. Soient y0 ∈ Rd et r′0 > 0, et soient x1 ∈ Rd\B(y0, r
′
0) et x2 ∈ Usep(y0, r

′
0, x1), où

Usep(y0, r
′
0, x1) = {x ∈ Rd, |x− x1|2 + 2r′0|x− x1| − 2⟨x− x1, y0 − x1⟩ < 0}.

On pose

kx1,x2
= |x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0,

Pour tous 0 < r1, r2 < max

ß
− 1

6 (3 + 2r′0 + 2|y0 − x1|+ 2|y0 − x2|))
kx1,x2

, 1

™
et pour tout y1 ∈ B(y0, r

′
0) et tout

0 < r′1 < max

ß
− 1

24 (2 + r′0 + |y0 − x2|+ |x2 − x1|)
kx1,x2 , 1

™
, on a :

inf
(a1,z1)∈B(x1,r1)×B(y1,r′1)

|a1 − z1|2 − sup
(a2,z2)∈B(x2,r2)×B(y1,r′1)

|a2 − z2|2 > 0.

Preuve : Pour tout z ∈ B(y1, r′1), on a :

|x2 − z|2 − |x1 − z|2 = ⟨x2 − x1, x2 + x1 − 2z⟩

= ⟨x2 − x1, x2 − x1 + 2(x1 − z)⟩

= |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, x1 − z⟩

= |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, y0 − z⟩ − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩

= |x2 − x1|2 + 2⟨x2 − x1, y0 − y1⟩ − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩+ 2⟨x2 − x1, y1 − z⟩

≤ |x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩︸ ︷︷ ︸
=kx1,x2

+ 2r′1|x2 − x1|

= kx1,x2
+ 2r′1|x2 − x1|.

Soit a1 ∈ B(x1, r1), et soit z1 ∈ B(y1, r′1), on a :

|a1 − z1|2 = |a1 − x1|2 − 2⟨a1 − x1, z1 − x1⟩+ |x1 − z1|2

= |a1 − x1|2 − 2⟨a1 − x1, z1 − x1⟩+ |x2 − z1|2 −
(
|x2 − z1|2 − |x1 − z1|2

)
≥ −2r1|z1 − x1| − kx1,x2

− 2r′1|x2 − x1|+ |x2 − z1|2.

Soit a2 ∈ B(x2, r2), et soit z2 ∈ B(y1, r′1), on a :

|a2 − z2|2 = |a2 − x2|2 − 2⟨a2 − x2, z2 − x2⟩+ |x2 − z2|2

≤ r22 + 2r2|z2 − x2|+ |x2 − z2|2

= r22 + 2r2|z2 − x2| − 2⟨x2 − z1, z2 − z1⟩+ |z1 − z2|2 + |x2 − z1|2

≤ r22 + 2r2|z2 − x2|+ 4r′1|x2 − z1|+ 4r′21 + |x2 − z1|2.

Pour tous z1, z2 ∈ B(y1, r′1), on a ainsi :

|a1 − z1|2 − |a2 − z2|2 ≥ −2r1|z1 − x1| − 2r′1|x2 − x1| − r22 − 2r2|z2 − x2| − 4r′1|x2 − z1| − 4r′21 − kx1,x2

≥ −2r1 (r′1 + r′0 + |y0 − x1|)− 4r′1|x2 − x1| − r22 − 2r2 (r
′
1 + r′0 + |y0 − x2|)

− 4r′1 (r
′
1 + r′0 + |y0 − x2|)− 4r′21 − kx1,x2

On a −r22 ≥ −r2, et r′1 ≤ 1 (donc −4r′21 ≥ −4r′1), d’où

−r22 − 2r2 (r
′
1 + r′0 + |y0 − x2|) ≥ −r2 (3 + 2r′0 + 2|y0 − x2|) ≥ −r2 (3 + 2r′0 + 2|y0 − x1|+ 2|y0 − x2|) ≥

1

6
kx1,x2

,

ainsi que
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−2r1 (r′1 + r′0 + |y0 − x1|) ≥ −2r1 (1 + r′0 + |y0 − x1|) ≥ −r1 (3 + 2r′0 + 2|y0 − x1|+ 2|y0 − x2|) ≥
1

6
kx1,x2

,

et également

−4r′21 − 4r′1|x2 − x1| − 4r′1 (r
′
1 + r′0 + |y0 − x2|) ≥ −4r′1 (2 + r′0 + |y0 − x2|+ |x2 − x1|) ≥

1

6
kx1,x2

.

On a ainsi |a1 − z1|2 − |a2 − z2|2 ≥ −
1

2
kx1,x2

> 0. D’où

inf
(a1,z1)∈B(x1,r1)×B(y1,r′1)

|a1 − z1|2 − sup
(a2,z2)∈B(x2,r2)×B(y1,r′1)

|a2 − z2|2 ≥ −
1

2
kx1,x2

> 0.

□

Définition 3-1. Pour x ∈ Rd, v ∈ Rd\{0}, r > 0 et 0 < λ < 1 : on définit l’ensemble ouvert CC(x, v, r, λ) de la façon
suivante :

CC(x, v, r, λ) = B(x, r) ∩ {y ∈ Rd, ⟨v, y − x⟩ > |y − x|2 + λ|y − x|}.

Lemme 3-4. Soit une mesure positive borélienne finie µ non nulle sur Rd telle que µ≪ Ld. Alors, pour tout x0 ∈ Rd,
tout a > 0 et tout 0 < λ < a, il existe x ∈ Rd tel que, pour tout r > 0, on ait µ (CC(x, a(x0 − x), r, λ)) > 0.

Preuve : Soit 0 < λ < 1 et soit λ′ ∈]λ, a[. Référons-nous à la définition B-8 pour définir l’ensemble CT (x0 −
x, λ′/a, x, r), pour tout x ∈ Rd et tout r > 0 par :

CT (x0 − x, λ′/a, x, r) = B(x, r) ∩ {y ∈ Rd, ⟨x0 − x, y − x⟩ > (λ′/a)|x0 − x| · |y − x|}.

D’après le lemme B-14, il existe x ∈ Rd\{x0} tel que, pour tout r > 0, on ait µ (CT (x0 − x, λ′/a, x, r)) > 0. Pour un
tel x, et pour tout r > 0, on a r ≥ Rx,r = min{(λ′ − λ)|x0 − x|, r} > 0.

On remarque que CT (x0−x, λ′/a, x,Rx,r) ⊂ CC(x, a(x0−x), Rx,r, λ). En effet, pour tout y ∈ CT (a(x0−x), λ′, x,Rx,r),
on a (λ′ − λ)|x0 − x| ≥ Rx,r > |y − x|, et donc

a⟨x0 − x, y − x⟩ > λ′|x0 − x| · |y − x| = (λ′ − λ)|x0 − x| · |y − x|+ λ|x0 − x| · |y − x| ≥ |y − x|2 + λ|y − x|.

On a donc µ (CC(x, a(x0 − x), r, λ)) ≥ µ (CC(x, a(x0 − x), Rx,r, λ)) ≥ µ (CT (x0 − x, λ′/a, x,Rx,r)) > 0.

□

Preuve de la proposition 3-1 : Pour tout ω ∈ CM (µ0, µ1), on a en particulier µ0
ω ≤ µ0. La mesure µ0

ω est donc
absolument continue par rapport à la mesure µ0 : il existe donc une densité positive f ∈ L1

+(R
d, µ0) (voir le théorème B-

3 de Radon-Nikodym) tel que = f µ0. Quitte à prendre f ← 1Supp(µ0) f , on peut supposer que Suppess(f) ⊂ Supp(µ0),
et comme µ0

ω ≤ µ0, on a donc 0 ≤ f ≤ 1 µ0-presque partout. Soit f un µ0-représentant de f , et définissons l’ensemble
S0−,1+(f) =

{
x ∈ Rd, f(x) ∈ R\[0, 1]

}
: on a donc µ0 (S0−,1+) = 0.

Posons g = 1Rd\S0−,1+
f : on a alors g µ0 = f µ0 = µ0

ω. En effet, pour tout borélien A ⊂ Rd,

(g µ0)(A) =

∫
A

f(x) dµ0(x) =

∫
A

g(x) dµ0(x) +

∫
A

f(x)1S0−,1+
(x) dµ0(x)

=

∫
A

g(x) dµ0(x) +

∫
A∩S0−,1+

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
A

g(x) dµ0(x) = (f µ0)(A).

Ainsi, quitte à prendre f ← g, nous pouvons considérer que 0 ≤ f ≤ 1 µ0-presque partout.

Soit Uµ0

01 l’ensemble des points x de Rd ayant un voisinage ouvert Ux tel que f(y) ∈ {0, 1} pour µ0-presque tout y ∈ Ux.
Il est clair que Ux ⊂ Uµ0

01 pour tout x ∈ Uµ0

01 : Uµ0

01 est donc un ouvert. Montrons que f ∈ {0, 1} µ0-presque partout
sur Uµ0

01 .

Soit (xn)n∈N une famille dénombrable dense de Rd (par exemple une indexation de Qd) : la famille d’ouverts
(
B
(
xn, 2

−k
))

(n,k)∈N×N

est alors une base de voisinages dénombrable de Rd. Pour tout x ∈ Uµ0

01 , il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ux, k ∈ N tel
que 2−k < r/2, et n ∈ N tel que x ∈ B(xn, 2

−k) par densité de la suite (xn)n dans Rd : d’où B(xn, 2
−k) ⊂ B(x, r) ⊂ Ux.

Ainsi Uµ0

01 ⊂
⋃

(n,k)∈J
µ0
01

B(xn, 2
−k), où
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Jµ0

01 = {(n, k) ∈ N× N, ∃x ∈ Uµ0

01 ∩Af et ∃Ux ∈ Voisµ0

01 (x) tels que x ∈ B(xn, 2
−k) ⊂ Uµ0

01 ∩ Ux},

avec Voisµ0

01 (x) =
¶
Ux voisinage de x tel que µ0

Ä
Ux ∩Af

ä
= 0
©
.

Pour tout µ0-représentant f de f , on définit l’ensemble Af = {x ∈ Rd, f(x) /∈ {0, 1}}. Pour un tel représentant f et
pour tout x ∈ Uµ0

01 , on a µ0

Ä
Af ∩ Ux

ä
= 0 a. D’où µ0

Ä
Af ∩B(xn, 2

−k)
ä
= 0 pour tout (n, k) ∈ Jµ0

01 .

Ainsi, du fait que Uµ0

01 ∩ Af ⊂
⋃

(n,k)∈J
µ0
01

î
B(xn, 2

−k) ∩Af

ó
, on a µ0

Ä
Af ∩ U

µ0

01

ä
= 0 par σ-additivité de la mesure de

Lebesgue. Autrement dit, pour µ0-presque tout x ∈ Uµ0

01 , on a f(x) ∈ {0, 1}. En repassant à la classe d’équivalence
presque partout, on a donc f ∈ {0, 1} µ0-presque partout sur Uµ0

01 .

Il est donc clair que Rd\Supp(µ0) ⊂ Rd\Suppess(f) ⊂ U
µ0

01 .

On pose alors Fµ0
ess = Rd\Uµ0

01 (Fµ0
ess est donc fermé). On a donc Fµ0

ess ⊂ Suppess(f) ⊂ Supp(µ0) et Af

µ0

≺ Fµ0
ess (voir la

définition B-10). Ainsi :
— Si Fµ0

ess ̸= ∅, alors pour tout x ∈ Fµ0
ess, tout µ0-représentant f de f , et tout r > 0, on a µ0

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
> 0.

En effet, soient x ∈ Fµ0
ess et f un µ0-représentant de f : s’il existait r > 0 tel que µ0

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
= 0, alors

cela signifierait que f (et donc plus généralement sa classe f) est presque partout égale à 0 ou 1 sur B(x, r), et
donc que x ∈ Uµ0

01 = Rd\Fµ0
ess.

D’après le lemme B-18, pour tout x ∈ Fµ0
ess et tout r > 0, on a donc également µ0 (B(x, r) ∩ Fµ0

ess) > 0.
— Fµ0

ess = ∅ ⇐⇒ µ0 (F
µ0
ess) = 0. En effet, supposons que Fµ0

ess ̸= ∅, alors d’après le point précédent, pour tout
x ∈ Fµ0

ess et tout r > 0, on a µ0 (B(x, r) ∩ Fµ0
ess) > 0 et donc µ0 (F

µ0
ess) ≥ µ0 (B(x, r) ∩ Fµ0

ess) > 0. La réciproque
est évidente.

Nous allons prouver la proposition par contraposée. Comme la densité f (au sens de la classe d’équivalence d’égalité
µ0-presque partout) de la mesure µ0

ω par rapport à la mesure µ0 est µ0-presque partout à image dans {0, 1} sur Uµ0

01 , il
suffit donc de montrer que Fµ0

ess = ∅. Nous allons donc montrer que si Fµ0
ess ̸= ∅, alors ω n’est pas optimale pour notre

problème, i.e. qu’il existe une mesure ω′ ∈ CM (µ0, µ1) telle que K(ω′) < K(ω) et donc ω /∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ).

Nous supposerons donc dans la suite du problème que Fµ0
ess ̸= ∅. Nous allons chercher à appliquer la proposition

3-2 à une sous-partie τ de la mesure ω.

Soit ρ0 un Ld-représentant de ρ0, f un Ld-représentant de f , et soit ρ0ω = fρ0 (qui est donc un Ld-représentant de
ρ0ω).

On a Af

Ld

≈ f
−1

(]0, 1[). En effet, f
−1

(]0, 1[) ⊂ Af = f
−1

(R\{0, 1}) (d’où f
−1

(]0, 1[) \Af = ∅ et Af\f
−1

(]0, 1[) =

f
−1

(R\]0, 1[), et, sachant que 0 ≤ f ≤ 1 Ld-presque partout, on a Ld
Ä
f
−1

(R\]0, 1[)
ä
= 0. D’où Af

µ0≈ f
−1

(]0, 1[)

(voir la définition B-9 et le lemme B-16).

Pour tout x ∈
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
=
{
0 < fρ0 < ρ0

}
, on a ρ0(x) > 0, et donc 0 < f(x) < 1, i.e.

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
⊂

f
−1

(]0, 1[). Si x ∈ f−1
(]0, 1[), et si ρ0(x) > 0, alors x ∈

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
. Ainsi

f
−1

(]0, 1[) \
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
= f

−1
(]0, 1[) ∩ ρ0−1 (R−)

Ld

≈ f
−1

(]0, 1[) ∩ ρ0−1 ({0}) .

Or µ0

î
f
−1

(]0, 1[) ∩ ρ0−1 ({0})
ó
=

∫
f
−1

(]0,1[)∩ρ0
−1({0})

ρ0(x) dx = 0, i.e. µ0

î
f
−1

(]0, 1[) \
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ó
= 0 (lemme

B-17).

Ainsi, du fait que l’on ait également
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
⊂ f−1

(]0, 1[), on a donc
¶
0 < ρ0ω < ρ0

© µ0≈ f
−1

(]0, 1[)
µ0≈ Af , d’où,

d’après le lemme B-16, on a ¶
0 < ρ0ω < ρ0

© µ0
ω≈ f

−1
(]0, 1[)

µ0
ω≈ Af . (3-7)

Pour tout x ∈ Fµ0
ess, et pour tout r > 0, on a µ0

ω

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
> 0. En effet, supposons qu’il existe x ∈ Fµ0

ess et

r > 0 tel que µ0
ω

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
= 0, c’est à dire

∫
B(x,r)

1Af
(y)f(y) dµ0(y) = 0, autrement dit 1Af

(y)f(y) = 0 pour

µ0-presque tout y ∈ B(x, r). Or si 1Af
(y)f(y) = 0, alors 1Af

(y) = 0 : en effet, si l’on avait 1Af
(y) = 1, alors on aurait

y ∈ Af , d’où f(y) ̸= 0 et donc 1Af
(y)f(y) = f(y) ̸= 0. On aurait donc µ0

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
=

∫
B(x,r)

1Af
(y) dµ0(y) = 0,

ce qui impliquerait que x ∈ Uµ0

01 = Rd\Fµ0
ess. D’après (3-7), on a donc

a. Par définition de Uµ0
01 .
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ω
î
π−1
0

Ä
B(x, r) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©äó
= µ0

ω

Ä
B(x, r) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
= µ0

ω

Ä
B(x, r) ∩ f−1

(]0, 1[)
ä

= µ0
ω

Ä
B(x, r) ∩Af

ä
> 0,

(3-8)

pour tout x ∈ Fµ0
ess, et pour tout r > 0.

Montrons que pour tout x0 ∈ Fµ0
ess, il existe R0 > 0 tel que pour tout 0 < r0 ≤ R0 il existe y0 ∈ Rd\B(x0, R0) tel que

pour tout r′0 > 0 on ait

ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0))
ó
> 0. (3-9)

Remarquons tout d’abord que Supp(µ1) = Supp(π1#ω). En effet, on a µ1 = µ1
ω ≤ π1#ω, d’où Supp(µ1) ⊂

Supp(π1#ω). Inversement, on a par définition du support d’une mesure :

0 = µ1

(
Rd\Supp(µ1)

)
= µ1

ω

(
Rd\Supp(µ1)

)
=

∫
Ld,M

1Rd\Supp(µ1)(π1(γ))e
−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds dω(ω),

d’où 1Rd\Supp(µ1)(π1(γ))e
−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds︸ ︷︷ ︸
>0

dω(ω) = 0 pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , et donc 1Rd\Supp(µ1)(π1(γ)) = 0

pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M : par conséquent, on a

0 =

∫
Ld,M

1Rd\Supp(µ1)(π1(γ)) dω(ω) = ω
[
π−1
1

(
Rd\Supp(µ1)

)]
= (π1#ω)

(
Rd\Supp(µ1)

)
.

D’où Rd\Supp(µ1) ⊂ Rd\Supp(π1#ω), i.e. Supp(π1#ω) ⊂ Supp(µ1) et donc Supp(µ1) = Supp(π1#ω).

Montrons maintenant la relation (3-9). Soit x0 ∈ Fµ0
ess : comme Fµ0

ess ⊂ Supp(µ0) et comme Supp(µ0) ∩ Supp(µ1) = ∅,
on a donc x0 ∈ Rd\Supp(µ1) = Rd\Supp(π1#ω), et ainsi, Supp(µ1) étant fermé dans Rd, il existe R0 > 0 tel que
B(x0, R0) ⊂ Rd\Supp(π1#ω), i.e. ω

(
π−1
1 (B(x0, R0))

)
= 0.

Ainsi, d’après (3-8), pour tout 0 < r0 ≤ R0, on a

0 < ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©äó
= ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
\π−1

1 (B(x0, R0))
ó

= ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1

(
Rd\B(x0, R0)

)ó
.

Fixons 0 < r0 < R0, et définissons la mesure positive borélienne λx0,r0 sur Rd par

λx0,r0(A) = ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (A\B(x0, R0))
ó
.

pour tout borélien A de Rd. On a donc

λx0,r0

(
Rd
)
= ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1

(
Rd\B(x0, R0)

)ó
> 0.

La mesure λx0,r0 est donc non nulle, et ainsi, d’après le lemme B-9, il existe y0 ∈ Rd tel que pour tout r′0 > 0, on ait

0 < λx0,r0 (B(y0, r
′
0)) = ω

î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0)\B(x0, R0))

ó
≤ ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0))
ó
.

De plus, il est clair que y0 ∈ Rd\B(x0, R0) : en effet, si l’on avait y0 ∈ B(x0, R0), il existerait r′0 > 0 tel que
B(y0, r

′
0) ⊂ B(x0, R0) et donc tel que :

λx0,r0 (B(y0, r
′
0)) = ω

î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (∅)
ó
= 0.

Fixons 0 < r′0 < 1 suffisamment petit pour que B(x0, r0)∩B(y0, r′0) = ∅ (rappelons que r0 < R0 et que y0 /∈ B(x0, R0)),
et définissons la mesure positive borélienne λx0,r0,y0,r′0

sur Rd par

λx0,r0,y0,r′0
(A) = ω

î
π−1
0

Ä
A ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0))
ó
.

pour tout borélien A de Rd. On a donc

λx0,r0,y0,r′0

(
Rd
)
= ω
î
π−1
0

Ä
B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0))
ó
≥ λx0,r0 (B(y0, r

′
0)) > 0.
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La mesure λx0,r0,y0,r′0
est donc non nulle et finie a, et ainsi, d’après le lemme 3-4, il existe x1 ∈ Supp

(
λx0,r0,y0,r′0

)
⊂

B(x0, r0) tel que pour tout r > 0 on ait λx0,r0,y0,r′0
(CC(x1, 2(y0 − x1), r, 2r′0)) > 0, où l’ensemble λx0,r0,y0,r′0

(CC(x1, 2(y0 − x1), r, 2r′0))
est défini à la définition 3-1.

On définit l’ensemble Usep(y0, r
′
0, x1) par :

Usep(y0, r
′
0, x1 = {x ∈ Rd, |x− x1|2 + 2r′0|x− x1| − 2⟨x− x1, y0 − x1⟩ < 0}.

D’après le lemme 3-1 (rappelons que 2r′0 < 2), on a Usep(y0, r
′
0, x1) = {x ∈ Rd, |x1 − y| > |x− y| ∀y ∈ B(y0, r′0)}. On

a donc CC(x1, 2(y0 − x1), r, 2r′0) = B(x1, r) ∩ Usep(y0, r
′
0, x1) pour tout r > 0.

On a Supp
(
λx0,r0,y0,r′0

)
∩B(y0, r′0) ⊂ B(x0, r0) ∩B(y0, r′0) = ∅, d’où x1 ∈ Rd\B(y0, r′0).

De plus, pour tout r > 0, on a

λx0,r0,y0,r′0
(Usep(y0, r

′
0, x1)) ≥ λx0,r0,y0,r′0

(B(x1, r) ∩ Usep(y0, r
′
0, x1)) = λx0,r0,y0,r′0

(CC(x1, 2(y0 − x1), r, 2r′0)) > 0.

Ainsi, en prenant la contraposée du lemme 3-2, il existe x2 ∈ Usep(y0, r
′
0, x1) tel que pour tout r > 0, on ait

λx0,r0,y0,r′0
(B(x2, r)) > 0 (remarquons que x1 /∈ Usep(y0, r

′
0, x1), donc x1 ̸= x2). On a donc x2 ∈ Supp

(
λx0,r0,y0,r′0

)
⊂

B(x0, r0), d’où x2 /∈ B(y0, r′0).

Ainsi, pour tout r2 > 0, on a

µ0
ω

Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
= ω
î
π−1
0

Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©äó
≥ ω
î
π−1
0

Ä
B(x2, r2) ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©äó
≥ ω
î
π−1
0

Ä
B(x2, r2) ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (A ∩B(y0, r
′
0))
ó

≥ λx0,r0,y0,r′0
(B(x2, r2)) > 0.

(3-10)

On montre de même que

µ0
ω

(
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©)
≥ λx0,r0,y0,r′0

(B(x1, r1)) ≥ µ0
ω

Ä
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
≥ λx0,r0,y0,r′0

(B(x1, r1))

≥ λx0,r0,y0,r′0
(CC(x1, 2(y0 − x1), r1, 2r′0) > 0,

(3-11)

pour tout r1 > 0.

On pose kx1,x2 = |x2 − x1|2 + 2r′0|x2 − x1| − 2⟨x2 − x1, y0 − x1⟩ < 0, et on fixe les rayons r1 et r02 tels que ceux-ci
vérifient

0 < r1, r
0
2 < M := max

ß
− 1

6 (3 + 2r′0 + 2|y0 − x1|+ 2|y0 − x2|))
kx1,x2

, 1

™
, (3-12)

et suffisamment petits pour que B(x1, r1) ∩ B(y0, r′0) = ∅, B(x2, r02) ∩ B(y0, r′0) = ∅ et B(x1, r1) ∩ B(x2, r02) = ∅. On
fixe de plus r1 de telle façon à ce que

Ld
(
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©)
< Ld

Ä
B(x2, r02)

ä
.

En effet, remarquons que comme µ0
ω ≪ Ld, si µ0

ω(A) > 0 alors Ld(A) > 0 (pour tout borélien A). Donc comme
µ0
ω

Ä
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
> 0 et µ0

ω

Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
> 0 pour tous r1, r2 > 0, on a donc

Ld
Ä
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
> 0

et

Ld
Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
> 0

pour tout r1, r2 > 0. Par le théorème de convergence dominée, on peut de plus montrer que les fonctions

h1 : r 7→ Ld
(
B(x1, r) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©)
a. Car λx0,r0,y0,r

′
0
(Rd) ≤ ω

Ä
π−1
0

(
Rd
)ä

= µ0
ω(R

d) ≤ µ0(Rd) < +∞.
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et

h2 : r 7→ Ld
Ä
B(x2, r02)

ä
sont continues sur R+ et que h1(r) −→

r→0
0 et h2(r) −→

r→0
0.

Ainsi, une fois fixé r02 vérifiant 0 < r02 < M (voir la condition (3-12)), on peut fixer r1 suffisamment petit pour que
0 < r02 < M et 0 < h1(r1) < h2(r

0
2).

On définit la mesure positive borélienne λx1,r1,y0,r′0
sur Rd par

λx1,r1,y0,r′0
(A) = ω

î
π−1
0

Ä
B(x1, r1) ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (A ∩B(y0, r
′
0))
ó
.

pour tout borélien A de Rd. On a donc

λx1,r1,y0,r′0

(
Rd
)
= ω
î
π−1
0

Ä
B(x1, r1) ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y0, r
′
0))
ó

≥ λx0,r0,y0,r′0
(B(x1, r1))

≥ λx0,r0,y0,r′0
(CC(x1, 2(y0 − x1), r, 2r′0))

> 0.

La mesure λx1,r1,y0,r′0
est donc non nulle, et ainsi, d’après le lemme B-9, il existe y1 ∈ Rd tel que pour tout r′1 > 0, on

ait

0 < λx1,r1,y0,r′0
(B(y1, r

′
1)) = ω

î
π−1
0

Ä
B(x1, r1) ∩B(x0, r0) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1) ∩B(y0, r

′
0))
ó

≤ ω
î
π−1
0

Ä
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1) ∩B(y0, r

′
0))
ó
.

(3-13)

On fixe le rayon r′1 de telle façon à ce que

0 < r′1 < M ′ := max

ß
− 1

24 (2 + r′0 + |y0 − x2|+ |x2 − x1|)
kx1,x2

, 1

™
. (3-14)

Pour finir on définit la mesure positive borélienne λx1,r1,y1,r′1
sur Rd par

λx1,r1,y1,r′1
(A) = ω

î
π−1
0

Ä
A ∩B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1))
ó
.

pour tout borélien A de Rd. Bien sûr, en reprenant la relation (3-13), λx1,r1,y1,r′1

(
Rd
)
≥ λx1,r1,y0,r′0

(B(y1, r
′
1)) > 0 : la

mesure λx1,r1,y1,r′1
est donc non nulle.

On définit l’ensemble Ωini
1 = Supp

(
λx1,r1,y1,r′1

)
(Ωini

1 est non vide étant donné que la mesure λx1,r1,y1,r′1
est non nulle).

Il est clair que Ωini
1 ⊂ B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
⊂ B(x1, r1). De plus

µ0
ω

(
Ωini

1

)
= ω

[
π−1
0

(
Ωini

1

)]
≥ ω
î
π−1
0

Ä
Ωini

1 ∩B(x1, r1) ∩
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©äó
≥ ω
î
π−1
0

Ä
Ωini

1 ∩B(x1, r1) ∩
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1))
ó

= λx1,r1,y1,r′1

(
Ωini

1

)
> 0.

(3-15)

Ainsi, comme µ0
ω ≪ Ld, on a Ld

(
Ωini

1

)
> 0.

On définit la mesure positive τ ini sur Ld,M par τ ini = 1π−1
0 (Ωini

1 )∩π−1
1 (B(y1,r′1))

ω. La mesure τ ini est non nulle : en effet

τ ini
(
Ld,M

)
≥ λx1,r1,y1,r′1

(
Ωini

1

)
= λx1,r1,y1,r′1

(
Rd
)
> 0.

La mesure marginale associée à τ ini en t = 0 est donc également non nulle (car µ0
τ ini

(
Rd
)
= τ ini

(
Ld,M

)
). Montrons

maintenant que µ0
τ ini est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Pour tout borélien A de Rd, on a

µ0
τ ini(A) = ω

(
π−1
0

(
A ∩ Ωini

1

)
∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1))
)

≤ ω
(
π−1
0

(
A ∩ Ωini

1

))
= µ0

ω

(
A ∩ Ωini

1

)
=
Ä
1Ωini

1
µ0
ω

ä
(A).

(3-16)
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On a donc µ0
τ ini ≤ 1Ωini

1
µ0
ω ≤ µ0. Comme par ailleurs µ0 ≪ Ld, on a donc bien µ0

τ ini ≪ Ld. Notons ξ0τ ini la densité de
µ0
τ ini par rapport Ld. Soit ξ0τ ini un représentant de ξ0τ ini pour la mesure de Lebesgue. La mesure µ0

τ ini étant borélienne
sur Rd (qui est entre autre un espace métrique complet), elle est intérieurement régulière, i.e. pour tout borélien
A ⊂ Rd :

µ0
τ ini(A) = sup

{
µ0
τ ini(K), K ⊂ A, K compact

}
.

En prenant A = Ωini
1 ∩ ξ0τ ini

−1
(R++), il existe un compact K+

1 ⊂ Ωini
1 ∩ ξ0τ ini

−1
(R++) tel que

µ0
τ ini

(
Ωini

1 ∩ ξ0τ ini

−1
(R++)

)
≥ µ0

τ ini

(
K+

1

)
≥ 1

2
µ0
τ ini

(
Ωini

1 ∩ ξ0τ ini

−1
(R++)

)
=

1

2
µ0
τ ini

(
Ωini

1

)
=
Ä
1Ωini

1
µ0
ω

ä (
Ωini

1

)
= µ0

ω

(
Ωini

1

)
> 0,

d’après (3-16) et (3-15). Comme µ0
τ ini est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, on a également

Ld
(
K+

1

)
> 0. On définit alors le compact Ω1 = Supp

Ä
1K+

1
Ld
ä
. D’après le lemme B-15, on a

Ω1 ⊂ K+
1 ⊂ Ωini

i ⊂ B(x1, r1),

Ld (Ω1) = Ld
(
K+

1

)
, et Ω1 = Supp

(
1Ω1Ld

)
.

On définit la mesure positive τ sur Ld,M par τ = 1π−1
0 (Ω1)∩π−1

1 (B(y1,r′1))
ω = 1π−1

0 (Ω1)
τ ini. Bien sûr,

µ0
τ

(
Rd
)
= µ0

τ ini (Ω1)

= µ0
τ ini

(
K+

1

)
− µ0

τ ini

(
K+

1 \Ω1

)︸ ︷︷ ︸
=0

= µ0
τ ini

(
K+

1

)
> 0.

En effet, comme Ld
(
K+

1 \Ω1

)
= Ld

(
K+

1

)
− Ld (Ω1) = 0, et comme µ0

τ ini ≪ Ld, on a bien µ0
τ ini

(
K+

1 \Ω1

)
= 0.

Ainsi, µ0
τ , et donc τ , sont deux mesures non nulles, et, µ0

τ ini étant absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue (c’est donc également le cas de µ0

τ , car µ0
τ ≤ µ0

τ ini), on a Ld (Ω1) > 0 (du fait que µ0
τ ini (Ω1) > 0).

Ainsi, pour tout x ∈ Ω1 ⊂ K+
1 , on a 1Ω1

(x)ξ0τ ini(x) = ξ0τ ini(x) > 0. Par ailleurs, pour tout borélien A de Rd, on a

µ0
τ (A) =

Ä
1π−1

0 (Ω1)
τ ini
ä (
π−1
0 (A)

)
= τ ini

(
π−1
0 (A ∩ Ω1)

)
= µ0

τ ini (A ∩ Ω1)

=
(
1Ω1

µ0
τ ini

)
(A)

i.e. µ0
τ = 1Ω1

µ0
τ ini = 1Ω1

ξ0τ iniLd. Ainsi, en nommant ξτ la densité de µ0
τ par rapport à la mesure de Lebesgue a, on a

ξτ = 1Ω1
ξ0τ iniL au sens de l’égalité Ld-presque partout, et donc ξτ (x) > 0 pour Ld-presque tout x ∈ Ω1.

Pour finir sur les propriétés de la mesure τ , remarquons que l’on a

µ0
τ

(
Rd\Ω1

)
= τ

(
π−1
0

(
Rd\Ω1

))
= ω

(
π−1
0

(
Rd\Ω1

)
∩ π−1

0 (Ω1) ∩ π−1
1 (B(y1, r

′
1))
)
= ω(∅) = 0,

d’où Supp
(
µ0
τ

)
⊂ Ω1.

Rappelons que notre preuve se base sur l’application de la proposition 3-2 à la mesure τ . Sous les mêmes notations
que l’énoncé de cette proposition, nous disposons donc déjà d’un compact Ω1 (compact sur lequel nous disposons de
masse disponible) remplissant les conditions de l’énoncé. Il nous reste donc à construire le compact Ω2 remplissant
avec Ω1 les conditions nécessaires à l’application de cette proposition (notamment que le compact Ω2 doit être "plus
proche" de la zone de transfert de la masse disponible Ω1, et doit disposer encore d’un "stock de masse disponible"
sur sa propre zone). Pour cela reprenons les fonctions h1 et h2 définies plus haut.

Rappelons que l’on a Ω1 ⊂ K+
1 ⊂ Ωini

1 ⊂ B(x1, r1) ∩
¶
0 < ρ0ω < ρ0

©
⊂ B(x1, r1) :

a. Théorème B-3 de Radon-Nikodym.
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0 < Ld (Ω1) ≤ Ld
(
B(x1, r1) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©)
= h1(r1)

< h2(r
0
2)

= Ld
(
B(x2, r02) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©)
.

La fonction h2 est continue sur R+ et h2(r) −→
r→0

0. Ainsi, en invoquant le théorème des valeurs intermédiaires, il existe

r2 ∈]0, r02[ tel que Ld (Ω1) = h2(r2) = Ld (Ω2), où Ω2 = B(x2, r2). On fixe un tel r2 (par exemple la borne supérieure
de tous les rayons inférieurs à r02 pour lesquels h2 vérifie l’égalité).

Par ailleurs, il est clair que Ω2 = Supp
(
1Ω2Ld

)
. Et on a bien sûr, d’après la relation (3-10) :

µ0
ω

Ä
Ω2 ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
≥ µ0

ω

Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
> 0.

Si l’on avait µ0
ω (Ω2) = µ0 (Ω2), i.e.

∫
Ω2

(
ρ0(x)− ρ0ω(x)

)︸ ︷︷ ︸
≥0

dLd(x) = 0, alors on aurait ρ0ω(x) = ρ0(x) pour Ld-presque

tout x ∈ Ω2 = B(x2, r2), i.e. Ld
Ä
Ω2 ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
= 0, d’où µ0

ω

Ä
B(x2, r2) ∩

¶
0 < ρ0ω < ρ0

©ä
= 0. On a donc

µ0
ω (Ω2) < µ0 (Ω2) (i.e. "il existe un stock de masse disponible" sur Ω2).

On définit ντt=1 la mesure cible de transport (sans dissipation) en t = 1 par ντt=1 = π#τ = π1#
Ä
1π−1

0 (Ω1)
τ
ä
. On a

donc

ντt=1 = π1#
(

1π−1
0 (Ω1)

· 1[π−1
0 (Ω1)∩π−1

1 (B(y1,r′1))]
ω
)
.

Or on a

1π−1
0 (Ω1)

· 1[π−1
0 (Ω1)∩π−1

1 (B(y1,r′1))]
= 1π−1

0 (Ω1)∩π−1
1 (B(y1,r′1))

,

et ainsi ντt=1 = π1#
(

1π−1
0 (Ω1)∩π−1

1 (B(y1,r′1))
ω
)
. Ainsi, pour tout borélien A de Rd, on a

ντt=1(A) = ω
([
π−1
0 (Ω1) ∩ π−1

1 (B(y1, r
′
1))
]
∩ π−1

1 (A)
)

≤ ω
(
π−1
1 (B(y1, r

′
1)) ∩ π−1

1 (A)
)

= ω
(
π−1
1 (B(y1, r

′
1) ∩A)

)
.

Il est donc clair que pour tout borélien A de Rd vérifiant A ⊂ Rd\B(y1, r′1), on a ντt=1(A) = 0, d’où Supp (ντt=1) ⊂
B(y1, r′1).

Ainsi, on a

inf
(a,b)∈Ω1×Supp(ντ

t=1)
|a− b| ≥ inf

(a,b)∈B(x1,r1)×B(y1,r′1)
|a− b|

et

sup
(a,b)∈Ω2×Supp(ντ

t=1)

|a− b| ≤ sup
(a,b)∈B(x2,r2)×B(y1,r′1)

|a− b|.

Or, d’après le lemme 3-3, on a inf
(a,b)∈B(x1,r1)×B(y1,r′1)

|a− b|2 − sup
(a,b)∈B(x2,r2)×B(y1,r′1)

|a− b|2 > 0, d’oùÅ
inf

(a,b)∈Ω1×Supp(ντ
t=1)
|a− b|

ã2
−
Ç

sup
(a,b)∈Ω2×Supp(ντ

t=1)

|a− b|
å2

≥ inf
(a,b)∈Ω1×Supp(ντ

t=1)
|a− b|2 − sup

(a,b)∈Ω2×Supp(ντ
t=1)

|a− b|2

≥ inf
(a,b)∈B(x1,r1)×B(y1,r′1)

|a− b|2 − sup
(a,b)∈B(x2,r2)×B(y1,r′1)

|a− b|2

> 0,

et ainsi
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inf
(a,b)∈Ω1×Supp(ντ

t=1)
|a− b| − sup

(a,b)∈Ω2×Supp(ντ
t=1)

|a− b| > 0. (3-17)

Par ailleurs, comme B(x1, r1) ∩ B(x2, r02) = ∅, et donc Ω1 ∩ Ω2 = ∅, on a µ0
τ (Ω2) = 0, du fait, rappelons-le, que

Supp
(
µ0
τ

)
⊂ Ω1. Ainsi

µ0
τ (Ω2) = 0 < µ0

τ (Ω2)︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ0 (Ω2)− µ0
ω (Ω2) =

(
µ0
τ + µ0 − µ0

ω

)
(Ω2) ,

sachant que de manière générale on a µ0
τ ≤ µ0

τ + µ0 − µ0
ω (et comme par hypothèse, on a µ0 − µ0

ω ≥ 0, la mesure
µ0
τ + µ0 − µ0

ω est également positive).

On a donc une mesure τ , absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue de densité ξ par rapport à celle-ci,
ainsi que deux compacts Ω1 et Ω2 de Rd, vérifiant les hypothèses suivantes :

— On a µ0
τ ≤ µ0

τ + µ0 − µ0
ω, i.e. τ ∈ CM

(
µ0
τ + µ0 − µ0

ω, τ
)
.

— Ω1 = Supp
(
1Ω1
Ld
)
, Ω2 = Supp

(
1Ω2
Ld
)

et Ld (Ω1) = Ld (Ω2) > 0.
— Avec ντt=1 = π1#τ , on a

inf
(a,b)∈Ω1×Supp(ντ

t=1)
|a− b| − sup

(a,b)∈Ω2×Supp(ντ
t=1)

|a− b| > 0.

(voir (3-17)).
— ξ0τ (x) > 0 pour Ld-presque tout x ∈ Ω1.
— µ0

τ (Ω2) <
(
µ0
τ + µ0 − µ0

ω

)
(Ω2).

Ainsi, d’après la proposition 3-2, il existe une mesure τ ′ ∈ CM
(
µ0
τ + µ0 − µ0

ω, τ
)
, c’est à dire une mesure borélienne

positive sur Ld,M vérifiant µ0
τ ′ ≤ µ0

τ + µ0 − µ0
ω et µ1

τ ′ = µ1
τ , et tel que K(τ ′) < K(τ).

On définit alors la mesure ω′ = τ ′− τ +ω. Remarquons que ω− τ =
(
1− 1π−1

0 (Ω1)∩π−1
1 (B(y1,r′1))

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

ω ≥ 0. La mesure ω′

est donc positive.

Par ailleurs, remarquons que pour toutes mesures boréliennes α et β (non signées) sur Ld,M , et tout λ ∈ R, et pour
toute fonction f ∈ Cc(Rd), on a

∫
Rd

f(x) dµ0
α+λβ(x) =

∫
Ld,M

f(γ(0)) d[α+ λβ](γ)

=

∫
Ld,M

f(γ(0)) dα(γ) + λ

∫
Ld,M

f(γ(0)) dβ(γ)

=

∫
Rd

f(x) dµ0
α(x) + λ

∫
Rd

f(x) dµ0
β(x).

Autrement dit, µ0
α+λβ = µ0

α + λµ0
β , i.e. l’application α 7→ µ0

α (qui transforme une mesure non signée sur Ld,M en une
mesure sur Rd) est linéaire et positive (au sens où si α ≥ 0, alors µ0

α ≥ 0). On montre qu’il en est de même pour
l’application α 7→ µ1

α. On a donc
— µ0

ω′ = µ0
τ ′−τ+ω = µ0

τ ′ − µ0
τ + µ0

ω ≤ (µ0
τ + µ0 − µ0

ω)− µ0
τ + µ0

ω = µ0.
— µ1

ω′ = µ1
τ ′−τ+ω = µ1

τ ′ − µ1
τ + µ1

ω = µ1
ω = µ1.

Avec le point précédent, on a donc ω′ ∈ CM (µ0, µ1).
— µ0

ω′(Rd) = µ0
τ ′(Rd)− µ0

τ (R
d) + µ0

ω(R
d) < µ0

τ (R
d)− µ0

τ (R
d) + µ0

ω(R
d) = µ0

ω(R
d). Ainsi

K(ω′) = µ0
ω′(Rd)− µ1(R

d) < µ0
ω(R

d)− µ1(R
d) = K(ω).

Pour conclure : si Fµ0
ess ̸= ∅, alors il existe une mesure ω′ ∈ CM (µ0, µ1) telle que K(ω′) < K(ω′), i.e. la mesure ω

n’est pas optimale pour notre problème. Ainsi, par contraposée, si tel est au contraire le cas, c’est à dire si ω ∈
argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ), alors Fµ0

ess = ∅, i.e. Rd = Uµ0

01 . Autrement dit, si f est une représentante borélienne de la
densité de la mesure µ0

ω par rapport à la mesure µ0, f(x) ∈ {0, 1} pour µ0-presque tout x ∈ Rd. On définit alors le
borélien Vω = f

−1
({1}).

On a alors pour tout borélien A de Rd :
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µ0
ω(A) =

∫
A

f(x) dµ0(x) =

∫
A∩f

−1
({1})

f(x) dµ0(x) +

∫
A∩f

−1
({0})

f(x)︸︷︷︸
=0

dµ0(x) +

∫
A∩f

−1
(Rd\{0,1})

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
A∩Vω

f(x)︸︷︷︸
=1

dµ0(x) = µ0 (A ∩ Vω) ,

i.e. µ0
ω = 1Vω µ0.

□

4 Consistance du problème dualisé
Dans cette section nous ferons parfois des hypothèses plus larges sur la fonction de dissipation ζ que dans les autres
sections (selon les énoncés, ζ ne sera pas toujours supposée convexe et croissante sur R+). La fonction ζ sera a minima
supposée continue et positive sur R+.

4.1 Formulation générale (propriétés (I))
Dans cette sous-section 4.1 la fonction de dissipation ζ sera, comme annoncé ci-dessus, supposée continue et positive sur
R+ (a minima, c’est à dire sous-réserve d’hypothèses supplémentaires dans les énoncés). Nous supposerons également
que CM (µ0, µ1) ̸= ∅.

Définition 4-1. On définit le lagrangien Lc sur (ω, (f, g)) ∈M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
par :

Lc(ω, (f, g)) =

=K(ω)︷ ︸︸ ︷
µ0
ω(x)− µ1

ω(x) +

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y)

=

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x).

Supposons que (ω, (f, g)) soit un point selle du lagrangien Lc. Autrement dit, pour tout (ω, (f, g)) ∈ M+

(
Ld,M

)
×[

C+(Rd)× C(Rd)
]
, on a :

Lc(ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)).

En particulier, on a Lc(2ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)) et Lc((1/2)ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)), d’où∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = 0.

Par conséquent, pour tout ω ∈M+

(
Ld,M

)
, on a

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) ≥

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dωγ) = 0.

La dernière relation étant notamment vrai en prenant comme mesure ω n’importe quelles mesures de Dirac sur
(Ld,M , T (Ld,M )) (ces mesures de Dirac sont bien éléments de M+

(
Ld,M

)
) on obtient que

1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≥ 0

pour tout γ ∈ Ld,M , i.e. 1+ f(x)− [1 + g(y)]e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≥ 0 pour tous x, y ∈ Rd et tout γ ∈ Ld,M tel que γ(0) = x

et γ(1) = y, i.e. 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), autrement dit (f, g) ∈ DM où, rappelons le (voir le lemme
2-2) :

DM =
¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(γ(0))− (1 + g(γ(1)))e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≥ 0, ∀γ ∈ Lip(Rd)

©
=
¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ Rd | |x− y| ≤M

©
.

Pour finir, pour tout (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), on a Lc(ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f + f, g + g)), d’où
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∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y) ≤ 0

ce qui implique
∫

Rd

g(y) dµ1(y) −
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y) = 0 pour tout g ∈ C(Rd) (en prenant f = 0), i.e. µ0 ≥ µ0

ω, et∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) ≤ 0 pour tout f ∈ C+(Rd) (en prenant g = 0), i.e. µ1 = µ1
ω. On a donc :

ω ∈ CM (µ0, µ1) =
{
ω ∈M+

(
Ld,M

)
, µ0 ≥ µ0

ω, µ1 = µ1
ω

}
.

De plus, du fait que Lc(ω, ((1/2)f, g)) ≤ Lc(ω, (f, g)), on a également
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) ≥ 0 et donc∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) = 0.

Ainsi, tout point selle (ω, (f, g)) ∈M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
de Lc vérifie les propriétés (I) :

Propriétés (I) :

1. (ω, (f, g)) ∈ CM (µ0, µ1)×DM .

2.
∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = 0, autrement dit :∫

Rd

(f(x) + 1) dµ0
ω(x) =

∫
Rd

(g(y) + 1) dµ1
ω(y).

3.
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x) =

∫
Rd

f(x) dµ0(x).

Remarque 4-1. Du fait que (f, g) ∈ DM , la seconde propriété peut aussi se reformuler ainsi : pour ω-presque tout
γ ∈ Ld,M , on a 1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds = 0.

Inversement, supposons un point (ω, (f, g)) de l’espace M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
vérifiant les propriétés (I)

ci-dessus. Montrons que (ω, (f, g)) est alors un point selle de Lc.
— Comme (f, g) ∈ DM , pour tout γ ∈ Ld,M , on a

1 + f(γ(0)) ≥ (1 + max{0, g(γ(1))}) e−ζ(|γ(0)−γ(1)|) ≥ [1 + g(γ(1))]e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds,

d’où 1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds ≥ 0. Ainsi, pour tout ω ∈M+

(
Ld,M

)
, on a :

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + f(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) =

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ),

d’où Lc(ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)).
— Pour tout (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), on a

Lc(ω, (f, g)) = K(ω) +
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
≤0

+

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y)︸ ︷︷ ︸

=0

≤ K(ω)

= K(ω) +

=0︷ ︸︸ ︷∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

g(y) dµ1
ω(y)

= Lc(ω, (f, g)).

(4-1)

L’ensemble des raisonnements ci-dessus peuvent donc se synthétiser dans la proposition suivante :
Proposition 4-1. Un couple/triplet (ω, (f, g)) de l’espace M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
est un point selle

de Lc si et seulement si il vérifie les propriétés (I).
Remarque 4-2. Les triplets (ω, (f, g)) vérifiant les propriétés (I) forment un ensemble convexe : autrement
dit, l’ensemble des points selles de Lc est convexe.
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On rappelle (voir (2-4)) que la fonctionnelle Jµ0,µ1 : C+(Rd)× C(Rd) −→ R est définie par

Jµ0,µ1
(f, g) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x),

pour tout couple (f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd).

Lemme 4-1. De façon générale, si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, on a inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1
.

Preuve : Supposons que CM (µ0, µ1) ̸= ∅ et soient ω ∈ CM (µ0, µ1) et (f, g) ∈ DM . On a donc en particulier∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ) =

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x) ≤

∫
Rd

f(x) dµ0(x)

et ∫
Ld,M

g(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) =

∫
Rd

g(y) dµ1
ω(y) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y).

D’où

K(ω) =
∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)

≥
∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) +

∫
Ld,M

f(γ(0)) dω(γ)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
≤0

+

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫
Ld,M

g(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=Jµ0,µ1

(f,g)

+

∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
︸ ︷︷ ︸

≥0

dω(γ)

≥ Jµ0,µ1(f, g),

et ceci pour toute mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) et tout couple (f, g) ∈ DM .

□

Lemme 4-2. Si le lagrangien Lc admet au moins un point selle (ω, (f, g)) (vérifiant donc les propriétés (I) ), alors :
— (f, g) ∈ argmax

DM

Jµ0,µ1
.

— K(ω) = Lc(ω, (f, g)) = Jµ0,µ1(f, g).

Preuve : En effet, pour tout (f, g) ∈ DM , on a

Jµ0,µ1(f, g) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

≤

=Lc(ω,(f,g))︷ ︸︸ ︷∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
︸ ︷︷ ︸

≥0

dω(γ) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

≤

=Lc(ω,(f,g))︷ ︸︸ ︷∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

= Jµ0,µ1(f, g).

La relation ci-dessus nous a également montré que Lc(ω, (f, g)) = Jµ0,µ1
(f, g). Par ailleurs, on a également K(ω) =

Lc(ω, (f, g)) par la relation (4-1).
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□

Lemme 4-3. Supposons que le lagrangien Lc admette un point selle (ω, (f, g)) (vérifiant donc les propriétés (I) ), et
soit (f̂ , ĝ) ∈ DM tel que (f̂ , ĝ) ∈ argmax

DM

Jµ0,µ1 .

Alors (ω, (f̂ , ĝ)) est également un point selle de Lc.

Preuve : En effet, on a alors Jµ0,µ1(f̂ , ĝ) = Jµ0,µ1(f, g) = max
(f,g)∈DM

Jµ0,µ1(f, g).

Jµ0,µ1
(f̂ , ĝ) =

∫
Rd

ĝ(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f̂(x) dµ0(x)

≤

=Lc(ω,(f̂ ,ĝ))︷ ︸︸ ︷∫
Ld,M

Ä
1 + f̂(γ(0))− [1 + ĝ(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
︸ ︷︷ ︸

≥0

dω(γ) +

∫
Rd

ĝ(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f̂(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=Jµ0,µ1 (f̂ ,ĝ)

≤

=Lc(ω,(f,g))︷ ︸︸ ︷∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=Jµ0,µ1

(f,g)

= Jµ0,µ1
(f, g) = Jµ0,µ1

(f̂ , ĝ).

D’où
∫
Ld,M

Ä
1 + f̂(γ(0))− [1 + ĝ(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = 0, autrement dit∫

Rd

(f̂(x) + 1) dµ0
ω(x) =

∫
Rd

(ĝ(y) + 1) dµ1
ω(y)

Å
=

∫
Rd

(ĝ(y) + 1) dµ1(y)

ã
.

De plus :

∫
Rd

f̂(x) dµ0
ω(x) =

=
∫

Rd (ĝ(x)+1)

dµ1(x)︷ ︸︸ ︷
dµ1

ω(x)︷ ︸︸ ︷∫
Rd

(f̂(x) + 1) dµ0
ω(x)− µ0

ω(R
d)

=

∫
Rd

(ĝ(x) + 1) dµ1(x)− µ0
ω(R

d)

=

=
∫

Rd g(y) dµ1(y)−
∫

Rd f(x) dµ0(x)︷ ︸︸ ︷∫
Rd

ĝ(x) dµ1(x)−
∫

Rd

f̂(x) dµ0(x) +

∫
Rd

f̂(x) dµ0(x) + µ1(R
d)− µ0

ω(R
d)

=

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)︸ ︷︷ ︸
=
∫

Rd f(x) dµ0
ω(x)

+

∫
Rd

f̂(x) dµ0(x) + µ1(R
d)− µ0

ω(R
d)

=

=
∫

Rd (g(y)+1) dµ1
ω(x)︷ ︸︸ ︷∫

Rd

(g(y) + 1) dµ1(y)−
∫

Rd

(f(x) + 1) dµ0
ω(x)︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫
Rd

f̂(x) dµ0(x)

=

∫
Rd

f̂(x) dµ0(x).

Les propriétés (I) sont donc vérifiées par (ω, (f̂ , ĝ)).

□
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Proposition 4-2. Soit un couple/triplet (ω, (f, g)) ∈ CM (µ0, µ1) × DM . Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

— On a simultanément les propriétés suivantes :
· ω ∈ argmin

CM (µ0,µ1)

K,

· (f, g) ∈ argmax
DM

Jµ0,µ1
,

· min
CM (µ0,µ1)

K = max
DM

Jµ0,µ1
.

— Le couple/triplet (ω, (f, g)) est un point selle de Lc.

Preuve :
— Supposons d’abord que ω ∈ argmin

CM (µ0,µ1)

K, (f, g) ∈ argmax
DM

Jµ0,µ1
et min

CM (µ0,µ1)
K = max

DM

Jµ0,µ1
. : pour montrer que

(ω, (f, g)) est un point selle de Lc, il suffit de montrer que (ω, (f, g)) vérifie les propriétés (I). On a

K(ω) = min
CM (µ0,µ1)

K = max
DM

Jµ0,µ1 = Jµ0,µ1(f, g).

Ainsi,

0 =

∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=K(ω)

−
Å∫

Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ã
︸ ︷︷ ︸

=Jµ0,µ1
(f,g)

=

Å∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)−

∫
Rd

g(y) dµ1(y) +

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)

ã
+

Å∫
Rd

f(x) dµ0(x)−
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x)

ã
=

∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)−

∫
Rd

g(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)︸ ︷︷ ︸

=
∫

Rd g(y) dµ1(y)

+

∫
Rd

f(γ(0)) dω(γ)︸ ︷︷ ︸
=
∫

Rd f(x) dµ0
ω(x)

+

∫
Rd

f(x)︸︷︷︸
≥0

d
[
µ0 − µ0

ω

]︸ ︷︷ ︸
≥0

(x)

=

∫
Ld,M

≥0 (car (f,g))∈DM )︷ ︸︸ ︷Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)︸ ︷︷ ︸

≥0

+

∫
Rd

f(x) d
[
µ0 − µ0

ω

]
(x)︸ ︷︷ ︸

≥0

,

d’où :
·
∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = 0,

·
∫

Rd

f(x) d
[
µ0 − µ0

ω

]
(x) i.e.

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x) =

∫
Rd

f(x) dµ0(x).

Le couple/triplet (ω, (f, g)) vérifie donc bien les propriétés (I).
— Supposons maintenant que (ω, (f, g)) soit un point selle de Lc : celui-ci vérifie donc les propriétés (I) et, de plus,

on sait que (f, g) ∈ argmax
DM

Jµ0,µ1
d’après le lemme 4-2.

Montrons que ω ∈ argmin
CM (µ0,µ1)

K. Pour tout ω ∈ CM (µ0, µ1), on a :
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K(ω) =
∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)

=

∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ)−

∫
Rd

g(y) dµ1(y)︸ ︷︷ ︸
=
∫

Rd g(y) dµ1
ω(y)

+

∫
Rd

f(x) dµ0
ω(x)

+

Å∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ã
+

Å∫
Rd

f(x) dµ0(x)−
∫

Rd

f(x) dµ0
ω(x)

ã
=

=Lc(ω,(f,g))︷ ︸︸ ︷∫
Ld,M

Ä
1 + f(γ(0))− [1 + g(γ(1))]e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) +

Å∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ã
︸ ︷︷ ︸

=Jµ0,µ1
(f,g)

+

∫
Rd

f(x) d

≥0︷ ︸︸ ︷[
µ0 − µ0

ω

]
(x)︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ Lc(ω, (f, g)).

On a donc bien, pour tout ω ∈ CM (µ0, µ1),

K(ω) ≥ Lc(ω, (f, g)) ≥ Lc(ω, (f, g)) = K(ω)
Å
= Lc(ω, (f, g)) = Jµ0,µ1

(f, g) = max
DM

Jµ0,µ1

ã
,

i.e. ω ∈ argmin
CM (µ0,µ1)

K.

□

Corollaire 4-1. Supposons que le lagrangien Lc admette un point selle (ω, (f, g)). Alors, pour toute mesure optimale
ω ∈ argmin

CM (µ0,µ1)

K et tout couple (f, g) ∈ argmax
DM

Jµ0,µ1
, le couple/triplet (ω, (f, g)) est également un point selle de Lc.

Preuve : On applique directement la proposition 4-2 : l’existence d’au moins un point selle assure la condition
min

CM (µ0,µ1)
K = max

DM

Jµ0,µ1 .

□

4.2 Caractérisations des points selles de Lc et des solutions du problème primal en
fonction des solutions du problème dual

4.2.1 Formulation exponentielle du terme dual

Dans toute cette sous-sous-section 4.2.1, nous supposerons que ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, convexe et
strictement croissante (donc coercive) telle que ζ(0) = 0 (donc continue a).

Pour toute fonction f : Rd −→ R, on notera ζf = ζ□(−f) (inf-convolution de ζ et −f), i.e. cf est désigne la transformée
c-concave de f pour un coût défini par c(x, y) = ζ(|y − x|) pour tous x, y ∈ Rd.

Soit f : Rd −→ R une fonction continue élément de Fζ (c’est à dire telle que ζf > −∞, voir les définitions A-1 et
A-2). On définit alors :

— L’ensemble ∂ζf(x) par ∂ζf(x) = argmin
z∈Rd

[ζ(|z − x|)− f(z)].

— Le domaine Dom(∂ζf) de ∂ζf comme l’ensemble des x ∈ Rd tels que ∂ζf(x) ̸= ∅.
Pour plus de précisions, nous renvoyons à la définition A-2 et en général à l’annexe A pour toutes les propriétés de
l’application f 7→ ζf auxquelles nous ferons appel dans ce document.

Lemme 4-4. Supposons que le lagrangien Lc admette au moins un point selle (ω, (f, g)).

Alors il existe une fonction localement lipschitzienne et positive et bornée α : Rd −→ R vérifiant :
— α, ζα ∈ Fζ , et même Dom(∂ζα) = Dom

(
∂ζ

ζα
)
= Rd.

a. En effet, ζ étant convexe, elle est continue sur R++ avec de plus 0 = ζ(0) ≥ lim0+ ζ ≥ 0, i.e. 0 = ζ(0) = lim0+ ζ.
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— La fonction ζα est également localement lipschitzienne, positive et bornée.
— La fonction α est un point fixe de l’opérateur h 7→ ζζh.
— On a 0 ≤ ln (1 + max{0, g}) ≤ α ≤ −ζα ≤ ln

(
f + 1

)
sur supp(µ0) ∪ supp(µ1).

— Le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est également un point selle de Lc.

— f = e−
ζα − 1 µ0-presque partout, et g = eα − 1 µ1-presque partout.

Preuve : Le couple/triplet (ω, (f, g)) étant un point selle de Lc, celui-ci vérifie donc les propriétés (I). Par hypothèse
originelle, les mesures µ0 et µ1 sont à support compact, et plus précisément Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2). Il
existe donc 0 < m < M/2 tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m).

— Comme (f, g) ∈ DM , il existe d’après le point lemme 2-1 un couple de fonctions (f
1
, g1)) ∈ D∞, tel que les

fonctions f
1

et g1 soient bornées et tels que f |B(a,m) = f
1

|B(a,m) et g|B(a,m) = g1|B(a,m). On a donc

Jµ0,µ1(f, g)) =

∫
Rd

g(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x) =

∫
B(a,m)

g(y) dµ1(y)−
∫
B(a,m)

f(x) dµ0(x)

=

∫
B(a,m)

g1(y) dµ1(y)−
∫
B(a,m)

f
1
(x) dµ0(x)

=

∫
Rd

g1(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f
1
(x) dµ0(x)

= Jµ0,µ1
(f

1
, g1)) = max

DM

Jµ0,µ1

(4-2)

(d’après le lemme 4-2), et ainsi, d’après le lemme 4-3, le couple/triplet (ω, (f
1
, g1)) est également un point selle

de Lc.

On a donc f
1
+ 1 ≥ 1 et 1 + max{0, g1} ≥ 1. Les fonctions hf = ln

Ä
f
1
+ 1
ä

et hg = ln
(
1 + max{0, g1}

)
sont

donc toutes deux continues, bornées et positives sur Rd. De plus, celles-ci vérifient donc la relation suivante :

∀x, y ∈ Rd, hg(y) ≤ hf (x) + ζ(|x− y|).

Du fait de cette relation, on a également hf ∈ Fζ . D’après la proposition A-1 (en prenant en hypothèse de ce
lemme f ← hf , g ← hg et en résultat α← h), il existe une fonction α ∈ Cb(Rd) ⊂ Fζ localement lipschitzienne,
telle que :
— ζα ∈ Cb(Rd) ⊂ Fζ soit également localement lipschitzienne,
— α soit le point fixe de l’opérateur h 7→ ζζh,
— 0 ≤ hg ≤ α ≤ −ζα ≤ hf .
Bien sûr, par définition de l’opérateur h 7→ ζh, pour tous x, y ∈ Rd, on a ζα(y) ≤ ζ(|y − x|) − α(x) d’où
eα(x) ≤ e−

ζα(y)eζ(|y−x|). De plus, comme −ζα ≥ α ≥ 0, on a e−
ζα − 1 ≥ 0 et donc e

ζα = 1 + max
¶
0, e

ζα − 1
©
.

On a donc bien
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ D∞ ⊂ DM .

— On a f
1 ≥ e−ζα − 1 ≥ eα − 1 ≥ max{0, g1} ≥ g1, et donc

max
DM

Jµ0,µ1
= Jµ0,µ1

(f
1
, g1)) =

∫
Rd

g1(y) dµ1(y)−
∫

Rd

f
1
(x) dµ0(x)

≤
∫

Rd

Ä
eα(y) − 1

ä
︸ ︷︷ ︸

≥g1

dµ1(y)−
∫

Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä

︸ ︷︷ ︸
≤f

1

dµ0(x)

= Jµ0,µ1

Ä
eα − 1, e

ζα − 1
ä
≤ max

DM

Jµ0,µ1
,

d’où

0 ≤
∫

Rd

Ä
eα(y) − 1

ä
dµ1(y)−

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0(x) = max

DM

Jµ0,µ1 .

Ainsi, d’après le lemme 4-3, le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est également un point selle de Lc.

Pour finir, on a

0 ≤
∫

Rd

î
eα(y) − 1− g1

ó
︸ ︷︷ ︸

≥0

dµ1(y) +

∫
Rd

î
f
1 −
Ä
e−

ζα(x) − 1
äó

︸ ︷︷ ︸
≥0

dµ0(x) = 0,
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d’où f = f
1
= e−

ζα − 1 µ0-presque partout, et g = g1 = eα − 1 µ1-presque partout, avec de plus

0 ≤ ln (1 + max{0, g(x)}) = ln
(
1 + max{0, g1(x)}

)
= hg(x) ≤ ζα(x) ≤ α(x) ≤ hf (x) = ln

Ä
f
1
+ 1
ä

= ln
(
f(x) + 1

)
pour tout x ∈ supp(µ0) ∪ supp(µ1) ⊂ B(a,m).

— Pour conclure, comme α et ζα sont continues et bornées, et que la fonction ζ est continue et coercive (par
hypothèses générales sur cette partie) on a bien Dom(∂ζα) = Dom

(
∂ζ

ζα
)
= Rd d’après le lemme A-17.

□

Pour la simplicité des notations, nous allons reformuler le lemme 4-4. Définissons tout d’abord les propriétés (II)
comme il suit : une fonction α : Rd −→ R vérifie les propriétés (II) si elle vérifie les propriété suivantes :

Propriétés (II) :
— α est localement lipschitzienne, positive et bornée (d’où Dom(∂ζα) = Rd, et donc bien sûr α ∈ Fζ).
— ζζα = α.
— 0 ≤ α ≤ −ζα.

Définition 4-2. Nous définissons Fixζ
(
Rd
)

l’ensemble des fonctions α : Rd × Rd −→ R vérifiant les propriétés (II).

Nous pouvons reformuler le lemme 4-4 ainsi :

Lemme 4-5. Supposons que le lagrangien Lc admette au moins un point selle (ω, (f, g)).

Alors il existe une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

telle que :
— Le couple/triplet

Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est également un point selle de Lc.
— 0 ≤ ln (1 + max{0, g}) ≤ α ≤ −ζα ≤ ln

(
f + 1

)
sur supp(µ0) ∪ supp(µ1).

— f = e−
ζα − 1 µ0-presque partout, et g = eα − 1 µ1-presque partout.

Remarque 4-3. Si
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc, avec α vérifiant de plus les propriétés (II), il

vérifie donc les propriétés (I), que l’on peut par conséquent reformuler ainsi : un couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc s’il vérifie les propriétés (I’) suivantes :

Propriétés (I’) :

1. ω ∈ CM (µ0, µ1) et α ∈ Fixζ
(
Rd
)
.

2.
∫
Ld,M

Ä
e−

ζα(γ(0)) − eα(γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = 0, autrement dit :∫

Rd

e−
ζα(x) dµ0

ω(x) =

∫
Rd

eα(y) dµ1
ω(y).

3.
∫

Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0

ω(x) =

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0(x).

Définition 4-3. Définissons l’ensemble DFix+− par :

DFix+− =
¶Ä
e−

ζβ − 1, eβ − 1
ä
, β ∈ Fixζ

(
Rd
)©
.

Remarque 4-4. On a DFix+− ⊂ D∞ ⊂ DM , d’où sup
DFix+−

Jµ0,µ1
≤ sup

D∞

Jµ0,µ1
≤ sup

DM

Jµ0,µ1
.

Remarque 4-5. S’il est immédiat qu’un couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

vérifiant les propriétés (I’) vérifie
également les propriétés (I) et est donc un point selle de Lc, la réciproque est plus subtile.

En effet, si le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc, alors d’après la proposition 4-1, il vérifie
les propriétés (I) : les points 2. et 3. des propriétés (I’) sont alors immédiats. Cependant pour le point 1., si l’on a
bien ω ∈ CM (µ0, µ1), on ne peut pas affirmer que α ∈ Fixζ

(
Rd
)
. On peut seulement dire d’après le lemme 4-5, qu’il

existe une fonction β ∈ Fixζ
(
Rd
)

telle que
Ä
ω,
Ä
e−

ζβ − 1, eβ − 1
ää

soit un point selle de Lc, et qui dans ce cas vérifie
donc bien les propriétés (I’), telle que ζα = ζβ µ0-presque partout sur Rd et α = β µ0-presque partout sur Rd.

Lemme 4-6. Soit un couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää
∈M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
tel que α ∈ Fixζ

(
Rd
)
.

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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— On a simultanément les propriétés suivantes :
· ω ∈ argmin

CM (µ0,µ1)

K,

·
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmax

DFix+−

Jµ0,µ1
,

· min
CM (µ0,µ1)

K = max
DFix+−

Jµ0,µ1
.

— Le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc.

Preuve : On a
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ DFix+− ⊂ D∞ ⊂ DM (voir la remarque 4-4).

— Supposons que le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc. Alors, d’après la proposition
4-2, on a ω ∈ argmin

CM (µ0,µ1)

K, min
CM (µ0,µ1)

K = max
DM

Jµ0,µ1
et

max
DM

Jµ0,µ1
= Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
≤ sup

DFix+−

Jµ0,µ1
≤ max

DM

Jµ0,µ1
,

i.e. Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
= max

DFix+−
Jµ0,µ1

= max
DM

Jµ0,µ1
= min

CM (µ0,µ1)
K.

— Inversement supposons que ω ∈ argmin
CM (µ0,µ1)

K,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmax

DFix+−

Jµ0,µ1 , et min
CM (µ0,µ1)

K = max
DFix+−

Jµ0,µ1 .

D’après le lemme 4-1, on a inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1
, d’où

inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1 ≥ max
DFix+−

Jµ0,µ1 = min
CM (µ0,µ1)

K,

i.e. min
CM (µ0,µ1)

K = max
DFix+−

Jµ0,µ1
= max

DM

Jµ0,µ1
, et
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmax

DFix+−

Jµ0,µ1
= argmax

DM

Jµ0,µ1
.

Ainsi, d’après la proposition 4-2, le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc.

□

Remarque 4-6. Pour prolonger la remarque 4-4 : dans le cas général (c’est à dire même quand il n’existe pas de point
selle au lagrangien Lc), on a davantage que l’inégalité sup

DFix+−

Jµ0,µ1
≤ sup

D∞

Jµ0,µ1
≤ sup

DM

Jµ0,µ1
. On a en fait toujours

l’égalité :

sup
DFix+−

Jµ0,µ1 = sup
D∞

Jµ0,µ1 = sup
DM

Jµ0,µ1 . (4-3)

En effet, en reprenant le raisonnement de la preuve du lemme 4-4, il existe 0 < m < M/2 tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂
B(a,m) et, pour tout (f, g) ∈ DM , il existe donc d’après le lemme 2-1 un couple de fonctions (f1, g1) ∈ D∞ (les
fonctions f1 et g1 sont donc notamment bornées), telles que f|B(a,m) = f1|B(a,m) et g|B(a,m) = g1|B(a,m), et ainsi

Jµ0,µ1
(f, g) = Jµ0,µ1

(f1, g1). De plus, les fonctions hf = ln
Ä
f
1
+ 1
ä

et hg = ln
(
1 + max{0, g1}

)
sont continues

bornées et positives sur Rd et vérifient la relation :

∀x, y ∈ Rd, hg(y) ≤ hf (x) + ζ(|x− y|).

Par la proposition A-1, on peut alors construire une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

(d’où
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ DFix+−), telle

que 0 ≤ hg ≤ α ≤ −ζα ≤ hf et donc telle que f1 ≥ e−ζα − 1 ≥ eα − 1 ≥ max{0, g1} ≥ g1, d’où

Jµ0,µ1
(f, g) = Jµ0,µ1

(f1, g1) ≤ Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
≤ sup

DFix+−

Jµ0,µ1
,

i.e.

sup
DM

Jµ0,µ1
≤ sup

DFix+−

≤ sup
D∞

Jµ0,µ1
≤ sup

DM

Jµ0,µ1
,

d’où l’égalité (4-3).

Lemme 4-7. Supposons que supp(µ0)∩supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ)

et une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)
(c’est à dire, rappelons-le, vérifiant les propriétés (II) ) telles que le triplet

Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc (si une telle fonction α existe).

En reprenant la remarque 4-1, le deuxième point des propriétés (I) peut se reformuler ainsi : pour ω-presque tout
γ ∈ Ld,M , on a

— ζα(γ(0)) = ζ(|γ(1)− γ(0)|)− α(γ(1)),
— γ(t) = (1− t)γ(0) + tγ(1), pour tout t ∈ [0, 1], i.e. ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) (voir la définition 2-10).
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Preuve : En effet, d’après le deuxième point des propriétés (I) et la remarque 4-3), on a∫
Ld,M

Ä
e−

ζα(γ(0)) − eα(γ(1))e−ζ(|γ(1)−γ(0)|)
ä

︸ ︷︷ ︸
≥0

+ eα(γ(1))
Ä
e−ζ(|γ(1)−γ(0)|) − e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
︸ ︷︷ ︸

≥0

dω(γ) = 0.

En reprenant la remarque 4-1, on a donc e−
ζα(γ(0)) − eα(γ(1))e−ζ(|γ(1)−γ(0)|) = 0, i.e. −ζα(γ(0)) = α(γ(1))− ζ(|γ(1)−

γ(0)|), pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

De même, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , on a donc e−ζ(|γ(1)−γ(0)|) − e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds = 0.

D’où ζ(|γ(1)− γ(0)|)−
∫ 1

0
ζ(|γ′(s)|) ds = 0 pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Or, du fait que ζ est convexe et strictement croissante sur R+, on a (par inégalité de Jensen) :

ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ

Ç∣∣∣∣∣∫ 1

0

γ′(s)) ds

∣∣∣∣∣
å
≤ ζ
Ç∫ 1

0

|γ′(s))| ds
å
≤
∫ 1

0

ζ(|γ′(s)|) ds = ζ(|γ(1)− γ(0)|).

D’où ζ(|γ(1) − γ(0)|) = ζ

Ç∫ 1

0

|γ′(s))| ds
å

: comme ζ est strictement croissante sur R+, donc bijective, on a |γ(1) −

γ(0)| =
∫ 1

0
|γ′(s))| ds.

Ainsi, pour ω-presque tout γ (c’est à dire aux chemins γ auxquels la mesure ω "alloue de la masse"), γ est une
interpolation linaire (i.e. γ(t) = (1− t)γ(0) + tγ(1)), i.e. ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin).

□

Remarque 4-7. En gardant les mêmes hypothèses sur ζ, si α une fonction continue et positive (d’où α ∈ Fζ), la
fonction y 7→ ζ(|x−y|)−ζα(y) est continue et coercive pour tout x ∈ Rd : elle admet donc au moins un minimum global
sur Rd, i.e. argmin

y∈Rd

[
ζ(|x− y|)− ζα(y)

]
= ∂ζ

ζα(x) ̸= ∅ (voir la définition A-3). Autrement dit, dans ces conditions, on

a Dom(∂ζα) = Rd.

Si
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

un point selle de Lc, alors, d’après le lemme 4-7, pour ω-presque tout chemin γ ∈ Ld,M (qui
sont donc ω-presque tous des interpolations linéaires), on a

— γ(0) ∈ argmin
y∈Rd

[
ζ(|γ(1)− y|)− ζα(y)

]
= ∂ζ

ζα(γ(1)),

— et inversement γ(1) ∈ argmin
y∈Rd

[ζ(|γ(0)− y|)− α(y)] = ∂ζα(γ(0)) (du fait que ζα(γ(0)) = ζ(|γ(1) − γ(0)|) −

α(γ(1))).

4.2.2 Caractérisation des solutions du problème primal en fonction des solutions du problème dual
lorsque ζ est strictement convexe et assez régulière

Dans toute cette sous-sous-section 4.2.2, nous supposerons que ζ : R+ −→ R est une fonction de classe C1, strictement
convexe telle que ζ(0) = 0 (et donc strictement croissante et coercive).

On définit l’ensemble Dom(∇ζf) des points x ∈ Rd en lesquels ∂ζf(x) admet un unique élément, que l’on notera
∇ζf(x), i.e. ∂ζf(x) = {∇ζf(x)} (voir la définition A-3).

Lemme 4-8. Supposons que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ argminCM (µ0,µ1)K et
une fonction α ∈ Fixζ

(
Rd
)

telles que le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc (si un tel couple (ω, α)

existe).

Alors Dom(∂ζα) = Rd et, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M ,
— la fonction ζα est Fréchet-différentiable en γ(0),
— on a γ(0) ∈ Dom(∇ζα),
— on a γ(1) = ∇ζα (γ(0)), i.e.
−→ si γ(0) ∈ ∂ζα (γ(0)) (i.e. ζα (γ(0)) = −α (γ(0))), alors γ(1) = γ(0),

−→ si γ(0) /∈ ∂ζα (γ(0)) (i.e. ζα (γ(0)) ̸= −α (γ(0))), alors ∇x
ζα (γ(0)) ̸= 0 et

γ(1) = γ(0)−
(ζ ′)−1

(∣∣∇x
ζα (γ(0))

∣∣)
|∇x

ζα (γ(0))|
∇x

ζα (γ(0)) .

Preuve : D’après la proposition A-2, on a Dom(∂ζα) = Rd et la fonction ζα est Fréchet-différentiable en Ld-presque
tout point x ∈ Rd. En chacun des points x où ζα est Fréchet-différentiable, on a x ∈ Dom(∇ζα), avec :

— ∇ζα(x) = x, si x ∈ ∂ζα(x) (i.e. ζα(x) = −α(x)),

41



— ∇ζα(x) = x+
(ζ ′)−1

(∣∣−∇x
ζα(x)

∣∣)
|−∇x

ζα(x)|
(
−∇x

ζα(x)
)

= x−
(ζ ′)−1

(∣∣∇x
ζα(x)

∣∣)
|∇x

ζα(x)|
∇x

ζα(x)︸ ︷︷ ︸
̸=0

,

si x /∈ ∂ζα(x) (i.e. ζα(x) ̸= −α(x)).
Soit A le sous-ensemble de Rd des points x pour lesquels ζα n’est pas différentiable en x, et soit Aω le sous-ensemble
de Ld,M des chemins γ pour lesquels ζα n’est pas différentiable en γ(0) : on a donc Aω = π−1

0 (A). Comme la fonction
α vérifie les propriétés (II), la fonction ζα est notamment localement lipschitzienne, et donc Fréchet-différentiable
Ld-presque partout sur Rd (d’après le théorème de 2-2), i.e. Ld(A) = 0. Comme de plus µ0 ≪ Ld, on a donc également
µ0(A) = 0, d’où µ0

ω(A) = 0 (car µ0
ω ≤ µ0). Ainsi,

ω (Aω) = ω
(
π−1
0 (A)

)
= (π0#ω)(A) = µ0

ω(A) = 0.

Ainsi, en reprenant le lemme 4-7 et la remarque 4-7, pour ω-presque tout chemin γ ∈ Ld,M , on a γ(1) = ∂ζα(γ(0)) =
{∇ζα (γ(0))}, ce qui permet de conclure la preuve.

□

On rappelle que l’opérateur Γ : Rd × Rd −→ (Ld,M , d∞) est défini par Γ(x, y) = γx,y pour tous x, y ∈ Rd, où γx,y
représente le chemin d’interpolation linéaire entre x et y, i.e. γx,y(t) = (1−t)x+ty pour tout t ∈ [0, 1] (voir la définition
2-11).

Lemme 4-9. Supposons que supp(µ0)∩supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ)

et une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

telles que le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc (si un tel couple
(ω, α) existe).

Alors ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#µ
0
ω.

Preuve : D’après le lemme 4-7, on a ω ∈ M+ (IntLin) ⊂ M+

(
Ld,M

)
, où M+ (IntLin) désigne, rappelons-le (voir

la définition 2-10), le sous-ensemble des mesures de M+

(
Ld,M

)
à support dans IntLin (ensemble des interpolations

linéaires).

Or, pour tout chemin γ ∈ IntLin, on a γ = Γ (γ(0), γ(1)). Ainsi, pour toute fonction continue F sur (Ld,M , d∞) à
valeur dans R, on a ∫

Ld,M

F (γ) dω(γ) =

∫
IntLin

F (γ) dω(γ).

D’après le lemme 4-8, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , la fonction ζα est Fréchet-différentiable en γ(0), γ(0) ∈ Dom(∇ζα)
et γ(1) = ∇ζα (γ(0)). Ainsi, pour toute fonction continue F sur (Ld,M , d∞) à valeur dans R, on a :

∫
Ld,M

F (γ) dω(γ) =

∫
IntLin

F (Γ (γ(0), γ(1))) dω(γ)

=

∫
IntLin

F (Γ (γ(0),∇ζα (γ(0)))) dω(γ)

=

∫
Ld,M

F (Γ (γ(0),∇ζα (γ(0)))) dω(γ)

=

∫
Rd

F (Γ (x,∇ζα (x))) d [π0#ω] (x)

=

∫
Rd

F (Γ (x,∇ζα (x))) dµ0
ω(x).

□

Lemme 4-10. Soit une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

et une mesure borélienne finie ν sur Rd à support compact. On définit
la mesure

ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#ν.

Alors, pour tout t ∈ [0, 1], on a µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

(
e−tζ(|∇ζα−I|)ν

)
.
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que d’après le lemme 2-9, l’opérateur Γ est continu, et que l’opérateur ∇ζα est
borélien d’après le lemme 4-8 : ainsi la mesure ω est borélienne sur Ld,M .

Ensuite, remarquons que l’on a : Γ ◦ (x,∇ζα(x)) (t) = (1− t)x+ t∇ζα(x), i.e.

πt ◦ Γ ◦ (I,∇ζα) = (1− t)I + t∇ζα,

pour tout x ∈ Rd et tout t ∈ [0, 1].

Par ailleurs, par définition de Γ, on a [Γ ◦ (I,∇ζα)]
−1 (

Ld,M\IntLin
)
= ∅ : d’où, pour tout borélien A :

ω (A) = ν
Ä
[Γ ◦ (I,∇ζα)]

−1
(A)
ä
= ν
Ä
[Γ ◦ (I,∇ζα)]

−1
(A ∩ IntLin)

ä
= ω (A ∩ IntLin) ,

Ainsi, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , on a γ : t 7→ (1− t)γ(0)+ tγ(1), d’où γ′ ≡ γ(1)−γ(0) = (π1−π0)(γ) (rappelons
que la fonction π1 − π0 est continue de (Ld,M , d∞ dans Rd).

Soit t ∈ [0, 1], et soit f ∈ C(Rd). On a alors

∫
Rd

f(x) dµt
ω(x) =

∫
Ld,M

f (γ(t)) e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)

=

∫
IntLin

f (γ(t)) e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)

=

∫
IntLin

f (γ(t)) e−tζ(|γ(1)−γ(0)|) dω(γ)

=

∫
IntLin

f (πt(γ)) e
−tζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dω(γ)

=

∫
Ld,M

f (πt(γ)) e
−tζ(|π1(γ)−π0(γ)|) dω(γ)

=

∫
Ld,M

f (πt (Γ (y,∇ζα(y)))) e
−tζ(|π1(Γ(y,∇ζα(y)))−π0(Γ(y,∇ζα(y)))|) dν(y)

=

∫
Ld,M

f ((1− t)y + t∇ζα(y)) e
−tζ(|≡∇ζα(y)−y|) dν(y),

et ceci pour tout f ∈ C(Rd) et tout t ∈ [0, 1].

□

Proposition 4-3. Supposons que supp(µ0)∩supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ)

et une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

tels que le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc (si un tel couple (ω, α)

existe).

Alors µ0
ω = 1ζα−1(R−−) µ0.

Preuve : Nous allons montrer que −ζα−1 (R++)
µ0≈ Vω (où l’ensemble Vω est défini par la proposition 3-1).

— Montrons tout d’abord que −ζα−1 (R++)
µ0

≺ Vω. Le triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

étant un point selle de Lc,
celui-ci vérifie les propriétés (I), notamment :∫

Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä

︸ ︷︷ ︸
≥0

d[µ0 − µ0
ω](x) = 0,

d’où e−
ζα(x) − 1 = 0, i.e. −ζα(x) = 0, pour [µ0 − µ0

ω]-presque tout x ∈ Rd. Or, les hypothèses de la proposition
4-3 vérifient celles de la proposition 3-1 d’après laquelle il existe un borélien Vω de Rd tel que µ0

ω = 1Vω
µ0, d’où

µ0 − µ0
ω = (1− 1Vω )µ0. Ou formulé autrement :

0 =

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
d[µ0 − µ0

ω](x) =

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
(1− 1Vω

(x)) dµ0(x) =

∫
Rd\Vω

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä

︸ ︷︷ ︸
≥0

dµ0(x),

d’où e−
ζα(x) − 1 = 0, i.e. −ζα(x) = 0, pour µ0-presque tout x ∈ Rd\Vω, i.e. µ0

(
−ζα−1 (R++) \Vω

)
= 0, c’est à

dire que
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−ζα−1 (R++)
µ0

≺ Vω (4-4)

(voir la définition B-10).
— Nous allons ensuite montrer dans les points suivants que Vω

µ0

≺ −ζα−1 (R++). Soit ω ∈ CM (µ0, µ1), et soit A un
borélien de Rd vérifiant µ1(A) = 0. On a ainsi

0 = µ1(A) = µ1
ω(A) =

∫
π−1
1 (A)

e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) =

∫
Ld,M

1A(γ(1))e
−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds︸ ︷︷ ︸

≥0

dω(γ),

i.e. 1A(γ(1))e
−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds = 0 pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , autrement dit 1A(γ(1)) = 0, c’est à dire

γ(1) ∈ Rd\A, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Ainsi, comme bien sûr µ1

(
Rd\Supp (µ1)

)
= 0, on a γ(1) ∈ Supp (µ1) pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

De même, on a

ω
[
π−1
0

(
Rd\Supp (µ0)

)]
= (π0#ω)

(
Rd\Supp (µ0)

)
= µ0

(
Rd\Supp (µ0)

)
= 0,

i.e. γ(0) ∈ Supp (µ0) pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Ainsi, si de plus supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅, on a alors γ(0) ̸= γ(1) pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , i.e.
ω
(
(π1 − π0)−1 ({0})

)
= 0.

— Comme la fonction α vérifie les propriétés (II), on a notamment 0 ≤ α ≤ −ζα. Ainsi, si ζα(x) = 0, on a
également α(x) = 0.

Soit Diff0
ω(

ζα) l’ensemble des chemins de γ ∈ Ld,M pour lesquels ζα est Fréchet-différentiable en γ(0). D’après
le lemme 4-8, on a Diff0

ω(
ζα)

ω
≈ Ld,M , et ainsi ω(A) = ω

(
A ∩Diff0

ω(
ζα)
)

pour tout borélien A de Ld,M .

Supposons que π−1
0

(
ζα−1 ({0})

)
∩Diff0

ω(
ζα) ̸= ∅ et soit γ ∈ π−1

0

(
ζα−1 ({0})

)
∩Diff0

ω(
ζα) : on a donc α (γ(0)) =

ζα (γ(0)) = 0, i.e. γ(0) ∈ ∂ζα (γ(0)). Ainsi, toujours d’après le lemme 4-8, on a γ(1) = γ(0). Autrement dit, on
a dans tous les cas (dont celui où π−1

0

(
ζα−1 ({0})

)
∩Diff0

ω(
ζα) = ∅) :

π−1
0

(
ζα−1 ({0})

)
∩Diff0

ω(
ζα) ⊂ (π1 − π0)−1 ({0})

Ainsi, si supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅, on a ω
(
(π1 − π0)−1 ({0})

)
= 0 (point précédent), et donc

0 = ω
(
(π1 − π0)−1 ({0})

)
≥ ω

(
π−1
0

(
ζα−1 ({0})

)
∩Diff0

ω(
ζα)
)
= ω

(
π−1
0

(
ζα−1 ({0})

))
= µ0

ω

(
ζα−1 ({0})

)
= µ0

(
Vω ∩ ζα−1 ({0})

)
= µ0

(
Vω\ζα−1 (R−−)

)
≥ 0,

i.e. µ0

(
Vω\ζα−1 (R−−)

)
= 0. On a donc

Vω
µ0

≺ ζα−1 (R−−) . (4-5)

La relation
µ0

≺ est une relation d’ordre sur l’ensemble des boréliens. Ainsi, par propriété d’anti-symétrie du fait
des relations (4-4) et (4-5), on a

Vω
µ0≈ ζα−1 (R−−) .

(voir la définition B-9). Ainsi, d’après le lemme B-17, pour tout borélien A de Rd, on a

µ0
ω(A) = µ0 (A ∩ Vω) = µ0

(
A ∩ ζα−1 (R−−)

)
,

i.e. µ0
ω = 1Vω

µ0 = 1ζα−1(R−−) µ0.

□

Proposition 4-4. Supposons que supp(µ0)∩supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ)

et une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

(i.e. vérifiant les propriétés (II) ), telles que le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc (si un tel couple (ω, α) existe).

Alors on a
— ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#

(
1ζα−1(R−−)µ0

)
.

— µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
pour tout t ∈ [0, 1].
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Preuve : D’après le lemme 4-10, on a ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#µ
0
ω, et, d’après le lemme 4-10, on a

µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)µ0

ω

ä
.

Par ailleurs, d’après la proposition 4-3, on a µ0
ω = 1ζα−1(R−−) µ0, ce qui permet de conclure immédiatement les deux

points de la proposition.

□

Proposition 4-5. Supposons que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Soient une mesure ω ∈ M+

(
Ld,M

)
et

une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)
.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le couple/triplet
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

est un point selle de Lc.

2. ω ∈ argmin
CM (µ0,µ1)

K, min
CM (µ0,µ1)

K = max
DFix+−

Jµ0,µ1
a et

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmax

DFix+−

Jµ0,µ1
.

3. ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#
(
1ζα−1(R−−)µ0

)
et µ1

ω = µ1.

4. µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
pour tout t ∈ [0, 1], et µ1

ω = µ1.

Preuve : Bien sûr l’équivalence entre le point 1. et le point 2. est déjà établi par le lemme 4-6. Traitons les autres
équivalences :

— 1. =⇒ 3. Supposons que
Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc. Alors, d’après le lemme 4-10, on a
ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#µ

0
ω. Par ailleurs, d’après la proposition 4-3, on a µ0

ω = 1ζα−1(R−−) µ0. Pour finir, l’équivalence
entre le point 1. et le point 2. implique en particulier que ω ∈ CM (µ0, µ1), et donc µ1

ω = µ1, ce qui permet de
conclure le point 3.

— 3. =⇒ 4. Supposons que ω = Γ ◦ (I,∇ζα)#
(
1ζα−1(R−−)µ0

)
. D’après le lemme 4-10, on a immédiatement

µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)µ0

ω

ä
.

— 4. =⇒ 2. Supposons que µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
pour tout t ∈ [0, 1], et que l’on

ait µ1
ω = µ1. On a en particulier

µ0
ω = ((1− 0)I + 0∇ζα)#

Ä
e−0ζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
= I#

(
1ζα−1(R−−)µ0

)
= 1ζα−1(R−−)µ0 ≤ µ0,

et ainsi ω ∈ CM (µ0, µ1). Par ailleurs, on a µ1
ω = (∇ζα)#

Ä
e−ζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
, et ainsi

∫
Rd

eα(x)dµ1(x) =

∫
Rd

eα(x) dµ1
ω(x) =

∫
Rd

eα(∇ζα(x))e−ζ(|∇ζα(x)−x|)1ζα−1(R−−)(x) dµ0(x)

=

∫
Rd

e

=−ζα(x)︷ ︸︸ ︷
α (∇ζα(x))− ζ (|∇ζα(x)− x|)1ζα−1(R−−)(x) dµ0(x)

=

∫
Rd

e−
ζα(x)1ζα−1(R−−)(x) dµ0(x) =

∫
Rd

e−
ζα(x) dµ0

ω(x).

(4-6)

Remarquons également que l’on a e−
ζα − 1 =

Ä
e−

ζα − 1
ä

1ζα−1(R−−), d’où∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0

ω(x) =

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä

1ζα−1(R−−)(x) dµ0(x) =

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0(x), (4-7)

et ainsi :
a. Voir la définition 4-3.
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Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
=

∫
Rd

Ä
eα(x) − 1

ä
dµ1(x)−

∫
Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0(x)

=

∫
Rd

Ä
eα(x) − 1

ä
dµ1

ω(x)−
∫

Rd

Ä
e−

ζα(x) − 1
ä
dµ0

ω(x)

=

∫
Rd

eα(x) dµ1
ω(x)︸ ︷︷ ︸

=
∫

Rd e−
ζα(x) dµ0

ω(x)

−
∫

Rd

e−
ζα(x) dµ0

ω(x) + µ0
ω(R

d)− µ1
ω(R

d)︸ ︷︷ ︸
=K(ω)

=

∫
Rd

e−
ζα(x) dµ0

ω(x)−
∫

Rd

e−
ζα(x) dµ0

ω(x) +K(ω)

= K(ω).

Or, d’après le lemme 4-1, on a inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1
, et d’après la remarque 4-5, on a sup

DM

Jµ0,µ1
≥

sup
DFix+−

Jµ0,µ1
. On peut donc conclure :

K(ω) ≥ inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1
≥ sup

DFix+−

Jµ0,µ1
≥ Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
= K(ω),

d’où

K(ω) = min
CM (µ0,µ1)

K = max
DM

Jµ0,µ1
= max

DFix+−
Jµ0,µ1

= Jµ0,µ1

Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
.

□

Remarque 4-8. Sous les mêmes hypothèses que la proposition 4-5, si les assertions équivalentes de celle-ci sont
vérifiées, alors

∅ ≠ argmin
CM (µ0,µ1)

K = argmin
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K.

Ceci découle en effet immédiatement de la troisième assertion de la proposition 4-5, ou encore du lemme 4-7.

Lemme 4-11. Supposons que supp(µ0)∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld. Supposons qu’il existe deux mesures ω1, ω2 ∈
argminϖ∈CM (µ0,µ1)K(ϖ) et deux fonctions α1, α2 ∈ Fixζ

(
Rd
)
telles que les deux couples/triplets

Ä
ω1,
Ä
e−

ζα1 − 1, eα1 − 1
ää

et
Ä
ω2,
Ä
e−

ζα2 − 1, eα2 − 1
ää

soient deux points selles de Lc.

Alors on a

ω1 = ω2 = Γ ◦ (I,∇ζα1)#
Ä
1[ζα1]

−1(R−−)µ0

ä
= Γ ◦ (I,∇ζα2)#

Ä
1[ζα2]

−1(R−−)µ0

ä
(4-8)

(donc notamment unicité de la solution du problème primal a sur Ld,M ).

Preuve : D’après la proposition 4-5, si
Ä
ω1,
Ä
e−

ζα1 − 1, eα
1 − 1

ää
et
Ä
ω2,
Ä
e−

ζα2 − 1, eα
2 − 1

ää
sont deux points selles

de Lc, alors on a ω1, ω2 ∈ argmin
CM (µ0,µ1)

K,
Ä
e−

ζα1

− 1, eα
1

− 1
ä
,
Ä
e−

ζα2

− 1, eα
2

− 1
ä
∈ argmax

DFix+−

Jµ0,µ1 et min
CM (µ0,µ1)

K =

max
DFix+−

Jµ0,µ1
. Ainsi, d’après la même proposition 4-5, on a bien

ω1 = Γ ◦ (I,∇ζα2)#
Ä
1[ζα2]

−1(R−−)µ0

ä
et ω2 = Γ ◦ (I,∇ζα1)#

(
1[ζα1

1]
−1

(R−−)
µ0

)
.

□

Remarque 4-9. Le lemme 4-11 illustre en fait le phénomène de "croisement des points selles", que l’on peut formuler
ainsi :

Soient deux ensembles E et F , et soit une fonction L : E×F −→ R disposant de deux points selles (u1, p1), (u2, p2) ∈
E × F , i.e tels que pour tout u ∈ E et tout p ∈ F , on ait

L(ui, p) ≤ L(ui, pi) ≤ L(u, pi)

pour i ∈ {1, 2}. Alors (u1, p2) et (u2, p1) sont également des points selles de L.

En effet, on a L(u1, p1) ≤ L(u2, p1) ≤ L(u2, p2) ≤ L(u1, p2) ≤ L(u1, p1), i.e.

a. Définition 2-5.
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L(u1, p1) = L(u2, p1) = L(u2, p2) = L(u1, p2).

Ainsi, pour tous u ∈ E et p ∈ F , on a

L(u1, p) ≤ L(u1, p1) = L(u1, p2) = L(u2, p2) ≤ L(u, p2) et L(u2, p) ≤ L(u2, p2) = L(u2, p1) = L(u1, p1) ≤ L(u, p1).

4.3 Existence d’un point selle au lagrangien Lc

Dans cette sous-section, on se place sous les hypothèses d’origine : on suppose qu’il existe a ∈ Rd tel que

Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2).

4.3.1 Approximation d’indicatrices par des fonctions continues positives à support compact (Théo-
rème de Lusin)

Nous rappelons l’énoncé du théorème de Lusin dont :

Théorème 4-1 (Théorème de Lusin [32]). Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact, et
soit µ une mesure de Radon sur X. Soit A un borélien de X tel que µ(A) < +∞, et soit f : X −→ R+ une fonction
borélienne positive sur X, nulle en dehors de A.

Alors il existe une fonction g ∈ Cc(X) telle que |g| ≤ supX |f | et telle que

µ ({x ∈ X, g(x) ̸= f(x)}) < ϵ.

On peut trouver la preuve du théorème de Lusin dans [32] (nous ne la reproduisons pas ici). Cependant, nous souhai-
terions expliciter, par le lemme qui suit, le cas où nous voudrions approcher, via le théorème de Lusin, des fonctions
indicatrices de boréliens par des fonctions continues positives à support compact.

Lemme 4-12. Soit X un espace topologique non-vide, séparé et localement compact. Soit µ une mesure de Radon
positive sur X. Soit A un borélien de X tel que µ(A) < +∞, et soit f : X −→ R+ une fonction borélienne positive
sur X, nulle en dehors de A.

Alors, pour tout ϵ > 0, il existe une fonction g ∈ C+
c (X) telle que µ ({x ∈ X, g(x) ̸= f(x)}) < ϵ et telle que 0 ≤ g ≤

supX |f |.

En corollaire, si de plus supX |f | < +∞, il existe une suite (gn)n de fonctions de C+
c (X) convergeant simplement

µ-presque partout vers f et vérifiant 0 ≤ gn ≤ supX |f | pour tout n ∈ N.

Pour prouver le lemme 4-12, nous allons d’abord montrer le petit résultat suivant (tiré également de [31]) :

Lemme 4-13 (Voir [31]). Soit (X, T ) un ensemble mesurable non vide, et soit µ une mesure positive sur (X,X ). Soit
(En) une suite d’ensembles mesurables de (X, T ). Pour tout x ∈ X, on définit l’ensemble I(x) = {n ∈ N, x ∈ En}.

Si
∑
n∈N

µ(En) < +∞, alors I(x) est fini pour µ-presque tout x ∈ X (autrement dit, pour µ-presque tout x ∈ X, x

appartient à un nombre fini de En).

Preuve : Définissons A = {x ∈ X, Card(I(x)) = +∞} (où Card(Z) désigne le cardinal d’un sous-ensemble Z de N).
On définit la fonction borélienne positive f : X −→ R+ ∪ {+∞} par g =

∑
n∈N 1En

. On remarque que pour tout
x ∈ X, f(x) = Card(I(x)), d’où x ∈ A ⇔ f(x) = +∞.

La suite de fonctions mesurables

Ñ ∑
0≤k≤n

1En

é
n

étant croissante et convergeant simplement vers g, on a donc, d’après

le théorème de Beppo Levi :

∑
0≤k≤n

µ(En) =
∑

0≤k≤n

∫
X

1En
dµ =

∫
X

Ñ ∑
0≤k≤n

1En

é
dµ −→

n→+∞

∫
X

f dµ

d’où
∫
X

f dµ =
∑
n∈N

µ(En) < +∞ par passage à la limite, et par conséquent on a nécessairement µ(A) = 0.

□
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Preuve du lemme 4-12 : Soit A un borélien de X tel que µ(A) < +∞, et soit f : X −→ R+ une fonction borélienne
positive sur X, nulle en dehors de A. D’après le théorème 4-1 (théorème de Lusin), il existe une fonction g0 ∈ Cc(X)
telle que µ ({x ∈ X, g0(x) ̸= f(x)}) < ϵ et telle que |g0| ≤ supX |f |.

On définit la fonction g = max{g0, 0} ∈ C+
c (X). Bien sûr, pour tout x ∈ X, si g0(x) = f(x), alors g0(x) ≥ 0 et donc

g(x) = g0(x) = f(x) : autrement dit, en contraposée g(x) ̸= f(x)⇒ g0(x) ̸= f(x), i.e.

{x ∈ X, g(x) ̸= f(x)} ⊂ {x ∈ X, g0(x) ̸= f(x)} ,

d’où µ ({x ∈ X, g(x) ̸= f(x)}) ≤ µ ({x ∈ X, g0(x) ̸= f(x)}) < ϵ, avec bien sûr g ≤ |g0| ≤ supX |f |.

Supposons que l’on ait de plus supX |f | < +∞. D’après ce qui précède, pour tout n ∈ N, il existe une fonction
gn ∈ C+

c (X) telle que µ ({x ∈ X, gn(x) ̸= f(x)}) < 2−n et telle que 0 ≤ gn ≤ supX |f |.

Pour tout n ∈ N, on pose Bn = {x ∈ X, gk(x) ̸= f(x)}. On a donc
∑
n∈N

µ(Bn) ≤
∑
n∈N

2−n < +∞. Ainsi, d’après le

lemme 4-13, pour µ-presque tout x ∈ X, il existe un nombre fini de n ∈ N pour lesquels on a x ∈ Bn, i.e. il existe
k ∈ N tel que, pour tout n ≥ k, on ait x ∈ X\Bn, i.e. gn(x) = f(x). La suite (gn)n converge donc bien simplement
µ-presque partout vers f .

□

Lemme 4-14. Soit (X, Top(X)) un espace topologique séparé et localement compact, et soit ν est une mesure de Radon
signée et finie sur (X, Top(X)) (i.e. ν ∈M(X)).

Supposons qu’il existe un borélien A de X tel que ν(A) > 0. Alors il existe une fonction f ∈ C+
c (X) telle que∫

X

f dν > 0.

Preuve : Comme ν ∈M(X), on a |ν| ∈ M+(X). Soit ϵ > 0. D’après le lemme 4-12, il existe une fonction f ∈ C+
c (X)

vérifiant 0 ≤ f ≤ 1 telle que, en posant E = {x ∈ X, h(x) ̸= 1A(x)}, on ait |ν|(E) < ϵ. On a alors∫
X

f dν =

∫
X

1A(x) dν(x)︸ ︷︷ ︸
=ν(A)

+

∫
X

(f(x)− 1A(x)) dν(x)︸ ︷︷ ︸
≥−2|ν|(E)≥−2ϵ

≥ ν(A)− 2ϵ.

En choisissant ϵ > 0 tel que 0 < 2ϵ < ν(A), on a donc bien
∫
X

f dν > 0.

□

4.3.2 Résolution de l’égalité inf-sup dans le cas d’une allocation non lagrangienne (équivalence des
déplacements en ligne droite)

Dans cette sous-section, nous allons chercher à appliquer le théorème de Fenchel-Rockafellar. Nous rappelons ici son
énoncé (tiré du livre de F. Brezis [8], vers lequel nous renvoyons pour une preuve fondée sur le théorème de Hahn-
Banach), ainsi que la définition de la transformée de Legendre généralisée/conjuguée d’une fonction convexe sur un
espace de Banach E :

Définition 4-4. Soit (E, ∥ · ∥E) un espace vectoriel normé, et soit E′ son dual topologique a. Soit une fonction f :
E −→ R ∪ {+∞} telle que f ̸≡ +∞ (f n’est pas uniformément égale à +∞).

On définit f∗ : E′ −→ R ∪ {+∞} la transformée de Legendre (ou conjuguée) de f , par

f∗(φ) = sup
x∈E

(φ(x)− f(x))

pour tout φ ∈ E′.

Théorème 4-2 (Théorème de Fenchel-Rockafellar [8]). Soit (E, ∥ · ∥E) un espace vectoriel normé, et soit E′ son dual
topologique. Soient f, g : E −→ R ∪ {+∞} deux fonctions convexes telles qu’il existe un même point x0 ∈ E pour
lequel f(x0) < +∞ et g(x0) < +∞. On suppose de plus que la fonction f est continue au voisinage de x0.

Alors les transformes de Legendre f∗ et g∗ de respectivement f et g sont bien définies sur E′, et :

inf
x∈E

[f(x) + g(x)] = sup
φ∈E′

[−f∗ (−φ)− g∗ (φ)] = max
φ∈E′

[−f∗ (−φ)− g∗ (φ)] b.

a. Définition 2-4.
b. Ce théorème montre donc en outre que, sous ces conditions, il existe maximum (i.e. atteint) pour le problème dual adjoint, mais pas

forcément de minimum (i.e. atteint) pour le problème primal.
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Soient B(Rd) et B(Rd × Rd) les tribus boréliennes sur respectivement Rd et Rd × Rd (topologie canonique). Soient par
ailleurs M(Rd) et M(Rd × Rd) les ensembles des mesures de Radon finies signées sur respectivement

(
Rd,B(Rd)

)
et(

Rd × Rd,B(Rd × Rd)
)
.

Dans toute cette sous-sous-section 4.3.2, la fonction ζ : R+ −→ R+ sera de nouveau supposée continue et positive sur
R+ (sauf hypothèses supplémentaires dans l’énoncé).

Définition 4-5. On définit la fonction K : C+
b (Rd) × Cb(Rd) −→ Cb(Rd × Rd) comme il suit : pour tout couple

(f, g) ∈ C+
b (Rd)× Cb(Rd) :

K[(f, g)] : (x, y) 7−→ (g(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f(x) + 1).

Remarquons que comme ζ est continue et positive (d’où 0 < e−ζ(|x−y|) ≤ 1), la fonction K[(f, g)] est bien continue et
bornée.

Lemme 4-15. Si la fonction ζ est de plus continue, positive et coercive, alors la fonction K est injective.

Preuve : Soient deux couples de fonctions (f1, g1), (f2, g2) ∈ C+
b (Rd) × Cb(Rd) tels que K[(f1, g1)] = K[(f2, g2)], i.e.

pour tous x, y ∈ Rd, on a

(g1(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f1(x) + 1) = (g2(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f2(x) + 1).

d’où (g1(y) − g2(y))e−ζ(|x−y|) = f1(x) − f2(x). Si on fixe x ∈ Rd, et si on considère une suite (yn)n divergente telle
que |yn| −→

n→+∞
+∞, alors comme ζ est coercive, on a ζ(|x − yn|) −→

n→+∞
+∞, d’où e−ζ(|x−yn|) −→

n→+∞
0. Comme les

fonctions g1 et g2 sont bornées, on a alors également (g1(yn) − g2(yn))e−ζ(|x−yn|) −→
n→+∞

0, d’où f1(x) − f2(x) = 0 et

ceci pour tout x ∈ Rd, d’où f1 = f2.

On a donc par suite (g1(y)− g2(y))e−ζ(|x−y|) = 0 i.e. g1(y)− g2(y) = 0 pour tout x, y ∈ Rd, d’où g1 = g2.

□

Définition 4-6. Dans le cas où la fonction de dissipation ζ est continue, positive et coercive, on définit la fonction
Λ : Cb(Rd × Rd) −→ R ∪ {+∞} comme il suit : pour tout u ∈ Cb(Rd × Rd),

Λ(u) =

® −Jµ0,µ1
(f, g), où {(f, g)} = K−1({u}) si u ∈ K

(
C+

b (Rd)× Cb(Rd)
)

+∞ sinon (i.e. si K−1({u}) = ∅),

Nous supposerons dans toute la suite de cette section que la fonction de dissipation ζ est continue, positive et coercive.

Lemme 4-16. La fonction Λ est convexe sur Cb(Rd × Rd).

Preuve : Soient u1, u2 ∈ K
(
C+

b (Rd)× Cb(Rd)
)
, i.e. pour lesquels il existe deux (uniques) couples (f1, g1), (f2, g2) ∈

C+
b (Rd)× Cb(Rd) tels que, pour tous x, y ∈ Rd, on ait

u1(x, y) = (g1(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f1(x) + 1) et u2(x, y) = (g2(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f2(x) + 1).

Pour tout λ ∈ [0, 1], on a ainsi

(1− λ)u1(x, y) + λu2(x, y) = [1 + (1− λ)g1(y) + λg2(y)] e
−ζ(|x−y|) − (1 + (1− λ)f1(y) + λf2(y))

pour tous x, y ∈ Rd, d’où K ((1− λ)f1 + λf2, (1− λ)g1 + λg2) = (1− λ)u1 + λu2, et ainsi

Λ((1− λ)u1 + λu2) = −Jµ0,µ1 ((1− λ)f1 + λf2, (1− λ)g1 + λg2)

=

∫
Rd

((1− λ)f1(x) + λf2(x)) dµ0(x)−
∫

Rd

((1− λ)g1(y) + λg2(y)) dµ1(y)

= (1− λ)
ï∫

Rd

f1(x) dµ0(x)−
∫

Rd

g1(y) dµ1(y)

ò
︸ ︷︷ ︸

=−Jµ0,µ1 (f1,g1)

+ λ

ï∫
Rd

f2(x) dµ0(x)−
∫

Rd

g2(y) dµ2(y)

ò
︸ ︷︷ ︸

=−Jµ0,µ1 (f2,g2)

= (1− λ)[−Jµ0,µ1
(f1, g1)]︸ ︷︷ ︸

=Λ(u1)

+ λ[−Jµ0,µ1
(f2, g2)]︸ ︷︷ ︸

=Λ(u2)

= (1− λ)Λ(u1) + λΛ(u2).

□
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Définition 4-7.
— Pour toutes mesures ν0, ν1 ∈M(Rd), on définit l’ensemble Θ(ν0, ν1) comme il suit :

Θ(ν0, ν1) =

ß
τ ∈M(Rd × Rd), τ

(
A× Rd

)
≥ ν0(A), ∀A ∈ B(Rd),

∫
Rd×B

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) = ν1(B), ∀B ∈ B(Rd)

™
.

— Pour toutes mesures ν0, ν1 ∈M+(Rd), on définit l’ensemble Ψ(ν0, ν1) (correspondant à l’ensemble de contraintes
CM (ν0, ν1) dans notre cadre) comme il suit :

Ψ(ν0, ν1) =

ß
τ ∈M+(R

d × Rd), τ
(
A× Rd

)
≤ ν0(A), ∀A ∈ B(Rd),

∫
Rd×B

e−ζ(|x−y|) τ(x, y) = ν1(B), ∀B ∈ B(Rd)

™
.

— On définit la fonctionnelle d’énergie Φ : M(Rd × Rd) −→ R (correspondant à l’énergie K dans notre cadre),
comme il suit : pour toute mesure τ ∈M(Rd × Rd),

Φ(τ) =

∫
Rd×Rd

î
1− e−ζ(|x−y|)

ó
dτ(x, y).

On écrira Cb(Rd × Rd)′ le dual topologique de l’espace de Banach
(
Cb(Rd × Rd), ∥ · ∥∞

)
.

Remarquons que toute mesure τ ∈M(Rd×Rd), la forme linéaire f 7→
∫

Rd×Rd f(x) dτ(x) est bien définie sur Cb(Rd×Rd)

(du fait que la mesure τ soit finie) et, pour toute fonction f ∈ Cb(Rd × Rd), on a∣∣∣∣∫
Rd×Rd

f(x) dτ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rd×Rd

|f(x)| d|τ |(x) ≤ |τ |(Rd × Rd)︸ ︷︷ ︸
<+∞

∥f∥∞. (4-9)

La forme linéaire f 7→
∫

Rd×Rd f(x) dτ(x) est donc continue sur
(
Cb(Rd × Rd), ∥ · ∥∞

)
et est donc un élément de

Cb(Rd × Rd)′.

On définit alors l’application linéaire L : M(Rd × Rd) −→ Cb(Rd × Rd)′ qui à toute mesure τ ∈ M(Rd × Rd) associe
la forme linéaire sur Cb(Rd × Rd) L(τ) : f 7→

∫
Rd×Rd f(x) dτ(x). Remarquons que L est injective et que pour toute

mesure τ ∈M(Rd × Rd) et toute fonction f ∈ Cb(Rd × Rd), on a d’après (4-9),

|L(τ)(f)| =
∣∣∣∣∫

Rd×Rd

f(x) dτ(x)

∣∣∣∣ ≤ |τ |(Rd × Rd)∥f∥∞,

d’où ∥L(τ)∥C′
b
≤ |τ |(Rd × Rd), où ∥ · ∥C′

b
désigne la norme d’opérateur subordonnée à ∥ · ∥∞, c’est à dire la norme

dont est muni Cb(Rd×Rd)′ (on pourrait même montrer que ∥L(τ)∥C′
b
= |τ |(Rd×Rd), mais ce n’est pas nécessaire ici).

Lemme 4-17. Soit Λ∗ transformée de Legendre de Λ sur l’espace dual de
(
Cb(Rd × Rd), ∥ · ∥∞

)
. Alors Λ∗ ◦ L =

ιΘ(−µ0,−µ1) − Φ.

Preuve : Soit τ ∈M(Rd × Rd) : on a donc L(τ)(u) =
∫

Rd×Rd

u dτ pour toute fonction u ∈ Cb(Rd × Rd).

— Supposons qu’il existe A ∈ B(Rd) tel que τ
(
A× Rd

)
< −µ0(A). Il existe alors une fonction f ∈ C+

b (Rd) telle
que ∫

Rd×Rd

f(x) dτ(x, y) < −
∫

Rd

f(x) dµ0(x). (4-10)

(en désignant, par abus de notation, également par f la fonction (x, y) 7→ f(x)). En effet, on peut appliquer
le lemme 4-14 à la mesure ν = −τg − µ0 ∈ M(Rd), où τg est la mesure sur Rd définie par τg(E) = τ

(
E × Rd

)
pour tout borélien E de Rd (on a donc bien τg ∈M(Rd)). D’après ce lemme, il existe une f ∈ C+

c (Rd) vérifiant
f ≤ 1, et telle que

0 <

∫
Rd

f(x) dν(x) = −
∫

Rd

f(x) dτg(x)︸ ︷︷ ︸
=
∫

Rd×Rd f(x) dτ(x,y)

−
∫

Rd

f(x) dµ0(x).

Fixons donc une telle fonction f : pour tout λ > 0, on définit la fonction uλ par la fonction uλ(x, y) =
K(λf,−1) = −(λf(x) + 1) = (−1 + 1)e−ζ(|x−y|) − (λf(x) + 1) pour tout (x, y) ∈ Rd × Rd. On a alors Λ(u) =

Jµ0,µ1(λf,−1) = λ

∫
Rd

f(x) dµ0(x) +

∫
Rd

dµ1(y), et ainsi
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L(τ) (uλ)− Λ(uλ) =

∫
Rd×Rd

uλ dτ − Λ(uλ)

= −
∫

Rd×Rd

(λf(x) + 1) dτ(x, y)− λ
∫

Rd

f(x) dµ0(x)−
∫

Rd

dµ1(y)

= λ

Å
−
∫

Rd×Rd

f(x) dτ(x, y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ã
︸ ︷︷ ︸

>0

− τ(Rd × Rd)− µ1(R
d) −→

λ→+∞
+∞,

d’où Λ∗(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[L(τ)(u)− Λ(u)] = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

ï∫
Rd×Rd

u dτ − Λ(u)

ò
= +∞.

— Supposons qu’il existe B ∈ B(Rd) tel que
∫

Rd×B

e−ζ(|x−y|) τ(x, y) ̸= −µ1(B). On peut alors de nouveau appliquer

le lemme 4-14 à la mesure ν′ définie par ν′(E) = ±
Å∫

Rd×E

e−ζ(|x−y|) τ(x, y) + µ1(E)

ã
pour tout borélien E de

Rd, selon le signe de
∫

Rd×B

e−ζ(|x−y|) τ(x, y)+µ1(B). D’après ce lemme, il existe une fonction g ∈ C+
b (Rd) telle

que
∫

Rd

g(y) dν′(y) > 0.

Ainsi, quitte à inverser le signe de g a, on peut considérer que l’on a∫
Rd×Rd

g(y)e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) > −
∫

Rd

g(y) dµ1(y).

Alors, choisissant pour tout λ > 0 la fonction uλ(x, y) = K(0, λg) = (g(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (0 + 1) pour tout

(x, y) ∈ Rd × Rd, on a Λ(u) = Jµ0,µ1
(0, λg) = −

∫
Rd

g(y) dµ1(y), et ainsi

L(τ) (uλ)− Λ(uλ) =

∫
Rd×Rd

uλ dτ − Λ(λu)

=

∫
Rd×Rd

î
(g(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − 1

ó
dτ(x, y) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)

= λ

Å∫
Rd×Rd

g(y)e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)

ã
︸ ︷︷ ︸

>0

+

∫
Rd×Rd

î
e−ζ(|x−y|) − 1

ó
dτ(x, y)

−→
λ→+∞

+∞,

d’où Λ∗(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

ï∫
Rd×Rd

u dτ − Λ(u)

ò
= +∞.

— Supposons enfin que l’on ait τ ∈ Θ(−µ0,−µ1) (si Θ(−µ0,−µ1) ̸= ∅), i.e. pour tout f ∈ C+
b (Rd) et tout

g ∈ Cb(Rd), on a∫
Rd×Rd

g(y)e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) = −
∫

Rd

g(y) dµ1(y) et

∫
Rd×Rd

f(x) dτ(x, y) ≥ −
∫

Rd

f(x) dµ0(x).

Alors, pour toute fonction u ∈ K
(
C+

b (Rd)× Cb(Rd)
)
, avec {(f, g)} = K−1({u}), on a

a. On a donc g ≥ 0 ou g ≤ 0.
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L(τ)(u)− Λ(u) =

∫
Rd×Rd

u dτ − Λ(u)

=

∫
Rd×Rd

u(x, y) dτ(x, y)−

=−Jµ0,µ1
(f,g)︷ ︸︸ ︷Å∫

Rd

f(x) dµ0(x)−
∫

Rd

g(y) dµ1(y)

ã
=

∫
Rd×Rd

î
(g(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f(x) + 1)

ó
dτ(x, y)−

∫
Rd

f(x) dµ0(x) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)

=

Å∫
Rd×Rd

g(y)e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) +

∫
Rd

g(y) dµ1(y)

ã
︸ ︷︷ ︸

=0

+

Å
−
∫

Rd×Rd

f(x) dτ(x, y)−
∫

Rd

f(x) dµ0(x)

ã
︸ ︷︷ ︸

≤0

+

∫
Rd×Rd

î
e−ζ(|x−y|) − 1

ó
dτ(x, y)︸ ︷︷ ︸

=−Φ(τ)

≤ −Φ(τ),

Λ∗(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

ï∫
Rd×Rd

u dτ − Λ(u)

ò
≤ −Φ(τ).

Pour finir, en choisissant u(x, y) = (0 + 1)e−ζ(|x−y|) − (0 + 1) = e−ζ(|x−y|) − 1 pour tout (x, y) ∈ Rd × Rd, i.e.
telle que (0, 0) ∈ K(u), on a∫

Rd×Rd

u dτ − Λ(u) =

∫
Rd×Rd

î
e−ζ(|x−y|) − 1

ó
dτ(x, y)− Jµ0,µ1(0, 0)︸ ︷︷ ︸

=0

= −Φ(τ),

d’où Λ∗(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

ï∫
Rd×Rd

u dτ − Λ(u)

ò
= −Φ(τ).

Dans tous les cas, on a bien Λ∗ ◦ L = ιΘ(−µ0,−µ1) − Φ.

□

Définition 4-8. Pour tout x ∈ Rd et tout m > 0, on définit les ensembles

Υ−
x,m =

{
u ∈ Cb(R

d × Rd), u(x, y) ≤ 0, ∀x, y ∈ B(x,m/2)
}
,

et

Υ0
x,m =

{
u ∈ Cb(R

d × Rd), u(x, y) = 0, ∀x, y ∈ B(x,m/2)
}
.

Lemme 4-18. Soit ι∗
Υ−

a,M

transformée de Legendre de ιΥ−
a,M

sur l’espace dual de
(
Cb(Rd × Rd), ∥ · ∥∞

)
(où a est défini

au début de la sous-section).

Alors ι∗
Υ−

a,M

= ι
L(M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))), où M+(B(a,M/2) × B(a,M/2)) désigne par abus de notation le sous

ensemble des mesures positives de M(Rd × Rd) à support dans B(a,M/2)×B(a,M/2).

Preuve :
— Soit ϑ ∈ Cb(Rd × Rd)′. Supposons qu’il existe une fonction u ∈ Υ0

a,M telle que ϑ(u) ̸= 0. Comme −u ∈ Υ0
a,M ,

on peut supposer que ϑ(u) > 0 quitte à remplacer par −u. Pour tout λ ∈ R, on a λu ∈ Υ0
a,M ⊂ Υ−

a,M , et ainsi

ϑ(λu)− ιΥ−
a,M

(λu)︸ ︷︷ ︸
=0

λϑ(u) −→
λ→+∞

+∞,

d’où ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
ϑ(u)− ιΥa,M

(u)
]
= sup

u∈Υ−
a,M

ϑ(u) = +∞.

Ainsi, par contraposée, si ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = 0, alors on a ϑ(u) = 0 pour toute fonction u ∈ Υ0
a,M .

— D’après le théorème 2-1, l’ensemble M(Rd × Rd), i.e. l’ensemble des mesures de Radon signées et finies sur
Rd × Rd, muni de la norme de variation totale, est assimilable au dual topologique de l’espace de Banach(
C0(Rd × Rd), ∥ · ∥∞

)
.
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Or, remarquons que comme C0(Rd × Rd) ⊂ Cb(Rd × Rd), la restriction de tout élément de Cb(Rd × Rd)′ à
C0(Rd×Rd) est un élément du dual de C0(Rd×Rd), et donc est associée à une mesure élément deM(Rd×Rd).
Autrement dit, pour tout ϑ ∈ Cb(Rd × Rd)′, il existe une unique mesure τϑ ∈ M(Rd × Rd) telle que pour tout

u ∈ C0(Rd × Rd), on ait ϑ(u) =
∫

Rd×Rd

u dτϑ.

Soit ϑ ∈ Cb(Rd × Rd)′ tel que ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = 0, et soit τϑ ∈ M(Rd × Rd) la mesure associée à ϑ au titre du

paragraphe précédent.

Soit ϵ > 0. D’après le lemme 2-4 (lemme d’Urysohn), il existe une fonction χ ∈ Cc(Rd × Rd) telle que
1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

≤ χ ≤ 1B(a,M/2+ϵ)×B(a,M/2+ϵ).Pour toute fonction u ∈ Cb(Rd × Rd), on a alors (1− χ)u ∈

Υ0
a,M et χu ∈ Cc(Rd × Rd) : ainsi, ϑ ((1− χ)u) = 0 et ϑ (χu) =

∫
Rd×Rd

χudτϑ, d’où

ϑ(u) = ϑ ((1− χ)u) + ϑ (χu) =

∫
Rd×Rd

χudτϑ.

Soit u ∈ Cb(Rd×Rd). Pour tout n ∈ N∗, on considère une fonction χn ∈ Cc(Rd×Rd) telle que 1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

≤
χn ≤ 1B(a,M/2+2−n)×B(a,M/2+2−n). La suite de fonction (χnu)n converge donc simplement vers la fonction

1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

u, avec de plus |χnu| ≤ |u| pour tout n ∈ N∗ et
∫

Rd×Rd

|u| d|τϑ| < +∞ (la mesure |τϑ| étant

finie). Ainsi, par convergence dominée, on a

ϑ(u) = ϑ ((1− χn)u)︸ ︷︷ ︸
=0

+ ϑ (χnu) =

∫
Rd×Rd

χnu dτϑ −→
n→+∞

∫
Rd×Rd

u1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

dτϑ,

i.e. ϑ(u) =

∫
Rd×Rd

u1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

dτϑ = L
Ä
1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

τϑ
ä
(u), et ceci pour toute fonction u ∈

Cb(Rd × Rd), d’où ϑ = L
Ä
1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

τϑ
ä
.

Par ailleurs, supposons qu’il existe u ∈ Υ−
a,M telle que ϑ(u) > 0. Du fait que pour tout λ ≥ 0 on a λu ∈ Υ−

a,M ,
on aurait alors

ϑ(λu)− ιΥ−
a,M

(λu)︸ ︷︷ ︸
=0

= λϑ(u) −→
λ→+∞

+∞,

d’où ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
ϑ(u)− ιΥa,M

(u)
]
= sup

u∈Υ−
a,M

ϑ(u) = +∞, ce qui contredirait l’hypothèse que

ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = 0.

Ainsi, on a
∫

Rd×Rd

u1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

dτϑ = ϑ(u) ≤ 0 pour toute fonction u ∈ Υ−
a,M ; et donc pour toute

fonction u ∈ C−
b (Rd × Rd) ⊂ Υ−

a,M , d’où 1
B(a,M/2)×B(a,M/2)

τϑ ∈ M+

(
Rd × Rd

)
, i.e. 1

B(a,M/2)×B(a,M/2)
τϑ ∈

M+

Ä
B(a,M/2)×B(a,M/2)

ä
, et ainsi

ϑ ∈ L
Ä
M+

Ä
B(a,M/2)×B(a,M/2)

ää
.

— Inversement soit τ ∈M+

Ä
B(a,M/2)×B(a,M/2)

ä
. Pour toute fonction u ∈ Υ−

a,M , on a

L(τ)(u) =

∫
Rd×Rd

u dτ =

∫
B(a,M/2)×B(a,M/2)

u dτ ≤ 0,

i.e. ι∗
Υ−

a,M

(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
L(τ)(u)− ιΥa,M

(u)
]
≤ 0. Pour finir, considérant la fonction nulle (qui est bien

un élément de Υ−
a,M ), on a L(τ)(0)− ιΥa,M

(0) = 0, d’où

ι∗
Υ−

a,M

(L(τ)) = sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
L(τ)(u)− ιΥa,M

(u)
]
= 0.

On a donc bien montré que ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = 0 ⇐⇒ ϑ ∈ L
Ä
M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

ä
, i.e. que

ι∗
Υ−

a,M

= ι
L(M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))).

□
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Remarque 4-10. Remarquons que les fonctions ιΥ−
a,M

et ι
L(M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))), sont toutes deux homogènes en

plus d’être des indicatrices d’ensembles convexes : il n’est donc pas incohérent dans ce cas que deux indicatrices soient
conjuguées l’une à l’autre.

Définition 4-9. On définit l’ensemble Dpro
a,M suivant :

Dpro
a,M =

¶
(f, g) ∈ C+(Rd)× C(Rd), 1 + f(x) ≥ (1 + max{0, g(y)}) e−ζ(|x−y|), ∀x, y ∈ B(a,M/2)

©
.

Notons que l’on a D∞ ⊂ DM ⊂ Dpro
a,M .

Lemme 4-19. S’il existe a ∈ Rd tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2) (ce qui correspond, rappelons-le, aux
hypothèses générales de cette sous-section), alors

sup
(f,g)∈Dpro

a,M

Jµ0,µ1
(f, g) = sup

(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g). (4-11)

Preuve : Tout d’abord, du fait que D∞ ⊂ Dpro
a,M , on a sup(f,g)∈Dpro

a,M
Jµ0,µ1(f, g) ≥ sup(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1(f, g).

Soit 0 < m < M/2 tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m) ⊂ B(a,M/2). Par ailleurs, pour tout couple (f1, g1) ∈
Dpro

a,M , on a
Ä
f1|B(a,M/2), g

1
|B(a,M/2)

ä
∈ Dres

a,M (voir la définition 2-9) : ainsi, d’après le lemme 2-3, il existe un couple
(f2, g2) ∈ D∞, tel que f2|B(a,m) = f1|B(a,m) et g2|B(a,m) = g1|B(a,m), et par conséquent tel que Jµ0,µ1(f

2, g2) =

Jµ0,µ1
(f1, g1). On a donc bien (4-11).

□

Proposition 4-6. Sous les hypothèses de cette sous-section, à savoir que la fonction de dissipation ζ est continue,
positive et coercive, on a de façon générale :

min
τ∈Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ(τ) = sup
(f,g)∈DM

Jµ0,µ1
(f, g) = sup

(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g),

en considérant que +∞ est une valeur atteignable pour un minimum dans le cas où on aurait Ψ(µ0, µ1) = ∅ (voir la
remarque 4-11).

Dans le cas contraire, si Ψ(µ0, µ1) ∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)) ̸= ∅, alors

argmin
τ∈Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ(τ) ̸= ∅.

Preuve : Nous allons appliquer le théorème 4-2 (théorème de Fenchel-Rockafellar) entre Cb(Rd × Rd) et son dual
Cb(Rd×Rd)′. Prenons le couple (0,−1) ∈ Dpro

a,M , et soit la fonction u0 définie par u0(x, y) = (−1+1)e−ζ(|x−y|)−(0+1) =

−1 pour tous x, y ∈ Rd : pour tout r ∈]0, 1[, on a alors B∥∥∞(u0, r) ⊂ C−
b (Rd × Rd) ⊂ Υ−

a,M . Ainsi, la fonction ιΥ−
a,M

est uniformément nulle sur B∥∥∞(u, r), et donc continue au voisinage de u0. De plus, Λ(u0) ≤ −Jµ0,µ1
(1,−1) < +∞.

Nous pouvons donc appliquer le théorème 4-2 de Fenchel-Rockafellar :

inf
u∈Cb(Rd×Rd)

[
Λ(u) + ιΥ−

a,M
(u)
]
= sup

τ∈M(Rd×Rd)

[
−Λ∗(−τ)− ι∗

Υ−
a,M

(τ)
]

= max
ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
−Λ∗(−ϑ)− ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
.

(4-12)

D’après lemme 4-18, ι∗
Υ−

a,M

= ι
L(M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))).

Soit ϑ ∈ Cb(Rd×Rd)′ tel que Λ∗(−ϑ)+ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) ̸= +∞. On a donc en particulier ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = ι
L(M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))) =

0, i.e. ϑ ∈ L
Ä
M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

ä
: il existe donc une unique mesure τ ∈ M+(B(a,M/2) × B(a,M/2))

(L étant injectif), c’est à dire, rappelons-le, une mesure de Radon positive et finie sur Rd × Rd à support dans
B(a,M/2)×B(a,M/2), telle que ϑ = L(τ). Ainsi, d’après le lemme 4-17, on a

Λ∗(−ϑ) = Λ∗(L(−τ)) = ιΘ(−µ0,−µ1)(−τ)− Φ(−τ) = ιΘ(−µ0,−µ1)(−τ) + Φ(τ),

d’où notamment ιΘ(−µ0,−µ1)(−τ) = 0. Remarquons que comme τ ∈M+(Rd × Rd), on a −τ ∈ Θ(−µ0,−µ1) ⇐⇒ τ ∈
Ψ(µ0, µ1) (voir la définition 4-7 pour Ψ(µ0, µ1)), d’où

Λ∗(−ϑ) + ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ) + ιM+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
(τ)

≥ inf
τ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

[
Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ)

]
.
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Ainsi, on a

min
ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
≥ inf

τ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

[
Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ)

]
.

Inversement, pour toute mesure τ ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)), on a bien sûr L(τ) ∈ L
Ä
M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

ä
,

d’où ι∗
Υ−

a,M

(L(τ)) = 0. Si de plus τ ∈ Ψ(µ0, µ1) (si Ψ(µ0, µ1) ̸=M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))), alors −τ ∈ Θ(−µ0,−µ1),

i.e. ιΘ(−µ0,−µ1)(−τ) = 0, d’où

Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ) = Φ(τ) + ιΘ(−µ0,−µ1)(−τ)︸ ︷︷ ︸
=Λ∗(L(−τ))

+ ι∗
Υ−

a,M

(L(τ))

= Λ∗(−L(τ)) + ι∗
Υ−

a,M

(L(τ))

≥ min
ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
,

d’où

inf
τ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

[
Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ)

]
≥ min

ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
.

et ainsi

min
ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
= inf

τ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

[
Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ)

]
= inf

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ.

Par ailleurs, si minϑ∈Cb(Rd×Rd)′

ï
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)

ò
< +∞, alors pour tout ϑ ∈ argminϑ∈Cb(Rd×Rd)′

ï
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)

ò
et τ ∈ Cb(Rd × Rd)′ telle que ϑ = L(τ), on a τ ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)), et

Φ(τ) + ιΨ(µ0,µ1)(τ) = Λ∗(−ϑ) + ι∗
Υ−

a,M

(ϑ) = min
ϑ∈Cb(Rd×Rd)′

[
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)
]
= inf

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ

= min
Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ.

En recompilant avec (4-12), et en inversant les signes, on obtient finalement

sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
= inf

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ = min

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ. (4-13)

Notons que (4-13) est trivialement valable si minϑ∈Cb(Rd×Rd)′

ï
Λ∗(−ϑ) + ι∗

Υ−
a,M

(ϑ)

ò
= +∞.

Autrement dit, si Ψ(µ0, µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)) ̸= ∅, il existe une mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1)∩M+(B(a,M/2)×
B(a,M/2)) telle que

−Φ(τ) = inf
u∈Cb(Rd×Rd)

[
Λ(u) + ιΥ−

a,M
(u)
]
= sup

τ∈M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

[
−Φ(τ)− ιΨ(µ0,µ1)(τ)

]
,

i.e. argmin
τ∈Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ(τ) ̸= ∅ (ce qui conclut en particulier le dernier point du lemme).

Pour tout couple (f, g) ∈ D∞ ⊂ Dpro
a,M , en définissant la fonction u(x, y) = (g(y) + 1)e−ζ(|x−y|) − (f(x) + 1) pour tous

x, y ∈ Rd, on a (f, g) = K(u), d’où Λ(u) = −Jµ0,µ1
(f, g), et u ∈ C−

b (Rd × Rd) ⊂ Υ−
a,M , d’où ιΥ−

a,M
(u) = 0, et ainsi

Jµ0,µ1(f, g) = −Λ(u)− ιΥ−
a,M

(u) ≤ sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
,

i.e.

sup
(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g) ≤ sup

u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
. (4-14)

Supposons que supu∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
< +∞, et soit ϵ > 0 et soit u ∈ Cb(Rd × Rd) tel que
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sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
≤ −Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u) ≥ sup

u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
− ϵ < +∞.

Comme Λ(u) + ιΥ−
a,M

(u) est fini, on a donc nécessairement u ∈ Υ−
a,M et K−1({u}) ̸= ∅. On considère le couple

(f, g) = K−1(u) : comme u ∈ Υ−
a,M , on a (f, g) ∈ Dpro

a,M , et

−Λ(u) = Jµ0,µ1
(f, g) ≥ sup

u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
− ϵ.

Par conséquent,

sup
(f,g)∈Dpro

a,M

Jµ0,µ1
(f, g) ≥ Jµ0,µ1

(f, g) ≥ sup
u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
− ϵ,

et ceci pour tout ϵ > 0. Ainsi, et du fait de l’égalité 4-11 (lemme 4-19), on a

sup
(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g) = sup

(f,g)∈Dpro
a,M

Jµ0,µ1
(f, g) ≥ sup

u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
.

De ce fait, en combinant avec (4-13) et (4-14), on obtient

sup
(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g) = sup

u∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
= min

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ. (4-15)

Cela vaut aussi pour le cas où supu∈Cb(Rd×Rd)

[
−Λ(u)− ιΥ−

a,M
(u)
]
= min

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ = +∞, i.e.

si Ψ(µ0, µ1) ∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)) = ∅.

En effet dans ce cas il existe une suite (un)n de fonctions de Cb(Rd × Rd) telle que −Λ(un) − ιΥ−
a,M

(un) −→
n→+∞

+∞.

Dans ce cas Λ(un) + ιΥ−
a,M

(un) est finie pour tout n ∈ N, d’où un ∈ Υ−
a,M et K−1({un}) ̸= ∅. En posant, pour tout

n ∈ N, (fn, gn) = K−1(un), on obtient bien (fn, gn) ∈ Dpro
a,M et

Jµ0,µ1(fn, gn) = −Λ(un) = −Λ(un)− ιΥ−
a,M

(un) −→
n→+∞

+∞,

D’où, toujours du fait de l’égalité 4-11 :

sup
(f,g)∈D∞

Jµ0,µ1
(f, g) = sup

(f,g)∈Dpro
a,M

Jµ0,µ1
(f, g) = +∞.

Pour finir, on sait par la remarque 4-6 que sup(f,g)∈D∞
Jµ0,µ1

(f, g) = sup(f,g)∈DM
Jµ0,µ1

(f, g).

□

Remarque 4-11. Remarquons que si Ψ(µ0, µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2)) = ∅, alors Λ∗ ≡ +∞, d’où supD∞
Jµ0,µ1

=
supDpro

a,M
Jµ0,µ1

= +∞ d’après (4-12).

Autrement dit :

Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅ ⇐⇒ supD∞Jµ0,µ1 = sup
DM

Jµ0,µ1 < +∞ ⇐⇒ sup
D∞

Jµ0,µ1 = sup
DM

Jµ0,µ1 ≤ µ0(R
d)− µ1(R

d)

(résultat repris dans le corollaire 4-3).

4.3.3 Résolution de l’égalité inf-sup dans le cas lagrangien

Dans toute cette sous-sous-section 4.3.3, ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue, convexe et strictement
croissante (donc coercive) telle que ζ(0) = 0

Lemme 4-20. Soient X, Y et Z trois ensembles quelconques, et soient deux applications f : X −→ Z et g : Y −→ Z.
Alors pour tous sous-ensembles A ⊂ X et B ⊂ Y , on a

(f, g)−1 (A×B) = f−1(A) ∩ g−1(B).

Preuve : En effet, on a

x ∈ (f, g)−1 (A×B) ⇔ (f(x), g(x)) ∈ A×B ⇔ x ∈ f−1(A) et x ∈ g−1(B) ⇔ x ∈ f−1(A) ∩ g−1(B).

□
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Lemme 4-21. On considère de nouveau la fonction Γ (voir la définition 2-11). On a
— Γ#Ψ(µ0, µ1) = CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin), au sens où pour toute mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1), on a Γ#τ ∈ CM (µ0, µ1)∩
M+ (IntLin), et où pour toute mesure ω ∈ CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin), il existe une unique mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1)
telle que ω = Γ#τ .

De plus, pour toute mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1), on a K(Γ#τ) = Φ(τ).
— (π0, π1)# [CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin)] = Ψ(µ0, µ1), au sens où pour toute mesure ω ∈ CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin)

τ ∈ Ψ(µ0, µ1), on a (π0, π1)#ω ∈ Ψ(µ0, µ1), avec de plus K(ω) = Φ(τ), et où pour toute mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1),
il existe une unique mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) telle que τ = (π0, π1)#ω.

De plus, pour toute mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin), on a Φ ((π0, π1)#ω) = K(ω).
— De façon plus générale, pour toute mesure τ ∈M+

(
Rd × Rd

)
, on a (π0, π1)# (Γ#τ) = τ et, pour toute mesure

ω ∈M+ (IntLin), on a Γ#((π0, π1)#ω) = ω.

Preuve :
— Soit τ ∈ Ψ(µ0, µ1) (si Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅), et soit ω = Γ#τ . Comme τ est une mesure positive, ω l’est donc

également.

Rappelons que pour tout x, y ∈ Rd, on a Γ(x, y)′ = y − x, π0 ◦ Γ(x, y) = Γ(x, y)(0) = x et π1 ◦ Γ(x, y) =
Γ(x, y)(1) = y. Ainsi, pour tout sous-ensemble X de Rd, on a (π0◦Γ)−1(X) = X×Rd et (π1◦Γ)−1(X) = Rd×X.

De plus, comme Γ est à image dans IntLin, on a donc, pour tout borélien A ∈ B(Ld,M ), Γ−1(A) = Γ−1(A ∩
IntLin), et ainsi

ω(A) = τ
(
Γ−1(A)

)
= τ

(
Γ−1(A ∩ IntLin)

)
= ω(A ∩ IntLin).

Autrement dit, la mesure ω est support dans IntLin, i.e. ω ∈M+ (IntLin).
— Pour tout A ∈ B(Rd), on a

µ0
ω(A) = ω

(
π−1
0 (A)

)
= τ

(
Γ−1

(
π−1
0 (A)

))
= τ

(
(π0 ◦ Γ)−1(A)

)
= τ

(
A× Rd

)
≤ µ0(A). (4-16)

— Pour tout B ∈ B(Rd), on a

µ1
ω(B) =

∫
Ld,M

1π−1
1 (B)(γ)e

−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds dω(γ)

=

∫
Ld,M

1π−1
1 (B)(Γ(x, y))e

−
∫ 1
0
ζ(|Γ(x,y)′(s)|) ds dτ(x, y)

=

∫
Rd×Rd

1Γ−1(π−1
1 (B))(x, y)e

−ζ(|x−y|) dτ(x, y)

=

∫
Rd×Rd

1(π1◦Γ)−1(B)(x, y)e
−ζ(|x−y|) dτ(x, y) =

∫
Rd×Rd

1Rd×B(x, y)e
−ζ(|x−y|) dτ(x, y) = µ1(B).

(4-17)

On a donc bien ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin), i.e. Γ#(Ψ(µ0, µ1)) ⊂ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin).

De plus, d’après (4-16), on a µ0
ω(R

d) = τ
(
Rd × Rd

)
et d’après (4-17), on a µ1

ω(R
d) =

∫
Rd×Rd

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y),

d’où

K(ω) = µ0
ω(R

d)− µ1
ω(R

d) = τ
(
Rd × Rd

)
−
∫

Rd×Rd

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) =

∫
Rd×Rd

Ä
1− e−ζ(|x−y|)

ä
dτ(x, y) = Φ(τ).

— Soit ω ∈ CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) (si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, i.e. CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) ̸= ∅ d’après la proposition
2-1), et soit τ = (π0, π1)#ω. Comme ω est une mesure positive, τ l’est donc également. D’après le lemme 4-20,
— Pour tout A ∈ B(Rd), et sachant que π−1

1 (Rd) = Ld,M , on a

τ
(
A× Rd

)
= ω

(
(π0, π1)

−1
(
A× Rd

))
= ω

(
π−1
0 (A) ∩ π−1

1 (Rd)
)
= ω

(
π−1
0 (A)

)
= µ0

ω(A) ≤ µ0(A). (4-18)

— Pour tout B ∈ B(Rd), on a (π0, π1)
−1
(
Rd ×B

)
= π−1

0 (Rd)︸ ︷︷ ︸
=Ld,M

∩ π−1
1 (B) = π−1

1 (B). De plus, comme ω ∈

M+ (IntLin), on a
∫ 1

0
ζ(|γ′(s)|) ds = ζ(|γ(1)− γ(0)|) = ζ(|π0(γ)− π1(γ)|) pour ω-presque tout ω ∈ Ld,M .

Ainsi, pour tout B ∈ B(Rd), on a
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∫
Rd×B

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) =

∫
Rd×Rd

1Rd×B(x, y) e
−ζ(|x−y|) dτ(x, y)

=

∫
Ld,M

1Rd×B(π0(γ), π1(γ)) e
−ζ(|π0(γ)−π1(γ)|) dω(γ)

=

∫
Ld,M

1(π0,π1)−1(Rd×B)(γ) e
−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds dω(γ)

=

∫
Ld,M

1π−1
1 (B)(γ) e

−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds dω(γ)

=

∫
π−1
1 (B)

e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|) ds dω(γ) = µ1

ω(B) = µ1(B).

(4-19)

on a donc bien τ ∈ Ψ(µ0, µ1), i.e. (π0, π1)# [CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin)] ⊂ Ψ(µ0, µ1).

De plus, d’après (4-18), on a τ
(
Rd × Rd

)
= µ0

ω(R
d) et d’après (4-19), on a

∫
Rd×Rd

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) = µ1
ω(R

d),

d’où

Φ(τ) =

∫
Rd×Rd

Ä
1− e−ζ(|x−y|)

ä
dτ(x, y) = τ

(
Rd × Rd

)
−
∫

Rd×Rd

e−ζ(|x−y|) dτ(x, y) = µ0
ω(R

d)− µ1
ω(R

d) = K(ω).

— Pour finir, pour tout γ ∈ IntLin, on a (Γ ◦ (π0, π1)) (γ) = Γ(γ(0), γ(1)) = γ et, pour tout couple (x, y) ∈ Rd×Rd,
on a ((π0, π1) ◦ Γ) (x, y) = (Γ(x, y)(0),Γ(x, y)(1)) = (x, y), i.e. Γ ◦ (π0, π1) = IIntLin et (π0, π1) ◦ Γ = IRd×Rd .
Autrement dit, Γ est une bijection de Rd × Rd dans IntLin, de réciproque (π0, π1).

Ainsi, pour toute mesure ω ∈M+ (IntLin), et pour tout borélien A ∈ B(Ld,M ), on a

Γ#((π0, π1)#ω) (A) = (π0, π1)#ω
(
Γ−1(A)

)
= ω

(
(π0, π1)

−1
(
Γ−1(A)

))
= ω

(
(Γ ◦ (π0, π1)−1(A)

)
= ω(A),

i.e. Γ#((π0, π1)#ω) = ω. Or, comme (π0, π1)# [CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin)] ⊂ Ψ(µ0, µ1), si ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩
M+ (IntLin), on a (π0, π1)#ω ∈ Ψ(µ0, µ1). On a donc bien Γ#(Ψ(µ0, µ1)) = CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin).

On peut montrer de même que pour toute mesure τ ∈ M+

(
Rd × Rd

)
, on a (π0, π1)# (Γ#τ) = τ : pour tout

borélien X ∈ B
(
Rd × Rd

)
, on a

(π0, π1)# (Γ#τ) (X) = (Γ#τ)
(
(π0, π1)

−1(X)
)
= τ

(
Γ−1

(
(π0, π1)

−1(X)
))

= τ
Ä
(Γ ◦ (π0, π1))−1

(X)
ä
= τ(X).

De même, comme Γ#(Ψ(µ0, µ1)) ⊂ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin), si τ ∈ Ψ(µ0, µ1), alors Γ#τ ∈ CM (µ0, µ1) ∩
M+ (IntLin). On a donc bien également (π0, π1)# [CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin)] = Ψ(µ0, µ1).

Pour finir, remarquons qu’en combinant les deux premiers points on a Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅ ⇔ CM (µ0, µ1) ̸= ∅, i.e.
Ψ(µ0, µ1) = ∅ ⇔ CM (µ0, µ1) = ∅ : ce qui rend donc les trois points valables même si CM (µ0, µ1) = Ψ(µ0, µ1) = ∅.

□

Corollaire 4-2. On suppose que la fonction de dissipation ζ est positive, continue et coercive.
— Si Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅, alors argminΨ(µ0,µ1)Φ ̸= ∅ et

Γ#
Ä
argminΨ(µ0,µ1)Φ

ä
= argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K.

On a donc notamment ∅ ≠ argminω∈CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin) ⊂ CM (µ0, µ1).
— Si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K ̸= ∅ et

(π0, π1)#
Ä
argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K

ä
= argminΨ(µ0,µ1)Φ.

On a donc notamment ∅ ≠ argminΨ(µ0,µ1)Φ ⊂ Ψ(µ0, µ1).
— Dans l’un ou l’autre des cas précédents (qui sont de fait équivalents), on a de plus

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = min
CM (µ0,µ1)

K = min
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K.
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Preuve : Traitons le premier point : supposons que Ψ(µ0, µ1) soit non vide. Alors d’après la proposition 4-6 (rappelons
que ζ est supposée positive, continue et coercive), on a argminΨ(µ0,µ1)Φ ̸= ∅. Soit τ ∈ argminΨ(µ0,µ1)Φ : on a alors
Γ#τ ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) d’après le lemme 4-21 (en particulier, on a CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) ̸= ∅), et

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = Φ(τ) = K(Γ#τ) ≥ inf
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K. (4-20)

Soit ϵ > 0 soit une mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin) telle que

inf
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K ≤ K(ω) ≤ inf
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K + ϵ.

Toujours d’après le lemme 4-21, on a (π0, π1)#ω ∈ Ψ(µ0, µ1) et ainsi, d’après (4-20)

inf
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K + ϵ ≥ K(ω) = Φ ((π0, π1)#ω) ≥ min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = Φ(τ) = K(Γ#τ).

Autrement dit, on a infCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K + ϵ ≥ K(Γ#τ), et ceci pour tout ϵ > 0, d’où

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = K(Γ#τ) = inf
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K = min
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K,

i.e. Γ#τ ∈ argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K, et ceci pour tout τ ∈ argminΨ(µ0,µ1)Φ, d’où Γ#
Ä
argminΨ(µ0,µ1)Φ

ä
⊂

argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K.

Pour finir, soit ω ∈ argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K : d’après le lemme 4-21, il existe une unique mesure τ ∈ Ψ(µ0, µ1)
telle que ω = Γ#τ , et ainsi

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = min
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K(ω) = K(Γ#τ) = Φ(τ),

d’où τ ∈ argminΨ(µ0,µ1)Φ. On a donc bien

Γ#
Ä
argminΨ(µ0,µ1)Φ

ä
= argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K. (4-21)

Par ailleurs, d’après le la proposition 2-1, argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K ⊂ argminCM (µ0,µ1)K, d’où

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = min
CM (µ0,µ1)

K = min
CM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)

K.

Le second point : si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K ≠ ∅ d’après la proposition 2-1. D’après le
lemme 4-21, on a (π0, π1)# [CM (µ0, µ1) ∩M+ (IntLin)] = Ψ(µ0, µ1), donc Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅ : on peut alors se ramener au
premier point. D’après ce dernier, argminΨ(µ0,µ1)Φ ̸= ∅ et on a la relation (4-21).

Par ailleurs, toujours d’après le lemme 4-21, on sait que pour toute mesure τ ∈M+

(
Rd × Rd

)
, on a (π0, π1)# (Γ#τ) =

τ , i.e. (π0, π1)# (Γ#X) = X pour tout sous-ensemble X de M+

(
Rd × Rd

)
. En reprenant la relation 4-21, on a

argminΨ(µ0,µ1)Φ = (π0, π1)#
Ä
Γ#
Ä
argminΨ(µ0,µ1)Φ

ää
= (π0, π1)#

Ä
argminCM (µ0,µ1)∩M+(IntLin)K

ä
.

□

Corollaire 4-3. On suppose que la fonction de dissipation ζ est positive, continue et coercive. Alors

min
CM (µ0,µ1)

K = sup
DM

Jµ0,µ1 .

Dans le cas particulier où CM (µ0, µ1) = ∅, on a supDM
Jµ0,µ1 = +∞. Plus généralement,

CM (µ0, µ1) ̸= ∅ ⇐⇒ sup
DM

Jµ0,µ1 < +∞ ⇐⇒ sup
D∞

Jµ0,µ1 < +∞ ⇐⇒ sup
D∞

Jµ0,µ1 = sup
DM

Jµ0,µ1 ≤ µ0(R
d)− µ1(R

d).

(4-22)

Preuve : D’après la proposition 4-6, on a

min
Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ = sup
DM

Jµ0,µ1 ,

et d’après le corollaire 4-2, si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors argminCM (µ0,µ1)K ̸= ∅, argminΨ(µ0,µ1)Φ ̸= ∅ et

min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = min
CM (µ0,µ1)

K ≤ µ0(R
d)− µ1(R

d).

Par ailleurs, d’après le lemme 4-1, on a inf
CM (µ0,µ1)

K ≥ sup
DM

Jµ0,µ1
, d’où

59



sup
DM

Jµ0,µ1 ≤ min
CM (µ0,µ1)

K = min
Ψ(µ0,µ1)

Φ ≤ min
Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ = sup
DM

Jµ0,µ1 ,

i.e.

min
CM (µ0,µ1)

K = min
Ψ(µ0,µ1)

Φ = min
Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ = sup
DM

Jµ0,µ1 .

Inversement, si CM (µ0, µ1) = ∅, alors Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅ (car si ce n’était pas le cas, CM (µ0, µ1) serait non vide d’après le
lemme 4-21). D’après la proposition 4-6 et la remarque 4-11, on a alors supDM

Jµ0,µ1 = +∞. En résumé :
— si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors supDM

Jµ0,µ1
= minCM (µ0,µ1)K ≤ µ0(Rd)− µ1(Rd),

— si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors supDM
Jµ0,µ1

= +∞,
i.e. si supDM

Jµ0,µ1
< +∞ est fini, alors forcément CM (µ0, µ1) ̸= ∅, et donc supDM

Jµ0,µ1
≤ µ0(Rd) − µ1(Rd), d’où la

relation d’équivalence (4-22).

□

Remarque 4-12. La preuve du corollaire 4-3 montre en outre que si Ψ(µ0, µ1) ̸= ∅ ou CM (µ0, µ1) ̸= ∅ (ce qui est
équivalent d’après le corollaire 4-2, alors argmin

Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))
Φ ̸= ∅ et

argmin
Ψ(µ0,µ1)∩M+(B(a,M/2)×B(a,M/2))

Φ ⊂ argminΨ(µ0,µ1)Φ.

4.3.4 Existence d’un maximum de Jµ0,µ1
sur DM et finalisation de la preuve d’existence d’un point

selle du lagrangien Lc

Pour finir, montrons que (sous les conditions de cette sections) Jµ0,µ1
admet bien un maximum sur DM (et plus

précisément sur D∞).

Définition 4-10. Soit X un sous-ensemble de Rd. On définit l’ensemble suivant (où R = R ∪ {−∞,+∞}) :

Condζ(X,R) =
{
(f, g), f, g : X −→,R, ∀x, y ∈ X, g(x) ≤ f(y) + ζ(|x− y|)

}
.

Lemme 4-22. Soit X un sous-ensemble de Rd, et soit {(fi, gi)i∈I} une famille d’éléments de Condζ(X,R) indexée
sur un ensemble I quelconque. AlorsÅ

inf
i∈I

fi, inf
i∈I

gi

ã
∈ Condζ(X,R) et

Å
sup
i∈I

fi, sup
i∈I

gi

ã
∈ Condζ(X,R).

Preuve : Pour tous x, y ∈ X, on a :
— infi∈I gi(x) ≤ gj(x) ≤ fj(y) + ζ(|x− y|), pour tout j ∈ I, d’où infi∈I gi(x)− ζ(|x− y|) ≤ infi∈I fi(y).
— De même, supi∈I fi(y) ≥ fj(y) ≥ gj(x)+ζ(|x−y|), pour tout j ∈ I, d’où supi∈I fi(y)−ζ(|x−y|) ≥ supi∈I gi(x).

□

Corollaire 4-4. Soit X un sous-ensemble de Rd, et soit {(fn, gn)n∈N} une suite d’éléments de Condζ(X,R). AlorsÅ
lim inf
n→+∞

fn, lim inf
n→+∞

gn

ã
∈ Condζ(X,R) et

Å
lim sup
n→+∞

fn, lim sup
n→+∞

gn

ã
∈ Condζ(X,R).

Preuve : Application directe du lemme 4-22.

□

Définition 4-11. On définit l’ensemble suivant :

Condζ(R
d,R+) =

{
(f, g) ∈ C+(R

d)2, ∀x, y ∈ X, g(x) ≤ f(y) + ζ(|x− y|)
}
.

Définition 4-12. Soit a ∈ Rd, et soit m > 0. On définit l’ensemble Conda,mζ,const(R
d) des couples (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+)

pour lesquels il existe une constante réelle K(α) > 0 telle que
— α(x) ≤ K(α) pour tout x ∈ B(a,m),
— α(x) = K(α) et β(x) = 0 pour tout x ∈ Rd\B(a,m).

On définit également l’ensemble D+
∞ = D∞ ∩ C+(Rd)2.
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Lemme 4-23. Soit ζ : R+ −→ R+. Soit a ∈ Rd, soient m,m′,M ∈ R tels que 0 < 2m < 2m′ < M , et tels que
Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m).

Alors pour tout couple (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+), il existe un couple
(
α, β

)
∈ Conda,m

′

ζ,const(R
d) tel que

Jµ0,µ1

Ä
eα − 1, eβ − 1

ä
= Jµ0,µ1

(
eα − 1, eβ − 1

)
.

Plus précisément, en reprenant les notations de la définition 4-12, on a

K(α) = ln

(
eζ(M) sup

B(a,m′)

|eα − 1|+ 1

)
.

Preuve : On a bien sûr eCondζ(R
d,R+) − 1 = D+

∞ au sens où
(
eα − 1, eβ − 1

)
∈ D+

∞ pour tout couple (α, β) ∈
Condζ(Rd,R+), et inversement, pour tout (f, g) ∈ D+

∞, on a (ln(f + 1), ln(g + 1)) ∈ Condζ(Rd,R+).

Soit (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+) : et posons
(
fα, gβ

)
=
(
eα − 1, eβ − 1

)
∈ D+

∞ ⊂ DM . D’après le lemme 2-3 et son corollaire
2-1 il existe un couple

Ä
fα, gβ

ä
∈ D+

∞ tel que :

— fα|B(a,m) = fα|B(a,m) et gβ |B(a,m) = gβ|B(a,m).

— fα et gβ sont toutes deux constantes sur Rd\B(a,m′), avec de plus et gβ(x) = 0 et fα(x) = eζ(M) sup
B(a,m′)

|fα|
pour tout x ∈ Rd\B(a,m′).

— Pour tout x ∈ B(a,m′), on a f(x) ≤ eζ(M) sup
B(a,m′)

|fα|.
— gβ ≥ 0 du fait que gβ ≥ 0).

On pose alors α = ln
(
fα + 1

)
et β = ln

Ä
gβ + 1

ä
. On a ainsi, en posant K = ln

Ä
eζ(M) sup

B(a,m′)
|fα|+ 1

ä
:

— β ≥ 0.
— α(x) ≤ K pour tout x ∈ B(a,m′).
— β(x) = 0 et α(x) = K pour tout x ∈ Rd\B(a,m′).
—
(
α, β

)
∈ Condζ(Rd,R+), et donc

(
α, β

)
∈ Conda,m

′

ζ,const(R
d) d’après les trois points précédents et la définition

4-12.
— Pour finir, du fait que fα|B(a,m) = fα|B(a,m) et gβ |B(a,m) = gβ|B(a,m) on a :

Jµ0,µ1

Ä
eα − 1, eβ − 1

ä
= Jµ0,µ1

Ä
fα, gβ

ä
= Jµ0,µ1

(
fα, gβ

)
= Jµ0,µ1

(
eα − 1, eβ − 1

)
.

□

Remarque 4-13. On aurait bien sûr pu refaire la preuve du lemme 2-3 et poser directement β = χβ et α =
χα + (1 − χ)K où χ ∈ Cc(Rd) est une fonction telle que 1

B(a,m)
≤ χ ≤ 1B(a,M/2) (qui existe d’après le lemme

2-4), mais cela nous aurait contraint à re-détailler les cas (similaires) une seconde fois. Nous avons donc fait le choix
de repartir du résultat du lemme 2-3 même si à première vue cette forme ne semble pas optimale.

On a donc, pour 0 < 2m < 2m′ < M tels que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m) :

sup
(α,β)∈Condζ(Rd,R)

Jµ0,µ1

Ä
e−

ζχβ − 1, eχβ − 1
ä
= sup

(α′,β′)∈Conda,m′
ζ,const(R

d)

Jµ0,µ1

Ä
eα

′
− 1, eβ

′
− 1
ä
. (4-23)

Lemme 4-24. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction continue, positive et coercive telle que ζ(0) = 0 et telle que ζ(s) > 0
si s > 0. Soit E un sous-ensemble de Rd et soit β ∈ C+(Rd) telle que β(x) = 0 pour tout x ∈ Rd\E.

Alors, pour tout x ∈ E, on a ∂ζβ(x) ⊂ E.

Preuve : Comme ζ est continue et coercive, et que β est continue et bornée, on a Dom(∂ζβ) = Rd. Soit x ∈ E. Pour
tout y ∈ ∂ζβ(x), on a

0 ≤ β(x) = β(x)− ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ sup
z∈Rd

[β(z)− ζ(|x− z|)] = −ζβ(x) = β(y)− ζ(|y − x|).

Soit y ∈ ∂ζβ(x) : si l’on avait y /∈ E, on aurait alors β(y) = 0 et |y − x| > 0, d’où ζ(|y − x|) > 0 et ainsi

β(x) ≤ −ζβ(x) = β(y)︸︷︷︸
=0

− ζ(|y − x|)︸ ︷︷ ︸
>0

< 0,

ce qui contredirait la positivité de β.

□
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Lemme 4-25. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue, positive et coercive telle que ζ(0) = 0 et telle que
ζ(s) > 0 si s > 0. Soit a ∈ Rd, soit m > 0 et soit β ∈ C+(Rd) telle que β(x) = 0 pour tout x ∈ Rd\B(a,m).

Alors, pour tout x, y ∈ B(a,m), on a
∣∣ζβ(x)− ζβ(y)

∣∣ ≤ sup ζ
Ä
B(0, 2m)

ä
.

Preuve : Comme ζ est continue et coercive, et que β est continue et bornée, on a Dom(∂ζβ) = Rd. De plus la
continuité de ζ assure que sup ζ

Ä
B(0, 2m)

ä
est bien fini.

Soient x, y ∈ B(0, 2m). Soit zx ∈ ∂ζβ(x). D’après le lemme 4-24, on a donc zx ∈ B(a,m), et donc |zx − y| ≤
|zx − a|+ |a− y| < 2m. Ainsi, on a

ζβ(y)− ζβ(x) ≤ ζ(|zx − y|)− β(zx)︸ ︷︷ ︸
≥ζβ(y)

− (ζ(|zx − x|)− β(zx))︸ ︷︷ ︸
=ζβ(x)

= ζ(|zx − y|)− ζ(|zx − x|)︸ ︷︷ ︸
≥0

= ζ(|zx − y|) ≤ sup ζ
Ä
B(0, 2m)

ä
< +∞.

On montre de même que ζβ(x)− ζβ(y) ≤ sup ζ
Ä
B(0, 2m)

ä
.

□

Définition 4-13. Soit ζ : R+ −→ R+. Soit a ∈ Rd, soit R > 0. On définit l’ensemble

Conda,Rb,ζ (Rd) =
{
(α, β) ∈ Condζ(R

d,R+), 0β ≤ α ≤ G(R)
}
.

où G(R) = ln
(
eζ(R)

∣∣∣esup ζ(B(0,R)) − 1
∣∣∣+ 1

)
.

Lemme 4-26. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue, coercive, strictement croissante telle que ζ(0) = 0.
Supposons que CM (µ0, µ1) ̸= ∅. Soit a ∈ Rd, soient m,M ∈ R tels que 0 < 2m < M , et tels que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂
B(a,m).

Alors pour tout couple (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+), il existe un couple
(
α, β

)
∈ Conda,Mb,ζ (Rd) ∩ Cond

a,M/2
ζ,const(R

d) tel que

Jµ0,µ1

Ä
eα − 1, eβ − 1

ä
≥ Jµ0,µ1

(
eα − 1, eβ − 1

)
.

Preuve : Soit m′ ∈ R tel que 0 < 2m < 2m′ < M . Soit (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+). D’après le lemme 4-23, il existe un
couple

(
α1, β1

)
∈ Conda,m

′

ζ,const(R
d) tel que

Jµ0,µ1

Ä
eα

1

− 1, eβ
1

− 1
ä
= Jµ0,µ1

(
eα − 1, eβ − 1

)
.

On a donc notamment infRd α1 = inf
B(a,m′)

α1, et ainsi, par continuité de α1, celle-ci admet un minimum global sur

B(a,m′), i.e. argminRdα1 ∩B(a,m′) ̸= ∅.

Soit c = minRd α1 ≥ 0. On pose α2 = α1 − c et β2 = max{0, β1 − c}. D’après le lemme 4-22, et du fait (α2, 0) ∈
Condζ(Rd,R+) (α2 étant positive) on a toujours

(
α2, β2

)
∈ Condζ(Rd,R+) (avec toujours β2(x) = 0 pour tout

x ∈ Rd\B(a,m′)), et donc
(
α2, β2

)
∈ Conda,m

′

ζ,const(R
d) avec minRd α2 = 0 et toujours argminRdα2 ∩B(a,m′) ̸= ∅.

On a alors l’inégalité :

Jµ0,µ1

Ä
eα

1

, eβ
1
ä
=

∫
Rd

eβ
1

dµ1 −
∫

Rd

eα
1

dµ0

≤
∫

Rd

emax{c,β1} dµ1 −
∫

Rd

eα
1

dµ0

= ec
Å∫

Rd

emax{0,β1−c} dµ1 −
∫

Rd

eα
1−c dµ0

ã
= ec

Å∫
Rd

eβ
2

dµ1 −
∫

Rd

eα
2

dµ0

ã
= ecJµ0,µ1

Ä
eα

2

, eβ
2
ä
.

(4-24)
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Or, d’après le corollaire 4-3 (qui s’applique sous les hypothèses de ce lemme), on a

min
CM (µ0,µ1)

K = sup
D∞

Jµ0,µ1
.

Soit ω ∈ argminCM (µ0,µ1)K (rappelons que l’énoncé du lemme suppose que CM (µ0, µ1) ̸= ∅). Pour tout (α′, β′) ∈
Condζ(Rd,R+), on a donc

Ä
eα

′ − 1, eβ
′ − 1

ä
∈ D∞ et ainsi

Jµ0,µ1

Ä
eα

′
− 1, eβ

′
− 1
ä
= Jµ0,µ1

Ä
eα

′
, eβ

′ä
− µ1(R

d) + µ0(R
d) ≤ µ0

ω(R
d)− µ1(R

d)︸ ︷︷ ︸
=K(ω)

,

d’où Jµ0,µ1

Ä
eα

′
, eβ

′ä
≤ µ0

ω(R
d)− µ0(R

d) ≤ 0.

Dans notre cas, comme ec ≥ 1, on a alors ecJµ0,µ1

Ä
eα

2

, eβ
2
ä
≤ Jµ0,µ1

Ä
eα

2

, eβ
2
ä
≤ 0, et ainsi

Jµ0,µ1

Ä
eα

1

, eβ
1
ä
≤ Jµ0,µ1

Ä
eα

2

, eβ
2
ä
,

du fait de l’inégalité (4-24), i.e.

Jµ0,µ1

Ä
eα

2

− 1, eβ
2

− 1
ä
≥ Jµ0,µ1

Ä
eα

1

− 1, eβ
1

− 1
ä
.

On pose alors α3 = −ζβ2 et β3 = β2. On a alors

0 ≤ β3︸︷︷︸
=β2

≤ α3︸︷︷︸
=−ζβ2

≤ α2. (4-25)

Rappelons en effet que comme (α2, β2) ∈ Condζ(Rd,R+), on a β2(y)− ζ(|x− y|) ≤ α2(x) pour tout x, y ∈ Rd, et ainsi,
pour tout x ∈ Rd,

0 ≤ β2(x) = β2(x)− ζ(|x− x|) ≤ sup
y∈Rd

[
β2(y)− ζ(|x− y|)

]
︸ ︷︷ ︸

=−ζβ2(x)

≤ α2(x).

Du fait de l’inégalité (4-25), on a :
— Jµ0,µ1

Ä
eα

3

− 1, eβ
”

− 1
ä
≥ Jµ0,µ1

Ä
eα

2

− 1, eβ
2

− 1
ä
.

— minRd α3 = minRd α2 = 0 et ∅ ≠ argminRdα2 ∩B(a,m′) ⊂ argminRdα3 ∩B(a,m′).
Soit x0 ∈ argminRdα3 ∩B(a,m′), vérifiant donc α3 = −ζβ2(x0) = 0. Du fait de l’hypothèse de stricte croissance de ζ,
on a bien ζ(s) > 0 pour s > 0. On peut donc appliquer le lemme 4-25 d’après lequel, pour tout x ∈ B(a,m′), on a

0 ≤ α3(x) = |α3(x)− α3(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

| =
∣∣∣−ζβ(x) + ζβ(x0)

∣∣∣ ≤ sup ζ
Ä
B(0, 2m′)

ä
≤ sup ζ

Ä
B(0,M)

ä
, (4-26)

i.e. On applique une dernière fois le lemme 4-23 par lequel il existe un couple
(
α, β

)
∈ Conda,m

′

ζ,const(R
d) ⊂ Cond

a,M/2
ζ,const(R

d)
tel que

Jµ0,µ1

Ä
eα − 1, eβ − 1

ä
= Jµ0,µ1

Ä
eα

3

− 1, eβ
3

− 1
ä
.

De plus, d’après ce même lemme et d’après l’inégalité (4-26) :

0 ≤ β ≤ α ≤ K(α) = ln

(
eζ(M) sup

B(a,m′)

∣∣∣eα3

− 1
∣∣∣+ 1

)
≤ ln

(
eζ(M)

∣∣∣esup ζ(B(0,M)) − 1
∣∣∣+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

=G(M)

.

□

Lemme 4-27. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue, coercive, strictement croissante telle que ζ(0) = 0.
Soit a ∈ Rd, soit M ∈ R tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2).

Si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors

sup
D∞

Jµ0,µ1
= max

D+
∞

Jµ0,µ1
= max

D∞
Jµ0,µ1

,

i.e. il existe un couple (f, g) ∈ D+
∞ tel que Jµ0,µ1

(f, g) = supD+
∞
Jµ0,µ1

= supD∞
Jµ0,µ1

a.
a. Autrement dit, argmaxDM

Jµ0,µ1 = argmaxD∞Jµ0,µ1 ̸= ∅ : le problème dual énoncé dans la définition 2-7 admet bien au moins une
solution.
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Remarque 4-14. Faisons le petit rappel suivant avant la preuve du lemme 4-27. Pour tout couple (α, β) ∈ Condζ(Rd,R+),
on a donc par définition : pour tous x, y ∈ Rd, 0β(y) ≤ α(x) + ζ(|y − x|), d’où

0 ≤ β(x) = β(x)− ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ sup
y∈Rd

[β(y)− ζ(|x− y|)]︸ ︷︷ ︸
=−ζβ(x)

≤ α(x).

Comme bien sûr on a β(x) ≤ ζ(|y − x|)− ζβ(y) pour tous x, y ∈ Rd, on a donc également

β(x) ≤ inf
y∈Rd

[
ζ(|y − x|)− ζβ(y)

]
︸ ︷︷ ︸

=ζζβ(x)

≤ ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

− ζβ(x) = −ζβ(x),

d’où

0 ≤ β(x) ≤ ζζβ(x) ≤ −ζβ(x) ≤ α(x). (4-27)

Preuve du lemme 4-27 : Tout d’abord, notons que pour tout couple (f, g) ∈ D∞, on a (f,max{g, 0}) ∈ D∞ (d’après
le lemme 4-22), d’où (f,max{g, 0}) ∈ D+

∞ et

Jµ0,µ1
(f, g) =

∫
Rd

g dµ1 −
∫

Rd

f dµ0 ≤
∫

Rd

max{g, 0} dµ1 −
∫

Rd

f dµ0 = Jµ0,µ1
(f,max{g, 0}) .

On a donc supD+
∞
Jµ0,µ1 = supD∞

Jµ0,µ1 .

En rappelant que eCondζ(R
d,R+) − 1 = D+

∞, soit (αn, βn)n une suite d’éléments de Condζ(Rd,R+) telle que la suite(
eαn − 1, eβn − 1

)
soit maximisante pour Jµ0,µ1

sur D+
∞, i.e. telle que

Jµ0,µ1

(
eαn − 1, eβn − 1

)
−→

n→+∞
sup
D+

∞

Jµ0,µ1 = sup
D∞

Jµ0,µ1 .

D’après le lemme 4-26, il existe pour tout n ∈ N un couple
(
αn, βn

)
∈ Conda,Mb,ζ (Rd)∩Conda,M/2

ζ,const(R
d) ⊂ Condζ(Rd,R+)

tel que

Jµ0,µ1

(
eαn − 1, eβn − 1

)
≤ Jµ0,µ1

Ä
eαn − 1, eβn − 1

ä
≤ sup

D∞

Jµ0,µ1
,

La suite
Ä
eαn − 1, eβn − 1

ä
n

est donc également maximisante pour Jµ0,µ1
et, par définition de Conda,Mb,ζ (Rd), la suite(

αn, βn

)
est uniformément bornée dans C+

b (Rd)× C+
b (Rd).

On définit alors, pour tout n ∈ N, α′
n = −ζβn et β′

n = ζ(−α′
n) =

ζζβn. On a donc en particulier, d’après la relation
(4-27) rappelée dans la remarque 4-14 :

0 ≤ βn ≤ β′
n︸︷︷︸

=ζζβn

≤ α′
n︸︷︷︸

=−ζβn

≤ αn

pour tout n ∈ N. Ainsi,
∫

Rd

Ä
eβn − 1

ä
dµ1 ≤

∫
Rd

Ä
eβ

′
n − 1

ä
dµ1 et

∫
Rd

Ä
eα

′
n − 1

ä
dµ0 ≤

∫
Rd

(
eαn − 1

)
dµ0, d’où

Jµ0,µ1

Ä
eαn − 1, eβn − 1

ä
=

∫
Rd

Ä
eβn − 1

ä
dµ1 −

∫
Rd

(
eαn − 1

)
dµ0 ≤

∫
Rd

Ä
eβ

′
n − 1

ä
dµ1 −

∫
Rd

Ä
eα

′
n − 1

ä
dµ0

= Jµ0,µ1

Ä
eα

′
n − 1, eβ

′
n − 1

ä
.

Comme on a bien sûr (α′
n, β

′
n) ∈ Condζ(Rd,R+) pour tout n ∈ N, la suite

Ä
eα

′
n − 1, eβ

′
n − 1

ä
n

est également maximi-
sante pour Jµ0,µ1

dans D∞, i.e.

Jµ0,µ1

Ä
eα

′
n − 1, eβ

′
n − 1

ä
−→

n→+∞
sup
D∞

Jµ0,µ1 . (4-28)

Par ailleurs, les familles {βn} et {α′
n} étant uniformément bornées dans C+

b (Rd), alors d’après le lemme A-14, les
familles {−ζβn}︸ ︷︷ ︸

={α′
n}

et {ζ(−α′
n)}︸ ︷︷ ︸

={β′
n}

sont équicontinues (et également uniformément bornées dans C+
b (Rd)).

D’après le théorème d’Ascoli, la famille
¶
(α′

n)|B(a,M/2)
, (β′

n)|B(a,M/2)

©
est relativement compacte dans l’espaceÄ

C+
Ä
B(a,M/2)

ä
× C+

Ä
B(a,M/2)

ä
, ∥ · ∥∞

ä
: ainsi, il existe un couple (α0, β0) ∈ C+

Ä
B(a,M/2)

ä
×C+

Ä
B(a,M/2)

ä
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et une sous-suite
(Ä
α′
φ(n)

ä
|B(a,M/2)

,
Ä
β′
φ(n)

ä
|B(a,M/2)

)
n

extraite de
Ä
(α′

n)|B(a,M/2)
, (β′

n)|B(a,M/2)

ä
n

convergeant uni-

formément vers (α0, β0).

Soient m,m′ ∈ R tels que 0 < 2m < 2m′ < M et tels que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m). On pose (f0, g0) =Ä
eα

3

− 1, eβ
3

− 1
ä

: on a donc (f0, g0) ∈ Dres
a,M , avec g0 ≥ 0. Ainsi, d’après le lemme 2-3, il existe un couple (f, g) ∈ D∞

avec g ≥ 0, i.e. (f, g) ∈ D+
∞, tel que f|B(a,m) = f0|B(a,m) et g|B(a,m) = g0|B(a,m).

Autrement dit, la restriction de la suite
Ä
eα

′
φ(n) − 1, eβ

′
φ(n) − 1

ä
n

à B(a,m) converge uniformément vers la restriction

de (f, g) à B(a,m). Et comme Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,m), on a donc

Jµ0,µ1

(
eαn − 1, eβn − 1

)
−→

n→+∞
Jµ0,µ1

(f, g),

d’où Jµ0,µ1
(f, g) = supD+

∞
Jµ0,µ1

= supD∞
Jµ0,µ1

d’après (4-28).

□

Remarque 4-15. Rappelons que dans le cadre de l’énoncé, nous n’avons pas supposé que ζ était strictement convexe,
ni même localement lipschitzienne : nous n’avons donc pas appliqué les résultats de la sous-section 4.2.1 au début
de la preuve du lemme 4-27, notamment les observations de la remarque 4-6, qui énoncent que supD∞

Jµ0,µ1
=

supDFix+−
Jµ0,µ1

, DFix+− (voir la définition 4-3).

Remarque 4-16. Remarquons que même si l’ensemble D∞ est, contrairement à DM , indépendant de la borne M ,
l’existence d’un maximum pour Jµ0,µ1 sur D∞ dépend tout de même de M par l’intermédiaire des mesures µ0 et µ1

dont dépend Jµ0,µ1 du fait que :
— Il faut que l’on ait Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2).
— Il faut que l’on ait CM (µ0, µ1) ̸= ∅.

Proposition 4-7. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, convexe et strictement croissante (donc coercive) telle
que ζ(0) = 0 (donc continue). Soit a ∈ Rd, soit M ∈ R tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2). Supposons de plus
que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld.

Si CM (µ0, µ1) ̸= ∅, alors le lagrangien Lc admet un point selle sur M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
.

Preuve : Sous les hypothèses de l’énoncé, on a :
— argminCM (µ0,µ1)K ̸= ∅ et minCM (µ0,µ1)K = supDM

Jµ0,µ1
= supD∞

Jµ0,µ1
d’après le corollaire 4-3,

— argmaxD∞
Jµ0,µ1 ̸= ∅ d’après le lemme 4-27.

Ainsi, d’après la proposition 4-2, le lagrangien Lc admet un point selle sur M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
.

□

Définition 4-14. On définit l’ensemble Fixoptζ (Jµ0,µ1
) =
¶
α ∈ Fixζ

(
Rd
)
,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmaxDM

Jµ0,µ1

©
.

Remarque 4-17. Si ζ, µ0 et µ1 vérifient les hypothèses de la proposition 4-7, alors d’après celle-ci et la proposition
4-5, on a donc Fixoptζ (Jµ0,µ1

) ̸= ∅.

Remarque 4-18. En ajoutant aux hypothèses de la proposition 4-7 l’hypothèse que la fonction de dissipation ζ est
également de classe C1 et convexe, on peut alors appliquer les résultats des propositions 4-3 et 4-4 et des lemmes 4-4
4-5, 4-6 et 4-11, pour obtenir notamment l’unicité et une forme explicite de la mesure optimale ω (i.e. minimisant
l’énergie K sur CM (µ0, µ1)) en fonction d’un potentiel α ∈ Fixoptζ (Jµ0,µ1

).

5 Conclusion et perspectives

5.1 Récapitulatif des principaux résultats
Soit a ∈ Rd, soit M ∈ R tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2). On suppose de plus que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅
et que µ0 ≪ Ld.

Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, convexe et strictement croissante (donc coercive) telle que ζ(0) = 0 (donc
continue).

Si l’ensemble de contraintes CM (µ0, µ1) est non vide, alors :

1. Le problème primal (voir la définition 2-5), c’est à dire l’existence d’une mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) minimisant
l’énergie K sur CM (µ0, µ1), admet une solution (proposition 2-1).

Plus précisément, une telle solution est dans CM (µ0, µ1)∩M+ (IntLin) : cette solution n’alloue la masse que sur
des chemins de type "interpolation linéaire" (tous les déplacements se font en ligne droite à vitesse constante).
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2. Le problème dual (voir la définition 2-7), à savoir l’existence d’un maximum de la fonctionnelle Jµ0,µ1 sur
l’ensemble DM (ou D∞), admet une solution (lemme 4-27). On a un raccordement inf-sup (et même min-max)
entre le problème dual et le problème dual (voir le lemme 4-27, le corollaire 4-3 et la proposition 4-7) :

min
CM (µ0,µ1)

K = max
DM

Jµ0,µ1
= max

D∞
Jµ0,µ1

.

3. Le lagrangien Lc (définition 4-1) admet un point selle sur M+

(
Ld,M

)
×
[
C+(Rd)× C(Rd)

]
(proposition 4-7).

Plus précisément, n’importe quel couple (ω, (f, g)), où ω est une solution du problème primal (c’est à dire du
point 1.) et (f, g) une solution du problème dual (c’est à dire du point 2.) est un point selle de Lc (proposition
4-2).

4. Pour toute solution (f, g) ∈ DM du problème dual, il existe une fonction α ∈ Fixζ
(
Rd
)

(vérifiant donc les
propriétés (II), voir la définition 4-2), telle que f = e−

ζα − 1 µ0-presque partout a, et g = eα − 1 µ1-presque
partout (lemmes 4-4 et 4-5).

Autrement dit argmaxDM
Jµ0,µ1

= argmaxDFix+−
Jµ0,µ1

(remarque 4-6), i.e. Fixoptζ (Jµ0,µ1
) ̸= ∅ (remarque 4-17).

5. Toute solution du problème primal sélectionne la mesure de départ initialement disponible µ0 de façon "bang-
bang". Autrement dit, si ω ∈ argminCM (µ0,µ1)K, alors il existe un borélien Vω de Rd pour lequel on a :

µ0
ω = π0#ω = 1Vω µ0

(proposition 3-1).

Si de plus on suppose que ζ est de classe C1 et strictement convexe alors :
— Le problème primal admet une unique solution ωopt définie explicitement en fonction de tout potentiel α ∈

Fixζ
(
Rd
)

vérifiant
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä
∈ argmaxDFix+−

Jµ0,µ1
par :

ωopt = Γ ◦ (I,∇ζα)#
(
1ζα−1(R−−)µ0

)
. (5-1)

(proposition 4-5 pour (5-1) et définitions A-3 et 2-11 pour respectivement ∇ζα et Γ). En particulier, on a
µ0
ωopt

1ζα−1(R−−) µ0 (propositions 4-3 et 4-5).
— Pour tout t ∈ [0, 1], on a

µt
ωopt

= ((1− t)I + t∇ζα)#
Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
(5-2)

(proposition 4-5).
Pour finir, notons que le corollaire 4-3 nous donne également un premier critère (dont l’utilité pratique reste à prouver)
pour déterminer si l’ensemble des contraintes CM (µ0, µ1) est non vide :

CM (µ0, µ1) ̸= ∅ ⇐⇒ sup
DM

Jµ0,µ1 < +∞ ⇐⇒ sup
DM

Jµ0,µ1 ≤ µ0(R
d)− µ1(R

d).

5.2 Perspectives à court terme
5.2.1 Formulation dynamique d’un point de vue eulérien

Notre principale perspective à court terme est de revenir à la formulation dynamique eulérienne énoncée en (1-2), dans
la section d’introduction de notre problème.

Pour faire le lien avec notre problème, supposons que la fonction de dissipation ζ soit une fonction de classe C1,
strictement convexe telle que ζ(0) = 0. Soit a ∈ Rd, soit M ∈ R tel que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2). Supposons
de plus que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld.

D’après les propositions 4-7, 4-2 et 4-5 ainsi que le lemme 4-5, il existe une unique mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) minimisant
l’énergie K sur CM (µ0, µ1), et un potentiel α ∈ Fixζ

(
Rd
)

tel que
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ä

maximise Jµ0,µ1
sur DM (i.e.

α ∈ Fixoptζ (Jµ0,µ1
)), c’est à dire tel que

Ä
ω,
Ä
e−

ζα − 1, eα − 1
ää

soit un point selle de Lc et tel que l’on ait

µt
ω = ((1− t)I + t∇ζα)#

Ä
e−tζ(|∇ζα−I|)1ζα−1(R−−)µ0

ä
.

Ainsi, pour tout x ∈ Rd, parmi tous les chemins de Ld,M partant du point x, la mesure ω n’alloue (éventuellement)
de la masse qu’aux chemins γx : t 7→ (1− t)x+ t∇ζα(x).

Supposons qu’il existe un champ (de vitesse) borélien intégrable v : ]0, 1[×Rd −→ Rd tel que pour tout t ∈ [0, 1] et
tout x ∈ Rd en lequel ζα est Fréchet-différentiable, on ait

γ′x(t) = ∇ζα(x)− x = v (t, (1− t)x+ t∇ζα(x)) = v (t, γx(t)) . (5-3)

Par ailleurs :
a. Voir la définition A-2 pour la définition de α 7→ ζα.
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— D’après le lemme 4-7, on a ω ∈ M+ (IntLin), i.e. γ ∈ IntLin pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M , i.e. γ(t) =
(1− t)γ(0) + tγ(1).

— D’après le lemme 4-8, ζα est Fréchet-différentiable en γ(0), γ(0) ∈ Dom(∇ζα) et γ(1) = ∇ζα (γ(0)) pour
ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Autrement dit, pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M et tout t ∈ [0, 1], on a γ(t) = (1− t)γ(0)+ t∇ζα (γ(0))︸ ︷︷ ︸
=γ(1)

. Ainsi, si v vérifie

la relation (5-3), on a

γ′(t) = ∇ζα (γ(0))− γ(0) = v (t, (1− t)γ(0) + t∇ζα (γ(0))) = v (t, γ(t)) . (5-4)
pour ω-presque tout γ ∈ Ld,M et tout t ∈ [0, 1].

On note µω la mesure borélienne sur ]0, 1[×Rd définie par

µω(A) =

∫ 1

0

Å∫
Rd

1A(t, x) dµ
t
ω(x)

ã
dt (5-5)

pour tout borélien A de [0, 1]× Rd a.

Le couple (µω, v) vérifie alors l’équation de continuité (au sens des distributions) :

∂tµω + divx (vµω) = −ζ(|v|)µω (5-6)

avec de plus K(ω) =
∫ 1

0

∫
Rd

ζ(|v(t, x)|) dµt
ω(x) dt =

∫
]0,1[×Rd

ζ(|v|) dµω.

Pour une justification formelle de cette équivalence (peu rigoureuse sur le fond), voir l’annexe C.

Le point important ici serait qu’un tel champ de vitesse v existe : en reformulant la relation (5-3), il serait suffisant
que celui-ci vérifie

Fα(t, x)− x
t

= v (t, Fα(t, x)) . (5-7)

où la fonction Fα : [0, 1]× Rd −→ Rd est définie pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× Rd par Fα(t, x) = (1− t)x+ t∇ζα(x).

Si l’on pouvait montrer qu’il existe un potentiel α ∈ Fixoptζ (Jµ0,µ1)
b tel que pour tout t ∈]0, 1[, la fonction Fα(t, ·) soit

inversible (au moins à gauche), on pourrait donc définir v par

v(t, y) =
y − Fα(t, ·)−1(y)

t
(5-8)

pour tout (t, y) ∈]0, 1[×Rd.

5.2.2 Exploitation numérique du modèle eulérien par relaxation convexe

La formulation dynamique eulérienne de la sous-sous-section 5.2.1 ouvre la voie à des traitements numériques classiques
au domaine de l’optimisation variationnelle sous contraintes.

Par exemple, si l’on choisit la fonction de dissipation ζ de telle façon à ce que la fonction (s, z) ∈ R++×Rd 7−→ ζ

Å |z|
s

ã
s

soit convexe (par exemple ζ = | · |2), il est possible, en utilisant le changement de terme m = ρv c proposé dans [3], de
relaxer l’ensemble de contraintes de la façon suivante : ∂tρ+ div(m) ≤ −ζ

Å |m|
ρ

ã
ρ,

ρ(0, ·) ≤ ρ0 et ρ(1, ·) ≥ ρ1.
Nous obtenons ainsi un ensemble de contraintes convexes en (ρ,m) sur lequel on cherche à minimiser le coût convexe

K′(ρ,m) =

∫ 1

0

∫
Rd

ζ

Å |m(t, x)|
ρ(t, x)

ã
ρ(t, x) dx dt.

On compte alors sur la coïncidence d entre les solutions du problème relaxé et les solutions du problème initial (i.e. du
problème défini par (1-1) et (1-2) via le changement de terme m = ρv).

Parmi les méthodes d’optimisation convexe sous contraintes ayant déjà été largement explorées et exploitées dans le
cadre de modèles de transport optimal dynamique (formulation eulérienne), on peut citer en particulier les méthodes
de Lagrangien augmenté [3], splitting-proximal ou primal-dual[15, 25, 5].

a. Rappelons que d’après le théorème de Fubini-Tonelli (voir [32]), l’application x 7→ 1A(t, x) est borélienne pour tout t ∈ [0, 1].
b. Voir la définition 4-14 et la remarque 4-17.
c. Nous reprenons ici l’expression de ce problème en terme de couple densité-vitesse (ρ, v) tel qu’utilisé dans la section d’introduction

1. Le terme m correspond alors à la quantité de mouvement.
d. Point à montrer rigoureusement.
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5.2.3 Critère de consistance, exploitation numérique du modèle lagrangien et cas particuliers explicites

Comme déjà à la fin de la sous-section 5.1, le corollaire 4-3 nous donne un critère théorique pour déterminer la consis-
tance du problème primal (i.e. celui de la définition 2-5), autrement dit, pour déterminer l’ensemble des contraintes
CM (µ0, µ1) est non vide (i.e. s’il est possible de livrer la mesure cible µ1 à partir de la mesure de disponibilité initiale
µ0). Il s’agit de déterminer si le terme dual supDM

Jµ0,µ1
est fini ou non, sachant que s’il est fini, il est forcément

inférieur à µ0(Rd)− µ1(Rd).

Une question serait donc de savoir s’il est possible d’exploiter efficacement ce critère de façon pratique. Si ce n’est
pas le cas, il faudra alors rechercher d’autres critères de consistance plus efficaces en pratique. Mais si c’est le cas,
ce calcul peut être couplé à la recherche directe d’un potentiel α ∈ Fixoptζ (Jµ0,µ1) dont la connaissance permettrait
de calculer directement la mesure ωopt d’allocation optimale sur Ld,M , c’est à dire le plan de transport optimal : en
effet la proposition 4-5 nous donne la relation (5-1), et même la relation (5-2) à partir de laquelle on peut également
retrouver les solutions (µ, v) (ou (ρ, v) pour µ = ρLd) du problème dynamique.

Un dernier point sur lequel le modèle lagrangien pourrait dans tous les cas être également utile (en plus des propriétés
descriptives établies via celui-ci a), c’est à dire que l’on exploite numériquement ou non ce modèle (par exemple par
rapport à un modèle eulérien), serait de pouvoir déterminer explicitement les solutions d’un certain nombre de cas
particuliers dans le but de pouvoir utiliser ceux-ci comme des critères de comparaisons pour vérifier la validité em-
pirique de différentes méthodes numériques qui pourraient être testées, et pour observer leurs différences d’efficacité
mutuelles (toujours empiriquement).

5.3 Perspectives à plus long terme
5.3.1 Variante anisotrope ou inhomogène du modèle

Faire dépendre de la position spatiale, voir du temps la fonction de dissipation ζ, c’est à dire (si on reste dans une
formulation dynamique) de minimiser un coût en (ρ, v) de type

K(ρ, v) =

∫ 1

0

∫
Rd

ζ(t, x, v(t, x))ρ(t, x) dx dt (5-9)

(avec ζ(t, x, 0) = 0) parmi les couples (ρ, v) vérifiant la contrainte de dissipation :{
∂tρ+ div(ρv) = −ζ(t, x, v)ρ,

ρ(0, ·) ≤ ρ0 et ρ(1, ·) = ρ1.

La fonction ζ : [0, 1]×Rd×Rd −→ R+ pourrait dans ce cadre modéliser un environnement inhomogène ou anisotrope
(obstacles, courants, maelström, etc) évoluant ou non dans le temps.

Si, comme proposé dans la sous-sous-section 5.2.2, on souhaite obtenir un coût

K′(ρ,m) =

∫ 1

0

∫
Rd

ζ

Å
t, x,

m(t, x)

ρ(t, x)

ã
ρ(t, x) dx dt

convexe en (ρ,m) (en introduisant de nouveau le terme de quantité de mouvement m = ρv), on peut par exemple
prendre ζ(t, x, v) = |R(t, x)v|2, où (t, x) 7→ R(t, x) est une fonction de classe C1 définie sur [0, 1] × Rd à valeur dans
GLd(R).

Cet exemple pourrait se rapprocher de travaux exploratoires [16] portant sur l’introduction de diverses contraintes
physiques dans le modèle de transport optimal dynamique introduit dans [3] (transport optimal "classique" dans L2

pour un coût euclidien quadratique).

Un tel problème peut aisément se transposer dans un cadre lagrangien tel que traité dans ce rapport : si, pour
tout t ∈ [0, 1] et toute mesure ω ∈ M+

(
Ld,M

)
, on définit la mesure de Radon µt

ω = πt#
(
e−ℓtω

)
(sur Rd) avec

ℓt : γ 7→
∫ t

0
ζ(s, γ(s), γ′(s))ds, i.e.

∀f ∈ Cc(R
d),

∫
Rd

f(x) dµt
ω(x) =

∫
Ld,M

f (γ(t)) e−
∫ t
0
ζ(s,γ(s),γ′(s))ds dω(γ),

le problème revient alors à minimiser sur M+

(
Ld,M

)
le coût de dissipation

K(ω) = µ0
ω(R

d)− µ1
ω(R

d) =

∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(s,γ(s),γ′(s))ds

ä
dω(γ)

sous la contrainte µ0
ω ≤ µ0 et µ1

ω = µ1.

Il est alors aisé de constater que les calculs formels effectués dans la petite annexe C fonctionnent de la même façon

a. Telle que la sélection de type de "bang-bang" de la masse à déplacer par rapport à la mesure de masse initialement disponible µ0.
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avec les mesures µt
ω telles que définies ci-dessus (et pour la mesure µω telle que définie en (5-5) par rapport aux mesures

µt
ω). On peut alors également établir dans les mêmes conditions que (µω, v) vérifie l’équation de continuité

∂tµω + divx (vµω) = −ζ(t, x, v)µω.

au sens des distributions, et

K(ω) =
∫ 1

0

∫
Rd

ζ(t, x, v(t, x)) dµt
ω(x) dt =

∫
]0,1[×Rd

ζ(t, x, v(t, x)) dµω(t, x)

pour toute mesure ω ∈ M+

(
Ld,M

)
et tout champ de vitesse v vérifiant γ′(t) = v(t, γ(t)) pour tout t ∈ [0, 1] et

ω-presque tout γ ∈ Ld,M .

Avec un tel modèle, comme pour ceux étudiés dans [16], les trajectoires des transports optimaux n’ont plus de raison
d’être des déplacements en ligne droite à vitesse constante, i.e. n’ont plus de raison d’être des interpolations linéaires
en temps.

La perspective de ce modèle nous amène à privilégier l’approche de la sous-sous-section 5.2.2 plutôt que sur celle de
la sous-sous-section 5.2.3 : en effet, la formulation eulérienne nous semble beaucoup plus souple pour introduire ces
contraintes de pénalisation extérieures. Dans un modèle eulérien, nous calculons directement le couple (ρ, v) en espace et
en temps : or, une précédente étude [16] nous avait permis de conclure qu’en pratique les méthodes numériques utilisées
pour résoudre les cas homogènes et isotropes ne se complexifiaient que très peu avec l’introduction de contraintes
d’environnement du même type que celles que nous avons décrites. Les algorithmes ne tournaient pas beaucoup plus
lentement dans ces cas et étaient très similaires.

Au contraire, un méthode basée sur un point de vu lagrangien nous semble plus complexe à mettre en place. Dès
lors que les chemins de transport ne seront plus des interpolations linéaires, mais des chemins courbés pouvant être
parcourues à des vitesses non constantes (ce qui pourra être le cas si ζ varie avec le temps), nous aurons à faire à une
question beaucoup plus compliquée qu’un simple problème d’allocation : la détermination de la solution au problème
primal en fonction d’une solution au problème dual sera peut-être plus complexe (mais peut-être pas, et il faudra faire
l’étude théorique pour le savoir).

5.3.2 Variante du modèle pour un temps de transport maximal fixé localement et non globalement

Remarquons que dans notre modèle, nous avons fixé un temps de parcours uniforme égal à 1 (i.e. Ld,M = LipM ([0, 1],Rd)).
Dans le cas d’une formulation eulérienne d’un problème de transport optimal, sans introduction d’un terme source
dans l’équation de continuité (comme pour les autres cas de transport "unbalanced"), le temps de parcours global
n’influe ni sur les solutions du problème (i.e. les plans de transport optimaux), ni sur le coût de transport optimal
global (notamment dans le cas du modèle de [3]). On peut donc choisir le temps de parcours de façon indifférenciée,
et donc le choix t = 1 est un choix de convenance parfaitement neutre.

Dans notre modèle, le temps de parcours revêt au contraire une grande importance, notamment lorsque la fonction de
dissipation ζ est strictement convexe, et que le taux de dissipation n’est plus proportionnel à la vitesse, en évoluant
de façon sur-linéaire par rapport à celle-ci. Cette réflexion qualitative nous le fait bien percevoir : dans le cas où ζ est
sur-linéaire, plus on effectue rapidement un même parcours, plus la consommation sera importante. Dans notre cas,
on voit qu’un même transport effectué en un temps t = 1 ne sera peut-être plus possible s’il est effectué en un temps
inférieur faute de masse initialement disponible à consommer pour effectuer celui-ci.

D’ailleurs, si un transport est optimal, i.e. si une mesure d’allocation ωopt ∈ CM (µ0, µ1) sur Ld,M est optimale (ce qui
implique une sélection de masse de départ µ0

ωopt
de type "bang-bang" a), il est en fait impossible (sauf cas triviaux) de

conserver le même plan de transport (c’est à dire en "chargeant" les mêmes chemins, ou plus précisément en conservant
le même opérateur ∇ζα d’allocation optimale dans Rd) pour effectuer le même transport en un temps inférieur étant
donné qu’il n’existe aucune "réserve supplémentaire à consommer" au départ de chaque chemin "chargé" par ωopt

b.
Autrement dit, il n’y a que pour une mesure ω ∈ CM (µ0, µ1) pour laquelle µ0

ω ne soit pas "bang-bang" par rapport
à ω, et même que pour une mesure dont la densité ρ0ω soit µ0-presque partout strictement inférieure à la densité ρ0
de µ0

c, que l’on peut éventuellement espérer conserver un même plan d’allocation tout en conservant les objectifs de
livraison (mais avec la possibilité de "charger d’avantage" ces chemins au départ, tout cela dépendant de la limite en
chaque point et du temps fixé).

Autrement dit, à chaque temps de parcours global fixé correspond une sélection de départ et une allocation optimale
dans Rd différente des autres, voir correspond l’existence ou non d’une solution (l’ensemble de contraintes CM (µ0, µt)
peut être vide ou non selon le temps global de livraison t fixé).

Remarquons également que dans beaucoup d’autres modèles (dont le modèle de référence [3]), le choix d’un temps uni-
forme n’est à l’origine pas un choix de modélisation première : il résulte de la reformulation dynamique d’un problème

a. Dans le cas de mesures µ0 et µ1 à supports disjoints.
b. La totalité la masse locale infinitésimale de µ0 en ce point est déjà sélectionnée, et donc déjà "consommée ou livrée" pour un transport

correspondant à la durée d’origine, ici t = 1.
c. Si on se place dans le cas où µ0 ≪ Ld.
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d’allocation optimale posé en d’autres termes (dans laquelle la notion de temps de trajet et le détail du transport en
général n’apparaît pas). Autrement dit, sa formulation dynamique ne résulte pas directement d’un besoin de modéliser
un cas pratique de transport "continu en temps".

Dans notre cas, nous avons au contraire la volonté de modéliser un transport en pratique continu en temps. C’est
pourquoi, plutôt qu’un modèle qui impose un temps global et uniforme de livraison, c’est à dire qui impose que tous
les points de l’espace (ou du moins en tout point du support de la mesure cible µ1) soient "livrés en même temps",
un modèle plus pratique et plus en adéquation avec des applications potentielles devrait permettre de différencier les
temps de livraison entre chaque point de Rd.

Nous souhaiterions donc pouvoir étudier un modèle dans lequel nous fixons deux mesures d’arrivée (ou une mesure
vectorielle à image dans R2

+) : l’une fixant en chaque point de Rd le "besoin de livraison" ou "la répartition de masse
cible" (correspondant donc à µ1

a dans le cadre de cette première étude), et l’autre fixant en chaque point de Rd un
temps/délai maximal de livraison.

L’étude d’une telle variante de notre modèle d’origine (variante qui risque même d’être très éloignée) peut bien sûr
parfaitement se combiner avec celle proposée dans la sous-sous-section 5.3.1.

5.3.3 Autres possibilités de variantes et complexifications du modèle

— Développer un modèle discret plutôt que continu. Nous nous attendons alors à perdre en partie les propriétés
de sélection "bang-bang" de la répartition de masse initialement disponible, et de ne plus forcément avoir
d’allocations unilatérales (un atome pourra diviser sa masse entre plusieurs destinations b). Cependant, nous
pourrons probablement nous appuyer sur le modèle continu (i.e. basé sur des mesures "diffuses", c’est à dire
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue) pour approximer des parties atomiques (i.e. non
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue).

— Introduire un coût d’économie d’échelle : par exemple à la façon des modèles classiques de transport branché,
ou encore en autorisant des échanges de masses entre différents points au cours du déplacement pour un
coût (sur-linéaire) dépendant de leur distance mutuelle, incitant ainsi au rapprochement temporaire, voir au
croisement ou à la mutualisation temporaire de trajectoire. Un tel modèle nous semblerait plus adapté en tant
que sous-variante de la variante proposée dans la sous-sous-section 5.3.2.

— Proposer des modèles de dissipation de masse lors de la seule impulsion de départ sans dissipation continues
(comme pourrait l’être par exemple un vol balistique) plutôt que des modèles de dissipation continue le long
du trajet comme c’est le cas pour le modèle présenté dans ce dossier et les variantes proposées jusqu’ici.
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Annexes
A Transformées c-concaves : généralités et cas particuliers dans le cadre

de cette étude
La recherche d’une expression des solutions du problème primal de notre modèle en fonction des solutions du problème
dual se ramène à une configuration classique en transport optimal. Deux termes duaux optimaux se retrouvent couplés
par une relation mutuelle de transformation par inf-convolution, lesquelles peuvent se ramener à une involution par
double transformation c-concave. La détermination des couplages d’allocation optimale entre chaque point de départ
et son (leurs) point(s) d’arrivée correspond aux arguments (i.e. argmin) de ces transformations (et réciproquement).

Les propriétés de ces transformations c-concaves ont été largement explorées dans le cadre de problèmes de transports
optimaux "classiques", c’est à dire pour des problèmes d’allocation avec conservation de la masse minimisant un coût
c(x, y) (lequel correspond au paramètre "c" de ces transformations dites "c-concaves). Nous renvoyons notamment aux
travaux de W. Gangbo et R.-J. McCann [13] (en oubliant probablement beaucoup d’autres productions établies après,
ou avant, ces travaux).

Cette annexe vise à reprendre et réinvestir ce cadre théorique dans le contexte de notre modèle.

A.1 Quelques généralités préalables
Lemme A-1. Soit H un espace de Hilbert, et soient f : H −→ R et g : H −→ R deux fonctions propres. On a les
résultats suivants :

— Si f et g sont convexes, alors f□g est convexe.
— Si f ou g est concave, alors f□g est concave (quelle que soit la nature de l’autre fonction).

Preuve :
— Supposons que f et g soient convexes. Soient x1, x2 ∈ H et soit λ ∈ [0, 1]. Pour tous y1, y2 ∈ H, on a

(f□g) ((1− λ)x1 + λx2) ≤ f ((1− λ)y1 + λy2) + g ((1− λ)x1 + λx2 − ((1− λ)y1 + λy2))

= f ((1− λ)y1 + λy2) + g ((1− λ)(x1 − y1) + λ(x2 − y2))

≤ (1− λ)f(y1) + λf(y2) + (1− λ)g(x1 − y1) + λg(x2 − y2)

= (1− λ) [f(y1) + g(x1 − y1)] + λ [f(y2) + g(x2 − y2)] .

En passant à l’infimum en y1 et y2, on a

(f□g) ((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)(f□g)(x1) + λ(f□g)(x2).

La fonction f□g est donc convexe.
— Supposons par exemple que g soit concave (et que f soit quelconque). Soient x1, x2 ∈ H et soit λ ∈ [0, 1]. Pour

tout y ∈ H, on a

(1− λ)(f□g)(x1) + λ(f□g)(x2) ≤ (1− λ) [f(y) + g(x1 − y)] + λ [f(y) + g(x2 − y)]

= f(y) + [(1− λ)g(x1 − y) + λg(x2 − y)]

≤ f(y) + g ((1− λ)(x1 − y) + λ(x2 − y))

= f(y) + g ((1− λ)x1 + λx2 − y)

En passant à l’infimum en y, on a

(1− λ)(f□g)(x1) + λ(f□g)(x2) ≤ (f□g) ((1− λ)x1 + λx2) .

La fonction f□g est donc concave. Bien sûr, comme f□g = g□f , on peut intervertir les rôles de f et g.

□

Lemme A-2. Soient f, g : Rd −→ R deux fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieurement.
Soient x, y ∈ Rd et soient (xn)n et (yn)n deux suites d’éléments de Rd convergeant respectivement vers x et y. Supposons
que pour tout n ∈ N, on ait yn ∈ argminz∈Rd [f(z) + g(xn − z)]. Alors y ∈ argminz∈Rd [f(z) + g(x− z)].
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Preuve : Soit z ∈ Rd : pour tout n ∈ N, on a donc f(yn) + g(xn − yn) ≤ f(z) + g(xn − z), et ainsi, par passage à la
limite inférieure, on a

f(y) + g(x− y) ≤ lim inf
n→+∞

[f(yn) + g(xn − yn)] ≤ lim inf
n→+∞

[f(z) + g(xn − z)] = f(z) + g(x− z),

et ceci pour tout z ∈ Rd.

□

Corollaire A-1. Soient f, g : Rd −→ R deux fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieure-
ment. Alors l’ensemble E =

{
y ∈ Rd, y ∈ argminz∈Rd [f(z) + g(y − z)]

}
est fermé dans Rd.

Preuve : Supposons que E soit non vide, et soit (xn)n une suite d’éléments de E convergeant vers un point x de Rd.
D’après le lemme A-2, on a donc x ∈ argminz∈Rd [f(z) + g(x− z)], d’où x ∈ E.

□

Corollaire A-2. Soient f, g : Rd −→ R deux fonctions telles que g soit continue et f soit semi-continue inférieure-
ment.

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que f□g = f � g au voisinage de x (i.e. tel que argminz∈Rd [f(z) + g(y − z)] soit non
vide pour tout y dans un voisinage de x), et tel que x /∈ argminz∈Rd [f(z) + g(x− z)].

Alors il existe r > 0 tel que pour tout y ∈ B(x, r), on a y /∈ argminz∈Rd [f(z) + g(y − z)].

Preuve : Par hypothèse, il existe R > 0 tel que, pour tout y ∈ B(x,R), argminz∈Rd [f(z) + g(y − z)] est non vide. De
plus, par hypothèse, on a x ∈ Rd\E où l’ensemble E est défini comme dans l’énoncé du corollaire A-1 : or d’après ce
même corollaire, l’ensemble E est fermé, et ainsi, x appartenant à l’ouvert B(x,R) ∩

[
Rd\E

]
, il existe bien r > 0 tel

que B(x, r) ⊂ B(x,R) ∩
[
Rd\E

]
.

□

Lemme A-3. Soient X et Y deux espaces topologiques non-vides, et soient µ et ν deux mesures positives boréliennes
et finies sur respectivement X et Y . Soit un borélien D de X tel que µ (X\D) = 0, et soit un opérateur mesurable
T : (D, T (µ) ∩D,µ) −→ (Y, T (ν), ν) poussant la mesure µ sur la mesure ν, i.e. T#µ = ν.

Alors Supp(ν) ⊂ T (Supp(µ)).

Preuve : On a Supp(µ) ∩D ⊂ T−1
Ä
T (Supp(µ))

ä
a. On a alors

ν
Ä
T (Supp(µ))

ä
= µ
Ä
T−1
Ä
T (Supp(µ))

ää
≥ µ (Supp(µ) ∩D) = µ (Supp(µ) ∩D) = µ (Supp(µ)) + µ (X\Supp(µ))︸ ︷︷ ︸

=0

= µ(X) = µ
(
T−1(Y )

)
= ν(Y ) = ν

Ä
T (Supp(µ))

ä
+ ν
Ä
Y \T (Supp(µ))

ä
.

En résumé, on a ν
Ä
T (Supp(µ))

ä
≥ ν
Ä
T (Supp(µ))

ä
+ ν
Ä
Y \T (Supp(µ))

ä
, d’où 0 ≥ ν

Ä
Y \T (Supp(µ))

ä
≥ 0, i.e.

ν
Ä
Y \T (Supp(µ))

ä
= 0, d’où Supp(ν) ⊂ T (Supp(µ)).

□

Lemme A-4. Soit une fonction ζ : R+ −→ R+ une fonction dérivable sur R++. Alors :
— Si x ∈ Rd\{0}, la fonction ζ ◦| · | est différentiable en x (donc ∂(ζ ◦| · |)(x) = {∇(ζ ◦| · |)(x)}) avec ∇(ζ ◦| · |)(x) =

ζ ′(|x|)
|x|

x.

— Si de plus ζ est dérivable en 0, convexe et croissante, et telle que ζ(0) = 0, alors ∂(ζ ◦ | · |)(0) = ζ ′(0)B(0, 1).

Preuve :
— Soit x ∈ Rd\{0} : pour tout h ∈ Rd, on a

a. Quand on parle de l’image T (A) d’un sous-ensemble A de X par T , on parle bien sûr de l’image du sous-ensemble de A sur lequel
T est bien définie, c’est à dire A ∩ D. On pourrait/devrait donc écrire T (A ∩D) plutôt que T (A). En particulier ici, on pourrait écrire
T (Supp(µ) ∩D) au lieu de T (Supp(µ))

73



ζ(|x+ h|) = ζ
(»
|x|2 + 2⟨x, h⟩+ |h|2|

)
= ζ

(
|x|
 
1 +

2

|x|
⟨x, h⟩+ |h|

2

|x|2

)

= ζ

á
|x|

á
1 +

1

2

2

|x|
⟨x, h⟩+ |h|

2

|x|2
+ o

Å
1

2

2

|x|
⟨x, h⟩+ |h|

2

|x|2

ã
︸ ︷︷ ︸

=o(|h|)

ëë
= ζ(|x|) + ζ ′(|x|)

ï
1

|x|
⟨x, h⟩+ |h|

2

|x|2
+ o(|h|)

ò
+ o

Å
1

|x|
⟨x, h⟩+ |h|

2

|x|2
+ o(|h|)

ã
︸ ︷︷ ︸

=o(|h|)

= ζ(|x|) + ζ ′(|x|)
|x|

⟨x, h⟩+ o(|h|).

— Supposons que ζ soit dérivable également en 0, convexe et croissante avec ζ(0) = 0. Pour tout ξ ∈ B(0, 1), et
pour tout h ∈ Rd, on a |h| ≥ {ξ, h}, d’où

ζ(|h|) ≥ ζ ({ξ, h}) ≥ ζ(0)︸︷︷︸
=0

+ ζ ′(0){ξ, h} = ζ ′(0){ξ, h}.

On a donc ζ ′(0)ξ ∈ ∂(ζ ◦ | · |)(0), i.e. ζ ′(0)B(0, 1) ⊂ ∂(ζ ◦ | · |)(0).

Inversement, soit θ ∈ ∂(ζ ◦ | · |)(0)\{0} : on a donc ζ(|h|) ≥ ζ(|0|)︸ ︷︷ ︸
=0

+ ⟨θ, h⟩ pour tout h ∈ Rd. On pose h = tθ,

pour t > 0, d’où :

ζ(t|θ|) ≥ t|θ|2 ⇐⇒ |θ| ≤ ζ(t|θ|)− ζ(0)
t|θ|

.

Ainsi, en faisant tendre t vers 0+, on a |θ| ≤ ζ ′(0), i.e. θ ∈ ζ ′(0)B(0, 1). Autrement dit, on a ∂(ζ ◦ | · |)(0) ⊂
ζ ′(0)B(0, 1), i.e. ∂(ζ ◦ | · |)(0) = ζ ′(0)B(0, 1).

□

Remarque A-1. D’après le lemme A-4, pour tout R > 0, on a sup
∣∣∣∂(ζ ◦ | · |) ÄB(0, R)

ä∣∣∣ ≤ sup |ζ ′([0, R])| < +∞
(car ζ ′ est continue sur R+).

A.2 Quelques généralités sur les transformées c-concaves
Définition A-1. Soit c : Rd × Rd −→ R un coût symétrique (i.e. c(x, y) = c(y, x), ∀x, y ∈ Rd).

— Pour toute fonction f : Rd −→ R, on définit cf la transformée c-concave de f par

cf(x) = inf
z∈Rd

[c(x, z)− f(z)] ,

pour tout x ∈ Rd.
— On définit l’ensemble Fc des fonctions de f : Rd −→ R pour lesquels le domaine de cf est égal à Rd (i.e. pour

lesquels cf a des valeurs finies en tout point de Rd).

Lemme A-5. Soit c : Rd × Rd −→ R, et soient f, g : Rd −→ R tels que g ≤ f . Alors cf ≤ cg.

Preuve : Pour tous x, y ∈ Rd, on a

cf(x) = inf
z∈Rd

[c(x, z)− f(z)] ≤ c(x, y)− f(y) ≤ c(x, y)− g(y),

i.e. cf(x) ≤ infy∈Rd [c(x, y)− g(y)] = cg(x) pour tout x ∈ Rd.

□

Remarque A-2. Quel que soit le coût c : Rd × Rd −→ R, l’application f 7→ cf est concave décroissante sur l’espace
des fonctions sur Rd à valeur dans R munie de la relation d’ordre classique (i.e. induite par la relation d’ordre classique
sur R).
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Lemme A-6. Soit c : Rd×Rd −→ R un coût symétrique (i.e. c(x, y) = c(y, x), ∀x, y ∈ Rd), et soient f, g : Rd −→ R.
Il y a équivalence entre les trois assertions suivantes :

— g ≤ cf ,
— ∀x, y ∈ Rd, g(x) + f(y) ≤ c(x, y),
— f ≤ cg.

Si ces propriétés sont vérifiées, alors f, g ∈ Fc.

Preuve : On a en effet les équivalences suivantes :

cf ≥ g ⇐⇒ ∀x ∈ Rd, inf
z∈Rd

[c(x, z)− f(z))] = cf(x) ≥ g(x)

⇐⇒ ∀x, y ∈ Rd, c(x, y)︸ ︷︷ ︸
=c(y,x)

≥ g(x) + f(y)

⇐⇒ ∀x, y ∈ Rd, c(y, x)− g(x) ≥ f(y)

⇐⇒ ∀y ∈ Rd, cg(y) = inf
z∈Rd

[c(y, z)− g(z)] ≥ f(y)

⇐⇒ f ≤ cg.

Pour finir, f et g étant à valeur finie en tout point de Rd, si ces propriétés sont vérifiées, on aura bien cf(x) ≥ g(x) > −∞
et cg(y) ≤ f(y) > −∞ pour tous x, y ∈ Rd.

□

Lemme A-7. Soit un coût c : Rd × Rd −→ R tel que x 7→ c(x, y) soit semi-continue supérieurement pour tout
y ∈ Rd. Si x 7→ c(x, y) est semi-continue supérieurement pour tout y ∈ Rd alors, pour toute fonction f ∈ Fc, cf est
semi-continue supérieurement.

Preuve : Soit f ∈ Fc, et soit une suite (xn)n de points de Rd convergeant vers un point x ∈ Rd. Soit ϵ > 0, et soit
zx ∈ Rd tel que cf(x) ≤ c(x, zx)− f(zx) < cf(x) + ϵ. Pour tout n ∈ N, on a cf(xn) ≤ c(xn, zx)− f(zx), d’où

cf(xn)− cf(x) ≤ (c(xn, zx)− f(zx))− (c(x, zx)− f(zx)− ϵ) = c(xn, zx)− c(x, zx) + ϵ.

Comme x 7→ c(x, zx) est semi-continue supérieurement, on a lim supn→+∞[c(xn, zx)−c(x, zx)] ≤ 0, d’où lim supn→+∞
cf(xn) ≤

cf(x) + ϵ, et ceci pour tout ϵ > 0, d’où lim supn→+∞
cf(xn) ≤ cf(x). La transformée cf est donc semi-continue infé-

rieurement.

□

Lemme A-8. Soit c : Rd × Rd −→ R un coût symétrique (i.e. c(x, y) = c(y, x), ∀x, y ∈ Rd). Pour toute fonction
f ∈ Fc, on a :

1. cf ∈ Fc,
2. ccf := c(cf) ≥ f ,
3. cccf := c(c(cf)) = cf .

Preuve : Soit f ∈ Fc.
— (Points 1. et 2.) Par définition de cf , on a cf(x) ≤ c(x, y)− f(y), i.e. f(y) ≤ c(x, y)︸ ︷︷ ︸

=c(y,x)

− cf(x) pour tous x, y ∈ Rd.

D’où

ccf(y) = inf
x∈Rd

[c(y, x)− cf(x)] ≥ f(y) > −∞, (A-1)

pour tout y ∈ Rd (et on a donc bien entre autre cf ∈ Fc).
— (Point 3.) Par ailleurs,

cccf(x) = inf
y∈Rd

[c(x, y)− inf
z∈Rd

[c(y, z)−
=cf(z)︷ ︸︸ ︷

inf
u∈Rd

[c(z, u)− f(u)]]︸ ︷︷ ︸
=ccf(y)

]

inf
y∈Rd

sup
z∈Rd

inf
u∈Rd

[c(x, y)− c(y, z) + c(z, u)− f(u)]
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Or, pour tous x, y, z ∈ Rd, on a

inf
u∈Rd

[c(x, y)− c(y, z) + c(z, u)− f(u)] ≤ c(x, y)−c(y, z) + c(z, y)︸ ︷︷ ︸
=0

− f(y) = c(x, y)− f(y),

Par suite, pour tous x, y ∈ Rd, on a

sup
z∈Rd

inf
u∈Rd

[c(x, y)− c(y, z) + c(z, u)− f(u)] ≤ sup
z∈Rd

[c(x, y)− f(y)] ≤ c(x, y)− f(y),

et ainsi, pour tout x ∈ Rd,

cccf(x) = inf
y∈Rd

sup
z∈Rd

inf
u∈Rd

[c(x, y)− c(y, z) + c(z, u)− f(u)] ≤ inf
y∈Rd

[c(x, y)− f(y)] = cf(x).

On a donc à la fois cccf ≤ cf et, du fait du deuxième point, cccf = cc(cf) ≥ cf , i.e. cccf = cf .

□

Lemme A-9. Soit c : Rd × Rd −→ R un coût symétrique (i.e. c(x, y) = c(y, x), ∀x, y ∈ Rd) et telle que c(x, x) = 0
pour tout x ∈ Rd, et soit f : Rd −→ R. Alors c(−f) ≤ −cc(−f) ≤ f .

Preuve : Pour toute fonction h : Rd −→ R, on a ch ≤ −h : en effet, pour tout x ∈ Rd,

ch(x) = inf
z∈Rd

[c(x, z)− h(z)] ≤ c(x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

− h(x) = −h(x).

Ainsi, cc(−f) = c(c(−f)) ≤ −c(−f), i.e. c(−f) ≤ −cc(−f).

De plus, d’après le lemme A-8, on a cc(−f) ≥ −f , i.e. −cc(−f) ≤ f .

□

A.3 Propriétés sous des hypothèses plus spécifiques à notre étude
Définition A-2.

— Soit ζ : R+ −→ R. Par abus de notation, pour toute fonction f : Rd −→ R, nous noterons ζf la transformée
de c-concave de f pour c(x, y) = ζ(|x − y|) pour tous x, y ∈ Rd, i.e. ζf = ζ□(−f) (l’inf-convolution entre ζ et
−f). Dans ce cas, on note également Fζ = Fc.

— Soient R, β > 0. Pour toute fonction f ∈ Fζ , on définit l’ensemble :

Arg [f ]ζ (R, β) =
⋃

x∈B(0,R)

ArgPt [f ]ζ (x, β),

où ArgPt [f ]ζ (x, β) = {z ∈ Rd, ζf(x) ≤ ζ(|x− z|)− f(z) ≤ ζf(x) + β}.

Lemme A-10. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive. Alors, pour toute fonction f : Rd −→ R bornée supérieu-
rement, on a f ∈ Fζ .

Preuve : Soit f : Rd −→ R une fonction bornée inférieurement par une constante. Comme f est bornée pour tous
x, y ∈ Rd, on a ζ(|x− y|)− f(y) ≥ −f(y) ≥ − supRd f > −∞, i.e. ζf(x) > −∞ pour tout x ∈ Rd, et ainsi f ∈ Fζ .

□

Définitions et rappels de notations :
— On désignera par Fb(Rd) l’ensemble des fonctions de Rd dans R bornées. On munit cet espace de la norme ∥ ·∥∞

définie pour toute fonction f ∈ Cb(Rd) par

∥f∥∞ = sup
x∈Rd

|f(x)|.

Rappelons que
(
Fb(Rd), ∥ · ∥∞

)
est également un espace de Banach. Remarquons également que Fb(Rd) ⊂ Fζ ,

d’après le lemme A-10.
— On rappelle également que Cb(Rd) désigne l’ensemble des fonctions de Rd dans R continues et bornées. On

munit également cet espace de la norme ∥ · ∥∞ : Cb(Rd) peut être considéré comme un sous-espace vectoriel de
Fb(Rd). Rappelons que

(
Cb(Rd), ∥ · ∥∞

)
est également un espace de Banach.
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Remarque A-3. Pour une preuve de la complétude de Fb(Rd) et Cb(Rd), et plus généralement de Fb(X) et Cb(X)
pour un espace métrique non vide X quelconque, on peut également se référer au début de la synthèse évoquée à la
section 2 pour la preuve du théorème 2-1 a.

Lemme A-11. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0. Soit A un sous-
ensemble borné de

(
Fb(Rd), ∥ · ∥∞

)
.

Alors pour tout R > 0 et tout β > 0, il existe une constante R′ > R telle que Arg [A]ζ (R, β) ⊂ B(0, R′) (au sens où
Arg [f ]ζ (R, β) ⊂ B(0, R′) pour toute fonction f ∈ A).

Preuve : Rappelons que Fb(Rd) ⊂ Fζ . Soient a, b ∈ R tels que a ≤ f ≤ b pour toute fonction f ∈ A.

Soit f ∈ A, soit x ∈ B(0, R), et soit zx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, β) ⊂ Arg [f ]ζ (R, β). Alors

0 ≤ ζ(|x− zx|) ≤ b− f(zx)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ ζ(|x− zx|) = ζ(|x− zx|)− f(zx)︸ ︷︷ ︸
≤ζf(x)+β

+ b = ζf(x) + β + b

≤
=0︷ ︸︸ ︷

ζ(|x− x|)− f(x)︸ ︷︷ ︸
≥ζf(x)

+ β + b = −f(x)︸ ︷︷ ︸
−a

+ β + b ≤ β + b− a < +∞.

(A-2)

Autrement dit, on a 0 ≤ ζ(|x−zx|) ≤ β+b−a. La fonction ζ étant coercive, il existeK > 0 tel que ζ−1
Ä
[0, β + b− a]

ä
⊂

[0,K]. Ainsi, on a |zx| ≤ |x| + |x − zx| ≤ |x| +K ≤ R +K. En posant R′ = R +K > R, on a donc zx ∈ B(0, R′),
et ceci pour tout zx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, β). D’où ArgPt [f ]ζ (x, β) ⊂ B(0, R′), et ceci pour tout x ∈ B(0, R), c’est à dire
Arg [f ]ζ (R, β) ⊂ B(0, R′). Au final, étant de nouveau valide pour tout f ∈ A, on a donc bien Arg [A]ζ (R, β) ⊂ B(0, R′).

□

Lemme A-12. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0, et soit une fonction
f ∈ Fb(Rd).

Alors, la fonction ζf est continue sur Rd.

Preuve : Rappelons que d’après le lemme A-10, on a Fb(Rd) ⊂ Fζ . Soit R > 0. D’après le lemme A-11 (en prenant
A = {f}), il existe R′ > 0 tel que Arg [f ]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′). La fonction ζ étant continue sur R+, elle est uniformément
continue sur [0, R′ +R] (théorème de Heine) : il existe donc une constante δ > 0 telle que pour tous a, b ∈ R vérifiant
|a− b| ≤ δ, on ait |ζ(b)− ζ(a)| ≤ ϵ. Soient x, y ∈ B(0, R) vérifiant |x− y| ≤ δ.

Soient ϵ ∈]0, 1] et soient x, y ∈ B(0, R) tels que |x− y| ≤ δ. On a

ArgPt [f ]ζ (x, ϵ),ArgPt [f ]ζ (y, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′).

Soit zx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ), i.e. ζf(x) ≤ ζ(|x − zx|) − f(zx) < ζf(x) + ϵ. Remarquons que l’on a également ζf(y) ≤
ζ(|y − zx|)− f(zx). Ainsi,

ζf(y)− ζf(x) ≤ [ζ(|y − zx|)− f(zx)]︸ ︷︷ ︸
≥ζf(y)

− [ζ(|y − zx|)− f(zx)− ϵ]︸ ︷︷ ︸
≤ζf(x)

≤ ζ(|y − zx|)− ζ(|y − zx|) + ϵ

Comme zx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ) ⊂ B(0, R′), on a |y − zx|, |x − zx| ∈ B(0, R+R′). Ainsi, on a ||y − zx| − |x− zx|| ≤
|y − x| ≤ δ, d’où |ζ(|y − zx|)− ζ(|y − zx|)| ≤ ϵ. On a alors :

ζf(y)− ζf(x) ≤ ζ(|y − zx|)− ζ(|y − zx|)︸ ︷︷ ︸
≤ϵ

+ ϵ ≤ 2ϵ.

En inversant les rôles de x et y, on obtient finalement |ζf(y) − ζf(x)| ≤ 2ϵ, et ceci pour tous x, y ∈ B(0, R) vérifiant
|x− y| ≤ δ.

La fonction ζf est donc uniformément continue sur B(0, R), et ceci pour tout R > 0 : ζf est donc continue sur Rd.

□

a. On peut y accéder sous le lien suivant : https://amubox.univ-amu.fr/s/w9pc6xJdXafYPic
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Lemme A-13. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, coercive, localement lipschitzienne et telle que ζ(0) = 0.
Alors pour toute fonction f : Rd −→ R bornée (d’où notamment f ∈ Fζ d’après le lemme A-10), la fonction ζf est
localement lipschitzienne.

Preuve : Soit f une fonction bornée, et soit R > 0. D’après le lemme A-11 (en prenant A = {f}), il existe R′ > 0 tel
que Arg [f ]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′), et ainsi, pour tout ϵ ∈]0, 1] :

Arg [f ]ζ (R, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′).

Soit L > 0 une constante de Lipschitz de la restriction de ζ à [0, R+R′].

Soient x, y ∈ B(0, R), et soit ϵ ∈]0, 1]. Soient zϵx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, ϵ) et zϵy ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ) : ainsi,
x− zϵx, y − zϵx ∈ B(0, R+R′). On a alors

ζf(y)− ζf(x) ≤ ζ(|y − zϵx|)− f(zϵx)︸ ︷︷ ︸
≥ζf(y)

+ (−ζ(|x− zϵx|) + f(zϵx) + ϵ)︸ ︷︷ ︸
≥−ζf(x)

= ζ(|y − zϵx|)− ζ(|x− zϵx|) + ϵ ≤ L (|y − zϵx| − |x− zϵx|) + ϵ ≤ L|y − x|+ ϵ,

et ceci pour tout ϵ ∈]0, 1], d’où ζf(y)−ζf(x) ≤ L|y−x|. On obtient de même ζf(x)−ζf(y) ≤ L|y−x|, i.e. |ζf(y)−ζf(x)| ≤
L|y − x|. Et ceci pour tout R > : ζf est donc bien localement lipschitzienne sur Rd.

□

Lemme A-14. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0. Alors, pour tout un
sous-ensemble borné A de

(
Fb(Rd), ∥ · ∥∞

)
, ζA est un sous-ensemble de fonctions équicontinues sur Rd.

Preuve : Rappelons que Fb(Rd) ⊂ Fζ (d’après le lemme A-10). Soient a, b ∈ R tels que a ≤ f ≤ b pour tout f ∈ A,
et soit R > 0. Montrons que l’ensemble est uniformément équicontinue sur B(0, R). Soit ϵ > 0.

D’après le lemme A-11, il existe R′ > R telle que Arg [A]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′). Par ailleurs, la fonction ζ étant continue
sur R+, elle est uniformément continue sur [0, R′ + R] (théorème de Heine) : il existe donc une constante δ > 0 telle
que pour tous u, v ∈ [0, R′ +R] vérifiant |u− v| ≤ δ, on ait |ζ(u)− ζ(v)| ≤ ϵ.

Soit f ∈ A et soient x, y ∈ B(0, R) vérifiant |x− y| ≤ δ. Soit zϵx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ), on a :

ζf(y)− ζf(x) ≤ (ζ(|y − zϵx|)− f(zϵx))︸ ︷︷ ︸
≥ζf(y)

+ (− (ζ(|x− zϵx|)− f(zϵx)) + ϵ)︸ ︷︷ ︸
≥−ζf(x)

= ζ(|y − zϵx|)− ζ(|x− zϵx|) + ϵ.

Or, zϵx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, ϵ) ⊂ Arg [f ]ζ (R, 1) ⊂ Arg [A]ζ (R, 1) ⊂ B(0, R′) , d’où |x − zϵx|, |y − zϵx| ∈
[0, R′ +R]. De plus, on a ||x− zϵx| − |y − zϵx|| ≤ |x− y| ≤ δ, et ainsi

ζf(y)− ζf(x) ≤ ζ(|y − zϵx|)− ζ(|x− zϵx|) + ϵ ≤ 2ϵ.

On peut montrer de même que ζf(x) − ζf(y) ≤ 2ϵ, i.e.
∣∣ζf(y)− ζf(x)

∣∣ ≤ 2ϵ, et ceci pour tout x, y ∈ B(0, R) et tout
f ∈ A. Ce raisonnement étant valable pour tout ϵ > 0, la famille ζA est bien un ensemble de fonctions uniformément
équicontinues sur B(0, R) et ceci pour tout R > 0 : elle est donc un ensemble de fonctions équicontinues sur Rd.

□

Lemme A-15. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0. Alors, ζFb(Rd) ⊂
Fb(Rd), et l’opérateur f 7→ ζf est non-expansif (i.e. 1-lipschitziens) sur

(
Fb(Rd), ∥ · ∥∞

)
.

Preuve : Rappelons que Fb(Rd) ⊂ Fζ .

Soit f ∈ Fb(Rd) : pour tout x ∈ Rd, on a donc

−∞ < − sup
Rd

|f | ≤ ζf = inf
y∈Rd

[ζ(|x− y|)− f(y)] ≤ ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

− f(x) ≤ sup
Rd

|f | < +∞,

i.e. ζf ∈ Fb(Rd), et ceci pour tout f ∈ Fb(Rd) : on a donc bien ζFb(Rd) ⊂ Fb(Rd).

Soient f, g ∈ Fb(Rd) et soit ϵ > 0 : pour tout x ∈ Rd, et tout zϵx ∈ ArgPt [f ]ζ (x, ϵ), on a

ζg(x)− ζf(x) ≤ (ζ (|x− zϵx|)− g(zϵx))︸ ︷︷ ︸
≥ζg(x)

+ (− (ζ (|x− zϵx|)− f(zϵx)) + ϵ)︸ ︷︷ ︸
≥−ζf(x)

= g(zϵx)− f(zϵx) + ϵ ≤ ∥f − g∥∞ + ϵ.

De même, on a ζg(x)− ζf(x) ≤ ∥f − g∥∞ + ϵ pour tout x ∈ Rd, d’où
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∥ζg − ζf∥∞ = sup
x∈Rd

∣∣∣ζg(x)− ζf(x)
∣∣∣ ≤ ∥f − g∥∞ + ϵ,

et ceci pour tout ϵ > 0, d’où ∥ζg − ζf∥∞ ≤ ∥f − g∥∞. L’opérateur f 7→ ζf est donc bien non-expansif.

□

Proposition A-1. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0.

Soient f, g ∈ Fb(Rd) (d’où f ∈ Fζ) vérifiant g(x) ≤ f(y) + ζ(|x− y|) pour tous x, y ∈ Rd.

Alors il existe une fonction h ∈ Cb(Rd) ⊂ Fζ telle que :

1. ζh ∈ Cb(Rd).
2. h est un point fixe de l’opérateur u 7→ ζζu.
3. g ≤ h ≤ −ζh ≤ f .
4. Si de plus ζ est localement lipschitzienne, alors h et ζh sont localement lipschitziennes.

Preuve : Posons h = ζ(−f). D’après le lemme A-6 on a g ≤ ζ(−f) et, d’après le lemme A-9, on a ζ(−f) ≤ −ζζ(−f) ≤ f ,
i.e. g ≤ h ≤ −ζh ≤ f (ce qui nous permet de conclure immédiatement le point 3. et que h, ζh ∈ Fb(Rd)).

Par ailleurs, d’après le lemme A-8, on a bien ζζh = ζζζ(−f) = ζ(−f) = h, et d’après le lemme A-12, h = ζ(−f) est
continue, de même que ζh (i.e. h, ζh ∈ Cb(Rd)).

Pour finir, si de plus ζ est localement lipschitzienne, alors d’après le lemme A-13, h de même que ζh sont localement
lipschitziennes.

□

Lemme A-16. Supposons que la fonction ζ : R+ −→ R+ soit convexe. On a les résultats suivants :
— Si f est convexe, alors ζf est concave.
— Si f est concave, alors ζf est convexe.

Preuve : Supposons que f soit convexe, i.e. que −f soit concave. Comme ζf = (−f)□ζ, ζf est concave d’après le
second point du lemme A-1.

Supposons que f soit concave, i.e. que −f soit convexe. Comme ζf = (−f)□ζ, ζf est également convexe d’après le
premier point du lemme A-1.

□

A.4 Caractérisation des plans de transports
Définition A-3. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→ R
une fonction continue élément de Fζ . Pour tout x ∈ Rd, on définit l’ensemble ∂ζf(x) par :

∂ζf(x) = argmin
z∈Rd

[ζ(|z − x|)− f(z)] .

On définit de plus le domaine Dom(∂ζf) de ∂ζf comme l’ensemble des x ∈ Rd tels que ∂ζf(x) ̸= ∅.

On définit également l’ensemble Dom(∇ζf) des points x ∈ Rd en lesquels ∂ζf(x) admet un unique élément, que l’on
notera ∇ζf(x) (i.e. ∂ζf(x) = {∇ζf(x)}).

Définition A-4. Pour tout sous-ensemble X de Rd, et toute fonction f ∈ Fζ , on définit l’ensemble ∂ζf(X) par

∂ζf(X) =
⋃
x∈X

∂ζf(x)

Lemme A-17. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, semi-continue inférieurement et coercive. Si la fonction
f, : Rd −→ R est semi-continue supérieurement et bornée supérieurement, alors Dom(∂ζf) = Rd.

Preuve : Pour le cas de ∂ζf , on note S(f) = supRd f < +∞. Soit x ∈ Rd : pour tout z ∈ Rd, on a donc −S(f) ≤
ζ(|x− z|)︸ ︷︷ ︸

≥0

−S(f) ≤ ζ(|x−z|)−f(z). La fonction ζ étant coercive, il en est donc de même pour la fonction (semi-continue

inférieurement) z 7→ ζ(|x− z|)− f(z) : celle-ci admet donc au moins un minimum global sur Rd, i.e. ∂ζf(x) ̸= ∅.

□
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Lemme A-18. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive.

Soit f : Rd −→ R une fonction continue, élément de Fζ , et ζ(· − ·)-concave, c’est à dire point fixe de l’application
f 7→ ζζf := ζ(ζf). Alors, pour tous x, y ∈ Rd, on a équivalence entre les trois assertions suivantes :

— y ∈ ∂ζf(x) (et donc x ∈ Dom(∂ζf)).
— ζf(x) = ζ(|x− y|)− f(y).
— x ∈ ∂ζζf(y) (et donc y ∈ Dom

(
∂ζ

ζf
)
).

Preuve : Soient x, y ∈ Rd. Par définition de ∂ζf(x), y ∈ ∂ζf(x)⇔ ζf(x) = ζ(|x− y|)− f(y). De même, par définition
de ∂ζζf(y), et comme f est un point fixe de f 7→ ccf , on a

x ∈ ∂ζζf(y)⇔ f(y) = ζζf(y) = ζ(|y − x|)− ζf(x),

i.e. ζf(x) = ζ(|x− y|)− f(y) (i.e. y ∈ ∂ζf(x)).

Remarque : on a en cohérence : x ∈ ∂ζζf(x)⇔ f(x) = ζζf(y) = ζ(|x− x|)− ζf(x) = −ζf(x).

□

Lemme A-19. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive. Soit A un sous-ensemble borné de(
Cb(Rd), ∥ · ∥∞

)
.

Alors pour tout R > 0, il existe une constante R′ > R telle que ∂ζA
Ä
B(0, R)

ä
⊂ B(0, R′) (au sens où ∂ζf

Ä
B(0, R)

ä
⊂

B(0, R′) pour toute fonction f ∈ A).

Preuve : Il suffit d’appliquer le lemme A-11 en remarquant que pour tout R > 0 et tout β > 0, on a ∂ζA
Ä
B(0, R)

ä
⊂

Arg [A]ζ (R, β).

□

Lemme A-20. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive. Soit f : Rd −→ R est une fonction
semi-continue supérieurement telle que Dom(∂ζf) ̸= ∅. Supposons qu’il existe une suite (xn) d’éléments de Dom(∂ζf)
convergeant vers un élément x de Rd, et une suite (yn)n d’éléments de Rd convergeant vers un point y ∈ Rd telle que,
pour tout n ∈ N, on ait yn ∈ ∂ζf(xn).

Alors ∂ζf(x) ̸= ∅ et y ∈ ∂ζf(x).

Preuve : Application directe du lemme A-2, sachant que −f est semi-continue inférieurement.

□

Lemme A-21. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive. Soit f : Rd −→ R est une fonction
semi-continue supérieurement telle que Int (Dom (∂ζf))∩Dom(∇ζf) ̸= ∅, et soit x ∈ Int (Dom (∂ζf))∩Dom(∇ζf) et
r > 0 telle que B(x, r) ⊂ Dom(∂ζf).

Alors pour tout ϵ > 0, il existe δ ∈]0, r] tel que ∇ζf (B(x, δ)) ⊂ B (∇ζf(x), ϵ).

Preuve : Soient f , x et r tels que décrits dans les conditions de l’énoncé. Raisonnons par l’absurde, et supposons qu’il
existe un seuil ϵ > 0 tel que pour tout δ ∈]0, r], il existe x′inB(x, δ) pour lequel on a ∂ζf(x′)∩

[
Rd\B (∇ζf(x), ϵ)

]
̸= ∅.

On définit alors deux suites (xn)n et (yn)n dans Rd vérifiant, pour tout n ∈ N :

xn ∈ B(x, 1/n) et yn ∈ ∂ζf(xn) ∩
[
Rd\B (∇ζf(x), ϵ)

]
.

D’après le lemme A-19, en prenant A = {f} et en prenant R > 0 suffisamment grand pour que B(x, r) ⊂ B(0, R), il
existe R′ > 0 tel que ∂ζf (B(x, r)) ⊂ ∂ζf

Ä
B(0, R)

ä
⊂ B(0, R′) : on a donc yn ∈ B(0, R′) pour tout n ∈ N.

La boule B(0, R′) étant relativement compacte dans Rd, il existe une sous-suite (yφ(n))n extraite de (yn)n convergeant
vers un point y ∈ Rd. De plus, Rd\B (∇ζf(x), ϵ) étant un sous-ensemble fermé de Rd, on a y ∈ Rd\B (∇ζf(x), ϵ), d’où
y ̸= ∇ζf(x).

Or, parallèlement, du fait que xφ(n) −→
n→+∞

x, on a y ∈ ∂ζf(x) = {∇ζf(x)} d’après le lemme A-20. D’où y = ∇ζf(x),
ce qui contredit ainsi la conclusion du paragraphe précédent.

□

Lemme A-22. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive. Soit U un ouvert de Rd, et soit µ une
mesure borélienne et finie sur Rd telle que µ ⊂ U .

Soit f : Rd −→ R est une fonction semi-continue supérieurement telle que U ⊂ Dom(∂ζf) et telle que µ (U\Dom(∇ζf)) =
0, i.e. telle que pour µ-presque tout x ∈ U , on ait x ∈ Dom(∇ζf).

Alors ∇ζf (Supp(µ)) = Supp (∇ζf#µ)
a.

a. Voir la note de bas de page du lemme A-3 : on pourrait/devrait donc écrire ∇ζf
(
A ∩Dom

(
∇ζf

))
plutôt que ∇ζf(A).
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que ∇ζf (Supp(µ)) ⊂ ∂ζf (Supp(µ)), d’où ∇ζf (Supp(µ)) ⊂ ∂ζf (Supp(µ))
d’après le lemme A-3, on a

Supp (∇ζf#µ) ⊂ ∇ζf (Supp(µ)) ⊂ ∂ζf (Supp(µ)).

Montrons réciproquement que ∇ζf (Supp(µ)) ⊂ Supp (∇ζf#µ). Soit x ∈ Supp(µ) ∩ Dom(∇ζf). Soit ϵ > 0 : d’après
le lemme A-21, il existe une borne δ > 0, que l’on prendra suffisamment petite pour B(x, δ) ⊂ U , telle que

∂ζf (B(x, δ)) ⊂ B (∇ζf(x), ϵ) .

Du fait que x ∈ Supp(µ), on a µ (B(x, δ)) > 0 (voir le lemme B-9). Sachant que par ailleurs on a B(x, δ)∩Dom(∇ζf) ⊂
∇ζf

−1 (∇ζf (B(x, δ))), on obtient les inégalités suivantes :

0 < µ (B(x, δ)) = µ (B(x, δ) ∩Dom(∇ζf)) ≤ µ
[
∇ζf

−1 (∇ζf (B(x, δ)))
]
= (∇ζf#µ) (∇ζf (B(x, δ)))

≤ (∇ζf#µ) (∂ζf (B(x, δ)))

≤ (∇ζf#µ) (B (∇ζf(x), ϵ)) ,

i.e. (∇ζf#µ) (B (∇ζf(x), ϵ)) > 0, et ceci pour tout ϵ > 0 : d’après le lemme B-9, on a donc ∇ζf(x) ∈ Supp(∇ζf#µ),
et ceci pour tout x ∈ Supp(µ) ∩Dom(∇ζf).

On a donc ∇ζf (Supp(µ) ∩Dom(∇ζf))︸ ︷︷ ︸
=∇ζf(Supp(µ))

⊂ Supp (∇ζf#µ)
a, et ainsi, l’ensemble Supp (∇ζf#µ) étant par définition

fermé,

∇ζf (Supp(µ)) ⊂ Supp (∇ζf#µ) .

□

Lemme A-23. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, continue et coercive, telle que ζ(0) = 0. Si f : Rd −→ R
est une fonction continue et bornée supérieurement, alors Dom(∂ζf) = Rd.

Preuve : Soit f : Rd −→ R est une fonction continue et bornée inférieurement (d’où f ∈ Fζ d’après le lemme A-10).
Soit x ∈ Rd. Pour tout y ∈ Rd, on a ζ(|x − y|) − f(y) ≥ − sup |f |︸ ︷︷ ︸

>−∞

+ ζ(|x − y|) : la fonction y 7→ f(y) + ζ(|x − y|) est

donc coercive. Étant de plus continue, elle admet donc au moins un minimum global sur Rd.

□

Lemme A-24. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, de classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→
R une fonction continue telle que f ∈ Fζ (d’où la continuité également de ζf d’après le lemme A-12).

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x). Alors :
— Pour tout h ∈ Rd, ζf admet une dérivée directionnelle en x dirigée par h, notée Dh(

ζf)(x).
— Soit une suite réelle strictement positive (tn)n convergeant vers 0, et soit une suite (yn)n d’éléments de Rd

vérifiant yn ∈ ∂ζf(x + tnh) pour tout n ∈ N. Alors la suite (yn)n est bornée et, pour tout point d’adhérence y
de (yn)n, on a y ∈ ∂ζf(x) et

Dh(
ζf)(x) =

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩ = ⟨∇x[ζ(| · |)](x− y), h⟩ .

— On a pour finir Dh(
ζf)(x) = min

y∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩ = min
y∈∂ζf(x)

⟨∇x[ζ(| · |)](x− y), h⟩.

Preuve : Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Dom(∂ζf), i.e. ∂ζf(x) ̸= ∅ pour tout x ∈ B(x, r).
— Soit h ∈ Rd et soit y ∈ ∂ζf(x) (d’où y ̸= x) : d’après le lemme A-4, pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[, on a

ζf(x+ th) ≤ ζ(|x+ th− y|)− f(y) = ζ(|x− y|)− f(y)︸ ︷︷ ︸
=ζf(x)

+ t
ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩+ o(t)

i.e.
ζf(x+ th)− ζf(x)

t
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩+ o(t)

t
pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[, et ainsi

lim sup
t→0+

Ç
ζf(x+ th)− ζf(x)

t

å
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩, (A-3)

et ceci pour tout h ∈ Rd et tout y ∈ ∂ζf(x).

a. cf. les notes de bas de page de l’énoncé du lemme.

81



— Soit une suite réelle strictement positive (tn)n convergeant vers 0 telle que tn ∈]0, r/(2|h|)[ pour tout n ∈ N,
et soit une suite (yn)n d’éléments de Rd vérifiant yn ∈ ∂ζf(x + tnh) pour tout n ∈ N. D’après le lemme
A-11 (en prenant A = {f}), il existe R > 0 tel que Arg [f ]ζ (|x| + r, 1) ⊂ B(0, R), d’où ∂ζf(x + tnh) ⊂
ArgPt [f ]ζ (x + tnh, 1) ⊂ Arg [f ]ζ (|x| + r, 1) ⊂ B(0, R) pour tout n ∈ N. La suite (yn)n est donc bornée dans
Rd : son adhérence est donc non-vide.

Soit y0 un point de l’adhérence de la suite (yn)n, et soit (yϕ(n))n une sous-suite extraite de la suite (yn)n
convergeant vers y0. D’après le lemme A-2, les fonctions f et ζ ◦ | · | étant continues, on a y0 ∈ ∂ζf(x). En
particulier, on a y0 ̸= x : on peut donc choisir la sous-suite (yϕ(n))n telle que tous ses termes soient suffisamment
proches de y0 de façon à ce que, pour tout n ∈ N, on ait yϕ(n) ̸= x. Pour tout n ∈ N, par convexité de la fonction
ζ ◦ | · |, on a

ζ(|x+ tϕ(n)h− yϕ(n)|) ≥ ζ(|x− yϕ(n)|) + tϕ(n)
〈
∇x[ζ(| · |)](x− yϕ(n)), h

〉
,

d’où

ζf(x+ tϕ(n)h) = ζ(|x+ tϕ(n)h− yϕ(n)|)− f(yϕ(n))

≥ ζ(|x− yϕ(n)|)− f(yϕ(n))︸ ︷︷ ︸
ζf(x)

+ tϕ(n)
〈
∇x[ζ(| · |)](x− yϕ(n)), h

〉
≥ ζf(x) + tϕ(n)

〈
∇x[ζ(| · |)](x− yϕ(n)), h

〉
,

et ainsi

ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)
≥
〈
∇x[ζ(| · |)](x− yϕ(n)), h

〉
=
ζ ′(|x− yϕ(n)|)
|x− yϕ(n)|

⟨x− yϕ(n), h⟩.

Par passage à la limite inférieure (et comme la fonction ζ ′ ◦ | · | est continue du fait que ζ est de classe C1), on
obtient l’inégalité :

lim inf
n→+∞

Ç
ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)

å
≥ ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩. (A-4)

Or d’après l’inéquation (A-3) (valable pour n’importe quel y ∈ ∂ζf(x)), on a également

lim sup
n→+∞

Ç
ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)

å
≤ ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩,

et par conséquent

ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)
−→

n→+∞

ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩. (A-5)

De plus, toujours d’après l’inégalité A-3, on a donc

ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩ = lim
t→0+

Ç
ζf(x+ th)− ζf(x)

t

å
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩ (A-6)

pour tout y ∈ ∂ζf(x), i.e.
ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩ = min
y∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩.

— Gardons le même point y0 qu’à l’étape précédente (défini sous les mêmes hypothèses : point d’adhérence de la
même suite (yn)n), et montrons que la dérivée directionnelle dans la direction h de ζf en x est bien définie,
c’est à dire que

ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)
−→
t→0+

ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩.

Supposons que ce ne soit pas le cas : il existerait alors ϵ > 0 et une suite (t′n)n réelle convergeant vers 0+ et
vérifiant t′n ∈]0, r/(2|h|)[ pour tout n ∈ N, et telle que∣∣∣∣ ζf(x+ t′nh)− ζf(x)

t′n
− ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩
∣∣∣∣ ≥ ϵ > 0, (A-7)

pour tout n ∈ N, et soit une suite (y′n)n d’éléments de Rd vérifiant y′n ∈ ∂ζf(x + t′nh) pour tout n ∈ N. En
raisonnant comme au point précédent via le lemme A-11, on déduit que la suite (y′n)n est bornée dans Rd et
admet donc un point d’adhérence y1. On a donc de même, pour une sous-suite (y′φ(n))n extraite de la suite
(y′n)n convergeant vers y1 :
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ζf(x+ t′φ(n)h)−
ζf(x)

t′φ(n)

−→
n→+∞

ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

⟨x− y1, h⟩.

et

ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩ = lim
t→0+

Ç
ζf(x+ th)− ζf(x)

t

å
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩

pour tout y ∈ ∂ζf(x). En particulier, on a
ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

⟨x− y1, h⟩ ≤
ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩.

Par ailleurs, l’inégalité (A-6) nous montre que l’on a également
ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x−y0, h⟩ ≤
ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

⟨x−y1, h⟩,
i.e.

ζf(x+ t′φ(n)h)−
ζf(x)

t′φ(n)

−→
n→+∞

ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

⟨x− y1, h⟩ =
ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x− y0, h⟩,

ce qui contredit l’inégalité (A-7).

On a donc bien
ζf(x+ tϕ(n)h)− ζf(x)

tϕ(n)
−→
t→0+

ζ ′(|x− y0|)
|x− y0|

⟨x − y0, h⟩, et la dérivée directionnelle de ζf est donc

bien définie en x pour toute direction h ∈ Rd. Elle vérifie également bien les propriétés définies dans l’énoncé.

□

Remarque A-4. La propriété Dh(
ζf)(x) = min

y∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x−y, h⟩ = min
y∈∂ζf(x)

⟨∇x[ζ(| · |)](x− y), h⟩ peut être vue

comme une variante de la formule du maximum (théorème 17.18 de [2] 2e édition p. 296) : g′(x;h) = max⟨∂g(x), h⟩.
Ce qui conforte la comparaison de ∂ζf et ∂ζf avec la notion de classique sous-différentielle et appuie cette notation.

Lemme A-25. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→ R
une fonction semi-continue supérieurement telle que f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x). Alors

Dh(
ζg)(x) ≤ − sup

y∈∂ζf(x)

Dh(
ζζf)(y).

Preuve : D’après le lemme A-24, pour tout y ∈ ∂ζf(x), on a

Dh(
ζf)(x) = min

z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩ ≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩ = −ζ
′(|y − x|)
|y − x|

⟨y − x, h⟩.

D’après le lemme A-18, on a x ∈ ∂ζζf(y) pour tout y ∈ ∂ζf(x), et donc d’après lemme A-24 :

ζ ′(|y − x|)
|y − x|

⟨y − x, h⟩ ≥ min
z∈∂ζ

ζf(y)

ζ ′(|y − z|)
|y − z|

⟨y − z, h⟩ = Dh(
ζζf)(y),

d’où Dh(
ζf)(x) ≤ −Dh(

ζζf)(y), et ceci pour tout y ∈ ∂ζf(x). Ainsi, Dh(
ζf)(x) ≥ − supy∈∂ζf(x)

Dh(
ζζf)(y).

□

Lemme A-26. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, de classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x). Alors, pour tout
h ∈ Rd, la dérivée directionnelle Dh(

ζf) est bien définie et semi-continue inférieurement au voisinage de x (et s’exprime
comme dans le lemme A-24). De plus, il existe rh > 0 tel que y /∈ ∂ζf(y) pour tout y ∈ B(x, rh).

Preuve : Soit h ∈ Rd. D’après l’énoncé et le corollaire A-2, il existe rh > 0 tel que B(x, rh) ⊂ Dom(∂ζf) et tel que
y /∈ ∂ζf(y) pour tout y ∈ B(x, rh). Ainsi, d’après le lemme A-24, Dh(

ζf)(y) est bien défini en tout y ∈ B(x, rh) et

Dh(
ζf)(y) = min

z∈∂ζf(y)

ζ ′(|y − z|)
|y − z|

⟨y − z, h⟩.

Soit y ∈ B(x, rh) et soit (yn) une suite d’éléments de B(x, rh) convergeant vers y. Soit (zn)n une suite d’éléments de
Rd vérifiant zn ∈ ∂ζf(yn) (et donc zn ̸= yn du fait que yn /∈ ∂ζf(yn)) et

Dh(
ζf)(yn) =

ζ ′(|yn − zn|)
|yn − zn|

⟨yn − zn, h⟩

83



pour tout n ∈ N. D’après le lemme A-11, il existe Rh > 0 tel que Arg [f ]ζ (|x| + rh, 1) ⊂ B(0, Rh), d’où ∂ζf(yn) ⊂
ArgPt [f ]ζ (yn, 1) ⊂ Arg [f ]ζ (|x|+ rh, 1) ⊂ B(0, Rh) pour tout n ∈ N. La suite (zn)n est donc bornée dans Rd.

Montrons que l’on a lim infn→+∞ Dh(
ζf)(yn) ≥ Dh(

ζf)(y). Pour cela raisonnons par l’absurde, et supposons que
lim infn→+∞ Dh(

ζf)(yn) < Dh(
ζf)(y), et dans ce cas prenons 0 < ϵ < Dh(

ζf)(y)− lim infn→+∞ Dh(
ζf)(yn).

Il existerait alors une sous-suite (yϕ(n))n extraite de (yn)n vérifiant

inf
m≥n

Dh(
ζf)(ym) ≤ Dh(

ζf)(yϕ(n) < lim inf
n→+∞

Dh(
ζf)(yn) + ϵ < Dh(

ζf)(y)

pour tout n ∈ N. Comme la suite (zn)n est bornée, on peut supposer, quitte à extraire une autre sous-suite de (zϕ(n))n
(et donc de (yϕ(n))n), que la suite (zϕ(n))n converge vers un point z ∈ Rd, vérifiant plus précisément z ∈ ∂ζf(y) d’après
le lemme A-20. On a donc

ζ ′(|yϕ(n) − zϕ(n)|)
|yϕ(n) − zϕ(n)|

⟨yϕ(n) − zϕ(n), h⟩︸ ︷︷ ︸
=Dh(ζf)(yϕ(n)

< lim inf
n→+∞

Dh(
ζf)(yn) + ϵ < Dh(

ζf)(y)

pour tout n ∈ N, et la suite (yϕ(n) − zϕ(n))n converge donc vers y − z ̸= 0 (car y /∈ ∂ζf(y)). Ainsi, par passage à la
limite quand n −→ +∞, on obtient (du fait de la continuité de ζ ′)

ζ ′(|y − z|)
|y − z|

⟨y − z, h⟩︸ ︷︷ ︸
≥Dh(ζf)(y)

≤ lim inf
n→+∞

Dh(
ζf)(yn) + ϵ < Dh(

ζf)(y),

d’où, du fait que
ζ ′(|y − z|)
|y − z|

⟨y − z, h⟩ ≥ Dh(
ζf)(y),

Dh(
ζf)(y) ≤ lim inf

n→+∞
Dh(

ζf)(yn) + ϵ < Dh(
ζf)(y),

ce qui est bien évidemment absurde. On a donc bien lim infn→+∞ Dh(
ζf)(yn) ≥ Dh(

ζf)(y) et ceci pour tout y ∈ B(x, rh)
et pour toute suite (yn)n d’éléments de B(x, rh) convergeant vers y. La fonction y 7→ Dh(

ζf)(y) est donc bien semi-
continue inférieurement sur B(x, rh).

□

Lemme A-27. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, de classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x). Alors, pour tout
h ∈ Rd, Dh(

ζf) est bien définie au voisinage de x, et la fonction t 7→ Dh(
ζf)(x + th), définie au voisinage de 0 pour

t ≥ 0 est continue en t = 0+.

Preuve : D’après l’énoncé et le corollaire A-2, il existe rh > 0 tel que B(x, rh) ⊂ Dom(∂ζf) et tel que y /∈ ∂ζf(y)
pour tout y ∈ B(x, rh). Ainsi, d’après le lemme A-24, Dh(

ζf)(y) est bien définie en tout y ∈ B(x, rh) et Dh(
ζf)(y) =

min
z∈∂ζf(y)

ζ ′(|y − z|)
|y − z|

⟨y − z, h⟩.

Montrons que Dh(
ζf)(x + th) −→

t→0+
Dh(

ζf)(x). Pour cela raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un réel

ϵ > 0 et une suite réelle strictement positive (tn)n convergeant vers 0 telle que tn ∈]0, rh/(2|h|)[ et∣∣∣Dh(
ζf)(x)−Dh(

ζf)(x+ tnh)
∣∣∣ ≥ ϵ > 0 (A-8)

pour tout n ∈ N. Soit une suite (zn)n d’éléments de Rd vérifiant zn ∈ ∂ζf(x+ tnh) et

Dh(
ζf)(x+ tnh) =

ζ ′(|x+ tnh− zn|)
|x+ tnh− zn|

⟨x+ tnh− zn, h⟩

pour tout n ∈ N (rappelons que l’on a x + tnh /∈ ∂ζf(x + tnh), et donc zn ̸= x + tnh). D’après le lemme A-24, la
suite (zn)n est bornée dans Rd : son adhérence est donc non-vide et donc, quitte à en extraire une sous-suite, on peut
supposer que (zn)n converge dans Rd vers un point z vérifiant donc

Dh(
ζf)(x) =

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩

d’après le second point du lemme A-24. En rappelant que l’on a x /∈ ∂ζf(x), et donc z ̸= x, on a alors (du fait de la
continuité de la fonction ζ ′) :
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Dh(
ζf)(x+ tnh) =

ζ ′(|x+ tnh− zn|)
|x+ tnh− zn|

⟨x+ tnh− zn, h⟩ −→
n→+∞

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩ = Dh(
ζf)(x),

contredisant ainsi notre hypothèse (A-8).

□

Lemme A-28. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, de classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x). Alors :
— Pour tout h ∈ Rd et pour tout λ > 0, on a Dλh(

ζf)(x) = λDh(
ζf)(x).

— Pour tous h1, h2 ∈ Rd, on a Dh1+h2
(ζf)(x) ≥ Dh1

(ζf)(x) + Dh2
(ζf)(x).

Preuve : Soit h ∈ Rd et soit λ > 0. D’après le lemme A-24, pour tout z ∈ ∂ζf(x), on a

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, λh⟩ = λ
ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩︸ ︷︷ ︸
≥λDh(ζf)(x)

≥ λDh(
ζf)(x),

d’où Dλh(
ζf)(x) = min

z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x − z, h⟩ ≥ λDh(
ζf)(x). De même, on montre que l’on a D(1/λ)h(

ζf)(x) ≥

(1/λ)Dh(
ζf)(x), d’où Dλh(

ζf)(x) = λDh(
ζf)(x).

Soient maintenant h1, h2 ∈ Rd. Toujours d’après le lemme A-24, pour tout z ∈ ∂ζf(x), on a

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h1 + h2⟩ =
ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h1⟩︸ ︷︷ ︸
≥Dh1

(ζf)(x)

+
ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h2⟩︸ ︷︷ ︸
≥Dh2

(ζf)(x)

≥ Dh1
(ζf)(x) + Dh2

(ζf)(x).

D’où Dh1+h2
(ζf)(x) = min

z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h1 + h2⟩ ≥ Dh1
(ζf)(x) + Dh2

(ζf)(x).

□

Lemme A-29. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive, de classe C1 et coercive, telle que ζ(0) = 0. Soit f : Rd −→
R une fonction semi-continue supérieurement telle que f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x).

Si ζf est Gateaux-différentiable en x, alors ∇x
ζf(x) =

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

(x− y) pour tout y ∈ ∂ζf(x).

Preuve : Si ζf est Gateaux-différentiable en x, alors pour tout h ∈ Rd, on a Dh(
ζf)(x) =

〈
∇x

ζf(x), h
〉
. De plus,

d’après le lemme A-24, on a également Dh(
ζf)(x) = min

z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩.

Pour tout h ∈ Rd, on a

max
z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩ = − min
z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z,−h⟩

= −D−h(
ζf)(x) = −

〈
∇x

ζf(x),−h
〉
=
〈
∇x

ζf(x), h
〉

= min
z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩.

Ainsi, pour tout y ∈ ∂ζf(x), on a

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩ = min
z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩ = max
z∈∂ζf(x)

ζ ′(|x− z|)
|x− z|

⟨x− z, h⟩ =
〈
∇x

ζf(x), h
〉

pour tout h ∈ Rd, i.e. ∇x
ζf(x) =

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

(x− y).

□
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Remarque A-5. On aurait en fait prouver directement, et plus simplement, le lemme A-29 sans se référer aux
résultats obtenus sur les dérivées directionnelles. En effet, d’après le lemme A-18, pour tout x ∈ Rd tel que ∂ζf soit
non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x), et tout y ∈ ∂ζf(x) (d’où y ̸= x), on a x ∈ ∂ζζf(y), i.e. x est un
maximum de la fonction z 7→ ζ(|y − z|)− ζf(z) : celle-ci étant Gateaux-différentiable en x, ce dernier en est donc un
point critique, i.e

∇x[ζ(| · |)](x− y)−∇x
ζf(x) = 0,

i.e. ∇x
ζf(x) = ∇x[ζ(| · |)](x− y) =

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

(x− y).

Lemme A-30. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive de classe C1, strictement convexe, telle que ζ(0) = 0 (et
donc strictement croissante et coercive a). Soit f : Rd −→ R une fonction semi-continue supérieurement telle que
f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x /∈ ∂ζf(x).

Si ζf est Gateaux-différentiable en x, alors x ∈ Dom(∇ζf)
b, i.e. ∂ζf(x) est réduit à un seul élément et

∇x
ζf(x) = ∇x[ζ(| · |)] (x−∇ζf(x)) =

ζ ′ (|x−∇ζf(x)|)
|x−∇ζf(x)|

(x−∇ζf(x)) .

Autrement dit, en considérant la fonction réciproque (ζ ′)−1 : [ζ ′(0), ζ ′(+∞)[−→ R+ de la fonction (ζ ′)|[ζ
′(0),ζ′(+∞)[,

on a ∇x
ζf(x) ̸= 0 et

∇ζf(x) = x−
(ζ ′)−1

(∣∣∇x
ζf(x)

∣∣)
|∇x

ζf(x)|
∇x

ζf(x).

Preuve : Pour le cas de ζf : si ζf est Gateaux-différentiable en x, alors d’après le lemme A-29, on a ∇x
ζf(x) =

ζ ′(|x− y|)
|x− y|

(x− y) pour tout y ∈ ∂ζf(x).

La fonction ζ étant de classe C1, strictement convexe et croissante sur R+, sa dérivée ζ ′ est quant à elle continue,
strictement positive (sauf éventuellement en 0) et strictement croissante sur R+ (donc injective).

Soient y1, y2 ∈ ∂ζf(x) : on a ainsi
ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

(x− y1) = ∇x
ζf(x) =

ζ ′(|x− y2|)
|x− y2|

(x− y2), d’où

ζ ′(|x− y1|) =
∣∣∣∣ζ ′(|x− y1|)|x− y1|

(x− y1)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∇x

ζf(x)
∣∣∣ = ∣∣∣∣ζ ′(|x− y2|)|x− y2|

(x− y2)
∣∣∣∣ = ζ ′(|x− y2|) > 0.

La fonction ζ ′ étant injective, on a ainsi |x−y1| = |x−y2| > 0, d’où
ζ ′(|x− y1|)
|x− y1|

=
ζ ′(|x− y2|)
|x− y2|

et donc x−y1 = x−y2,
i.e. y1 = y2.

L’ensemble ∂ζf(x) se réduit donc à un seul élément, noté ∇ζf(x), et on a donc
∣∣∇x

ζf(x)
∣∣ = ζ ′ (|x−∇ζf(x)|) > 0,

d’où (ζ ′)−1
(∣∣∇x

ζf(x)
∣∣) = |x−∇ζf(x)|.

Ainsi, on a x−∇ζf(x) =
|x−∇ζf(x)|

ζ ′ (|x−∇ζf(x)|)
(
∇x

ζf(x)
)
=

(ζ ′)−1
(∣∣∇x

ζf(x)
∣∣)

|∇x
ζf(x)|

∇x
ζf(x), i.e.

∇ζf(x) = x−
(ζ ′)−1

(∣∣∇x
ζf(x)

∣∣)
|∇x

ζf(x)|
∇x

ζf(x).

□

Remarque A-6. Remarquons que si ζ n’est pas strictement convexe, rien n’interdit ∂ζf(x) de ne pas être réduit à un
seul élément lorsque ζf est Gateaux-différentiable en x sous les conditions du lemme A-29.

Par exemple, si ζ = I, on a ∇x
ζf(x) =

1

|x− y|
(x − y) pour tout y ∈ ∂ζf(x) (ce qui, pour un gradient ∇x

ζf(x) fixé,

laisse potentiellement une infinité de possibilités pour y).

Lemme A-31. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive de classe C1, strictement convexe, telle que ζ(0) = 0
(et donc strictement croissante et coercive). Soit f : Rd −→ R une fonction semi-continue supérieurement telle que
f ∈ Fζ .

Supposons qu’il existe x ∈ Rd tel que ∂ζf soit non vide au voisinage de x, et tel que x ∈ ∂ζf(x).

Si ζf est Gateaux-différentiable en x, alors x ∈ Dom(∇ζf), i.e. ∂ζf(x) est réduit a un seul élément, et ∇ζf(x) = x.

a. En effet, si ζ′(0) avait été strictement négative, ζ aurait été localement strictement décroissante au voisinage de 0, et donc ζ aurait
été strictement négative au voisinage de 0, ce qui contredit sa positivité. Ainsi, ζ′(0) ≥ 0 et donc ζ′(t) > 0 pour tout t > 0 du fait de la
stricte croissance de ζ′. Par ailleurs, la coercivité de ζ est assurée par le fait que pour tout t0 > 0, et tout t ≥ t0 on ait ζ′(t) ≥ ζ′(t0) > 0.

b. Voir la définition A-3 pour les notations Dom
(
∇ζf

)
et ∇ζf(x).
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Preuve : Supposons x ∈ Rd vérifiant les hypothèses de l’énoncé. Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Dom(∂ζf), i.e. ∂ζf(x) ̸= ∅
pour tout x ∈ B(x, r).

— Comme x ∈ ∂ζf(x), pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[, on a ζf(x) = ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

− f(x) = −f(x), et ainsi

ζf(x+ th) ≤ ζ(|x+ th− x|)− f(x)︸︷︷︸
=−ζf(x)

= ζ(t|h|) + ζf(x),

i.e.
ζf(x+ th)− ζf(x)

t
≤ ζ(t|h|)−

=0︷︸︸︷
ζ(0)

t
pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[, et ainsi

⟨∇x
ζf(x), h⟩ = Dh(

ζf)(x) = lim
t→0+

Ç
ζf(x+ th)− ζf(x)

t

å
≤ lim

t→0+

ζ(t|h|)− ζ(0)
t

= ζ ′(0)|h|.

De même, on montre que

−⟨∇x
ζf(x), h⟩ = D−h(

ζf)(x) = lim
t→0+

Ç
ζf(x− th)− ζf(x)

t

å
≤ lim

t→0+

ζ(t| − h|)− ζ(0)
t

= ζ ′(0)|h|.

d’où
∣∣∣⟨∇x

ζf(x), h⟩
∣∣∣ ≤ ζ ′(0)|h|, et ceci pour tout h ∈ Rd. Ainsi, on a∣∣∣∇x

ζf(x)
∣∣∣ ≤ ζ ′(0). (A-9)

— Supposons qu’il existe y ∈ ∂ζf(x) tel que y ̸= x. Soit h ∈ Rd : d’après le lemme A-4, pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[,
on a

ζf(x+ th) ≤ ζ(|x+ th− y|)− f(y) = ζ(|x− y|)− f(y)︸ ︷︷ ︸
=ζf(x)

+ t
ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩+ o(t)

i.e.
ζf(x+ th)− ζf(x)

t
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩+ o(t)

t
pour tout t ∈]0, r/(2|h|)[, et ainsi

⟨∇x
ζf(x), h⟩ = Dh(

ζf)(x) = lim
t→0+

Ç
ζf(x+ th)− ζf(x)

t

å
≤ ζ ′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩.

De même, on montre que

−⟨∇x
ζf(x), h⟩ = D−h(

ζf)(x) = lim
t→0+

Ç
ζf(x− th)− ζf(x)

t

å
≤ −ζ

′(|x− y|)
|x− y|

⟨x− y, h⟩,

d’où ⟨∇x
ζf(x), h⟩ = ζ ′(|x− y|)

|x− y|
⟨x−y, h⟩, et ceci pour tout h ∈ Rd. Par conséquent, on a∇x

ζf(x) =
ζ ′(|x− y|)
|x− y|

(x−

y), et ainsi, du fait que ζ ′ soit positive et strictement croissante sur R+,∣∣∣∇x
ζf(x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ζ ′(|x− y|)|x− y|
(x− y)

∣∣∣∣ = ζ ′(|x− y|) > ζ ′(0),

ce qui contredit l’inégalité (A-9). Ainsi, ∂ζf(x) est réduit au seul point x, i.e. x ∈ Dom(∇ζf) avec ∇ζf(x) = x.

□

Proposition A-2. Soit ζ : R+ −→ R+ une fonction positive de classe C1, strictement convexe, telle que ζ(0) = 0 (et
donc strictement croissante et coercive). On considère également la fonction réciproque (ζ ′)−1 : [ζ ′(0), ζ ′(+∞)[−→ R+

de la fonction (ζ ′)|[ζ
′(0),ζ′(+∞)[.

Soit f : Rd −→ R une fonction semi-continue supérieurement et bornée.

Alors Dom(∂ζf) = Rd et la fonction ζf est Fréchet-différentiable en Ld-presque tout point x ∈ Rd. En chacun des
points x où ζf est Fréchet-différentiable, on a x ∈ Dom(∇ζf), avec :

∇ζf(x) = x, si x ∈ ∂ζf(x), i.e. ζf(x) = −f(x),

∇ζf(x) = x−
(ζ ′)−1

(∣∣∇x
ζf(x)

∣∣)
|∇x

ζf(x)|
∇x

ζf(x)︸ ︷︷ ︸
̸=0

, si x /∈ ∂ζf(x), i.e. ζf(x) ̸= −f(x).
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Preuve : Tout d’abord, remarquons que l’on a bien Dom(∂ζf) = Rd d’après le lemme A-17. De plus, d’après le lemme
A-13, la fonction ζf est localement lipschitzienne sur Rd : en effet la fonction ζ étant convexe et continue a, elle est
donc localement lipschitzienne sur R+, et remplit donc avec f les conditions de ce dernier lemme. Ainsi, d’après le
théorème 2-2 (théorème de Rademacher), la fonction ζf est Ld-Fréchet-différentiable presque partout sur Rd.

Il suffit pour finir d’appliquer en chacun des points x où ζf est Fréchet-différentiables le lemme A-31 si x ∈ ∂ζf(x), ou
le lemme A-30 si x /∈ ∂ζf(x).

Par ailleurs, remarquons que x ∈ ∂ζf(x)⇔ ζf(x) = ζ(|x− x|)︸ ︷︷ ︸
=0

− f(x) = −f(x).

□

B Annexe de la section 3
Cette annexe présente les définitions et les résultats utilisés dans la section 3.

B.1 Définitions et résultats pour la preuve de la proposition 3-2
Commençons par rappeler deux définitions :

Définition B-1. Soient (X1, T1) et (X2, T2) deux espaces mesurables, et soit une fonction f : X1 −→ X2.

On dit qu’une fonction f : X1 −→ X2 est mesurable de (X1, T1) vers (X2, T2) si pour tout Y ∈ T2 on a f−1(Y ) ∈ T1.

Par abus de notation et de langage, on dira souvent que la fonction f : (X1, T1) −→ (X2, T2) est mesurable (même si
la fonction f est bien une fonction de X1 dans X2 et non de (X1, T1) dans (X2, T2)).

Définition B-2. Soit (X, T ) un espace mesurable. Par abus de langage, on dit qu’une fonction f : X −→ R est
"mesurable" sur (X, T ) (sans plus de précision) si pour tout ouvert U de R (muni de sa topologie canonique), on a
f−1(V ) ∈ T .

Autrement dit f est dite "mesurable" si la fonction f : (X, T ) −→ (R,B(R)) est mesurable au sens de la définition
B-1 (où B(R) désigne la tribu borélienne issue de la topologie canonique de R).

Remarque B-1. Nous tenions à rappeler cette définition, pour pointer le fait que toute fonction à valeur dite me-
surable, même si elle n’est pas borélienne (c’est à dire même si T n’est pas la tribu borélienne issue d’une topologie
associée à X), elle garde toujours une part de "boréliannité" liée à son espace d’arrivée.

Par exemple, on dira qu’une fonction f : Rd −→ R est Lebesque-mesurable, i.e. mesurable sur
(
Rd, T L(Rd)

)
, où

T L(Rd) désigne la tribu de Lebesgue sur Rd (muni de sa topologie canonique), si la fonction f :
(
Rd, T L(Rd)

)
−→

(R,B(R)) est mesurable. En revanche une fonction mesurable de
(
Rd, T L(Rd)

)
dans (R, T L(R)) (T L(R) désignant la

tribu de Lebesgue sur Rd) au sens de la définition B-1 n’est pas dite mesurable au sens de la définition B-7.

En revanche du fait, selon la définition B-2, si on considère deux tribus T et T ′ sur un ensemble X telles que T ⊂ T ′,
alors toute fonction mesurable sur (X, T ) est également mesurable sur (X, T ′) (l’inverse n’est bien sûr pas vrai).

En particulier, toute fonction borélienne est Lebesgue-mesurable.

On rappelle également l’énoncé du théorème de représentation de Riesz (dont on peut trouver une preuve dans [32],
théorème 2.14) :

Théorème B-1 (Théorème de représentation de Riesz [32]). Soit (X, d) un espace métrique localement compact. Soit
L une forme linéaire positive sur Cc(X), c’est à dire telle que L(f) ≥ 0 pour toute fonction f ∈ C+

c (X).

Alors il existe une unique mesure de Radon positive µ représentant L au sens suivant :

∀f ∈ Cc(X), L(f) =

∫
X

f dµ.

B.1.1 Poussée de mesure, classes d’équivalences presque partout, intégrabilité et changement de va-
riable

Lemme B-1. Soient (X, T (X), µ) et (Y, T (Y ), ν) deux espaces mesurés non-vides (T (X) et T (Y ) étant les tribus
respectivement associées aux mesures µ et ν), et soit Z un ensemble non vide. Soit une fonction mesurable b f :
(X, T (X)) −→ (Y, T (Y )) telle que pour tout ensemble E ∈ T (Y ) vérifiant ν(E) = 0, on ait µ(f−1(E)) = 0.

Soient deux fonctions g1, g2 : Y −→ Z telles que pour ν-presque tout y ∈ Y , on ait g1(y) = g2(y) : ce qui sous-entend

a. Précision utile uniquement en t = 0.
b. Au sens de la définition B-1.
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que l’ensemble Bg1 ̸=g2 = {y ∈ Y, g1(y) ̸= g2(y)} est un élément de la tribu T (Y ) et que ν (Bg1 ̸=g2) = 0.

Alors on a (g1 ◦ f)(x) = (g2 ◦ f)(x) pour µ-presque tout x ∈ X.

Preuve : On a ν (Bg1 ̸=g2) = 0 et f−1 (Bg1 ̸=g2) ∈ T (X), d’où µ
(
f−1 (Bg1 ̸=g2)

)
= 0. Or, pour tout x ∈ X\f−1 (Bg1 ̸=g2),

on a f(x) ∈ Y \Bg1 ̸=g2 , d’où g1(f(x)) = g2(f(x)).

On a donc bien, (g1 ◦ f)(x) = (g2 ◦ f)(x) pour µ-presque tout x ∈ X.

□

Définition B-3. Soit (X, T (X), µ) et (Y, T (X), ν) deux espaces mesurées (T (X) et T (Y ) étant les tribus respective-
ment associées aux mesures µ et ν). Soit un opérateur mesurable T : (X, T (X)) −→ (Y, T (Y )).

On dit que T "pousse la mesure µ sur la mesure ν", noté T#µ = ν, si et seulement si ν(A) = µ
(
T−1(A)

)
pour tout

A ∈ Y.

Dans de nombreuses preuves de ce document, nous avons utilisé l’équivalence entre la relation de "push-forward"

T#µ = ν et la relation variationnelle
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x) pour toute fonction f ∈ Cc(Y ). Cette

équivalence n’est cependant pas valable sur tout espace mesurable Y . Dans le cadre de cette étude, nous avons besoin
que cette équivalence fonctionne sur Rd et sur

(
Ld,M , d∞

)
. C’est pourquoi nous montrons dans la proposition suivante

cette propriété dans le cas où (Y, d) est un espace métrique propre, ce qui inclut donc le cas de Rd et de
(
Ld,M , d∞

)
(d’après le lemme B-6 à suivre dans cette même annexe).

Proposition B-1. Soit (X, T (X)) un ensemble mesurable non vide a et (Y, d) un espace métrique propre b non vide.
Soit T : (X, T (X)) −→ (Y,Bd(Y )) un opérateur mesurable c

Soit µ une mesure (positive) sur (X, T (X)) et soit ν une mesure de Radon d sur Bd(Y ). On a alors l’équivalence entre
les trois assertions suivantes :

1. T#µ = ν.

2.
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x), ∀f ∈ F+(Y ), où F+(Y ) représente l’ensemble des fonctions boréliennes

définies sur Y à valeur dans R+
e.

3.
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x), ∀f ∈ ℓ1(Y ), où ℓ1(Y ) représente l’ensemble des fonctions boréliennes inté-

grables définies sur Y à valeur dans R f.

4.
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x), ∀f ∈ C+
c (Y ).

5.
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x), ∀f ∈ Cc(Y ) g.

Remarque B-2. Remarquons que pour ce qui est de l’équivalence entre les deux premiers points de la propositionB-1,
il est juste nécessaire que X et Y soient munis de tribus T (X) et T (Y ), que T soit mesurable de (X, T (X) dans
(Y, T (Y ), et que µ et ν soient des mesures sur respectivement (X, T (X) et (Y, T (Y ). Dans ce cas, l’équivalence se
traduit plus précisément ainsi :

1. T#µ = ν.
2.
∫
Y
f(y) dν(y) =

∫
X
f(T (x)) dµ(x) pour toute fonction mesurable sur (Y, T (Y ) à valeur dans R+ (muni de sa

topologie canonique, et de la tribu borélienne associée).

La preuve est immédiate par construction même de l’intégrale de Lebesgue comme le résume le début de la preuve de
la proposition B-1.

Avant de démontrer la proposition B-1, nous allons montrer deux lemmes dont nous ferons usage dans la preuve.

Lemme B-2. Soit (X, d) un espace métrique propre h et soit V un sous-ensemble ouvert de X. Il existe une suite
(Kn)n∈N de sous-ensembles compacts de X telle que pour tout n ∈ N, Kn ⊂ Kn+1, et

V =
⋃
n∈N

Kn.

a. T (X) désignant une tribu sur X.
b. C’est à dire dans lequel les fermés bornés sont compacts. Un tel espace est notamment séparé (en tant qu’espace métrique), localement

compact et σ-compact.
c. Où Bd(Y ) désigne la tribu borélienne sur Y définie par la topologie issue de la distance d.
d. C’est à dire intérieurement régulières et localement finies.
e. Muni de sa topologie canonique.
f. Idem.
g. Rappelons que Cc(Y ) désigne l’ensemble des fonctions continues à support compact sur Y à valeur dans R, et C+

c (Y ) les fonctions
positives de Cc(Y ).

h. Toute partie bornée est relativement compacte (tout espace propre est donc en particulier localement compact)
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Preuve : Supposons dans un premier temps que l’ensemble V soit borné. Son adhérence V est donc un compact de

X. Pour tout n ∈ N, on a V ⊂
⋃
x∈V

B

Å
x,

1

n+ 1

ã
et donc il existe kn ∈ N et xn0 , .., xnkn

∈ V tel que

V ⊂
⋃

i=0..kn

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
⊂

⋃
i=0..kn

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
. (B-1)

Pour tout n ∈ N, on pose

An =

®
i ∈ J0, knK, B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
⊂ V
´

et Kn =
⋃

i∈An

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
⊂ V

(Kn étant compact du fait que An est fini). Montrons que V est la réunion des Kn. Tout d’abord, il est clair que⋃
n∈N

Kn ⊂ V.

Soient x ∈ V et r > 0 tels que B(x, r) ⊂ V , et soit n ∈ N tel que 1/(n+ 1) < r/2. D’après (B-1), il existe donc xni tel
que x ∈ B (xni , 1/(n+ 1)). Ainsi pour tout y ∈ B (xni , 1/(n+ 1)), on a

|x− y| ≤ |x− xni |+ |xni − y| ≤
1

n+ 1
+

1

n+ 1
< r,

donc

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
⊂ B(x, r) ⊂ V,

d’où i ∈ An et B (xni , 1/(n+ 1)) ⊂ Kn. Il s’en suit que x ∈ Kn, et on peut ainsi conclure que plus généralement

V ⊂
⋃
n∈N

Kn.

Pour finir, si l’on ne suppose plus que V est borné, on peut toujours se ramener au fait que V peut s’écrire comme
une réunion dénombrable d’ouverts bornés (par exemple la réunion des B(0, n) ∩ V a). Donc en tant que réunion
dénombrable de réunions dénombrables de compacts, V est la réunion d’une famille dénombrable (Kn)n∈N de compacts
de Rd.

Pour finir, quitte à poser pour tout n ∈ N,

K ′
n =

n⋃
j=0

Kj ,

on peut considérer que cette famille est croissante au sens de l’inclusion.

□

Lemme B-3. Soit (X, d) un espace métrique propre et soit K un compact de Rd. Il existe une suite (Vn)n∈N d’ouverts
de X telle que pour tout n ∈ N, Vn+1 ⊂ Vn, et

K =
⋂
n∈N

Vn.

Il existe de plus un ouvert borné V ′ de X (donc d’adhérence compact, (X, d) étant propre) tel que pour tout n ∈ N,
Vn ⊂ V ′.

Preuve : Pour tout n ∈ N, on a K ⊂
⋃
x∈V

B

Å
x,

1

n+ 1

ã
et donc il existe, il existe kn ∈ N et xn0 , .., xnkn

∈ K tel que

K ⊂
⋃

i=0..kn

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
(B-2)

On pose ainsi, pour tout n ∈ N

Vn =
⋃

i=0..kn

B

Å
xni ,

1

n+ 1

ã
.

Il est clair que

a. Tout espace métrique propre est σ-fini.
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K ⊂
⋂
n∈N

Vn.

Soit x ∈
⋂
n∈N

Vn. Pour tout n ∈ N, il existe in ∈ J0, knK tel que x ∈ B
Å
xnin ,

1

n+ 1

ã
.

La suite (xnin)n∈N (d’éléments de K) converge donc vers x, et donc x ∈ K. D’où⋂
n∈N

Vn ⊂ K.

Pour finir, quitte à poser pour tout n ∈ N V ′
n =

n⋂
j=0

Vj , on peut considérer que la famille (Vn)n∈N est décroissante au

sens de l’inclusion.

On remarquera en outre que pour tout n ∈ N, Vn ⊂ V ′ =
⋃
x∈K

B(x, 1) (borné).

□

Preuve de la proposition B-1 : En remarquant que pour tout borélien A ⊂ Y , on a 1A ◦ T = 1T−1(A) et donc que

ν(A) = µ
(
T−1(A)

)
=

∫
X

1T−1(A)(x) dµ(x) =

∫
X

1A(T (x)) dµ(x),

il est clair que 1. ⇒ 2. par définition et construction même de l’intégrale de Lebesgue, et inversement que 2. ⇒ 1. en
ne considérant que les fonction boréliennes 1A pour tout borélien A ⊂ Y .

De même, les implications 2.⇒ 4. et 5.⇒ 4. sont immédiates du fait que C+
c (Y ) ⊂ F+(Y ) ∩ Cc(Y ).

Par ailleurs, pour toute fonction f ∈ ℓ1(Y ), on a f− = −min{f, 0} ∈ F+(Y ) ∩ ℓ1(Y ) et f+ = max{f, 0} ∈ ∩ℓ1(Y ). Si
le point 2. est vérifié, on a donc (pour toute fonction f ∈ ℓ1(Y )),∫

X

f−(T (x)) dµ(x) =

∫
Y

f−(y) dν(y) < +∞ et

∫
X

f+(T (x)) dµ(x) =

∫
Y

f+(y) dν(y) < +∞,

d’où f− ◦ T ∈ ℓ1(X) a et f+ ◦ T ∈ ℓ1(X), et ainsi

∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
Y

f+(y) dν(y)−
∫
Y

f−(y) dν(y) =

∫
X

f+(T (x)) dµ(x)−
∫
X

f−(T (x)) dµ(x) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x).

Autrement dit, on a 2.⇒ 3. Inversement, supposons que 3. soit vérifié, et soit f ∈ F+(Y ) et soit a ∈ Y : on construit la

suite (fn)n définie pour tout n ∈ N par fn = 1B(a,n)∩{f≤n}. On a donc, pour tout n ∈ N,
∫
Y

fn dν ≤ nν(B(a, n)) < +∞

(ν étant une mesure de Radon, donc finie sur tout compact), d’où fn ∈ ℓ1(Y ). De plus la suite (fn)n converge
simplement vers f de façon croissante, et il en est donc de même pour (fn ◦ T )n vers f ◦ T . D’après le théorème de
Beppo Levi, on a donc :∫

Y

fn(y) dν(y) −→
n→+∞

∫
Y

f(y) dν(y) et

∫
X

fn(T (x)) dµ(x)︸ ︷︷ ︸
=
∫
Y

fn(y) dν(y)

−→
n→+∞

∫
X

f(T (x)) dµ(x)

i.e.
∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x), d’où 3. ⇒ 2.. Il nous reste donc à montrer que 4. ⇒ 1. (ce qui constituera la

majeure partie de cette preuve).

Supposons donc que la propriété du point 4. soit vérifiée. On considère la forme linéaire positive f 7→
∫

Rd

f dν : celle-ci

est bien définie pour tout f ∈ Cc(Y ) du fait que la mesure ν soit finie sur tout compact (en tant que mesure de Radon
sur un espace localement compact et séparé b, comme l’est (Y, d)). D’après le théorème B-1 (théorème de représentation
de Riesz), il existe une mesure de Radon ν′ sur (Y, d) extérieurement régulière, c’est à dire

ν′(A) = inf{ν′(V ), A ⊂ V, V ouvert de Y }. (B-3)

a. Où ℓ1(X) désigne, de même que pour ℓ1(Y ), l’ensemble des fonctions boréliennes intégrables sur X.
b. Une mesure borélienne localement finie (ce qui est le cas des mesures de Radon) sur un espace localement compact et séparé est une

mesure de Borel (i.e. finie sur tout compact).
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pour tout borélien A ⊂ Y , et telle que
∫
Y

f(y) dν′(y) =

∫
Y

f(y) dν(y) pour tout f ∈ Cc(Y ) et ainsi, du fait de la

propriété du point 3., on a ∫
Y

f(y) dν′(y) =

∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x)

pour tout f ∈ C+
c (Y ). Nous allons commencer par montrer que pour tout ouvert V ⊂ Y , on a ν′(V ) = ν(V ) =

µ
(
T−1(V )

)
et de même que pour tout compact K ⊂ Y , on a ν′(K) = ν(K) = µ

(
T−1(K)

)
, puis nous généraliserons

à tout borélien (et nous montrerons que ν′ = ν).
— Considérons tout d’abord V un ouvert borné de Rd. D’après le Lemme B-2, il existe une suite (Kn)n∈N de

compacts, croissante au sens de l’inclusion, tel que V soit la réunion des Kn. Pour tout n ∈ N, le lemme 2-4
(lemme d’Urysohn) nous donne l’existence d’un fn ∈ C+

c (Y ) tel que 1Kn
≤ fn ≤ 1V . La suite d’indicatrices

(1Kn)n converge simplement vers 1V (et converge simplement partout, et non juste presque partout, donc
indépendamment de toute mesure), il en est donc de même pour la suite (fn)n, et ainsi pour la suite (fn ◦ T )n
vers 1V ◦ T .

La mesure ν′ étant une mesure de Borel (car localement finie, en tant que mesure de Radon, sur un espace
séparé localement compact), donc finie sur tout compact, ν(V ) ≤ ν(V ) < +∞ (rappelons que comme (Y, d) est
un espace métrique propre, tout fermé borné est compact, i.e. ici V est un compact). Soit V ′ un ouvert borné
de Y tel que V ⊂ V ′ a. Toujours d’après le lemme 2-4, il existe une fonction g ∈ Cc(Y ) tel que 1V ≤ g ≤ 1V ′ .
D’où

fn ◦ T ≤ 1V ◦ T ≤ 1V ◦ T ≤ g ◦ T
pour tout n ∈ N, et ∫

Y

g dν′ =

∫
X

g(Tx) dµ =

∫
Y

g dν ≤ ν(V ′) < +∞.

Ainsi, par convergence dominée, on a

ν′(V ) =

∫
Rd

1V dν
′ = lim

n→+∞

∫
Rd

fn dν
′ = lim

n→+∞

∫
Rd

fn dν =

∫
Rd

1V dν = ν(V )

= lim
n→+∞

∫
Rd

fn(Tx) dµ =

∫
Rd

1V (Tx) dµ = µ
(
T−1(V )

)
,

(B-4)

i.e. ν′(V ) = ν(V ) = µ
(
T−1(V )

)
, et ceci pour tout ouvert borné V ⊂ Y .

Considérons pour finir sur ce point un ouvert V ⊂ Y quelconque. Alors V peut s’écrire sous la forme d’une

réunion dénombrable d’ouverts bornés. Plus précisément, en fixant a ∈ Y , on a V = V ∩

=X︷ ︸︸ ︷⋃
n∈N

B(a, n) =

⋃
n∈N

[V ∩B(a, n)], d’où T−1(V ) = T−1

(⋃
n∈N

[V ∩B(a, n)]

)
=
⋃
n∈N

T−1 (V ∩B(a, n)), et donc

ν′(V ) = lim
n→+∞

ν′ (V ∩B(a, n)) = lim
n→+∞

ν (V ∩B(a, n)) = ν(V )

= lim
n→+∞

µ
(
T−1 (V ∩B(a, n))

)
= µ

(
T−1(V )

)
,

(B-5)

i.e. ν′(V ) = ν(V ) = µ
(
T−1(V )

)
, et ceci pour tout ouvert V ⊂ Y .

— Soit K un compact de Rd. On raisonne comme dans le point précédent : le Lemme B-3 nous donne l’existence
d’une suite (Vn)n∈N d’ouverts, décroissante au sens de l’inclusion, tel que K soit l’intersection des Vn, ainsi que
d’un ouvert borné V ′ tel que pour tout n ∈ N, Vn ⊂ V ′.

De plus pour tout n ∈ N, le lemme 2-4 d’Urysohn nous donne l’existence d’un fn ∈ C+
c (Y ) tel que 1K ≤ fn ≤

1Vn
≤ 1V ′ . La suite d’indicatrices (1Vn

)n convergent simplement (partout) vers 1K , et ainsi donc de même
pour la suite (fn)n, et pour la suite (fn ◦ T )n vers 1K ◦ T , avec la domination fn ◦ T ≤ 1V ′ ◦ T , avec d’après le
point précédent ∫

Rd

1V ′(Tx) dµ =

∫
Rd

1V ′ dν′ ≤ ν′(V ′) ≤ ν′(V ′) < +∞

(car nu′ est aussi, rappelons-le, une mesure de Borel). On conclut alors par convergence dominée que ν′(K) =
ν(K) = µ

(
T−1(K)

)
.

a. Il suffit de faire une extraction finie du recouvrement ouvert de V par des boules de même rayon centrées en chacun de ses points,
i.e. V =

⋃
x∈V

B(x, r), pour tout r > 0.
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— Soit A un borélien borné (ou du moins vérifiant ν′(A) < +∞). La mesure ν′ étant extérieurement régulière
(c’est à dire vérifiant (B-3)) et intérieurement régulière : c’est à dire

ν′(A) = inf{ν′(V ), A ⊂ V, V ouvert} et ν′(A) = sup{ν′(K), K ⊂ A, K compact}.

Pour tous compacts K et ouverts V tel que K ⊂ A ⊂ V , on a

ν′(K) = µ
(
T−1(K)

)
≤ µ

(
T−1(A)

)
≤ µ

(
T−1(V )

)
= ν′(V ),

d’où

ν′(A) = sup{ν′(K), K ⊂ A, K compact} = sup{µ
(
T−1(K)

)
, K ⊂ A, K compact}

≤ µ
(
T−1(A)

)
≤ inf{µ

(
T−1(V )

)
, A ⊂ V, V ouvert borne} = inf{ν′(V ), A ⊂ V, V ouvert borne} = ν′(A),

(B-6)

i.e. ν′(A) = µ
(
T−1(A)

)
. Enfin, si l’on considère maintenant que A est un borélien quelconque de Y , A peut

s’écrire comme une réunion dénombrable de boréliens bornés : en fixant a ∈ Y , on a A = A ∩

=X︷ ︸︸ ︷⋃
n∈N

B(a, n) =

⋃
n∈N

[A ∩B(a, n)], d’où T−1(A) = T−1

(⋃
n∈N

[A ∩B(a, n)]

)
=
⋃
n∈N

T−1 (A ∩B(a, n)), et ainsi

ν′(A) = lim
n→+∞

ν′ (A ∩B(a, n)) = lim
n→+∞

µ
(
T−1 (A ∩B(a, n))

)
= µ

(
T−1(A)

)
.

— Pour finir, montrons que ν′ = ν sur l’ensemble des boréliens de Y . On a montré dans le second point que l’on
avait ν′(K) = ν(K) pour tout compacts de Y . Or les mesures ν et ν′ sont toutes deux intérieurement régulières
sur la tribu borélienne : ainsi, pour tout borélien borné (ou plus généralement tout borélien dont la mesure par
ν et ν′ est finie), on a

ν′(A) = sup{ν′(K), K ⊂ A, K compact} = sup{ν(K), K ⊂ A, K compact} = ν(A).

On a donc pour tout borélien A ⊂ Y quelconque :

ν′(A) = lim
n→+∞

ν′ (A ∩B(a, n)) = lim
n→+∞

ν (A ∩B(a, n)) = ν(A).

On a bien montré que 3.⇒ 1.
Pour finir, l’implication 3.⇒ 4. est quasi-immédiate : comme la mesure ν est en particulier une mesure de Borel (i.e. finie

sur tout compact), toute fonction f ∈ Cc(Y ) est intégrable, i.e.
∫
Y

|f(y)| dν(y) ≤ sup
Y
|f |ν (Supp(f)) < +∞ d’où le fait

que les intégrales selon ν des parties positives et négatives de f (notées respectivement f+ et f−) soient également finies

et donc, par application du point 2., on a
∫
Y

f−(y) dν(y) =

∫
X

f−(T (x)) dµ(x) et
∫
Y

f+(y) dν(y) =

∫
X

f+(T (x)) dµ(x),

d’où ∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x).

□

Lemme B-4. Soient (X, T (X), µ) et (Y, T (Y ), ν) deux espaces mesurés non-vides. Soit un opérateur mesurable T :
(X, T (X)) −→ (Y, T (Y )) poussant la mesure µ sur la mesure ν, i.e. T#µ = ν.

Alors pour tout f ∈ L1(Y, ν), on a f ◦T ∈ L1(X,µ) (et donc la classe d’équivalence par égalité µ-presque partout f ◦T
est bien définie) avec ∥f ◦ T∥L1(X,µ) = ∥f∥L1(Y,ν), et∫

X

f(T (x)) dµ(x) =

∫
Y

f(y) dν(y).

Preuve : Par hypothèse, pour tout ensemble mesurable E ∈ T (Y ) tel que ν(E) = 0, on a µ(T−1(E)) = ν(E) = 0.
Ainsi, d’après le lemme B-1, la classe d’équivalence par égalité µ-presque partout de fonctions mesurables f ◦ T est
bien définie a

a. i.e. pour tous représentants f1 et f2 de la classe d’équivalence ν-presque partout désignée par f , on a bien (f1 ◦ T )(x) = (f2 ◦ T )(x)
pour µ-presque tout x ∈ X.
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Pour montrer que f ◦ T ∈ L1(X,µ), et plus précisément que ∥f ◦ T∥L1(X,µ) = ∥f∥L1(Y,ν), il suffit de remarquer que
pour tout représentant f de f , et µ-presque tout x ∈ X, on a∫

Y

|f |(y) dν(y)︸ ︷︷ ︸
=∥f∥L1(Y,ν)

=

∫
X

|f |(T (x)) dµ(x)︸ ︷︷ ︸
=∥f◦T∥L1(X,µ)

.

d’après la remarque B-2. Si on applique la même égalité aux parties positives et négatives de f (que l’on notera

respectivement f
+

et f
−

), on a
∫
X

f
−
(T (x)) dµ(x) =

∫
Y

f
−
(y) dν(y) ≤ ∥f∥L1(Y,ν) < +∞ et

∫
X

f
+
(T (x)) dµ(x) =∫

Y

f
+
(y) dν(y) ≤ ∥f∥L1(Y,ν) < +∞, d’où ∫

Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x).

□

Lemme B-5. Soient (X, T (X), µ) et (Y, T (Y ), ν) deux espaces mesurés non-vides. Soit un opérateur mesurable T :
(X, T (X)) −→ (Y, T (Y )) poussant la mesure µ sur la mesure ν, i.e. T#µ = ν.

Alors, pour toute fonction f ∈ L∞(Y, T (Y ), ν), on a f ◦ T ∈ L∞ (et donc la classe d’équivalence par égalité µ-presque
partout f ◦ T est bien définie), avec ∥f ◦ T∥L∞(X,µ) ≤ ∥f∥L∞(Y,ν).

Si de plus ν est une mesure finie sur Y , alors pour tout f ◦ T ∈ L∞, on a∫
X

f(T (x)) dµ(x) =

∫
Y

f(y) dν(y).

Preuve : Par hypothèse, pour tout ensemble mesurable E ∈ T (Y ) tel que ν(E) = 0, on a µ(T−1(E)) = ν(E) = 0.
Ainsi, d’après le lemme B-1, la classe d’équivalence par égalité µ-presque partout de fonctions mesurables f ◦ T est
bien définie a

Pour montrer que f ◦T ∈ L∞(Rd, µ), et plus précisément que ∥f ◦T∥L∞(X,µ) ≤ ∥f∥L∞(Y,ν) < +∞, il suffit de démontrer
que pour tout représentant f de la classe f , et µ-presque tout x ∈ X, on a |f(T (x)| ≤ ∥f∥L∞(Y,ν).

C’est en effet le cas puisque par définition de L∞(Y, ν), on a

0 = ν
Ä
f
−1 (]∥f∥L∞(Y,ν),+∞

[)ä
= µ
Ä
T−1
Ä
f
−1 (]∥f∥L∞(Y,ν),+∞

[)ää︸ ︷︷ ︸
=µ
Ä
(f◦T)

−1
(]∥f∥L∞(Y,ν),+∞[)

ä = 0.

Supposons maintenant que la mesure ν soit finie sur Y . On a alors, pour tout f ∈ L∞(Y, ν) et tout représentant f de
f , on a

∫
Y

|f(y)| dν(y) =
∫
Y \f−1(]∥f∥L∞(Y,ν),+∞[)

|f(y)| dν(y) ≤ ∥f∥L∞(Y,ν)ν
Ä
Y \f−1 (]∥f∥L∞(Y,ν),+∞

[)ä
= ∥f∥L∞(Y,ν)ν(Y ) < +∞,

i.e. f ∈ L1(Y, ν) et donc, d’après le lemme B-4, on a∫
Y

f(y) dν(y) =

∫
X

f(T (x)) dµ(x).

□

B.1.2 Espace métrique
(
Ld,M , d∞

)
Lemme B-6. L’espace métrique

(
Ld,M , d∞

)
est propre : tout sous-ensemble non-vide borné est relativement compact.

En particulier, cela implique que l’espace
(
Ld,M , d∞

)
est localement compact.

Preuve : Tout d’abord, remarquons que l’ensemble
(
Ld,M , d∞

)
est un sous-espace fermé de

(
C
(
[0, 1],Rd

)
, d∞

)
de

fonctions équicontinues (car toutes M -lipschitziennes).

Soit A un sous-ensemble borné non-vide de
(
Ld,M , d∞

)
, et qui peut donc être considéré comme un sous-ensemble

borné non-vide de
(
C
(
[0, 1],Rd

)
, d∞

)
: l’espace d’arrivée Rd étant de dimension finie, les sous-ensembles bornés

a. i.e. pour tous représentants f1 et f2 de la classe d’équivalence ν-presque partout désignée par f , on a bien (f1 ◦ T )(x) = (f2 ◦ T )(x)
pour µ-presque tout x ∈ X.
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A(t) = {γ(t), γ ∈ A} pour tout t ∈ [0, 1] sont relativement compacts.

Nous pouvons donc appliquer le théorème d’Ascoli et en conclure queA est relativement compact dans
(
C
(
[0, 1],Rd

)
, d∞

)
et donc dans

(
Ld,M , d∞

)
(du fait que

(
Ld,M , d∞

)
soit fermé dans

(
C
(
[0, 1],Rd

)
, d∞

)
).

□

Lemme B-7. Pour tout t ∈ [0, 1], la fonction définie par πt :
(
Ld,M , d∞

)
→ Rd est 1-lipschitzienne, et donc borélienne.

Preuve : Immédiate par définition de d∞ : pour tout t ∈ [0, 1], et pour tout γ1, γ2 ∈ Ld,M , on a

|πt(γ2)− πt(γ1)| = |γ2(t)− γ1(t)| ≤ sup
s∈[0,1]

|γ2(s)− γ1(s)| = ∥γ2 − γ1∥∞ = d∞(γ1, γ2).

□

B.2 Définitions et résultats pour la preuve de la proposition 3-1
Nous rappelons l’énoncé des théorème de Fubini-Tonelli et de Radon-Nikodym :

Théorème B-2 (Théorème de Fubini-Tonelli [32]). Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés σ-finis. Soit f
une fonction à valeurs réelles définie sur X × Y , et mesurable relativement à A× B.

— Pour tout x ∈ X, on définit sur Y la fonction y 7→ fx(y) = f(x, y).
— Pour tout y ∈ Y , on définit sur X la fonction x 7→ fy(x) = f(x, y).

Les assertions suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout x ∈ X, fx est mesurable relativement à B et, pour tout x ∈ X, fy est mesurable relativement à A.
2. Si 0 ≤ f ≤ +∞, alors, en posant pour tous x ∈ X et y ∈ Y ,

Φ(x) =

∫
Y

fx dν, et Ψ(y) =

∫
X

fy dµ, (B-7)

la fonction Φ est mesurable relativement à A et la fonction Ψ est mesurable relativement à B. De plus∫
X

Φ dµ =

∫
X×Y

f (dµ⊗ dν) =
∫
Y

Ψ dν. (B-8)

3. Si f est une fonction à valeurs complexes et si l’on a∫
X

Φ∗ dµ < +∞ avec Φ∗(x) =

∫
Y

|fx| dν pour tout x ∈ X,

ou bien ∫
Y

Ψ∗ dν < +∞ avec Ψ∗(y) =

∫
X

|fy| dµ pour tout y ∈ Y,

alors f ∈ L1(µ⊗ ν).
4. Si f ∈ L1(µ ⊗ ν), alors fx ∈ L1(ν) pour presque tout x ∈ X et fy ∈ L1(µ) pour presque tout y ∈ Y . De plus,

si l’on définit Φ et Ψ comme dans les relations (B-7) (définies donc ici seulement pour, respectivement presque
tout x ∈ X et presque tout y ∈ Y ), alors Φ et Ψ appartiennent respectivement à L1(µ) et L1(ν). De plus, la
relation (B-8) est toujours vérifiée par Φ et Ψ.

Définition B-4. Soit (X, T ) un espace mesurable, et soient ν et µ deux mesures positives sur (X, T ). On dit que la
mesure µ est absolument continue par rapport à la mesure ν (ce que l’on notera µ≪ ν) si pour tout A ∈ T tel que
ν(A) = 0, on a également µ(A) = 0.

Théorème B-3 (Théorème de Radon-Nikodym (version restreinte) [32]). Soit (X, T ) un espace mesurable, et soit ν
une mesure positive σ-finie sur T . Alors pour toute mesure positive µ sur (X, T ) absolument continue par rapport à
ν, il existe une unique (à égalité ν-presque partout près) fonction h : X −→ R positive et mesurable sur (X, T ) telle
que :

∀A ∈ T , µ(A) =
∫
A

h dν. (B-9)

On peut étendre ce résultat aux mesures signées a : si µ est une mesure signée sur (X, T ), il existe une unique (à
égalité ν-presque partout près) fonction h : X −→ R intégrable telle que la relation (B-9) soit vérifiée. En passant
aux classes d’équivalence par quotient de la relation d’égalité ν-presque partout, on peut donc tout simplement dire que
h ∈ L1(X, T , ν).

Définition : On dit alors que h représente la densité de la mesure µ par rapport à la mesure ν.
a. Et même aux mesures complexes ou vectorielles.
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B.2.1 Résultats de concentrations

Lemme B-8. Soit une mesure positive borélienne µ, non nulle, sur un espace métrique séparable (X, d), et soit U un
ouvert de X. Si pour tout x ∈ U il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U et µ (B(x, r)) = 0, alors µ(U) = 0.

Preuve : Soit (xn)n∈N une famille dénombrable dense deX (séparable par hypothèse) : la famille d’ouverts
(
B
(
xn, 2

−k
))

(n,k)∈N×N

est alors une base de voisinage dénombrable de X.

Soit x ∈ U : sous l’hypothèse de l’énoncé, il existe donc r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U et µ (B(x, r)) = 0. On peut
donc choisir k ∈ N tel que 2−k < r/2, et n ∈ N tel que x ∈ B(xn, 2

−k) par densité de la suite (xn)n dans X : d’où
B(xn, 2

−k) ⊂ B(x, r), avec donc également 0 = µ (B(x, r)) ≥ µ
(
B(xn, 2

−k)
)
≥ 0, d’où µ

(
B(xn, 2

−k)
)
= 0.

On a donc U ⊂
⋃

(n,k)∈J

B(xn, 2
−k), où

J = {(n, k) ∈ N× N, ∃(x, r) ∈ X × R++ | r ∈ RadVan(x) et B(xn, 2
−k) ⊂ B(x, r)},

où on définit RadVan(x) = {r > 0, B(x, r) ⊂ U et µ (B(x, r)) = 0} pour tout x ∈ X. Par définition, on a donc
µ
(
B(xn, 2

−k)
)
= 0 pour tout (n, k) ∈ J . Ainsi

µ(U) ≤ µ

Ñ ⋃
(n,k)∈J

B(xn, 2
−k)

é
≤

∑
(n,k)∈J

µ
(
B(xn, 2

−k)
)
= 0

(par σ-additivité de la mesure). D’où µ(U) = 0.

□

Définition B-5. Soit (X, Top(X)) un espace topologique non vide, et soit µ une mesure borélienne (et positive) sur
(X, Top(X)). On définit Supp(µ), le support de la mesure µ, comme le complémentaire de la réunion de tous les
ouverts dont la mesure par µ est nulle. Autrement dit

Supp(µ) = X\

 ⋃
U∈T 0

op(X)

U

 ,
où T 0

op(X) = {U ∈ Top(X), µ(U) = 0}.

Lemme B-9. Soit une mesure positive borélienne µ, non nulle, sur un espace métrique séparable (X, d). Alors il existe
x ∈ X tel que, pour tout r > 0, on ait µ (B(x, r)) > 0.

Plus précisément :

X\Supp(µ) = {x ∈ X, ∃r > 0, µ (B(x, r)) = 0},

i.e. pour tout x ∈ Supp(µ), on a µ (B(x, r)) > 0 pour tout r > 0.

De plus µ (X\Supp(µ)) = 0.

Preuve : Soit (xn)n∈N une famille dénombrable dense deX (séparable par hypothèse) : la famille d’ouverts
(
B
(
xn, 2

−k
))

(n,k)∈N×N

est alors une base de voisinage dénombrable de X.

Soit T 0
op(X) l’ensemble des ouverts U de (X, d) pour lesquels on a µ(U) = 0. Montrons tout d’abord que X\Supp(µ) ∈

T 0
op(X).

Par définition de Supp(µ), on a

X\Supp(µ) =
⋃

U∈T 0
op(X)

U.

Soit x ∈ X\Supp(µ) (si X\Supp(µ) ̸= ∅) : il existe donc U ∈ T 0
op(X) tel que x ∈ U . Il existe donc r < 0 tel que

B(x, r) ⊂ U (d’où 0 ≤ µ (B(x, r)) ≤ µ(U) = 0, i.e. X\Supp(µ) ⊂ {x ∈ X, ∃r > 0, µ (B(x, r)) = 0}).

On peut donc choisir k ∈ N tel que 2−k < r/2, et n ∈ N tel que x ∈ B(xn, 2
−k) par densité de la suite (xn)n

dans X : d’où B(xn, 2
−k) ⊂ B(x, r), avec donc également 0 = µ(U) ≥ µ (B(x, r)) ≥ µ

(
B(xn, 2

−k)
)
≥ 0, d’où

µ
(
B(xn, 2

−k)
)
= 0, et ceci pour tout x ∈ X\Supp(µ).

On a donc X\Supp(µ) ⊂
⋃

(n,k)∈J

B(xn, 2
−k), où

J = {(n, k) ∈ N× N, ∃U ∈ T 0
op(X), B(xn, 2

−k) ⊂ U}.

Du fait que µ
(
B(xn, 2

−k)
)
= 0 pour tout (n, k) ∈ J , on a ainsi :
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µ (X\Supp(µ)) ≤ µ

Ñ ⋃
(n,k)∈J

B(xn, 2
−k)

é
≤

∑
(n,k)∈J

µ
(
B(xn, 2

−k)
)
= 0

(par σ-additivité de la mesure). D’où µ (X\Supp(µ)) = 0 et ainsi X\Supp(µ) ∈ T 0
op(X).

Pour finir, si x ∈ X est tel qu’il existe un rayon r > 0 pour lequel µ (B(x, r)) = 0, on a alors B(x, r) ∈ T 0
op(X) et ainsi

B(x, r) ⊂ X\Supp(µ), d’où {x ∈ X, ∃r > 0, µ (B(x, r)) = 0} ⊂ X\Supp(µ) i.e. {x ∈ X, ∃r > 0, µ (B(x, r)) = 0} =
X\Supp(µ).

Par contraposée, on a donc bien µ (B(x, r)) > 0 pour tout x ∈ Supp(µ) et pour tout r > 0.

□

B.2.2 Changement de variable polaire

Définition B-6. On définit Ld−1
S la décomposition sphérique de la mesure de Lebesgue sur la sphère unité Sd−1 munie

de sa tribu de la borélienne trace B
(
Sd−1

)
= B

(
Rd
)
∩ Ld−1

S (où B
(
Rd
)

désigne la tribu borélienne sur Rd), c’est à
dire la tribu borélienne sur Sd−1 munie de la topologie trace T

(
Sd−1

)
= T

(
Rd
)
∩Ld−1

S , où T
(
Rd
)

désigne la topologie
euclidienne sur Rd.

Plus précisément, pour tout A ∈ B
(
Sd−1

)
, on a

Ld−1
S (A) = dLd

Ä
φ−1(A) ∩B(0, 1)

ä
,

où φ est définie sur Rd\{0} par φ(x) =
x

|x|
pour tout x ∈ Rd\{0}. Formulé autrement : Ld−1

S = φ#
Ä
d1

B(0,1)
Ld
ä

sur

B
(
Sd−1

)
.

Remarque B-3. Remarquons que comme Sd−1 muni de la métrique euclidienne induite de Rd est un espace métrique
propre (et même compact), donc séparé et localement compact, on peut considérer via le théorème B-1 (théorème de
Riesz) que Ld−1

S est une mesure de Radon sur
(
Sd−1,B

(
Sd−1

))
.

En effet, la forme linéaire

f 7→ d

∫
Sd−1

f(x) d
î
φ#
Ä
d1

B(0,1)

äó
=

∫
B(0,1)

f

Å
y

|y|

ã
dy

est bien définie et positive sur Cc

(
Sd−1

)
. De plus, comme Ld−1

S

(
Sd−1

)
= Ld

Ä
B(0, 1)

ä
< +∞, Ld−1

S est une mesure
finie sur

(
Sd−1,B

(
Sd−1

))
.

Lemme B-10 (Changement de variable polaire). En notant td−1L la mesure sur (R+,B(R+)) (où B(R+) désigne la
tribu borélienne canonique de R+) résultant du produit de la fonction t 7→ td−1 et de la mesure de Lebesgue L (sur
(R+,B(R+))), et en définissant la fonction ψ : R+ × Sd−1 −→ Rd avec ψ(t, θ) = tθ, on a Ld = ψ#

î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

ó
.

Remarque B-4. Si l’on reformule le lemme B-10, d’après la proposition B-1 et les théorèmes de Fubini-Tonelli et
Fubini-Lebesgue, on a :

∫
Rd

f(x) dx =

∫
R+×Sd−1

f (tθ) d
î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

ó
(t, θ) =

∫
R+

∫
Sd−1

td−1f(tθ) dLd−1
S (θ) dt

=

∫
Sd−1

∫
R+

td−1f(tθ) dt dLd−1
S (θ),

que ce soit pour une fonction f borélienne positive sur Rd ou continue à support compact sur Rd.

Preuve du lemme B-10 : Définissons la mesure µ = ψ#
î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

ó
sur B(Rd) (tribu borélienne de Rd) et

montrons que µ = Ld.

Nous pouvons considérer que µ est une mesure de Radon d’après le théorème B-1 (théorème de Riesz) : en effet, la
forme linéaire

f 7→
∫

Rd

f d
î
ψ#
î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

óó
=

∫
R+×Sd−1

f (tθ) d
î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

ó
(t, θ)

est bien définie et positive sur Cc(Rd)), et donc peut prendre pour µ la mesure de Radon (et extérieurement régulière)
donnée par ce théorème.
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Rappelons que la fonction φ est définie sur Rd\{0} par φ(x) =
x

|x|
pour tout x ∈ Rd\{0}. D’après le théorème de

Fubbini-Tonelli, pour tout f ∈ C+
c (Rd), on a

∫
Rd

f(x)µ(x) =

∫
R+×Sd−1

f (ψ(t, θ)) d
î(
td−1L

)
⊗ Ld−1

S

ó
(t, θ)

=

∫
R+

∫
Sd−1

td−1f(tθ) dLd−1
S (θ)︸ ︷︷ ︸

= d
∫
B(0,1)

td−1f(tφ(y)) dy

(proposition B-1)

dt ←− (Fubini-Tonelli)

=

∫
R+

d

∫
B(0,1)

td−1f(tφ(y)) dy dt

= d

∫
R+

∫
B(0,1)

td−1f

Å
ty

|y|

ã
dy dt

= d

∫
B(0,1)

∫
R+

|y|(s|y|)d−1f

Å
(s|y|)y
|y|

ã
ds dy ←− (Fubini-Tonelli + changement de variable t← s|y|)

= d

∫
B(0,1)

∫
R+

|y|dsd−1f (sy) ds dy

= d

∫
R+

∫
Rd

1
B(0,1)

(y)|y|dsd−1f (sy) dy ds ←− (Fubini-Tonelli)

= d

∫
R+

∫
Rd

1

sd
1
B(0,1)

(z
s

) ∣∣∣z
s

∣∣∣d sd−1f
(
s
z

s

)
dz ds ←− (Changement de variable y ← z/s)

= d

∫
Rd

|z|df(z)
∫

R+

1
B(0,1)

(z
s

) 1

sd+1
ds dz.

Pour tout s > 0 et tout z ∈ Rd, on a 1
B(0,1)

(z
s

)
= 1[|z|,+∞[(s). Ainsi, pour tout z ∈ Rd\{0}, on a∫

R+

1
B(0,1)

(z
s

)
︸ ︷︷ ︸
=1[|z|,+∞[(s)

1

sd+1
ds =

∫ +∞

|z|

1

sd+1
ds = −1

d

ï
1

sd

ò+∞

|z|
=

1

d|z|d
.

On peut donc conclure que :∫
Rd

f(x)µ(x) = d

∫
Rd

|z|df(z)
∫

R+

1
B(0,1)

(z
s

) 1

sd+1
ds︸ ︷︷ ︸

=
1

d|z|d

dz =

∫
Rd

f(z) dz,

et ceci pour tout f ∈ C+
c (Rd), d’où µ = Ld a

□

B.2.3 Résultats de concentration sur les cônes

Lemme B-11. Soit une fonction continue f : [a, b] −→ R, avec a < b vérifiant, pour tout t ∈ [a, b[ :

lim inf
s→t−

f(s)− f(t)
s− t

≤ 0.

Alors f est décroissante sur [a, b].

Preuve : Raisonnons par l’absurde, et supposons que f ne soit pas décroissante : autrement dit, supposons qu’il existe
t1, t2 ∈ [a, b], tels que t1 < t2 et tels que f(t1) < f(t2). On définit la fonction continue g : [t1, t2] −→ R définie pour

a. En effet, sur un espace topologique X non-vide, séparé, localement compact et σ-compact, une mesure de Radon signée µ est nulle si
et seulement si on a

∫
X f dµ ≥ 0 pour toute fonction f ∈ C+

c (X). On peut trouver une preuve de ce résultat dans notre synthèse de cours
plusieurs fois évoquée : https://amubox.univ-amu.fr/s/w9pc6xJdXafYPic
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tout t ∈ [a, b[ par g(t) =
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
(t2 − t)− (f(t2)− f(t)). On a alors bien sûr g(t1) = g(t2) = 0.

On a alors g ≤ 0 : en effet, si l’on avait max g > 0 (g étant continue sa borne supérieure serait atteinte sur ]t1, t2[), il
existerait t0 ∈]t1, t2[ tel que g(t0) = max g > 0. Ainsi, pour tout t ∈]t1, t0[, on aurait g(t0) ≥ g(t) et donc

0 ≤ g(t)− g(t0)
t− t0

= − 1

t− t0

Å
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
(t− t0) + (f(t)− f(t0))

ã
= −f(t2)− f(t1)

t2 − t1
+
f(t)− f(t0)

t− t0
.

D’où
f(t)− f(t0)

t− t0
≥ f(t2)− f(t1)

t2 − t1
pour tout t ∈]t1, t0[, et donc

lim inf
s→t−0

f(s)− f(t0)
s− t0

≥ f(t2)− f(t1)
t2 − t1

> 0,

ce qui contredirait l’hypothèse de l’énoncé du lemme qui affirme que lim inf
s→t−0

f(s)− f(t0)
s− t0

≤ 0.

Ainsi, on a g(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [t1, t2[, et donc
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
≤ f(t2)− f(t)

t2 − t
, pour tout t ∈ [t1, t2[. Par conséquent,

on a

0 <
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
≤ lim inf

s→t−2

f(t2)− f(s)
t2 − s

≤ 0,

ce qui est de nouveau contradictoire.

□

Définition B-7. Soit f une fonction borélienne sur Rd. On appelle "point de Lebesgue" de f tout point x0 ∈ Rd pour
lequel on a :

1

Ld (B(x0, r))

∫
B(x0,r)

|f(x0)− f(x)| dLd(x) −→
r→0+

0.

Remarque B-5. Sous les hypothèses de la définition B-7, si x0 est un point de Lebesgue de f , alors∣∣∣∣∣f(x0)− 1

Ld (B(x0, r))

∫
B(x0,r)

f(x) dLd(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

Ld (B(x0, r))

∫
B(x0,r)

|f(x0)− f(x)| dLd(x) −→
r→0+

0.

i.e. f(x) = lim
r→0+

1

Ld (B(x0, r))

∫
B(x0,r)

f(x) dLd(x).

Théorème B-4 (Théorème de différentiation de Lebesgue [31]). Soit f une fonction borélienne et intégrable sur Rd.
Alors Ld-presque tout point x ∈ Rd est un point de Lebesgue de f .

Autrement dit, il existe un borélien E vérifiant :
— Ld(E) = 0.
— Tous les points de Rd\E sont des points de Lebesgue de f .

Lemme B-12. Soit f une fonction borélienne, positive et intégrable sur Rd. Alors, pour Ld−1
S -presque tout θ ∈ Sd−1

et L-presque tout t ∈ R+, tθ est un point de Lebesgue de la fonction f , i.e.

f(tθ) = lim sup
r→0+

1

Ld (B(tθ, r))

∫
B(tθ,r)

f(x) dLd(x).

Preuve : On sait d’après le théorème B-4 qu’il existe un borélien E vérifiant Ld(E) = 0 et tel que tous les points de
Rd\E soient des points de Lebesgue de f .

La fonction (t, θ) 7→ tθ étant continue sur Sd−1 × R+ (pour la topologie induite) et la fonction 1E étant par définition
borélienne sur Rd, la fonction (t, θ) 7→ td−11E(tθ) est donc également borélienne sur Sd−1 × R+. Ainsi, d’après le
théorème de Fubini-Tonelli, pour tout θ ∈ Sd−1 la fonction t 7→ td−11E(tθ) est borélienne sur R+, et pour tout t ∈ R
la fonction θ 7→

∫
R+

1E(tθ) dt est borélienne sur Sd−1. De plus, le lemme B-10 de changement de variable polaire, et
plus précisément la remarque B-4, nous donnent la relation suivante :

∫
Sd−1

∫
R+

td−11E(tθ) dtdLd−1
S (θ) =

∫
Sd−1×R+

td−11E(tθ) d
î
Ld−1
S ⊗ L

ó
(θ, t) =

∫
Rd

1E(x) dx = Ld(E) = 0.
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Ainsi, pour Ld−1
S -presque tout θ ∈ Sd−1, on a

∫
R+

td−11E(tθ) dL(t) = 0, c’est à dire que pour un tel θ, on a td−11E(tθ) =

0 pour L-presque tout t ∈ R++, i.e. 1E(tθ) = 0, i.e. tθ /∈ E.

En d’autres termes, Ld−1
S -presque tout θ ∈ Sd−1, et pour L-presque tout t ∈ R++, tθ est un point de Lebesgue de f .

□

Lemme B-13. Soit f ∈ L1
loc(R+,L) une fonction positive telle que pour tout t ∈ R++ il existe rt ∈]0, t[ tel que f soit

L-presque partout nulle sur [t− rt, t]. Alors f est L-presque partout nulle sur R+.

Preuve : Considérons la fonction positive continue F : t 7→
∫ t

0
f(s) ds. Pour tout t ∈ R++, et pour tout s ∈]t− rt[, t,

on a
F (s)− F (t)

s− t
= 0 et donc lim infs→t−

F (s)− F (t)
s− t

= 0. D’après le lemme B-11, la fonction F est décroissante sur

R+. De plus, pour tout t ∈ R++, et pour tout s ∈]0, t], on a F (s) ≥ F (t), d’où 0 = lims→0+ F (s) ≥ F (t) ≥ 0, i.e. la
fonction F est uniformément nulle sur R+, i.e. f est L-presque partout nulle sur R+.

□

Définition B-8. Pour x ∈ Rd, v ∈ Rd\{0}, r > 0 et 0 < λ < 1 : on définit CT (v, λ, x, r) le cône tronqué ouvert de la
façon suivante :

CT (v, λ, x, r) = B(x, r) ∩ {y ∈ Rd, ⟨v, y − x⟩ > λ|v| · |y − x|}.

Lemme B-14 (Concentration de masse au sommet d’un cône orienté a). Soit une mesure positive borélienne µ non
nulle et finie sur Rd telle que µ ≪ Ld. Soit x0 ∈ Rd et soit 0 < λ < 1. Alors il existe x ∈ Rd\{x0} tel que, pour tout
r > 0, on ait µ (CT (x0 − x, λ, x, r)) > 0.

Preuve : Raisonnons par l’absurde et supposons que pour tout x ∈ Rd, il existe r > 0 tels que µ (CT (x0 − x, λ, x, r)) =
0.

Pour tout x ∈ Rd\{x0}, on définit l’ensemble RadTronVan(x) (non vide par hypothèse) de la façon suivante :

RadTronVan(x) = {r ∈ R++, µ (CT (x0 − x, λ, x, r)) = 0}.
Remarquons que pour tout r ∈ RadTronVan(x) et pour tout 0 < r′ ≤ r, on a également r′ ∈ RadTronVan(x). On
définit r(x) = min {1, (1/2) supRadTronVan(x)}. On a bien sûr rx ∈ RadTronVan(x).

Soit h un Ld-représentant (positif) de la densité de la mesure µ par rapport à la mesure de Lebesgue donné par le
théorème B-3 de Radon-Nikodym (h est intégrable du fait que µ est finie). D’après le lemme B-12, pour Ld−1

S -presque
tout θ ∈ Sd−1, le point tθ est un point de Lebesgue de h(x0 + ·) pour L-presque tout t ∈ R++. Considérons un tel
θ ∈ Sd−1 : pour tout t ∈ R++ et pour L-presque tout s ∈]t− r(x0 + tθ), t[, x0 + sθ est un point de Lebesgue de h.

Remarquons que pour tout r > 0, pour tout θ ∈ Sd−1, et tout t ∈ R+, on a ]x0+(t−r)θ, x0+tθ[⊂ CT (x0−x, λ, x0+tθ, r).
Ainsi, pour presque tout s ∈]t − r(x0 + tθ), t[, on a x0 + sθ ∈ CT (−tθ, λ, x0 + tθ, r(x0 + tθ)), il existe r′ > 0 tel que
B(x0 + sθ, r′) ⊂ CT (−tθ, λ, x0 + tθ, r(x0 + tθ)), d’où µ (B(x0 + sθ, r′)) = 0. Ainsi, pour Ld−1

S -presque tout θ ∈ Sd−1,
pour tout t ∈ R++, et pour L-presque tout s ∈]t− r(x0+ tθ), t[, le point x0+ sθ est un point de Lebesgue de h et donc

h(x0 + sθ) = lim sup
r→0+

1

Ld (B(x0 + tθ, r))

∫
B(x0+tθ,r)

h(x) dx = lim sup
r→0+

µ (B(x0 + tθ, r))

Ld (B(x0 + tθ, r))
= 0.

Ainsi, pour Ld−1
S -presque tout θ ∈ Sd−1, la fonction hθ : t 7→ td−1h(x0+ tθ) est borélienne sur R+ (d’après le théorème

de Fubini-Tonelli) et vérifie les conditions du lemme B-13, à savoir que pour tout t ∈ R+ il existe rt > 0 (en choisissant
rt = r(x0 + tθ)) tel que f soit L-presque partout nulle sur [t− rt, t]. Ainsi, hθ est L-presque partout nulle sur R+.

D’après le théorème de Fubini-Tonelli, la fonction positive θ 7→
∫

R+

hθ(t) dt =

∫
R+

td−1h(x0 + tθ) dt est borélienne sur

Sd−1 (elle est donc Ld−1
S -presque partout nulle sur Sd−1). D’après le théorème de Fubini-Tonelli, le lemme B-10 et la

remarque B-4 sur le changement de variable polaire, on a

µ
(
Rd
)
=

∫
Rd

h(x) dx =

∫
Rd

h(x0 + y) dy =

∫
Sd−1

∫
R+

td−1h(x0 + tθ) dt︸ ︷︷ ︸
=0 Ld−1

S −p.p.

dLd−1
S (θ) = 0.

Ceci contredit l’hypothèse que la mesure µ est non nulle. Le raisonnement par l’absurde nous amène donc à confirmer
le résultat de l’énoncé.

□

a. Remerciements à Antonin Monteil du LAMA (UPEC) pour m’avoir débloqué la preuve de ce résultat !
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B.2.4 Autres

Lemme B-15. Soit Ω ⊂ Rd un sous-ensemble fermé de Rd tel que Ld (Ω) > 0. On définit alors l’ensemble Ω′ =
Supp

(
1ΩLd

)
(borélien car fermé).

Alors Ω′ ⊂ Ω, Ω′ = Supp
(
1Ω′Ld

)
et Ld (Ω′) = Ld (Ω).

Preuve : Le support Supp (µ) d’une mesure µ borélienne positive sur Rd correspond à l’intersection de tous les fermés
F tels que µ

(
Rd\F

)
= 0, et tel que Supp (µ) vérifie lui-même µ

(
Rd\Supp (µ)

)
= 0.

Ici, on a bien sûr
(
1ΩLd

) (
Rd\Ω

)
= 0, d’où Ω′ = Supp

(
1ΩLd

)
⊂ Ω. De même, on a Supp

(
1Ω′Ld

)
⊂ Ω′ (⊂ Ω). On a

donc :

(
1ΩLd

) (
Rd\Supp

(
1Ω′Ld

))
= Ld

(
Ω\Supp

(
1Ω′Ld

))
= Ld (Ω\Ω′)︸ ︷︷ ︸

(1ΩLd)(Rd\Ω′)

+ Ld
(
Ω′\Supp

(
1Ω′Ld

))︸ ︷︷ ︸
(1Ω′Ld)(Rd\Supp(1Ω′Ld))

=
(
1ΩLd

) (
Rd\Ω′)︸ ︷︷ ︸

(1ΩLd)(Rd\Supp(1ΩLd))=0

+
(
1Ω′Ld

) (
Rd\Supp

(
1Ω′Ld

))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Ainsi Ω′ = Supp
(
1ΩLd

)
⊂ Supp

(
1Ω′Ld

)
, d’où Ω′ = Supp

(
1Ω′Ld

)
.

De plus, comme Ld (Ω\Ω′) =
(
1ΩLd

) (
Rd\Ω′) = (1ΩLd

) (
Rd\Supp

(
1ΩLd

))
= 0, on a donc

Ld (Ω) = Ld (Ω\Ω′)︸ ︷︷ ︸
=0

+ Ld (Ω′) = Ld (Ω′) .

□

Remarque B-6. La mesure de Lebesgue sur Rd est régulière, et donc en particulier intérieurement régulière : pour
tout borélien A ⊂ Rd non vide vérifiant Ld(A) < +∞, on a

Ld(A) = sup{Ld(K), K ⊂ A, K compact}.

Ainsi, si Ld(A) > 0, il existe un compact K ⊂ A tel que Ld(K) > 0.

Définition B-9. Soit (X, T , µ) un espace mesuré. On définit sur T la relation
µ
≈ suivante : pour A,B ∈ T ,

A
µ
≈ B ⇐⇒ µ(A\B) = 0 et µ(B\A) = 0.

La relation
µ
≈ est une relation d’équivalence sur T .

Preuve : La réversibilité et la symétrie sont évidentes. Montrons la transitivité de la relation
µ
≈ : supposons A,B,C ∈ T

tels que A
µ
≈ B et B

µ
≈ C, montrons qu’alors A

µ
≈ C. On a

µ(A\C) = µ(A∩(X\C)) = µ((A\B) ∩ (X\C))︸ ︷︷ ︸
≤µ(A\B)

+µ(A∩B∩(X\C)) ≤ µ(A\B)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ(A∩B∩(X\C)) = µ(A∩B∩(X\C)),

et

µ(B\C) = µ(B∩(X\C)) = µ((B\A) ∩ (X\C))︸ ︷︷ ︸
≤µ(B\A)

+µ(B∩A∩(X\C)) ≤ µ(B\A)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ(B∩A∩(X\C)) = µ(A∩B∩(X\C)).

D’où µ(A\C) = µ(A ∩B ∩ (X\C)) = µ(B\C) = 0. On peut montrer de même que µ(C\A) = 0, et donc que A
µ
≈ B.

□

Définition B-10. Soit (X, T , µ) un espace mesuré muni de la relation d’équivalence
µ
≈. On définit sur T la relation

µ
≺ suivante : pour A,B ∈ T ,

A
µ
≺ B ⇐⇒ µ(A\B) = 0.

La relation
µ
≈ est une relation d’ordre sur l’ensemble Tµ

≈
, c’est à dire l’espace T quotienté par les classes d’équivalences

de
µ
≈.
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Preuve : La réversibilité est évidente, de même que l’anti-symétrie dans Tµ
≈

: si A
µ
≺ B et B

µ
≺ A, on a par définition

A
µ
≈ B. Pour ce qui est de la transitivité, de même que dans la définition précédente : si l’on suppose A,B,C ∈ T tels

que A
µ
≺ B et B

µ
≺ C, i.e. µ(A\B) = 0 et µ(B\C) = 0, alors

µ(A\C) = µ(A ∩ (X\C)) = µ((A\B) ∩ (X\C))︸ ︷︷ ︸
≤µ(A\B)

+ µ(A ∩B ∩ (X\C))︸ ︷︷ ︸
≤µ(B∩(X\C))

≤ µ(A\B)︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ(B ∩ (X\C))︸ ︷︷ ︸
=µ(B\C)

= µ(B\C) = 0,

d’où µ(A\C) = 0, i.e. A
µ
≺ C.

□

Lemme B-16. Soit (X, T ) un espace mesurable, et soient µ et ν deux mesures positives sur (X, T ) telles que ν ≪ µ.
Alors, pour tous ensembles A,B ∈ T tels que A

µ
≈ B, on a A

ν
≈ B.

Preuve : Bien sûr, sachant que ν ≪ µ, si µ(A ∩B) = 0, alors ν(A ∩B) = 0, et si µ(B ∩A) = 0, alors ν(B ∩A) = 0.

□

Lemme B-17. Soit (X, T , µ) un espace mesuré (µ étant une mesure positive), et soient A,B ∈ T tels que A
µ
≈ B.

Alors pour tout C ∈ T , on a µ(A ∩ C) = µ(B ∩ C) (en particulier µ(A) = µ(B)).

Preuve : Pour de tels ensembles A, B et C, on a

µ(A ∩ C) = µ(A ∩ C\B) + µ(A ∩ C ∩B) = µ(A ∩ C\B)− µ(B ∩ C\A) + µ(B ∩ C),

sachant que 0 ≤ µ(A∩C\B) ≤ µ(A\B) = 0 et 0 ≤ µ(B ∩C\A) ≤ µ(B\A) = 0, d’où µ(A∩C\B) = µ(B ∩C\A) = 0,
et donc µ(A ∩ C) = µ(B ∩ C).

□

Lemme B-18. Soit (X, T , µ) un espace mesuré (µ étant une mesure positive), et soient A,B ∈ T tels que A
µ
≺ B.

Alors pour tout C ∈ T , on a µ(A ∩ C) ≤ µ(B ∩ C) (en particulier µ(A) ≤ µ(B)).

Preuve : Pour de tels ensembles A, B et C, on a

µ(A ∩ C) = µ(A ∩ C\B)︸ ︷︷ ︸
≤µ(A\B)

+ µ(A ∩ C ∩B)︸ ︷︷ ︸
≤µ(B∩C)

≤ µ(A\B)︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ(B ∩ C) = µ(B ∩ C).

□

Lemme B-19. Soit (X, T , µ) un espace mesuré (µ étant une mesure positive), et soient A,B ∈ T tels que A
µ
≺ B.

Alors µ(A) = µ(A ∩B).

Preuve : Pour de tels ensembles A et B on a µ(A) = µ(A\B)︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ(A ∩B) = µ(A ∩B).

□

C Formulation eulérienne du problème : preuve formelle
Cette petite annexe a pour objectif de montrer de façon quelque peu formelle l’équivalence entre la version lagrangienne
du transport optimal dissipatif traité dans ce rapport et sa version eulérienne telle qu’introduite de façon succincte dans
la section d’introduction ((1-2) et 1-1), et un peu plus précisément en 5-6 dans la section des conclusions et perspectives
(sous-sous-section 5.2.1). Elle n’a donc pas pour objectif de poser des bases rigoureuses pour cette formulation et cette
équivalence.

Comme dans la sous-sous-section 5.2.1, on suppose que :
— La fonction ζ est une fonction de classe C1, strictement convexe telle que ζ(0) = 0.
— On a choisi a ∈ Rd et M ∈ R tels que Supp(µ0) ∪ Supp(µ1) ⊂ B(a,M/2).
— On a choisi les mesures de Radon (positives) µ0 et µ1 telles que supp(µ0) ∩ supp(µ1) = ∅ et que µ0 ≪ Ld.
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Soit ω ∈ M+

(
Ld,M

)
. Supposons qu’il existe un champ de vitesse borélien intégrable v sur [0, 1] × Rd tel que pour

ω-presque tout γ ∈ Ld,M , on ait γ′(t) = v(t, γ(t)) pour tout t ∈ [0, 1].

On note µ la mesure borélienne sur ]0, 1[×Rd, définie par µω(A) =

∫ 1

0

Å∫
Rd

1A(t, x) dµ
t
ω(x)

ã
dt pour tout borélien

A de [0, 1] × Rd. On rappelle que d’après le théorème de Fubini-Tonelli (voir [32]), l’application x 7→ 1A(t, x) est
borélienne pour tout t ∈ [0, 1].

Le couple (v, µω) vérifie alors au sens des distributions la contrainte de dissipation suivante :

∂tµω + divx (vµω) = −ζ(|v|)µω.

En effet, pour toute fonction test φ ∈ C1
c (]0, 1[×Rd), on a (en se basant notamment sur la proposition B-1 et le

théorème de Fubini) :

−⟨∂tµω +divx (vµω) + ζ(|v|)µω, φ⟩

=

∫
]0,1[×Rd

[∂tφ+ v · ∇xφ− ζ(|v|)φ] dµω

=

∫ 1

0

∫
Rd

[∂tφ(t, x) + v(t, x) · ∇xφ(t, x)− ζ(|v(t, x)|)φ(t, x)] dµt
ω(x) dt

=

∫ 1

0

∫
Ld,M

[∂tφ(t, γ(t)) + v(t, γ(t)) · ∇xφ(t, γ(t))− ζ(|v(t, γ(t))|)φ(t, γ(t))] e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) dt

=

∫ 1

0

∫
Ld,M

[∂tφ(t, γ(t)) + γ′(t) · ∇xφ(t, γ(t))− ζ(|γ′(t)|)φ(t, γ(t))] e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) dt

=

∫ 1

0

∫
Ld,M

ï
d

dt
[φ(t, γ(t))]− ζ(|γ′(t)|)φ(t, γ(t))

ò
e−

∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) dt

=

∫ 1

0

∫
Ld,M

d

dt

î
φ(t, γ(t))e−

∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ó
dω(γ) dt

=

∫
Ld,M

Ç∫ 1

0

d

dt

î
φ(t, γ(t))e−

∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ó
dt

å
dω(γ) (Fubbini)

=

∫
Ld,M

φ(1, γ(1))e−
∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ)−

∫
Ld,M

φ(0, γ(0)) dω(γ)

=

∫
Rd

φ(1, x)︸ ︷︷ ︸
=0

dµ1
ω(x)−

∫
Rd

φ(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

dµ0
ω(x)

= 0.

De plus, on a :

103



K(ω) =
∫
Ld,M

Ä
1− e−

∫ 1
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ä
dω(γ) = −

∫
Ld,M

∫ 1

0

d

dt

î
e−

∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds

ó
dt dω(γ)

=

∫
Ld,M

∫ 1

0

ζ(|γ′(t)|)e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dt dω(γ)

=

∫
Ld,M

∫ 1

0

ζ(|v(t, γ(t))|)e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dt dω(γ)

=

∫ 1

0

∫
Ld,M

ζ(|v(t, γ(t))|)e−
∫ t
0
ζ(|γ′(s)|)ds dω(γ) dt (Fubbini)

=

∫ 1

0

∫
Rd

ζ(|v(t, x)|) dµt
ω(x) dt

=

∫
]0,1[×Rd

ζ(|v|) dµω.

(C-1)
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