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UNE METHODE ET UN PROGRAMME
D’ANALYSE DISCRIMINANTE PAS A PAS
SUR VARIABLES QUALITATIVES

Gilbert SAPORTA

Institut Universitaire de Technologie
Uneversité René Descartes

.0 individus sont répartis en [k groupes d&finis par les modalités d'une va-
riable Y . On veut "expliquer" cette partition et classer des individus ulté-
rieurs grice 5 p variables qualitatives X, Xz,..., X i n

m, Y m mg-—
A= 15 s
dalités. P 2 P

. 51 on remplace chaque X. par 1'ensemble des m. variables indicatrices de ses
. L L

-modalités on est ramenéd 3 un probléme d'analyse discriminante usuel avec
Sm o+ my, ¥ m, variables numériques explicatives. L'obtention ce fonctions

discriminantes s'identifie alors & un probldue de codage optimal en ce sens que
tout revient 3 transformer les p variables qualitatives en p variables numé-

riques de Sorte que ie pouvoir discriminant ae la fometion discriminante cherchie
solt maximal,

Une premidre difficulté provient du fait que 1'ensemble des variables indica-
trices n'est pas ce plein rang : il existe donc une infinité de codages condui-
sant au méme optimum. Une seconde difficults surgit gi on veut transposer les mé=
thodes de sélection progressive couramment utilisdes en discyimination ordinaire :
on ne peut en effet introduire une indicatrice seule sans celles qui correspoandent
4 La mBme variable qualitative. La s&lection ne peut se falre que parmi ies »p
‘variables initiales donc en traitant ies indicatrices par bioc.

Une méthode et un programme nommé DISQUAL (DIScrimimation .sur variables QUALita~

‘tives) ont &té d8veloppés dans ie cadre du contrat COREF-DGRST 75~7-0230 afin de
- réaliger

- a) Une s&lection progressive des variables explicatives en utilisant les pro-
"pridtds démontrées en [10] au coefficient de TSCHUPROW.

b} L7analyse discriminante sur ies variables retenues par ia méthode des "fac—
teurs =z " [9 pour aboutlr d'une part & des formuies de classement, d'autre part
-pour plus de deux groupes & une analyse factorielle discriminante.




I - SELECTION PROGRESSIVE D'UN SOUS-ENSEMBLE DE o VARTABLES EXPLICATIVES

i. Indicatrices associ&es & une variable ¥ & m modalités

A X associons l'ensemble des m indicatrices x

1» Fgr sees X qu lul est
gquivalent

%. = 1 pour un individu prenant la meodalité |
J

X.
J

0 sinon

Pour les mn individus &tudids la variable X est donc équivalente au ta-—
bleau X :

[ /KO 1 .

[aS]
<
o

n \NO0 0 -

. T - - - :
Le sous—espace-vectoriel W de R engendré par les indicatrices est l'en—

semble des variables discrdtes & m valeurs réalisant une quantificarion ou co-
dage de X

i ) ]
Wos gl - X2 aeR
a4 est le vecteur des codages, ses coordonndas ay, g, an a sont les codes
des différentes modalités de" X :
\ PR P . . n
S1i les n individus sont pond@ré@s par des poids Pps Pos +vn P on munira TR
P, 0
de La métrique | Dp = T . Les variables centrées £ sont alors lLes .
) o
\

variables Dp—ortnogonales au vecteur |1

2. Le coefficient de TSCHUPROW comme ccosinus d'angle

A deux variables qualitatives X
espaces Wi et .Wz

et X, associons Les tableaux X,y X5 et les

i 2

Wi et Wz sont caractérisés par les projecteurs DD—ortnogonaux A et A
—i

CA., =X (X!'n_ X)) Xip o

4 L4 L p i L P

Suivant.Y. BSCOUFIER [7], munissons 1'ensemble des matrices nyn D usymetrlques
du prodult scalaire de iLa trace

<P : 0> = Trace (P Q)

Alors < AL AZ > = Trace A, A2 = E A, ofi les A, sont Les carrés des coeffi
L kS :

cients de corrglation canoniques de X, et X, - Corme X, et X, sont’ des’ ta=

bleaux d'indicatrices on sait que : Trace A, A2 =1+ ﬁz ol @2 est le coeffi- ;
clent de K. PEARSON ¢2 = ijn
Comme les sous—espaces w] et W2 ont en commun le vecteur ! 1l convient de.

2 .

~blocs sont X X

considérer en fait les sous—aspaces WIO et WZO de dimensions m]—i et mz—i
des variables centrées codant X, et X2 et les projecteurs asgsocids A]O A20
On a ators

Trace (AEO 20) @ et ie cosinus associé & ce produit scalaire
est alors le coefficient de TSCHUPROW entre X, et XZ
2 2
. - g - i
cos (A]O AZO) = _ - - =
Trace A]O Trace AZO /K(mi—]) (mz—l)

Ce coefficient dent La nullité est &quivalente & l'indé&pendance et l‘egallLe a i
& La relation fonctionnelle, & ainsi ies propridtés d'un cosinus, ¢'est donc

1'anaiogue d'un coefficient de corrélatiom entre variahles qualitatives si on
identifie X.I au projecteur A,

3. MEthode de sélection

Nous pouvons donc adopter une méthede semblable & la régression progressive.

La premire variable s€lectionnée X, est celle qui a Le pius fort coefficient
de Tschuprow avec Y . On calcule alors des coefficlents de Tschuprow partieis
d'ordre 1| par la formule

Tyx, ~ Tyx Txox.
T ) - 2 1 L1
TX. /X
e z . 2
/’(1 TYXE) (1 TX.X )

La deuxidme variable s&lectionnge XZ est celle pour laquelle TYX /x
N 1
L

est maximal - elle a poutr propriété 4'8tre peu liSe 8 X. toukb en Btant La plus
lige possible avee Y -~ On calicule alors des coefficients partiels au second
ordre T : en itérant la formule précddente et ainsi de suate.

YX.;’X.I Xz

Le processus s'arrBte lorsquion a sélectionné un nombre de varisbles fixd 3

i'avance ou lorsgue le coefficient de TSCHUPROW muitiple que nous définissons
par
2 2 2 : 2
- To = (1 - T )y (1 =T ) .. {1 =T ;
Y : K1,X2 Ve Xq YXi YXZ YXq_/XI,X2 - Xq_l)
n'augmente plus suffisamment,

IT - ANALYSE DISCRIMINANTE SUR 1ES 9 VARTABLES RETENUES

1. Analyse factorielle discriminante

. L'analyse factorielle discriminante est 1’analyse canonique des tableaux Y et

XK. ot ¥V est le tableau des indicatrices de Y et X 1la matrice cont les

g8 s Xq

X o= (XX, oo X0y

CHEARNTS

Dans le cas usuel on sait que les facteurs discriminants sont les vecteurs pro-
pres de .

Ko 0T X vy w v X
P ] P P



mais icx X' D X qui est le tableau de BURT des ¢ variables explicatives
1

n'est pas inversible car le vecteur i

a WY

+ + ...+ m_—4q
mi m2 a

ast commun A W,» Wz, . Wq (et aussi

i do e dimension
Y. L'espace W est domc d

engendré par Les colonnes de X

s1 on Bte les variables constantes.

Pour résoudre notre probléme il faut donc remplacgr les colonn?s de X opar une
base de W ce gui revient i choisir une pseudo-inverse de X DP X “En termfs
de codages cecl est &quivalent & impoger une contrainte au codage“de cnaqueRvi
riable X, . Nous avons montré en _9] que prendre la pseudo-lnverse de MOORE

PENROSE éfait &quivalent au choix des contraintes de moyenme mulle sur Les XL

Une méthode pour obtenir cette pseudo~lnverse consiste alors E remplacer X par

La matrice Z des facteurs de l'analyse des correspondances de X cz]queLles
1¢1 i i es

praticiens appellent 1'analyse du tableau disjonctif complet des Xi [

colonnes de Z Zs Zy ... SORBL des variables centrées Dp—ortnogonaLes entre

. - - n
elles (i.e. mon corrélées) que 1'on choisit de variance unitd: Les "facteurs z
R e ' -
sont identiques aux varlables auxiliaires définies par J.D. CARROLL pour 1 ﬁna
Lyse canonique généralisée de XI, Xz, .+.y X qui ne sont autres que les "com
posantes principales d'échelle” de GUTTMAN, voir [27,[77,[9].

. . . )
Rappelons que si D est la diagonale de X DD X les Ej sont tels que

J z., = X,
=d =J
-} .
! Xu. = A, u,
LD oy Mg = Ay

L'analyse factorielle discriminante de Y et 2

est alors particulidrement
sumple car Z' DD Z =1 puisque les Z;

sont centrés réduits et non corrélés.

In pratique il est inutile de garder les m, + m, + ... +m, — g ifacteurs §[5§t
on pourra effectuer la discrimination sur une partie seuL?ment_d en;re e;x .
Ains1 dans DISQUAL on &limine d’abord lLesg %z, de trop faible inertie ( j)

afin d'éviter de discriminer sur du bruit, puls dans un deuxilme temps aprés
avolr reclass@ les 'z, testant par pouvoir discriminant décroissant {(cet ordre
=3

est en général différent de celur des A.) on ne garde que ceux dont le pouvoir
L

diseriminant cumulé est suffisant..

Le pouvoir discriminant de 2z, dui est sa variance inter—groupe vauk
=]

i LARN /I
P g

i v L)) -
22D Y (VDY)

et ces pouvoirs sont additifs car les Ej sont mnon corrélés.

Il existe k-i combinaisons linfaires discriminantes des %z, de la forme

i

Zc, Zj fournies par 1'équation
32
o VD N VD Zce=ue
(o) o ™
done s1 Kk > 2 on peut représenter les n individus dans le plan défini par les

deux premidres variables discriminantes alnsi cue les m??a?ités des var%ables
explicatives considérées comme centre de gravité des lnELV1du§ Les possédant

ce centre de gravité est alors projeté en élément supplemen?alr§. Dans ie cas de
2 groupes DISQUAL sort l'histogramme de 1'unique varzable discriminante.

Dans tous les cas 1l'utilisation des facteurs 2z permet une repr@sentation des
individus, qui ne tient compte que des variables explicatives et non de ¥ mais

dont 1'int&r8t statistique est dvident puisqu'il s'agit de 1'anaiyse des corres-
pondances des ¥,
H

2. Procidure de classement

Les individus &tant désormais décrits par Les facteurs
cédente, l'affectation d'un individe a i 1'un des
procédure usuelle de distance au centre de gravité,

2 retenus & 1'&tape pré-
k groupes se fait seion une

Dans sa version actuelle DISQUAL utilise ia distance de MAHALANOBIS ce qui re-

vient d la proc&dure suivante puisque la matrice de variance-covariance des gz,
n'est autre que la matrice unita.

S8oit U 1la matrice 3 m, + Moy + el * mq lignes dont les colommes sont Les vec—
teurs Hj tels que Ej = ng ; 81 e est le vecteur de description logique de
_1'individu e
) m, m m
! q
e’ = (DI60|706] — |0010)

"les coordonndes de e _sur lLes %. Bont données par U'e ; le carré& de distance
de e au centre de gravité g; du

dz(e;g)=g‘uu-§+

i

. Eme .
L groupe vaut aliors

Llindividu e sera affecté au groupe L s1 g
= io cecl revient en pratique & avolr pour

“minante du type suivant

g; - 2g: Ule est minimal pour
] g " 2

thaque groupe une fonction discri-

On donne une valeur numdrique 3 chadque modalité des variables X

on ajoute les valeurs correspondant zu
4 olt la somme est minimaie.

],732, [, Xq :

x modalitds prises par e et on affecte e

‘Bi'le nombre des donnfes le permet i1

¥y a bien sfir intér8t i valider les fonc-
tions discriminantes obtenues sur un é

chantillon~test.

IIT - UN EXEMPLE D'APPLICATION : LE CHOIX D'UN MODE DE TRANSPORT

es-résultats suivants sont reproduits avec 1'aimable autorisation de A. LEROUX
(SNCF) [I]. Afin de respecter le caractdre confidentiel de 1'étude queiques va—

leurs mumériques ont &té modififes et les noms de certaines variables sont voion-
tairément imprécis.

lis'agissait d'expliquer Le choix d'un des 3 mode
ture; trdin, avien, & 1'alde de variables sociow
mérage par tranche d'dge; possession ou nen d'une volture : nombre de voyages
ffectués dans 1'annde ...} et qe variables caractérisant le déplacement {région
2 » de départ, distance parcourue, date ...). Les variables quantitatives
t .8t& discrétisfes par découpage en classes. Au total il y avait 32.variables
plicatives totalisant 265 modalités, L'&chantillon, conatitué de 5000 déplace-
ments privés de pius ce 100 xms effectuds en 1972-73 par des ménages de la moitid
rd de la France, a &té nartagé en un &chantillon-test de 2000 déplacements et

n:&cnantillon de base de n = 3000 dépLacements gqui par suite da pondération
correspondait & un effectif redressé de 4333 individus.

s de transport suivant : vwoi-
8conotilques (CSP ; composition du



Les trois premiSires variables discriminantes sont les sulvantes

| VOIT possession ou non d'un vdhicule particulier
2 DIST distance parcourue

>

3 TGRV taille du groupe de vovage.

La variation du ccefficient de Tschuprow multiple (voir figure 1} montre qu'il
sst 1nutile d'aller su-deld de g = 8 variables explicatives,

L analvse discriminante se fera donc & l'aide de ces 8 variables qui totalisent
85 moaalités..

Lianalyse du tableau disjonctif des' 8 variables sflectionnges zboutit domc & 77
facteurs z . Parmi eux seuls les 10 plus discriminants ont &té retenus qui sont
par ordre décroissant Les facteurs numéros

1, 5, &, 20, 3, 42, 15, 21, 33, 19

représentant 69 Z du pouvoir discriminant total et 22 % de 1'inertie.

Lianalvse factorielle discriminante sur les 10 facteurs retenus condulit i La re-
présentation de ta figure 2 oli ont &té projetés les centres de gravit® des indi-
vidus possédant Les modaiités des 3 variables DIST, TGRV, VOIT, ainsi que les
centres des 3 groupes (TRAIN, AVION, VOLTURE). Rappelons dque puisque ¥ = 3 il
o'y & que ceux akes discriminants. On voit sur ce graphique gue les tranches de
distance tes plus favorables au train sont DIST 7, DIST 8, DIST 6, DIST 5 et
DIST 4. ’

Le programme calcule ensuite ies trois fonctions discriminmantes relatlves &
chaque mode de transport. En additionnant les valeurs obtenues par les modalités
prises par un individu onm obtient une grandeur nomogdne & une distance 4 chaque
groupe d une constante prés d'oil des termes négatifs.

voiture train | avion
Le tableau ci-contre fournit les fonctions

DIST 1+ - .004 .009 .029 discriminantes pour la variable distance.
DIST 2 - .001 .005 .020 Changées de signe les fonctions peuvent
DIST 3 .003 - .003 .017 s'interpréter comme des utilit&s au niveau
DIST 4 L005 |- .007 011 . d'une varizble 1solée toutes choses &gales: .
DIST 5 .006 |- .009 .007 par zilleurs. La figure 3 représente les
DIST 6 007 |- 011 .009 courbes d'utilité des trois modes de
DIST 7 014 1~ .0286 016 transport en fonctiom de La distance.
DIST 8 L0171 | = .020 021
DIST 9 .00l |- .00 .008
DIST 10 003 .003 |~ .0539

Les fonctions discriminantes sont ensuite utilisBes pour r@affecter les individus

de 1'Bcnantillon de base dans chacun des groupes ce qui aboutit au tableau de '
classement

Groupe
attribué .
. Voiture Train Avion
Groupe

diorigine

Voiture 1875 677 237 (effectifs redressés)

Avien 6 45 142

\ Train 339 852 160

-Le pourcentage total de bien-class8s est de 66 %

1'Echantillon~test con

1c1,

24 % des dEplacements en automobile sont considéré

1nver§ement, 25 7% des dépliacements en train sont ¢
des déplacements en voiture.

. Les caiculs effe 8
b L e ctués sur
dulsant & des résultats comparables ne sont pas reproduits

& comme effectuds par le train;

onsidérés par Le mod&le co
s : : mme
Plutdt que d'ineriminer le moddle

ter ces chiffres comme traduisant 1'4 Prencut pnrerpra-

ces deux medes de transport.
afin d'établir plus préciséme

L'ensemble des calculs effectués

2T50" sur IBM 370-168,
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