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概要

現在のコロナウイルスの流⾏に触発された、2フェーズのSEIR数学モデルを研究しています。伝染病の開始時に特定
の⽇付Tから連絡先がゼロに減少した場合、伝染病の最終的なサイズは、累積症例数R（T）に再現性を掛けたものに
近くなります。 流⾏の。より⼀般的には、連絡先が時間Tで 数値qで除算される場合、 、その後、流⾏の
最終的なサイズは 。モデルのパラメータは、フランスのコロナウイルスに関連するデー
タにほぼ調整されています。

1.モデル

    図1 に、2020年2⽉25⽇から3⽉29⽇までのフランスで確認されたコロナウイルスの累積症例数を⽰します。これら
のデータには、市⽴研究所と⼊院患者の両⽅が含まれます[10]。流⾏を⽌めるために劇的な対策が講じられた3⽉15⽇
（学校、レストランなどの閉鎖）を区別する必要があります。これらの3つの⽇付では、確認された症例の累積数は13
から5,423に増加し、次に40,174に増加しました。 は、同じデータを対数座標と線形回帰直線で⽰しています。3つの
期間があります。3⽉6⽇まで実⾏される最初のものでは、成⻑は急速ですがかなり不規則です。3⽉15⽇まで実⾏され
る2番⽬の場合、成⻑は少し遅くなりますが安定しています。3番⽬の3⽉16⽇から、成⻑はゆっくりですがまだ安定し
ています。2⽉25⽇から3⽉15⽇までの最初の2つの期間すべてでラインを調整すると、ケースの数が1⽇あたり
λ≈0.31（⾚字）の割合で指数関  数的に増加することがわかります 。倍加時間は（ln 2）/λ≈2.2です ⽇々。⼀⽅、2番⽬
の期間に限定すると、データが対数スケールで特によく整合している場合、1⽇あたりλ≈0.225で、倍加時間は3.1⽇
（⻘⾊）になります。流⾏開始時のデータは、新たに輸⼊された症例の⼤部分と確率的影響によって乱されているた
め、2番⽬の推定値がおそらく最も信頼できます。3期⽬は、抜本的な対策を実施した後、倍増時間は4.9⽇となる。

図1.a）2020年2⽉25⽇から3⽉29⽇までのフランスで確認された症例の累計 および
[11]。b）この数の⾃然対数と線形回帰直線。
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    この流⾏に触発された数学モデルを研究します。古典的なSEIRモデルのバリアントに従って、フランスの⼈⼝を5
つの区画に分割してみましょう（例[3、p。61]を参照）：

 ：健康な⼈
 ：潜在的に感染した⼈々、⾔い換えれば、まだ感染していない

 ：保護されていない感染者
 ：伝染の連鎖から外され、確認された症例に数えられた⼈々
 ：伝送チェーンから削除されましたが、カウントされていません。

したがって、これらの最後の2つのコンパートメントにはそれぞれ、感染性はあるが隔離されている⼈と、回復または
死亡したため感染性がなくなった⼈の両⽅が含まれます。⼀部の患者は軽度の症状を⽰し、検査を受けずに⾃宅にと
どまります。他の患者は⽼⼈ホームに住んでおり、合併症や死亡さえあったとしても検査を受けていません。これら
はコンパートメントにあるカテゴリです 。このモデルを無限に改良してより現実的にすることは明らかですが、不
明なパラメーターの数をできるだけ制限するようにしています。主な⽬的は、流⾏の最終的なサイズに関する理論的
な結果を得ることです。

    いくつかの表記法を紹介しましょう：

 ：総⼈⼝（⼤きいと想定）であるため、 
 ：実効接触率
 ：潜伏感染者が感染⼒を持つ率
 ：感染者が隔離され、したがって伝染の連鎖から排除される平均率
 ：隔離時に確認された症例に含まれる感染者の割合（ ）。この割合は時間とともに変化する可能性が
ありますが、簡単にするために⼀定であると仮定します。

私たちは

図1のデータにリンクするには  現在確認されている累積症例数に対応 。私たちは定義します
。私たちは

から推定 

    流⾏が始まった当初、症例数は総⼈⼝に⽐べて⾮常に少ないため、 、線形化につながります
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だから私たちは

    [9]は、潜伏期間、つまり症状が発現する前の期間が5〜6⽇であることを⽰しています。症状が現れる前に感染する
可能性があるため、潜伏期間は少し短いかもしれません。潜伏期の平均期間は4⽇間に固定されています。これは
。だから私たちは取る  1⽇あたり。

    隔離前の感染性区画の平均時間、つまり は、多くの要因に依存するため、推定がより困難です。それはウイル
スの⽣物学的特性、年齢などの⼈々の特性に依存しますが、国ごとに異なるケースの分離の迅速さにも依存します。
フランスでの流⾏は、住⺠がすでにパンデミックの存在を⼗分に認識している間に起こります。患者はすぐに孤⽴し
ました。⼀部の⼈々は全く感染性ではありません。他の⼈々は隔離される数⽇前に感染します。平均が1⽇程度である
とします。モデルの形式は、分布が指数関数であることを意味します。この平均は、感染の80％が0⽇間感染性を維持
し、感染の20％が分離する前に5⽇間感染性を維持する場合、より洗練されたモデルで得られます。まとめると、

 1⽇あたり。

    式（9）から、

これにより、観測された成⻑率λから有効接触率を数値で計算できます。

    公衆衛⽣対策は、番号で有効接触率を分割することができることを想像  Kよう 。この数は、流⾏を⽌めるた
めに少なくともどれだけの価値があるのでしょうか？この最⼩値は伝統的に注記されています それを「再現性」と
呼んだロトカに続いて[6、p。102]。と 、流⾏の新しい成⻑率 ゼロでなければなりません。式（8）によ
れば、これは  そして

数値（ 1⽇あたり）図1の流⾏曲線で⽰唆されています。パラメーターbおよびcの不確実性を考えると、これ
は概算値にすぎません。

    より技術的には（例[7]を参照）、そのことに気づくでしょう。  マトリックスのスペクトル半径も

    ⾮線形SEIRモデル（1）-（6）に戻ります。介⼊がまったくない場合の流⾏の最終的な⼤きさを決定する⽅法を思い
出しましょう。これは簡単で、SIRモデルに使⽤される⽅法のよく知られている適応に加えて（たとえば、[4、p。76]
を参照）。式（1）で、

したがって、  そして 、

 制限を指定する場合  機能の 。この関数は減少していて正です。と  と⽅程式（6）、

また、常に持っています 。流⾏はやがて⽌まります：
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だから私たちは

（11）、（12）、（13）を組み合わせることにより、

流⾏が始まった当初、感染した⼈々はわずかでした。 。伝染病の最終的な⼤きさの陰的⽅程式は、

これはたまたまSIRモデルと同じ形をしています[4]。と 、 我々は気づく 。これらのケース
のほんのfが確認されています。

2.⼤幅な介⼊を伴う第2フェーズ

    ある特定の⽇付  Tで、新しい実効接触率が0に減少するように⼤幅な対策が講じられたとします。この時点で、
。たとえば、学校や公共の場所に関する措置が施⾏された3⽉15⽇の累積件数は5,423件でした。次に、これらの

仮定の下で流⾏の新しい最終的なサイズ、または少なくとも確認されたものを予測できますか？

    指数関数フェーズの終わりに向かって  ケースの総数が依然として総⼈⼝のごく⼀部を占めている場合、

 は、⾏列（7）の最⼤固有値に関連付けられた固有ベクトルです。 。そう、

式（10）を使⽤すると、

だが  もし そしてtが0に近すぎない 場合。

と 、 我々は持っています

    接点はゼロになっていると想定されています。私たちは

他の式（3）、（4）、（5）は同じままです。このシステムを解決する必要がない場合、流⾏の最終的なサイズは
。確かにあります 時間tで  コンパートメントRにまだ⼊っていない感染者。

このように

と 、だから私たちは持っています
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    したがって、連絡先が特定の⽇付からゼロに減少した場合

流⾏が始まった直後、線形近似はまだ有効です
線形化されたシステムが最初の固有値に関連付けられた固有ベクトルに向かって収束するのに⼗分な時間をとる
のに⼗分な⼤きさ

その後、流⾏の最終的なサイズ（確認済みまたは合計）は、この⽇付の累積的なケース数（確認済みまたは合計）に
流⾏の再現性を掛けることによって得られるサイズに近くなります。SIRモデルについても、同様の結果が得られま
す。付録では、商を決定するのはもはや再現性ではないことに注意してください  指数関数的に分布する
のではなく、より複雑な表現を持つ感染期間を持つモデルで。

    と  そして 、 これは与える 。この結果に⾒られるパラメータbとcの不確実性
をもう⼀度強調しましょう。

    ⼈⼝集団の「成⻑の可能性」の概念との類似性があります[8、p。176]。これは、最終的な定常⼈⼝と特定の瞬間の
⼈⼝との間の⽐率です。この瞬間に出⽣率が再現性によって突然分割され、⼈⼝の成⻑率は漸近率ゼロになります。
私たちの計算と同様に、キーフィッツは、初期⼈⼝がロトカの意味で「安定」している（つまり、最初の固有ベクト
ルによって与えられる）と仮定することで、「成⻑ポテンシャル」の⽐較的単純な式を取得しました。この式には再
現性も含まれますが、SEIRモデルよりも複雑です[8、p。179]。

    また、  単⼀のデータから  報告されているAIDS症例数からHIVと共に⽣きる⼈々の数を推
定するために、HIV流⾏の初期段階で⽣じた問題に類似しています。

    図2 は、この2フェーズモデルを⽰しています。私たちは取った  （フランスの⼈⼝）と初期条件

パラメータ  式（10）によって 図1のように、1⽇あたり。パラメーターfに関する情報はほとんどありませ
ん  。振り返ってみると、⽼⼈ホームでのウイルスによる多数の死亡は、流⾏の開始時に確認された症例に数えられな
かったことがわかります。たとえば、図ではf = 0.5を選択します。私たちは取った  数⽇ 3⽉15
⽇のデータ5423に近い。図より少し⻑くシミュレーションを続けると、数値的に 。

図2. a）2相モデルのシミュレーションの例。b）商  の⾯では 。

    図2  商がどのように 接触率がゼロに減少すると、時間Tの関数として変化します。この商が近い⾼原
を実際に観察します 。その場合 、 我々は持っています  そして 。だ
から私たちは 。商が近づく もしTは⾏列（7）⼆固有値の差の逆数のオーダーです。逆の場合

、その後、介⼊は遅すぎます。流⾏はすでに過ぎており、 。と 、プレートの幅、
ここで  に近い 、おそらく成⻑する これは、たとえば、⼀定の係数を使⽤したSIRモデルの
流⾏ピークまでの時間の振る舞いであるためです（[2]または[5、p。12]を参照）。

3.汎化
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    実際には、有効接触率は確かに完全にゼロではありません 。取得した値 それにもかかわらず、実際の値
の下限と⾒なすことができます。なぜなら、流⾏の最終的なサイズは、ゼロではないコンタクトの場合よりも、ゼロ
ではないコンタクトの場合の⽅が⼤きくなるからです。この問題については、接触率が変動するSIRまたはSEIRタイ
プの流⾏モデルは「単調」ではないことを思い出してください。 [1]。

    接触率が0に減らされず、数値  q（ ）。0への削減は、境界線の場合に対応します。 。私たちは
、

式（3）、（4）、（5）は同じままです。セクション1と同じ推論により、

t = Tとt = +∞の 間で積分することにより、

と  そして 。だから私たちは

セクション2のように、時間Tが⼩さすぎず、⻑すぎない、つまり図2のプラトーにあると仮定します。 。最初の近似
として、  そして  に⽐べて⼩さい 。次に、2つのケースが発⽣します。

    その場合 、古典的なグラフィカル引数[4]と同様に、⽅程式（18）の左と右のメンバーを 。ソ
リューションが  は無限⼩ではないが、⽅程式の厳密に正の解に近い

    逆の場合 、次に解決策 式（18）の式は⼩さいです。と

式（18）の指数の次数1への近似により、

無視することによって 、 我々は持っています

最終的に、

と  我々は持っています 。また、 、それがあるべきように。（20）
と同じ数式がバインドします  そして 。

    図3は、パラメータqに応じて、伝染病の最終的なサイズを対数スケールで実線で⽰しています。システム（1）-
（6）は、初期条件（16）でt < Tについて数値的にシミュレーションされました。システムはt > Tに対して数値的にシ
ミュレーションされました（17）。図2のように 、総⼈⼝は  とパラメータ  式（10）によって 

1⽇あたり。また撮りました  そして  数⽇ 。図はまた、⼩さな円で、式（20）
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R0

q

R(∞) − R(T )

N
.

R(∞) ≃ R(T )R0
1 − 1/q

1 − R0/q
. (20)

q → +∞ R(∞) ≃ R(T )R0 (1 − 1/q)/(1 − R0/q) > 1

R1(∞) R1(T )

a N = 65 × 106 a

λ = 0,225 f = 0,5 T = 43,2 R1(T ) ≃ 5 438



の値を⽰しています 。最後に、⼩さなダイヤモンドでは、⽅程式（19）の厳密に正の解が 。2つの近似
値がしきい値近くで有効でなくなることがわかります（ ）。

図3。  の⾯では  （実線）、有効な式（20）（⼩さな円）と⽐較  ⽅程式（19）の解
（⼩さなひし形）は、 。

    流⾏の最終的なサイズは、次の場合に数桁異なることに注意してください 。定量化が難しいため、この領域
では、流⾏の最終的なサイズを予測することも困難です。式（20）を使⽤した予測がqの値の影響を受けにくくなるの
は、パラメーターqが再現性よりも⼤幅に⾼い場合のみです。

4.パラメータqの推定 

図1に⽰されていない4⽉15⽇までのデータを含め、3⽉15⽇以降のデータにモデルのシミュレーションを当てはめて    
、パラメーターqを推定してみましょう  。 COVID-19の兆候がある患者が⽣物学的検査によって体系的に確認されな
くなったことを考えると、フランスはもはや流⾏のダイナミクスを⼗分に反映していません。

    データから始める  と関係

過去8⽇間のデータは特に適切に調整されているため、モデルのシミュレーションを

と  1⽇あたり  ⽇、および対応する⾒積もり

    実効接触率は  もし 。4⽉15⽇まで、確認済みの症例数をデータに合わせるようにしています。最適なフィ
ット感 。この値はしきい値を下回っています 。封じ込め措置はまだ不⼗分であるようです。しかし、図の
最後の点は、モデルとのギャップが実際の流⾏の減速の⽅向に拡⼤していることを⽰しています。選択されたfの値
は、適切でない場合や、流⾏時に変動した場合があります。あるいは、モデルが少し単純すぎるかもしれません。特
に、異なるコンパートメントで費やされた時間の⾮指数関数的な分布が、曲線が曲がり始める瞬間に影響を与えるこ
とが予想されます。

q > R0 q < R0

q = R0

ln(R(∞)/N) q q > R0

q < R0

q ≃ R0

R1(T ) = 5 423

R(T ) = R1(T )/f, R2(T ) = (1 − f)R(T ).

R(T − τ) = e−λτR(T )

λ = 0,225 τ = 8

I(T − τ) ≃
λ

c
R(T − τ), E(T − τ) ≃ ( λ2

bc
+

λ

b
)R(T − τ), S(T − τ) = N − E(T − τ) − I(T − τ) − R(T − τ).

a/q t > T

q = 1,7 R0



図4. 3⽉7⽇から4⽉15⽇までに確認された症例数の⾃然対数（⼩さな円、  [11]）およ
び  時間の関数として  上から下への4つのシミュレーション 。

    結論として、接触率が特定の⽇付から減少する2段階のシナリオを検討しました。減少時に検出された症例数に基づ
いて、流⾏の最終的なサイズの簡単な近似式を⾒つけました。ただし、この結果をさらに厳密に⽰し、実証する必要
があります。おそらく、 。

ありがとう

    感謝します 、  そして  原稿へのコメントのため。

補助計算

記法を⽤いて、必ずしも指数関数的に分布するとは限らない感染期間をもつSIRモデルを考えます。

： 時間tのx時間単位以降の感染者の密度
 ：実効接触率;
 ：感染した⼈々が感染の伝染を⽌める割合。

流⾏の始まりに

ロトカの安定⼈⼝理論[6]のように、

kは定数です。成⻑率λは、⽅程式の唯⼀の解です

と 、問題は推定することです  から 。だが
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私たちはそれを推測します

最終的に、

この結果は、次の式と⼀致する特別な理由がないことがわかります

レートが⼀定である特別なケースでは、  そして 、 しかしながら、  など
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