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Sumario

Estamos estudando um modelo matematico de duas fases do SEIR, inspirado na atual epidemia de coronavirus. Se os contatos
forem reduzidos a zero a partir de uma certa data 7, préximo ao inicio da epidemia, o tamanho final da epidemia serd préximo ao
obtido pela multiplicacdo do nimero R (7) de casos cumulativos nesta data por reprodutibilidadeRoda epidemia. De maneira mais
geral, se os contatos forem divididos pelo nimero ¢ no momento 7', para queRo/q < 1, entdo o tamanho final da epidemia esta
proximo de R(T) Ro (1 — 1/q)/(1 — Ro/q). Os parametros do modelo sdo ajustados aproximadamente aos dados relacionados ao
coronavirus na Franga.

1. O modelo

Figura 1mostra o nimero acumulado de casos confirmados de coronavirus na Franga entre 25 de fevereiro e 29 de margo de
2020; esses dados incluem laboratorios de biologia médica da cidade e pacientes hospitalizados [10]. Devemos distinguir a data de
15 de margo, a partir da qual medidas drasticas foram subitamente tomadas para deter a epidemia (fechamento de escolas,
restaurantes etc.). Nestas trés datas, o nimero acumulado de casos confirmados aumentou de 13 parab 423 entdo para 40 174.
Figura 1®mostra os mesmos dados nas coordenadas logaritmicas, bem como nas linhas de regressio linear. Existem trés periodos:
no primeiro, que termina em 6 de mar¢o, o crescimento € rapido, mas bastante irregular; no segundo, que vai até¢ 15 de marco, o
crescimento ¢ um pouco mais lento, mas constante; no terceiro, a partir de 16 de marco, o crescimento ¢ lento, mas ainda estavel.
Se ajustarmos uma linha nos dois primeiros periodos, que vai de 25 de fevereiro a 15 de margo, descobrimos que o niimero de
casos aumenta conformee* com uma taxa A ~ 0,31por dia (em vermelho). O tempo de duplicagdo é(In2)/A ~ 2,2dias. Se, por
outro lado, nos limitamos ao segundo periodo, com dados particularmente bem alinhados em escala logaritmica, obtemos
A =~ 0,225 por dia e um tempo de duplicagdo de 3,1dias (em azul). Como os dados no inicio da epidemia sdo perturbados por uma
grande parcela de novos casos importados e por efeitos estocasticos, a segunda estimativa ¢ provavelmente a mais confiavel. No
terceiro periodo, apds a implementacdo de medidas drasticas, o tempo de duplicacdo passa para4,9 dias.
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Figura 1. a) Numero acumulado de casos confirmados na Franga entre 25 de fevereiro e 29 de marc¢o de 2020, segundo
Santé publique France e [11]. b) Logaritmo natural desse nimero e linhas de regressao linear.

Vamos estudar um modelo matematico inspirado nessa epidemia. Vamos dividir a populagdo francesa em cinco compartimentos,
de acordo com uma variante do modelo SEIR classico (ver, por exemplo, [3, p. 61]): provavelmente infectado (.5), infectado na
fase latente, ou seja, ainda ndo infeccioso (E), infeccioso sem protegdo (I) e removidos da cadeia de transmissdo, sendo contados
entre os casos confirmados (R;) ou por ndo ser (R5) Cada um desses dois ultimos compartimentos inclui, portanto, aqueles que
ainda sdo infecciosos, mas isolados, e aqueles que ndo sdo mais infecciosos porque se recuperaram ou morreram. Alguns pacientes
apresentam sintomas leves e ficam em casa sem serem testados, outros vivem em lares de idosos e ndo foram testados, apesar das
complicagdes ou mesmo da morte; essas categorias sdo encontradas no compartimentoR,. Obviamente, podemos refinar esse


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02509142

modelo ad infinitum para torna-lo mais realista, mas tentamos limitar o niimero de pardmetros desconhecidos 0 maximo possivel; o
objetivo principal é também obter um resultado tedrico referente ao tamanho final da epidemia.

Vamos apresentar algumas notagdes:

e N :apopulagdo total (considerada grande) para que N = S(t) + E(t) + I(t) + Ri1(¢) + Ra(t);

a : a taxa efetiva de contato;

b : a taxa na qual as pessoas infectadas latentes se tornam infecciosas;

c : a taxa média na qual as pessoas infecciosas sdo isoladas e, portanto, removidas da cadeia de transmissio;

f :afragdo de individuos infecciosos contada entre os casos confirmados no momento do isolamento (0 < f < 1); essa
fragdo pode variar ao longo do tempo, mas assumiremos por simplicidade que ¢ constante.
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Para vincular aos dados na Figura 1, R;(¢) corresponde ao niimero acumulado de casos confirmados no momento ¢. Se notarmos
R(t) = Ri(t) + R2(t), percebemos que

dR
7 = cl. (6)
Deduzimos de R;(0) = R3(0) = 0 que R;(t) = f R(¢) e R2(t) = (1 — f)R(t) por tudo ¢ > 0.

No inicio da epidemia, o nimero de casos permanece muito pequeno em compara¢do com a populagdo total, de modo que
S(t) ~ N, o que leva a linearizagéo

@:aIbe, %:bEfcI.

dt
Numeros E(t) e I(t) mas também os nameros R1(t) e R (t) portanto, tendem a crescer exponencialmente e*onde A ¢ o maior

autovalor da matriz
-b a
. 7
(b c) (7)

N4+ (b+c)A+blc—a)=0. (8)

O polindmio caracteristico €

Entao
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[9] indica que o periodo de incubagdo, ou seja, o periodo antes do inicio dos sintomas, ¢ de 5 a 6 dias. O periodo de laténcia
pode ser um pouco mais curto, pois pode-se tornar infeccioso antes de mostrar sintomas. A duragdo média na fase latente ¢ fixada
em 4 dias. E1/b. Entdob = 0,25 por dia.

O tempo médio no compartimento infeccioso antes do isolamento, que é 1/¢, é mais dificil de estimar porque depende de muitos
fatores. Depende das caracteristicas bioldgicas do virus, das caracteristicas dos individuos, como idade, mas também da velocidade
com que os casos sao isolados, o que varia de pais para pais. A epidemia na Franga ocorre quando os habitantes ja estdo bem
cientes da existéncia da pandemia; os pacientes ndo demoram muito para serem isolados. Alguns nao serdo infecciosos, outros
serdo varios dias antes de serem isolados. Suponha que a média seja da ordem de 1 dia, a forma do modelo implica que a
distribui¢@o é exponencial. Essa média seria obtida em um modelo mais refinado se 80% dos infectados permanecessem
infecciosos por 0 dias e se 20% dos infectados permanecessem infecciosos por 5 dias antes de serem isolados. Em resumo,
escolhemosc = 1 por dia.

Deduzimos da férmula (9) que



a:(Z/\—HH_Z)b_(b_C) —(A+c)(1+%). (10)

0 que permitiria calcular a taxa de contato efetiva numericamente a a partir da taxa de crescimento observada A.

Imagine que as medidas de saude publica poderiam dividir a taxa de contato efetiva por um ntimero %, de modo quek > 1.
Quanto esse nimero deve valer pelo menos para parar a epidemia? Esse valor minimo, tradicionalmente observadoRyseguindo
Lotka e chamado por ele de "reprodutibilidade" [6, p. 102], é obtido simplesmente observando que quandoa ¢ substituido por
a' = a/Ry, a nova taxa de crescimento da epidemia \'deve ser zero. Segundo a equagdo (8), isso leva ac — a/Ry = 0 e para

A A
Ro—g—(1+—)(1+—)22,33
c b c

se usarmos o valor numérico (A ~ 0,225 por dia) sugerido pela curva epidémica da figura 1. V¢ as incertezas nos parametros b e c,
isso pode ser apenas um valor aproximado.

De uma maneira mais técnica (veja, por exemplo, [7]), pode-se notar que R, também foi o raio espectral da matriz

0 a b 0\ !
0 0/J\-b ¢c) °
Voltemos ao modelo SEIR ndo linear (1) - (6). Lembremos como determinar o tamanho final da epidemia na completa auséncia

de intervencao; ¢ uma adaptagdo facil e além do conhecida do método usado para o modelo SIR (ver, por exemplo, [4, p. 76]). A
equacdo (1) mostra que

d a
—InS=——1I(t).
p nS N (®)

Entdo, integrando t = 0 as t = o0,

(o]

> I(t) dt, (11)

In S(o0) — In S(0) = N

onde S(o0) designa o limite quando ¢ — 400 da funcdo S(t)que é decrescente e positivo. ComR(0) = 0, a equagio (6) mostra
que

R(o0) = c/ I(t) dt. (12)
0
Além disso, temos sempre S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. Set — o0 entdo a epidemia termina eventualmente: E(t) — 0 ¢
I(t) — 0. Entdo
S(00) + R(00) = N. (13)

Combinando (11), (12) e (13), vemos que

N — R(o0) = 5(0) exp(—% Rgso) )

No inicio da epidemia, havia apenas algumas pessoas infectadas na populagdo, entdo S(0) ~ N. A equagdo implicita para o
tamanho final da epidemia pode ser escrita como

By, B "

que passa a ter a mesma forma que para o modelo SIR [4]. ComR ~ 2,33, encontramos R(c0)/N ~ 87%. Apenas uma fragéo f
desses casos ¢ confirmado.

2. Segunda fase com intervencao drastica

Imagine que, em uma determinada data 7', sejam tomadas medidas drasticas para que a nova taxa de contato efetiva seja
reduzida para 0. Suponha que, neste momento, exista um nimero cumulativo de casos confirmados igual aR;(T). Por exemplo,
haviab 423casos cumulativos em 15 de marco, data em que as medidas relativas a escolas e locais publicos entraram em vigor.
Podemos entdo prever qual teria sido 0 novo tamanho final da epidemia sob essas premissasR(00), ou pelo menos o confirmado
R (0)?

No final da fase exponencial, onde ¢ < T' e onde o nimero total de casos ainda representa uma pequena parte da populagéo total,
temos



E(t)~ueM, I(t)~ve, R(t)~we",

onde (u, v) é um vetor proprio associado ao maior valor proprio da matriz (7), ou seja, A. Entdio—bu + av = A u. Com a equagéo
(10), descobrimos que

av A+ec
u = =
A+b b

V.

Mas dR/dt ~ AR parat < T se t ndo estd muito perto de 0. Entdo

I(T) = %%(T) ~ % R(T).

Com I(T) ~ ve*'nés temos

)\+C AT )\"‘C
~ ~ | —4 = T).
, e 5 I(T) (bc + b)R( )

Como os contatos deveriam ser reduzidos a zero, temos por ¢t > T

E(T) ~ue'l =

ds dE
— =0, — =_bE 15
dt T dt ’ (15)

enquanto as outras equagdes (3), (4) e (5) permanecem idénticas. Sem ter que resolver esse sistema, fica claro que o tamanho final
da epidemia sera R(oco) = R(T) + E(T) + I(T), ja que existe E(T') + I(T)individuos infectados que ainda ndo estdo em tempo
de T nos compartimentos R . Entdo

R(oo)zR(T)(l—i—;\—z—i-%—i-%) :R(T)<1+%> <1+%> =RoR(T).

Desde sempre R;(t) = f R(t), também deduzimos que
Rl(OO) ~ RO Rl (T)

Assim, se os contatos forem reduzidos a zero a partir de uma certa data proxima ao inicio da epidemia - perto o suficiente para
que a aproximacdo linear ainda seja valida, mas ndo muito proxima para o sistema linearizado ter tido tempo de convergir em
direcdo ao vetor proprio associado ao primeiro valor proprio - entdo o tamanho final (confirmado ou total) da epidemia € proximo
ao obtido pela multiplicagdo do nimero acumulado de casos (confirmado ou total) nessa data por reprodutibilidade Roda
epidemia. Um resultado semelhante ¢ obtido da mesma maneira para um modelo SIR. No apéndice, observamos, no entanto, que
isso ndo ¢ maisRo que determina o quociente R(00)/R(T") em modelos com um periodo infeccioso que néo ¢ distribuido
exponencialmente, mas com uma expressdo mais complicada.

Com R1(T) = 5423 ¢ Ry ~ 2,33, d4 R(o0) ~ 12 600. Mais uma vez, destaque a incerteza em torno dos parametrosb e ¢, que
se reflete no valor de R1(c0).

Observemos de passagem a analogia com o conceito de "potencial de crescimento” das populagdes na demografia [8, p. 176] E a
razdo entre a populagdo estaciondria final e a populagdo em um determinado instante se a fertilidade ¢ subitamente dividida nesse
instante pela reprodutibilidadeR g, para que a populagdo fique com uma taxa assintética de crescimento zero. Como em nosso
calculo, é supondo que a populagdo inicial seja "estavel" no sentido de Lotka (isto é, dado pelo primeiro vetor proprio) que Keyfitz
obteve uma férmula relativamente simples para o potencial de aumentar, uma férmula que também envolveRgembora de uma
maneira mais complicada do que para o nosso modelo SEIR [8, p. 179]

Observe também que a estimativa de R(T') + E(T') + I(T') dos dados R(T') apenas um ¢ analogo ao problema que surgiu no
inicio da epidemia de HIV para estimar o nimero de pessoas soropositivas a partir do numero de casos relatados de AIDS.

Figura 2%lustra esse modelo de duas fases. Nos pegamosN = 65 x 10% (populagio da Franga) e as condigdes iniciais
S(0)=N-1, E0)=1, I(0)=0, R(0)=0. (16)

O parametro a ¢ dada pela formula (10) com A = 0,225por dia, como na Figura 1. Pouca informagao esta disponivel sobre o
pardmetro f', exceto que, em retrospecto, um grande nimero de mortes por virus em lares de idosos ndo foi contado entre os casos
confirmados no inicio da epidemia; vamos consertar por exemplof = 0,5para ilustragdo. Nos pegamosT’ = 43,2 dias tdo

R (T) ~ 5438 estar perto dos dados 542315 de margo. Continuando a simulagdo um pouco mais do que na figura, descobrimos
numericamente queR;(co0)/R1(T) ~ 2,33 ~ Ry.
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Figura 2. a) Exemplo de simulagdo do modelo bifasico. b) O quocienteR; (00)/R1(T) dependendo de T.

Figura 2° mostra como o quociente Ry (00)/R1(T) varia de acordo com o tempo T'onde a taxa de contato ¢é reduzida a zero. Na
verdade, observamos um platé em que esse quociente estd proximoRy. SeT” — 0 tdo Ri(T) — O e
Ri(c0) — f(E(0) + I(0)) > 0. Entdo Ri(00)/R1(T) — +o00. O quociente se aproximaRg se T'¢ da ordem do inverso da
diferenca entre os dois valores proprios da matriz (7). Se pelo contrariol’ — oo, entdo a intervencdo chega tarde demais; a
epidemia ja passou eR1(00)/R1(T) — 1. SeN — +oo entdo a largura da bandeja, onde Ri(co)/R1(T) esta perto de Ry,
provavelmente cresce como (In N) /A, ja que esse é, por exemplo, o comportamento do tempo até o pico da epidemia em um
modelo de SIR com coeficientes constantes (ver [2] ou [5, p. 12]).

3. Generalizacao

Na realidade, a taxa de contato efetiva certamente néo ¢é totalmente zero para ¢ > T O valor obtido paraR(oo)pode, no entanto,
ser considerado como um limite inferior do valor real. Porque ¢ certo que o tamanho final da epidemia sera maior com contatos
que ndo sejam zero do que com contatos que sdo zero. Sobre esse assunto, deve-se lembrar que os modelos epidémicos do tipo SIR
ou SEIR com uma taxa de contato variavel ndo sdo "monotonos", no sentido de que uma redugo na taxa de contato as vezes pode
levar a um tamanho final maior da epidemia. [1]

Agora considere o caso em que a taxa de contato ndo ¢ reduzida para 0, mas dividida por um niimero ¢ (g > 1) A redugdo para
0 corresponde ao caso limitrofe em queq — +o0. Temos parat > T,

ds a I dE a I
E—*gSw, E—ESF*ZJE, (17)

enquanto as equagdes (3), (4) e (5) permanecem as mesmas. Pelo mesmo raciocinio da se¢@o 1, temos parat > T

1dS a dR
Sdt ~  gcN dt -’
Integrando entre t = T e t = +00, deduzimos que
| S() Ry R(co)~ R(T)
S(T) ¢ N ’
onde Ry = a/c > 1. ComS(c0) = N — R(00)nds temos

o) _ S(T) (o Rloo) “RD)Y

1— ———~2 =
N N N

Como na se¢do 2, suponha que o tempo 7 ndo seja muito pequeno nem muito grande, ou seja, no plato da figura 2°. Como
primeira aproxima¢io,S(T) ~ N e R(T) é pequeno comparado com N. Dois casos entdo surgem.

Se 1 < g < Ry, entdo o argumento grafico classico [4], que consiste em desenhar os membros esquerdo e direito da equagdo
(18) em fungédo de R(co)/N mostra que a solugdo R(c0)/N ndo ¢ infinitesimal, mas estd proximo da solugo estritamente
positiva da equagdo

1—@~exp<—% #) (19)

Se pelo contrario g > R, entdo a solugdo R(co)/Nda equagio (18) &€ pequeno. ComS(T) =N — E(T) —I(T) — R(T) e
E(T) + I(T) + R(T) ~ Ro R(T), uma aproximag&o a ordem 1 do exponencial na equagio (18) leva a



Negligenciando 1/N?2, achamos que

R(c0) RoR(T) Ry R(c0)— R(T)
N N  q N
Finalmente,
R(c0) ~ R(T) R, 11__77;{2 . (20)

Se ¢ — o0 entdo achamos que R(o0) ~ R(T") Ro. Também notamos que(1l — 1/q)/(1 — Ro/q) > 1, como deveria ser. Uma
formula idéntica a (20) ligaR1(oc0) e R1(T).

A Figura 3 mostra com uma linha so6lida, dependendo do parametro ¢, o tamanho final da epidemia em escala logaritmica,
In(R(00)/N), obtido por simulagdo numérica do sistema (1) - (6) para t < T com as condi¢des iniciais (16) e de sistema (17) para
t > T. Como na figura 2%, a populagdo total ¢ N = 65 x 10° e o pardmetro a ¢ dada pela formula (10) com A = 0,225por dia; nds
pegamos novamente f = 0,5 ¢ T' = 43,2 dias tdo R, (T) ~ 5438. A figura também mostra em pequenos circulos qual formula (20)
forneceq > Ry. Finalmente, mostra com pequenos diamantes a solugdo estritamente positiva da equagdo (19) parag < Ry. Vemos
que as duas aproximagdes deixam de ser validas perto do limite (g = Rg)

In(R(o0)/N)

Figura 3 In(R(o0)/N) dependendo de g (linha sélida), em comparag¢do com a formula (20) (pequenos circulos) valida
para ¢ > Ry e com a solugdo da equagdo (19) (pequenos diamantes) valida para ¢ < R,.

Observe que o tamanho final da epidemia varia em varias ordens de magnitude quando o parametro g esta proximo deRyg.
Como ¢ dificil quantificar, prever o tamanho final da epidemia também ¢ dificil nessa area. Somente se o pardmetro ¢ for
significativamente maior que’Rg que a previsdo com a férmula (20) se torna menos sensivel ao valor de g.

4. Estimativa do parametro ¢

Vamos tentar estimar o parametro ¢ ajustando uma simulagdo do modelo aos dados apds 15 de margo, incluindo aqueles até 15
de abril que ndo foram mostrados na Figura 1. [10], no entanto, alerta que “o nlimero de casos confirmados em A Franca ndo
reflete mais satisfatoriamente a dindmica da epidemia ", uma vez que" pacientes com sinais de COVID-19 néo sdo mais
sistematicamente confirmados por um teste bioldgico ".

Comegamos a partir dos dados R; (T') = 5423 e relacionamentos R(T') = Ry (T)/f e Ry(T) = (1 — f)R(T'). Como os dados
dos 8 dias anteriores estdo particularmente bem alinhados, iniciamos a simulagdo do nosso modelo comR(T — 7) = e * R(T)
onde A = 0,225 por dia ¢ 7 = 8 dias ¢ com as estimativas correspondentes I(T" — 7) =~ % R(T — ),

A A
ET-7)~(5+45)RT—-1)eS(T-7)=N—-E(T—-71)-I(T—-1)—R(T—1).
Parat > T, a taxa de contato efetiva é a/q. Estamos tentando ajustar o namero de casos confirmados aos dados até 15 de abril.
O melhor ajuste ¢ ao redorg = 1,7. Como esse valor esta abaixo do limiteRg, parece que as medidas de contencdo ainda sdo
insuficientes. Mas os ultimos pontos da figura mostram que a lacuna com o modelo esté crescendo na dire¢do de uma
desaceleracdo da epidemia real. O valor de fescolhido ndo é apropriado ou variou ao longo da epidemia. Ou talvez o modelo seja



um pouco simplista demais; em particular, espera-se que uma distribui¢do ndo exponencial dos tempos passados nos diferentes
compartimentos influencie 0 momento em que a curva comega a dobrar.

13 (R ()
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Figura 4. Logaritmo natural do numero de casos confirmados entre 7 de margo e 15 de abril (pequenos circulos, dados
de Santé publique France [11]) e In(R;(¢)) em fun¢do do tempo ¢ em 4 simulagdes com cima para baixo
g€ {1,5; 1,7; 2; 2,5}.
Em conclusdo, exploramos um cenario de duas fases em que a taxa de contato ¢ reduzida a partir de uma determinada data.
Encontramos uma férmula aproximada simples para o tamanho final da epidemia com base no niumero de casos detectados no

momento da reducdo. Entretanto, resta declarar e demonstrar esse resultado com mais rigor, provavelmente fazendo com que
pareca um resultado assintotico quandoN — +o0.
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Anexo

Considere um modelo SIR com um periodo infeccioso que ndo seja necessariamente distribuido exponencialmente, com as
notagdes

e I(t,z): a densidade de pessoas infectadas de x unidades de tempo ao tempot ;
* a(z) : ataxa efetiva de contato;
e b(z) : ataxa na qual as pessoas infectadas param de transmitir a infec¢@o.

Temos no inicio da epidemia

I(¢,0) ~ /OOO a(z) I(t,z)dz
oI oI
5 + il b(z) I(t,x)
dR

& /0 ¥ b(@) I(t, 2) da

Deduzimos, como na teoria da populagdo estavel de Lotka [6] que
I(t,z) ~ ke e~ A=y blw) dy

onde k ¢ uma constante e a taxa de crescimento A € a unica solucdo para a equacio
R T
1= / a(z)e M Jo V) dy g
0
Se I(t) = [;° I(t,z)dz, o problema é estimar I(T) + R(T) de R(T). Ouro
_dR o0

AR(T) ~ 7 (T) = i b(z) (T, z) dz ~ /0 b(z) ke e e Ji bW dv g



Deduzimos que

AR(T)e T
- fooo b(x) eIy bv) dy gy ‘

Finalmente,

IT)+R(T) = Ay e it

R(T) B I b(z) e Mo Ji blw) dy

+ 1.

Vemos que esse resultado ndo tem nenhuma razao especifica para coincidir com Ry = f0°° a(z) e Ji®) & g No caso especial
em que as taxas sdo constantes, com a(z) = a e b(xz) = bno entanto, A = a — b e portanto
(I(T) + R(T))/R(T) ~ 4 +1= % =Ry.
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