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まとめ

現在コロナウイルスの流⾏に触発された、SEIRの2相数学モデルを研究しています。伝染病の開始に近い特定の⽇付T
から連絡先がゼロに減少した場合  、伝染病の最終的なサイズは、累積ケースの数R（T）を掛けることによって得ら
れるものに近くなります  この⽇に再現性で 流⾏の。より⼀般的には、連絡先が時間Tで数値qで  除算される場合、 

、その後、流⾏の最終的なサイズは 。モデルのパラメータは、フランスのコロ
ナウイルスに関連するデータにほぼ調整されています。

1.モデル

    図1 2020年2⽉25⽇から3⽉29⽇までのフランスで確認されたコロナウイルスの累積症例数を⽰す。これらのデータ
には、都市医学⽣物学研究所と⼊院患者の両⽅が含まれます[10]。流⾏を⽌めるために急な対策が講じられた3⽉15⽇
（学校、レストランなどの閉鎖）を区別する必要があります。これら3つの⽇付では、確認された症例の累積数は13か
ら  それから 。図1 は、同じデータを対数座標と線形回帰直線で⽰しています。3つの期間があります。最
初の期間は3⽉6⽇まで実⾏され、成⻑は急速ですがかなり不規則です。3⽉15⽇まで続く2番⽬の段階では、成⻑は少
し遅くなりますが安定しています。3⽉16⽇から3番⽬の成⻑率はゆっくりですがまだ安定しています。2⽉25⽇から3
⽉15⽇までの最初の2つの期間すべてでラインを調整すると、ケース数は次のように増加します。  レートで

1⽇あたり（⾚）。倍増時間は ⽇。⼀⽅、対数スケールで特によく整合しているデータを使⽤し
て、第2期間に限定すると、次のようになります。  1⽇あたりの倍増時間 ⽇（⻘）。流⾏開始時のデータ
は、新たに輸⼊された症例の⼤部分と確率的影響によって乱されているため、2番⽬の推定値がおそらく最も信頼でき
ます。3期⽬は、抜本的な対策を実施した後、倍増する時間が  ⽇。

図1. a）フランスのサンテパブリクフランスおよび[11]によると、2020年2⽉25⽇から3⽉29⽇までの間に確
認された症例の累積数。b）この数の⾃然対数と線形回帰直線。
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    この流⾏に触発された数学モデルを研究します。古典的なSEIRモデルの変種に従って、フランスの⼈⼝を5つの区
画に分割してみましょう（例[3、p。61]を参照）：感染する可能性が⾼い（ ）、潜伏期に感染した、⾔い換えればま
だ感染性ではない（ ）、保護なしで感染性（ ）、確認された症例に数えられることにより、伝染の連鎖から取り除
かれました（ ）または存在しないことによって（ ）。したがって、これらの最後の2つのコンパートメントには
それぞれ、感染性はあるが隔離されている⼈と、回復または死亡したために感染性がなくなった⼈の両⽅が含まれま
す。⼀部の患者は軽度の症状を⽰し、検査を受けずに⾃宅にとどまります。他の患者は⽼⼈ホームに住んでおり、合
併症や死亡さえあったとしても検査を受けていません。これらのカテゴリはコンパートメントにあります 。このモ
デルを無限に改良して、より現実的なものにすることができますが、不明なパラメーターの数をできるだけ制限する
ようにしました。主な⽬的はまた、流⾏の最終的なサイズに関する理論的な結果を得ることです。

    いくつかの表記法を紹介しましょう：

 ：総⼈⼝（⼤きいと想定） ;
 ：実効接触率;
 ：潜在的な感染者が感染⼒を持つ率;
 ：感染者が隔離され、したがって伝染の連鎖から排除される平均率。
 ：隔離時に確認された症例に含まれる感染者の割合（ ）; この割合は時間とともに変化する可能性が
ありますが、簡単にするために⼀定であると仮定します。

だから

図1のデータにリンクするには  現在確認されている累積症例数に対応 。注意するなら 、私
たちはそれに気づきます

から推論  あれ  と  すべてのために 。

    流⾏が始まった当初、全⼈⼝に⽐べて症例数は⾮常に少ないため、 、線形化につながります

数字  と  数字も  と  したがって、指数関数的に成⻑する傾向があります 、どこ  は⾏列の最⼤
固有値です

特性多項式は

だから
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    [9]は、潜伏期間、つまり症状が発現する前の期間が5〜6⽇であることを⽰しています。症状が現れる前に感染する
可能性があるため、潜伏期間は少し短いかもしれません。潜伏期の平均期間は4⽇に固定されています。です 。だ
から  1⽇あたり。

    隔離前の感染性区画の平均時間、つまり は、多くの要因に依存するため、推定がより困難です。それはウイル
スの⽣物学的特徴、年齢などの個⼈の特徴に依存するだけでなく、国ごとに異なる、ケースが分離される迅速性にも
依存します。フランスでの流⾏は、住⺠がすでにパンデミックの存在を⼗分に認識しているときに起こります。患者
は隔離されて間もない。まったく感染しないものもあれば、隔離される数⽇前に感染するものもあります。平均が1⽇
程度であるとします。モデルの形式は、分布が指数関数であることを意味します。この平均は、感染の80％が0⽇間感
染性を維持し、感染の20％が5⽇間感染性を維持してから隔離される場合、より洗練されたモデルで得られます。まと
めると、  1⽇あたり。

    式（9）から、

これにより、有効接触率を数値で計算できます。  観測された成⻑率から 。

    公衆衛⽣対策が数によって有効接触率を分割することができることを想像  Kよう 。この数は、流⾏を⽌めるた
めに少なくともどれだけの価値があるのでしょうか？この最⼩値は、伝統的に注記されています ロトカに続き、彼
によって「再現性」[6、p。102]、それは単に  に置き換えられます 、流⾏の新しい成⻑率 ゼロでなけれ
ばなりません。式（8）によれば、これは  そして

数値（  1⽇あたり）図1の流⾏曲線で⽰唆されています。パラメーターの不確実性を表⽰します  と 、これ
は概算値にしかなりません。

    より技術的な⽅法（[7]などの例を参照）では、  マトリックスのスペクトル半径も

    ⾮線形SEIRモデル（1）-（6）に戻ります。介⼊がまったくない場合の流⾏の最終的な⼤きさを決定する⽅法を思い
出してください。これは簡単で、SIRモデルに使⽤される⽅法のよく知られている適応に加えて（たとえば、[4、p。
76]を参照）。式（1）は、

統合することで  で 、

どこに  制限を指定するとき  機能の これは減少し、プラスです。と 、式（6）は、

また、常に持っています 。もし  その後、流⾏は最終的に終了します： 
 と 。だから

（11）、（12）、（13）を組み合わせると、
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伝染病が始まった当初、感染した⼈々はほんのわずかでした。 。伝染病の最終的なサイズの陰的な⽅程式
は、次のように書くことができます。

これはたまたまSIRモデルと同じ形状です[4]。と 、⾒つけた 。ほんの⼀部  これらのケース
の確認されています。

2.⼤幅な介⼊を伴う第2フェーズ

    ある特定の⽇付  Tで、新しい実効接触率が0に減少するように⼤幅な対策が講じられたとします。この時点で、
。たとえば、 学校や公共の場に関する措置が施⾏された3⽉15⽇の累積事件。次に、これらの仮定の下で流

⾏の新しい最終的なサイズがどうなるかを予測できますか 、または少なくとも確認されたもの ？

    指数関数フェーズの終わりに向かって  ケースの総数が依然として総⼈⼝のごく⼀部を占めている場合、

どこに  は、⾏列（7）の最⼤固有値に関連付けられた固有ベクトルです。 。だから、 。式
（10）を使⽤すると、

でも  のために  もし  0に近すぎません。

と 、私たちは持っています

    連絡先はゼロに削減されることになっています。 

他の式（3）、（4）、（5）は同じままです。このシステムを解く必要がなければ、伝染病の最終的なサイズは
、あるので Rコンパートメントにまだ時刻Tに  いない感染者  。だから

いつもから 、私たちはそれも推定します

    したがって、伝染病の開始に近い特定の⽇付から連絡先がゼロに減少した場合-線形近似がまだ有効であるほど⼗分
に近いが、線形化されたシステムが収束するのに時間がかかりすぎていない最初の固有値に関連付けられた固有ベク
トルに向かって-流⾏の最終的なサイズ（確認済みまたは合計）は、この⽇付の累積ケース数（確認済みまたは合計）
を乗算して得られるサイズに近い再現性 流⾏の。SIRモデルについても、同様の結果が得られます。付録では、こ
れはもうないことに注意してください  商を決定する  指数関数的に分布するのではなく、より複雑な表
現である感染期間を持つモデルで。

    と  と 、それは与える 。繰り返しになりますが、パラメータの不確実性を強
調してください  と の値に反映されます 。
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    ⼈⼝統計学における⼈⼝の「成⻑可能性」の概念との類似性を説明する際に注意してみましょう[8、p。176]。これ
は、最終的な定常⼈⼝と特定の瞬間の⼈⼝の間の⽐率であり、この瞬間に出⽣率が再現性によって突然分割されま
す。 、⼈⼝がゼロ成⻑の漸近率で残されるように。私たちの計算と同様に、ロトカという意味で初期⺟集団が「安
定」している（つまり、最初の固有ベクトルによって与えられる）と仮定することで、Keyfitzは、増加、また含まれ
る式 ただし、SEIRモデルよりも複雑です[8、p。179]。

    また、  データから  報告されているAIDSケースの数からHIV陽性の⼈々の数を推定するた
めにHIVの流⾏の始まりに⽣じた問題に類似しているのは1つだけです。

    図2 は、この2フェーズモデルを⽰しています。取りました  （フランスの⼈⼝）と初期条件

パラメータ  は式（10）で与えられ、 図1のように、1⽇あたり。パラメータfについてはほとんど情報があ
りません。  ただし、振り返ってみると、⽼⼈ホームでのウイルスによる多数の死亡は、流⾏の開始時に確認された症
例; たとえば修正しましょう 説明のため。取りました  数⽇  データに近い 3⽉15⽇
図より少し⻑くシミュレーションを続けると、数値的に 。

図2. a）2相モデルのシミュレーションの例。b）商  に応じて 。

    図2  商がどのように  時間によって異なります ここで、接触率はゼロに減少します。この商が近い
⾼原を実際に観察します 。もし  そう  と 。だから

。商が近づく  もし は、⾏列の2つの固有値の差の逆の次数です（7）。逆の場合 、そ
の後、介⼊は遅すぎます。流⾏はすでに過ぎており、 。もし  次にトレイの幅、 

 に近い 、おそらく成⻑する これは、たとえば、⼀定の係数をもつSIRモデルの流⾏ピークま
での時間の振る舞いだからです（[2]または[5、p。12]を参照）。

3.汎化

    実際には、有効接触率は確かに完全にゼロではありません 。取得した値 それにもかかわらず、実際の値
の下限と⾒なすことができます。なぜなら、流⾏の最終的なサイズは、ゼロではないコンタクトの場合よりも、ゼロ
ではないコンタクトの場合の⽅が⼤きくなるからです。この問題では、接触率が変動するSIRまたはSEIRタイプの流
⾏モデルは「単調」ではないことを思い出してください。 [1]。

    ここで、接触率が0に減らされず、数値  q（ ）。0への削減は、境界線の場合に対応します。 。私たち
は 、

式（3）、（4）、（5）は同じままです。セクション1と同じ推論により、
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を統合することにより  と 、私たちはそれを推定します

どこに 。と 、私たちは持っています

セクション2のように、時間Tが⼩さすぎず、⻑すぎない、つまり図2のプラトーにあると仮定します。 。最初の近似
として、  と  に⽐べて⼩さい 。次に、2つのケースが発⽣します。

    もし 、次に古典的なグラフィカルな引数[4]は、式（18）の左と右のメンバーを  ソリューショ
ンが  は無限⼩ではないが、⽅程式の厳密に正の解に近い

    逆の場合 、次に解決策 式（18）の式は⼩さいです。と  と 
、式（18）の指数の次数1への近似は、

無視することによって 、私たちはそれを⾒つけます

最後に、

もし  だから私たちはそれを⾒つける 。また、 、あるはずです。
（20）と同じ数式がバインドします  と 。

    図3は、パラメーターに応じて実線で⽰しています 、流⾏の対数スケールでの最終的なサイズ、 、シ
ステム（1）〜（6）の数値シミュレーションによって取得  の初期（16）およびシステム（17）条件 。図2
のように 、総⼈⼝は  とパラメータ  は式（10）で与えられ、 1⽇あたり; 私たちは再び取りま
した  と  数⽇ 。図はまた、⼩さな円で、式（20）が与えることを⽰しています 。
最後に、⼩さなダイヤモンドでは、⽅程式（19）の厳密に正の解が 。2つの近似がしきい値近くで無効になるこ
とがわかります（ ）。
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図3。  に応じて  （実線）、有効な式（20）（⼩さな円）との⽐較  ⽅程式（19）の解
（⼩さなダイヤモンド）が有効な場合 。

    パラメータqがに近い場合、流⾏の最終的なサイズは数桁異なることに注意してください。 。数量化が難しいた
め、この領域では、流⾏の最終的なサイズを予測することも困難です。パラメータqが⼤幅に⼤きい場合のみ  式
（20）を使⽤した予測は、 。

4.パラメータqの推定 

図1に⽰されていない4⽉15⽇までのデータを含め、3⽉15⽇以降のデータにモデルのシミュレーションを当てはめるこ
とにより     、パラメーターqを推定してみましょう  。フランスは、COVID-19の兆候を⽰す患者が⽣物学的検査によ
って体系的に確認されなくなったことを考えると、「流  ⾏のダイナミクスを⼗分に反映していない」。

    データから始める  と関係  と 。過去8⽇間のデータは特に適切
に調整されているため、モデルのシミュレーションを  どこに  1⽇あたり  ⽇、お
よび対応する⾒積もり 、  と 

。

    のために 、実効接触率は 。4⽉15⽇まで、確認済みの症例数をデータに合わせるようにしています。最⾼
のフィット感です 。この値はしきい値を下回っているため 、封じ込め措置はまだ不⼗分であると思われる。
しかし、図の最後の点は、モデルとのギャップが実際の流⾏の減速の⽅向に拡⼤していることを⽰しています。の価
値 選択は適切ではないか、流⾏の過程で変化しています。または、モデルが少し単純すぎるかもしれません。特に、
異なるコンパートメントで費やされた時間の⾮指数関数的な分布が、曲線が曲がり始める瞬間に影響を与えることが
予想されます。
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q = 1,7 R0
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図4. 3⽉7⽇から4⽉15⽇までに確認された症例数の⾃然対数（⼩さな円、  [11]）およ
び  時間の関数として  上から下への4つのシミュレーション 。

    結論として、接触率が特定の⽇付から減少する2段階のシナリオを検討しました。減少時に検出された症例数に基づ
いて、流⾏の最終的なサイズの簡単な近似式を⾒つけました。ただし、この結果をより厳密に⽰し、実証する必要が
あります。おそらく、 。
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別館

記法を⽤いて、必ずしも指数的に分布するとは限らない感染期間をもつSIRモデルを考えます。

：x  時間単位から時間までに感染した⼈の密度  ;
 ：実効接触率;
 ：感染した⼈々が感染の伝染を⽌める割合。

流⾏の始まりに

ロトカの安定⼈⼝理論[6]のように、

どこに  定数であり、成⻑率  ⽅程式の唯⼀の解です

もし 、問題は推定することです  から 。⾦
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私たちはそれを推測します

最後に、

この結果には、⼀致する特定の理由がないことがわかります 。レートが⼀定である特別な
ケースでは、  と ただし、  したがって 。
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Pressat R.  (1995) Éléments de démographie mathématique. AIDELF,  Paris.
Sansonetti Ph.  (2020) Covid − 19 ou la chronique d′une émergence annoncée.
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