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Resumen

Estamos estudiando un modelo matematico de SEIR en dos fases, inspirado en la epidemia actual de coronavirus. Si los contactos
se reducen a cero desde una determinada fecha 7 cercana al inicio de la epidemia, el tamafio final de la epidemia es cercano al
obtenido multiplicando el nimero R (7) de casos acumulados en esta fecha por reproducibilidadRode la epidemia De manera mas
general, si los contactos se dividen por el nimero ¢ en el momento 7', de modo queRy/q < 1, entonces el tamafio final de la
epidemia esta cerca de R(T) Ro (1 — 1/q)/(1 — Ro/q). Los parametros del modelo se ajustan aproximadamente a los datos
relacionados con el coronavirus en Francia.

1. El modelo

Figura 1%muestra el nimero acumulado de casos confirmados de coronavirus en Francia entre el 25 de febrero y el 29 de marzo
de 2020; Estos datos incluyen tanto laboratorios de biologia médica de la ciudad como pacientes hospitalizados [10]. Debemos
distinguir la fecha del 15 de marzo, de la cual se tomaron de repente medidas drasticas para detener la epidemia (cierre de escuelas,
restaurantes, etc.). Para estas tres fechas, el nimero acumulado de casos confirmados aument6 de 13 ab 423 luego a 40 174. Figura
1’ muestra los mismos datos en coordenadas logaritmicas, asi como en lineas de regresion lineal. Hay tres periodos: en el primero,
que se extiende hasta el 6 de marzo, el crecimiento es rapido pero bastante irregular; en el segundo, que se extiende hasta el 15 de
marzo, el crecimiento es un poco mas lento pero constante; en el tercero, desde el 16 de marzo, el crecimiento es lento pero
constante. Si ajustamos una linea en todos los dos primeros periodos, que va del 25 de febrero al 15 de marzo, encontramos que el
namero de casos aumenta a medida quee** con una tarifa A ~ 0,31por dia (en rojo). El tiempo de duplicacion es(In 2) /X ~ 2,2dias
Si, por otro lado, nos limitamos al segundo periodo, con datos que estan particularmente bien alineados en una escala logaritmica,
obtenemos\ ~ 0,225 por dia y un tiempo de duplicacion de 3,1dias (en azul). Dado que los datos al comienzo de la epidemia se
ven perturbados por una gran parte de los nuevos casos importados y por los efectos estocasticos, la segunda estimacion es
probablemente la mas confiable. Para el tercer periodo, después de la implementacion de medidas drasticas, el tiempo de
duplicacion pasa a4,9 dias
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Figura 1. a) Numero acumulado de casos confirmados en Francia entre el 25 de febrero y el 29 de marzo de 2020,
segun Santé publique France y [11]. b) Logaritmo natural de este numero y lineas de regresion lineal.

Vamos a estudiar un modelo matematico inspirado en esta epidemia. Dividamos a la poblacion francesa en cinco
compartimientos de acuerdo con una variante del modelo SEIR clasico (véase, por ejemplo, [3, p. 61]): es probable que esté
infectado (S), infectado en la fase latente, en otras palabras, atin no infeccioso (E), infeccioso sin proteccion (1), y eliminado de la
cadena de transmision contando entre los casos confirmados (R;) o por no ser (R5) Por lo tanto, cada uno de estos dos ultimos
compartimentos incluye tanto a los que todavia son infecciosos pero aislados como a los que ya no son infecciosos porque se
recuperaron o murieron. Algunos pacientes tienen sintomas leves y se quedan en casa sin hacerse la prueba, otros viven en hogares
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de ancianos y no se han hecho la prueba a pesar de las complicaciones o incluso la muerte; estas categorias se encuentran en el
compartimentoRy. Obviamente, podemos refinar este modelo hasta el infinito para hacerlo mas realista, pero hemos tratado de
limitar el nimero de pardmetros desconocidos tanto como sea posible; El objetivo principal es también obtener un resultado tedrico
relacionado con el tamafio final de la epidemia.

Vamos a presentar algunas anotaciones:

e N :lapoblacion total (se supone que es grande) para que N = S(t) + E(t) + I(t) + Ri(¢) + Ra(t);

a : la tasa de contacto efectiva;

b : la tasa a la cual las personas infectadas latentes se vuelven infecciosas;

c : la tasa promedio a la que las personas infecciosas se aislan y, por lo tanto, se eliminan de la cadena de transmision;
f :1a fraccion de individuos infecciosos que se cuentan entre los casos confirmados en el momento del aislamiento (
0 < f < 1); Esta fraccion puede variar con el tiempo, pero asumiremos por simplicidad que es constante.

Entonces
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Para vincular a los datos en la Figura 1, R;(¢) corresponde al nimero acumulado de casos confirmados en este momento ¢. Si
notamosR(t) = Ri(t) + Ra(t), notamos que

dR
— =cl. 6
praial (6)

Deducimos de R;(0) = R2(0) = 0eso R;(t) = f R(t) y Ra(t) = (1 — f)R(¢) por todo t > 0.

Al comienzo de la epidemia, el nimero de casos sigue siendo muy pequefio en comparacion con la poblacion total, de modo que
S(t) ~ N, que conduce a la linealizacion

dE dl
E_aI—bE, E—bE*CI

Los ntimeros E(t) y I(t) pero también los niimeros R;(t) y Ry (t) por lo tanto, tienden a crecer exponencialmente como e*donde
A es el mayor valor propio de la matriz
b a
. 7
5 °) ")

N+ (b+c)A+blc—a)=0. (8)

El polinomio caracteristico es

Entonces
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[9] indica que el periodo de incubacidn, es decir, el periodo anterior al inicio de los sintomas, es de 5 a 6 dias. El periodo de
latencia puede ser un poco mas corto ya que uno puede volverse infeccioso antes de mostrar sintomas. La duraciéon promedio en la
fase latente se fija en 4 dias. Es1/b. Entoncesb = 0,25 por dia.

El tiempo promedio en el compartimento infeccioso antes del aislamiento, que es 1/¢, es mas dificil de estimar porque depende
de muchos factores. Depende de las caracteristicas bioldgicas del virus, de las caracteristicas de los individuos, como su edad, pero
también de la velocidad con que se aislan los casos, que varia de un pais a otro. La epidemia en Francia ocurre cuando los
habitantes ya son conscientes de la existencia de la pandemia; los pacientes no tardan mucho en aislarse. Algunos no seran
infecciosos en absoluto, otros seran varios dias antes de ser aislados. Suponga que el promedio es del orden de 1 dia, la forma del
modelo implica que la distribucion es exponencial. Este promedio se obtendria en un modelo mas refinado si el 80% de los
infectados permaneciera infeccioso durante 0 dias y si el 20% de los infectados permaneciera infeccioso durante 5 dias antes de ser
aislado. En resumen, elegimosc = 1 por dia.

De la férmula (9) deducimos que



a:(Z/\—HH—Z)b_(b_C) —(A+c)(1+%). (10)

lo que permitiria calcular la velocidad de contacto efectiva numéricamente a de la tasa de crecimiento observada A.

Imagine que las medidas de salud publica podrian dividir la tasa de contacto efectiva por un niimero £ tal quek > 1. ;Cuanto
debe valer al menos este nimero para detener la epidemia? Este valor minimo, sefialado tradicionalmenteRysiguiendo a Lotka y
llamado por €l "reproducibilidad” [6, p. 102], se obtiene simplemente observando que cuandoa es reemplazado por a’ = a/Ry, la
nueva tasa de crecimiento de la epidemia \'debe ser cero Segun la ecuacion (8), esto lleva ac — a/Ry = 0y para

by A
R0:3:<1+—>(1+—>~2,33
c b c

si usamos el valor numérico (A ~ 0,225 por dia) sugerido por la curva epidémica de la figura 1. Visualiza las incertidumbres sobre
los parametros b y ¢, esto solo puede ser un valor aproximado.

De una manera mas técnica (ver por ejemplo [7]), uno podria haber notado que R era también el radio espectral de la matriz

0 a\/b 0\
0 0/J\-b ¢)
Volvamos al modelo SEIR no lineal (1) - (6). Recordemos como determinar el tamaifio final de la epidemia en ausencia total de

intervencion; es una adaptacion facil y ademas conocida del método utilizado para el modelo SIR (véase, por ejemplo, [4, p. 76]).
La ecuacion (1) muestra que

d a
—InS=—-——1I(t).
pr nS N (t)
Entonces al integrar ¢t = 0 a las t = 400,
In §(c0) ~ I S(0) = ¢ / 1(t) dt, (11)
0

donde S(o00) designa el limite cuando ¢ — +o0 de la funcidn S(¢)que es decreciente y positivo. ConR(0) = 0, la ecuacion (6)
muestra que

R(o0) = ¢ /0 " It at. (12)

Ademas, tenemos en todo momento S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. Sit — +o0 entonces la epidemia termina eventualmente:
E(t) — 0y I(t) — 0. Entonces
S(c0) + R(o0) = N. (13)

Al combinar (11), (12) y (13), vemos que

N — R(c0) = 5(0) exp (_% %)

Al comienzo de la epidemia, solo habia unas pocas personas infectadas en la poblacion, por lo que S(0) ~ N. La ecuacion
implicita para el tamafio final de la epidemia se puede escribir como

1- @ ~ exp (—’R,O Rgso) ) (14)

que tiene la misma forma que para el modelo SIR [4]. ConRy ~ 2,33, encontramos R(00)/N =~ 87%. Solo una fraccionf de estos
casos esta confirmado.

2. Segunda fase con intervencion drastica.

Imagine que en una fecha determinada 7', se toman medidas drasticas para que la nueva tasa de contacto efectiva se reduzca a
0. Suponga que en este momento hay un nimero acumulado de casos confirmados igual aR;(T"). Por ejemplo, hubo5 423casos
acumulados el 15 de marzo, fecha en que entraron en vigencia las medidas relativas a escuelas y lugares publicos. ;Podemos
entonces predecir cual habria sido el nuevo tamafio final de la epidemia bajo estos supuestos?R(c0), o al menos el confirmado
R1(0)?

Hacia el final de la fase exponencial donde ¢ < T'y donde el numero total de casos todavia representa una pequeiia parte de la
poblacion total, tenemos



E(t)~ueM, I(t)~veM, R(t)~we",

donde (u, v) es un vector propio asociado con el mayor valor propio de la matriz (7), es decir A. Entonces—bu + av = Au. Con la
ecuacion (10), encontramos que

av Atc
u = = v.
A+b b
Pero dR/dt ~ AR parat < T si t no estd demasiado cerca de 0. Entonces
1 dR A
I(T)=——(T) ~ — R(T).
(T) = =5 (1) =  R(T)

Con I(T) ~ veT, se tiene

Atc o At A2
~ ~ | — 4= T).
, ve 5 I(T) (bc + b R(T)

Se supone que los contactos se reducen a cero, tenemos para t > T'

E(T) ~ue'l =

ds dE
— =0, — =_bE 15
dt T dt ’ (15)

mientras que las otras ecuaciones (3), (4) y (5) permanecen idénticas. Sin tener que resolver este sistema, esta claro que el tamafio
final de la epidemia serda R(oco) = R(T) + E(T) 4+ I(T), ya que hay E(T') + I(T')las personas infectadas que atin no estan en el
instante ¢ en los compartimentos R . Entonces

R(oo)zR(T)(l—i—;\—z—i-%—i-%) :R(T)<1+%> <1+%> =RoR(T).

Ya que en todo momento R;(t) = f R(t), también deducimos que
Rl(OO) ~ RO Rl (T)

Por lo tanto, si los contactos se reducen a cero desde una fecha determinada cercana al comienzo de la epidemia, lo
suficientemente cerca como para que la aproximacion lineal siga siendo valida, pero no demasiado cerca para que el sistema
linealizado haya tenido tiempo de converger hacia el vector propio asociado con el primer valor propio, entonces el tamafio final
(confirmado o total) de la epidemia es cercano al obtenido multiplicando el nimero acumulado de casos (confirmado o total) en
esta fecha por reproducibilidad Rode la epidemia Se obtiene un resultado similar de la misma manera para un modelo SIR. En el
apéndice, notamos sin embargo que esto ya no esRg que determina el cociente R(oo)/R(T) en modelos con un periodo infeccioso
que no se distribuye exponencialmente, sino una expresion mas complicada.

Con Ry1(T) = 5423 y Ry ~ 2,33, da R(o0) ~ 12 600. Nuevamente, resalte la incertidumbre en torno a los pardmetros.b y c,
que se refleja en el valor de Ri(00).

Observemos al pasar la analogia con el concepto de "potencial de crecimiento” de las poblaciones en la demografia [8, p. 176].
Es la relacion entre la poblacion estacionaria final y la poblacion en un determinado instante si la fertilidad se divide
repentinamente en este instante por la reproducibilidad. Ry, de modo que la poblacion se quede con una tasa asintética de
crecimiento cero. Como en nuestro calculo, es suponiendo que la poblacién inicial es "estable" en el sentido de Lotka (es decir,
dada por el primer vector propio) que Keyfitz obtuvo una féormula relativamente simple para el potencial de aumentar, una férmula
que también implicaRpaunque de una manera mas complicada que para nuestro modelo SEIR [8, p. 179].

Tenga en cuenta también que la estimacion de R(T') + E(T') + I(T) de los datos R(T') solo uno es analogo al problema que
surgio6 al comienzo de la epidemia de VIH para estimar el nimero de personas VIH positivas a partir del nimero de casos de SIDA
reportados.

Figura 2%lustra este modelo de dos fases. TomamosN = 65 x 10° (la poblacion de Francia) y las condiciones iniciales
S(0)=N-1, E0)=1, I(0)=0, R(0)=0. (16)

El parametro a viene dado por la formula (10) con A = 0,225por dia, como en la Figura 1. Hay poca informacion disponible sobre
el parametro f, excepto que, en retrospectiva, una gran cantidad de muertes por el virus en hogares de ancianos no se contaron
entre los casos confirmados al inicio de la epidemia; arreglemos por ejemplo f = 0,5para ilustracion. TomamosT = 43,2 dias asi
R (T) ~ 5438 estar cerca de los datos 542315 de marzo. Al continuar la simulacion un poco més que en la figura, encontramos
numéricamente queR1(c0)/R1(T) ~ 2,33 ~ Ry.
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Figura 2. a) Ejemplo de simulacion del modelo de dos fases. b) El cocienteR;(00)/R1(T') en funcién de T'.

Figura 2° muestra como el cociente R;(00)/R1(T) varia segin el tiempo T'donde la velocidad de contacto se reduce a cero. De
hecho, observamos una meseta donde este cociente esta cerca deRg. SiT' — 0 entonces R1(T) =+ 0y
Ri(c0) — f(E(0) + I(0)) > 0. Entonces Ri(00)/R1(T) — +o0. El cociente se acercaRg si T'es del orden inverso de la
diferencia entre los dos valores propios de la matriz (7). Si por el contrariol’ — oo, entonces la intervencion llega demasiado tarde;
la epidemia ya ha pasado yR1(o0)/Ri(T) — 1. SiN — +oo entonces el ancho de la bandeja, donde R1(c0)/R1(T) esta cerca de
Ry, probablemente crece como (In V) /A, dado que este es, por ejemplo, el comportamiento del tiempo hasta el pico epidémico en
un modelo SIR con coeficientes constantes (ver [2] o [5, p. 12]).

3. Generalizacion

En realidad, la tasa de contacto efectiva ciertamente no es del todo cero para ¢ > T'. El valor obtenido paraR(co)Sin embargo,
puede considerarse como un limite inferior del valor real. Porque es seguro que el tamaifio final de la epidemia serd mayor con los
contactos que no son cero que con los contactos que son cero. Sobre este tema, debe recordarse que los modelos epidémicos del
tipo SIR o SEIR con una tasa de contacto variable no son "mondtonos", en el sentido de que una reduccioén en la tasa de contacto a
veces puede conducir a un mayor tamafio final de la epidemia. [1]

Ahora considere el caso donde la velocidad de contacto no se reduce a 0 sino que se divide por un numero ¢ (¢ > 1) La
reduccidn a 0 corresponde al caso limite dondeq — +oco. Tenemos parat > T,

ds a I dE a I
E—*gSw, E—ESF*ZJE, (17)

mientras que las ecuaciones (3), (4) y (5) siguen siendo las mismas. Por el mismo razonamiento que en la seccion 1, tenemos para

t>T

1dS _a dR
S dt gcN dt -~

Al integrar entre t = T'y t = +oodeducimos que

| S(e0) Ry R(eo) - RT)
S(T) q N ’

donde Ry = a/c > 1. ConS(00) = N — R(00), se tiene

R S(T Ry R — R(T
N N q N

Como en la seccion 2, suponga que el tiempo 7 no es ni demasiado pequefio ni demasiado grande, es decir, en la meseta de la
figura 2°. Como primera aproximacion,S(T') ~ Ny R(T) es pequefio en comparacion con N. Entonces surgen dos casos.

Sil < g < Ry, entonces el argumento grafico clasico [4] que consiste en dibujar los miembros izquierdo y derecho de la
ecuacion (18) en funcidon de R(o0o)/N muestra que la solucién R(0o0)/N no es infinitesimal sino cercano a la solucion
estrictamente positiva de la ecuacion

R(o0) exp( Ro Rgso))‘



Si por el contrario ¢ > Ry, entonces la solucion R(oo)/Nde la ecuacion (18) es pequeiio. Con
S(IY=N-ET)-I(T)- R(T)y E(T) + I(T) + R(T) ~ Ro R(T), una aproximacion al orden 1 del exponencial en la
ecuacion (18) conduce a

q N

Rffo) . [1 - %(T) ] [1 Ry R(c0) — R(T)

Al descuidar 1/ N2, encontramos que

| R(®) . RoR(T) Ry R(co) = R(T)
N N q N
Finalmente
R(o0) ~ R(T) Ro 11__7;{ 7q (20)

Si ¢ — 400 entonces encontramos que R(co) ~ R(T") Ro. También notamos que(1l — 1/q)/(1 — Ro/q) > 1, como debe ser. Una
formula idéntica a (20) se uneR; (00) y Ry (T).

La Figura 3 muestra con una linea continua, dependiendo del parametro g, el tamafio final de la epidemia en una escala
logaritmica, In(R(o0)/N), obtenido por simulacion numérica del sistema (1) - (6) para t < T con las condiciones iniciales (16) y
del sistema (17) para t > T. Como en la figura 2%, la poblacion total es N = 65 x 10° y el parametro a viene dado por la formula
(10) con A = 0,225por dia ; tomamos de nuevof = 0,5 y T' = 43,2 dias asi R;(T) ~ 5438. La figura también muestra con
circulos pequefios qué formula (20) da parag > R. Finalmente, muestra con diamantes pequefios la solucion estrictamente
positiva de la ecuacion (19) parag < Ry. Vemos que las dos aproximaciones dejan de ser validas cerca del umbral (¢ = Ry)

In(R(occ)/N)

Figura 3 In(R(oc0)/N) en funcién de g (linea continua), en comparacion con la férmula (20) (circulos pequefios)
valida para ¢ > Ry y con la soluciéon de la ecuacion (19) (diamantes pequefios) valida para ¢ < Ry.

Tenga en cuenta que el tamaiio final de la epidemia varia en varios 6rdenes de magnitud cuando el pardmetro g esta cerca deRy.
Como es dificil de cuantificar, predecir el tamafio final de la epidemia también es dificil en esta area. Solo si el parametro g es
significativamente mayor queRy que el prondstico con la féormula (20) se vuelve menos sensible al valor de g.

4. Estimacion del parametro ¢

Tratemos de estimar el parametro ¢ ajustando una simulacion del modelo a los datos después del 15 de marzo, incluidos
aquellos hasta el 15 de abril que no se muestran en la Figura 1. [10] sin embargo advierte que "el numero de casos confirmados en
Francia ya no refleja satisfactoriamente la dinamica de la epidemia ", dado que" los pacientes con signos de COVID-19 ya no son
confirmados sistematicamente por una prueba biologica ".

Partimos de los datos R1(T") = 5423 y relaciones R(T) = Ri1(T)/fy R2(T) = (1 — f)R(T). Como los datos de los 8 dias
anteriores estan particularmente bien alineados, comenzamos la simulacion de nuestro modelo conR(T — 7) = e *" R(T') donde

A = 0,225 por dia y 7 = 8 dias, y con las estimaciones correspondientes I(T — 7) ~ % R(T — ),
E(T-7)~ (& +MRT-7)yS(T-17)=N-E(T-71)—I(T—1)—R(T—7).

be



Parat > T, la tasa de contacto efectiva es a/q. Estamos tratando de ajustar el nimero de casos confirmados a los datos hasta el
15 de abril. El mejor ajuste esta alrededorg = 1,7. Como este valor esta por debajo del umbralR, parece que las medidas de
contencion siguen siendo insuficientes. Pero los tlltimos puntos en la figura muestran que la brecha con el modelo esta creciendo
en la direccion de una desaceleracion de la epidemia real. El valor de felegido no es apropiado o ha variado a lo largo de la
epidemia. O tal vez el modelo es un poco demasiado simplista; en particular, se espera que una distribucién no exponencial de los
tiempos pasados en los diferentes compartimientos influya en el momento en que la curva comienza a doblarse.

13 (R ()
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Figura 4. Logaritmo natural del nimero de casos confirmados entre el 7 de marzo y el 15 de abril (circulos pequefios,
datos de Santé publique France [11]) y In(R;(t)) en funcion del tiempo ¢ en 4 simulaciones de arriba a abajo
q € {1,5; 1,7; 2; 2,5}.
En conclusion, exploramos un escenario de dos fases donde la tasa de contacto se reduce a partir de una fecha determinada.
Encontramos una férmula aproximada simple para el tamafio final de la epidemia basada en el nimero de casos detectados en el

momento de la reduccion. Sin embargo, queda por establecer y demostrar este resultado de manera mas rigurosa, probablemente
haciéndolo aparecer como un resultado asintético cuandoN — +oo.
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Anexo

Considere un modelo SIR con un periodo infeccioso que no esté necesariamente distribuido exponencialmente, con las anotaciones

e I(t,z): la densidad de personas infectadas de x unidades de tiempo a tiempot ;
e a(z) : la tasa de contacto efectiva;
e b(z) : lavelocidad a la que las personas infectadas dejan de transmitir la infeccion.

Tenemos al comienzo de la epidemia

I(t,0) ~ /0 " o) It, 2) da

oI oI
o Ty - b@Itz)
dR

0
i /0 b(z) I(t,z)dz
Deducimos, como en la teoria de la poblacion estable de Lotka [6] que

I(t,z) ~ kM e Jo by dy

donde k es una constante y la tasa de crecimiento A es la tinica solucion a la ecuacion

o0 T
1:/ a(z)e A Jo W) gg

0

SiI(t) = [ I(t,z)dz, el problema es estimar I(T') + R(T) a partir de R(T). Oro



AR(T) ~ —(T) = / b(z) (T, z) dz ~ / b(z) kel el bW v g
0 0

Deducimos que

AR(T)e T
- fooo b(x) e_)‘a:_foz b(y) dy dx ’

Finalmente

IT)+R(T) A et i

~ _ .y
R(T) [° b(z) e eIy blw) v

Vemos que este resultado no tiene una razon particular para coincidir con Ry = fooo a(z)e Ji?®) 4 g En el caso especial donde
las tasas son constantes, con a(z) = a'y b(z) = bsin embargo A = a — by entonces (I(T) + R(T))/R(T) ~ 3 + 1= % =Ry.
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