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Sumario

Ajustamos um modelo epidémico do tipo SEIR aos dados epidémicos do novo coronavirus na Franga em 2020. Se os contatos
forem reduzidos a zero a partir de uma certa data T préximo ao inicio da epidemia, o tamanho final da epidemia é proximo ao
obtido pela multiplicagdo do nimero acumulado de casos R(T) nesta data por reprodutibilidade Roda epidemia. De maneira mais
geral, se os contatos forem divididos ao longo do tempo T por ¢ > 1 para que Ro/¢ < 1, entdo o tamanho final da epidemia esta
proximo de R(T) Ro (1 — 1/¢)/(1 — Ro/g). Com nossas estimativas,Ry ~ 2,3 na Franga.

1. O modelo

Figura 1°mostra o nimero acumulado de casos detectados de coronavirus na Franca entre 25 de fevereiro e 29 de margo de
2020. Devemos distinguir a data de 15 de margo da qual medidas drasticas foram tomadas repentinamente para interromper a
epidemia (fechamento de escolas, restaurantes, etc.). Para essas trés datas, o nimero acumulado de casos aumentou de 13 para
5427 entdo para 40 174. Figura 1°mostra os mesmos dados com coordenadas logaritmicas nas ordenadas, bem como linhas de
regressdo linear. Existem trés periodos: no primeiro, que termina em 6 de margo, o crescimento ¢ rapido, mas bastante irregular; no
segundo, que vai até 15 de margo, o crescimento ¢ um pouco mais lento, mas constante; no terceiro, a partir de 16 de margo, o
crescimento € lento e constante. Se ajustarmos uma linha nos dois primeiros periodos que vdo de 25 de fevereiro a 15 de margo,
descobrimos que o niimero de casos aumenta conformee** com uma taxa de crescimento A ~ 0, 31por dia (vermelho 4 direita). O
tempo de duplicagdo élog(2)/A ~ 2,2dias. Se, por outro lado, nos limitamos ao segundo periodo, com dados particularmente bem
alinhados em escala logaritmica, obtemosA >~ 0, 225 por dia e um tempo de duplicacdo de 3,1dias (azul a direita). Como os dados
no inicio da epidemia sdo perturbados por uma grande parte dos novos casos importados, € provavelmente a segunda estimativa
que ¢ mais confidvel; este ¢ o que usaremos abaixo para a fase pré-interven¢ao. Quanto ao terceiro periodo, encontramos uma taxa
de crescimento de0,141 por dia e um tempo de duplicagdo de 4,9 dias.
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Figura 1. a) Numero acumulado de casos detectados na Franga entre 25 de fevereiro e 29 de margo de 2020, segundo a
Santé publique France. b) Logaritmo natural do nimero acumulado de casos e linhas de regresséo linear.

Vamos propor um modelo matematico para esta epidemia. Vamos dividir a populagédo francesa em quatro compartimentos, de
acordo com o modelo SEIR classico (ver, por exemplo, [3, p. 61]): provavelmente infectado (.5), infectados, mas ndo infecciosos (
E), infeccioso sem protecao (/) e removidos da corrente de transmissdo (R) Este tlltimo compartimento agrupa aqueles que sdao
infecciosos, mas confinados, os curados e os falecidos. Obviamente, podemos refinar esse modelo ad infinitum para torna-lo mais
realista, mas tentamos limitar o nimero de parametros desconhecidos 0 maximo possivel; também pretendemos obter um resultado
mais tedrico do que pratico.
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Nota N a populagdo total a a taxa de contato efetiva, b a taxa na qual as pessoas infectadas se tornam infecciosas e ¢ a taxa na
qual as pessoas infecciosas sdo isoladas:
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com N = S(t) + E(t) + I(¢) + R(¢). Para fazer o link com os dados, podemos pensar queR(#) corresponde ao ntimero
acumulado de casos conhecidos no momento ¢.

No inicio da epidemia, o nimero de casos permanece muito pequeno em compara¢do com a populagéo total, de modo que
S(t) ~ N, o que leva a linearizagéo
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Portanto, a epidemia tende a crescer exponencialmente e*onde \ ¢ o maior autovalor da matriz
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Duragdo média no compartimento E, que vale a pena 1/be que assimilamos ao periodo de incubagdo, seria da ordem de 4 dias [4].
Portanto, tomeb = 0,25por dia. Duragdo média no compartimentol antes do isolamento, que vale a pena 1/¢, é mais dificil de
estimar porque depende ndo apenas das caracteristicas bioldgicas do virus, mas também da rapidez com que os casos sdo isolados,
0 que varia de pais para pais. Suponha que seja em torno de 1 dia desde que a epidemia na Franca ocorre quando os habitantes ja
estdo bem cientes da existéncia da pandemia; os pacientes logo sdo isolados. Entdoc = 1por dia. Deduzimos da féormula (7) que
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0 que permitiria calcular a taxa de contato efetiva numericamente a a partir da taxa de crescimento observada A.

Imagine que as medidas de satide ptiblica possam dividir a taxa de contato efetiva por um niimero k que ¢ maior que 1. Quanto
deve valer a pena pelo menos kparar a epidemia? Esse valor dek, tradicionalmente observado Roseguindo Lotka e chamado por
ele de "reprodutibilidade” [6, p. 102], é obtido simplesmente observando que quandoa é substituido por @’ = a/Ry, a nova taxa de
crescimento da epidemia X' deve ser zero, o que de acordo com a equagdo (6) levaa ¢ — a/Ro = 0 ¢ para
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se usarmos o valor numérico (A ~ 0,225 por dia) sugerido pela curva epidémica da figura 1. V¢ as incertezas nos pardmetros be c,
isso pode ser apenas um valor aproximado.

De uma maneira mais técnica (veja, por exemplo, [7]), pode-se notar que Ry também foi o raio espectral da matriz
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Vamos voltar ao modelo SEIR (1) - (4). Lembremos como determinar o tamanho final da epidemia na completa auséncia de
intervencdo; ¢ uma adaptagdo facil do método usado para o modelo SIR (veja, por exemplo, [5, p. 76]). A equagdo (1) mostra que
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Entdo, integrando ¢ = 0 as ¢t = +o0,
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No inicio da epidemia, ninguém ainda estava no compartimento R, portanto R(0) = 0. A equagdo (4) mostra que

R(c0) = ¢ /O T at, (10)

onde R(o0) designa o limite quando ¢ — 400 da fun¢do R(¢), que estd aumentando e aumentando em N. Além disso, temos
sempreS(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. Quandot — o0, a epidemia acaba para que E(t) e I(t) tendem a 0. No limite, portanto,
apenas as pessoas que escaparam da epidemia e as que foram infectadas, mas que passaram pelo compartimento R :

S(c0) + R(00) = N. (11)
Combinando (9), (10) e (11), vemos que

N — R(c0) = 5(0) exp(% @)

No inicio da epidemia, havia apenas algumas pessoas infectadas na populagdo, entdo S(0) ~ N. A equagdo para o tamanho final
da epidemia pode ser escrita como

R (-, R, a2

que passa a ter a mesma forma do modelo SIR [5]. ComRy ~ 2,33, encontramos digitalmente R(c0)/N ~ 87%.

2. Segunda fase com interven¢ao drastica

Imagine que em uma certa data T, medidas drasticas sdo tomadas para que a nova taxa de contato efetiva seja reduzida para 0
enquanto houver R(T)casos cumulativos. Por exemplo, houve 5.427 casos cumulativos em 15 de margo, data em que as medidas
relativas a escolas e locais publicos entraram em vigor. Podemos entdo prever qual teria sido o novo tamanho final da epidemia sob
essas suposigdes?

No final da fase exponencial, onde ¢ < T e onde o nimero total de casos ainda representa uma pequena parte da populacao total,
temos

E(t) ~ueM, I(t)~veM, R(t)~weM,

onde (u, v) é um vetor proprio associado ao maior valor proprio Ada matriz (5). Entdo—bu + av = A u. Com a equagio (8),
descobrimos que
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Como dR/dt ~ AR para t < T quando ¢ ndo estd muito perto de 0, temos
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Mas I(T) ~ v e*T, portanto
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Como os contatos deveriam ser reduzidos a zero, temos por £ > T
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Sem ter que resolver esse sistema, fica claro que o tamanho final da epidemia serd R(co) = R(T) + E(T) + I(T), ja que existe
E(T) + I(T) individuos infectados que ainda ndo estdo no compartimento R no momento 7. Entdo

R(oo)zR(n<1+2—Z+%+%> :R(T)<1+%> (1+%) — Ry R(T).

Assim, se os contatos forem reduzidos a zero a partir de uma certa data proxima ao inicio da epidemia (suficientemente perto para
a aproximacao linear ainda ser valida, mas ndo muito préxima para o sistema linearizado ter tido tempo de convergir em direcao ao
vetor proprio associado ao primeiro valor proprio), entdo o tamanho final da epidemia é proximo ao obtido pela multiplicagdo do



nimero cumulativo de casos nessa data pela reprodutibilidade Roda epidemia. Um resultado semelhante é obtido da mesma
maneira para um modelo SIR. No apéndice, observamos, no entanto, que isso ndo ¢ maisRRy quem determina a propor¢do
R(o0)/R(T) em modelos com um periodo infeccioso que ndo é distribuido exponencialmente, mas com uma expressdo mais
complicada.

Observemos de passagem a analogia com o conceito de "potencial de crescimento" das populagdes na demografia [8, p. 176] E a
razao entre a populagdo estacionaria final e a populagdo em um determinado instante se a fertilidade ¢ subitamente dividida nesse
instante pela reprodutibilidadeRy, para que a populagdo fique com uma taxa assintotica de crescimento zero. Como em nosso
calculo, ¢ supondo que a populagao inicial seja "estavel" no sentido de Lotka (isto €, dado pelo primeiro vetor proprio) que Keyfitz
obteve uma férmula relativamente simples para o potencial de aumentar, uma formula que também envolveRgembora de uma
maneira mais complicada do que para o nosso modelo SEIR [8, p. 179]

Observe também que a estimativa de R(T) + E(T) + I(T) dos dados R(T) apenas um ¢ analogo ao problema que surgiu no
inicio da epidemia de HIV para estimar o nimero de pessoas soropositivas a partir do nimero de casos relatados de AIDS.

Vamos voltar ao nosso modelo. ComR(7T) = 5427 ¢ Ry ~ 2,33, di R(o0) ~ 12 600. Mais uma vez, destaque a incerteza em
torno dos parametrosb e ¢, que se reflete no valor de R(00).

Figura 2%lustra esse modelo de duas fases. Nos pegamos N = 65 x 10° (a populagdo da Franga), S(0) = N — 1, E(0) = 1,
I(0) = 0 e R(0) = 0. O pardmetroa é dada pela formula (8) com A = 0,225por dia. Nos pegamos T = 40,1 d1as tdo R(T) ~ 5415
estar muito perto dos dados 542715 de margo. Continuando a simulagdo um pouco mais do que na figura, descobrimos
numericamente queR(co)/R(T) ~ 2,33 ~ R,.
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Figura 2. a) Exemplo de simula¢do do modelo bifésico. b) O relatérioR(o0)/R(T) dependendo de T.

Figura 2° mostra como o relatério R(co)/R(T) varia de acordo com o tempo Tonde a taxa de contato ¢ reduzida a zero. Podemos
observar claramente um platd em que essa proporgéo esta proxima deRg. QuandoT' — Onds temos R(T) — 0 ¢

R(00) — E(0) + I(0) = 1, entdo o relatorio R(co)/R(T)tende ao infinito. O relatério esta se aproximandoRy quando T¢ da
ordem do inverso da diferenga entre os dois valores proprios da matriz (5). Quando, pelo contrario T’ — oo, entdo a intervengao
chega tarde demais; a epidemia ji passou eR(00)/R(T) — 1. Espera-se que a largura da prateleira onde R(oc0)/ R( T) esta perto de
R cresce como uma constante multiplicada por log(N) quando N — +o0, pois esse é, por exemplo, o comportamento do tempo
até o pico da epidemia em um modelo de SIR com coeficientes constantes [2].

Se queremos saber quando ocorrera o pico de novos casos, o que pode ser importante para problemas de congestionamento nos
hospitais, temos que resolver o sistema (13). Encontramos E(t) = E(T) e ¢~
—b(t—T) _ g—c(t—T)

I(t) = I(T)e =D + bB(T) < —

Com os valores numéricos da figura 2%nds temos E(T) ~ 5970, I(T) ~ 1218 e o derivado de I(%) cancela 0,6 dias ap6s a taxa de
contato ser reduzida para 0. Para uma taxa de contato diferente de zero, o atraso seria obviamente maior.

3. Generalizacao

Na realidade, a taxa de contato efetiva certamente néo é totalmente zero para ¢ > T. O valor obtido paraR(o0) pode, no entanto,
ser considerado como um limite mais baixo do valor real, pois é certo que o tamanho final da epidemia serd maior com contatos
diferentes de zero do que com zero contatos para ¢ > T. Sobre esse assunto, deve-se lembrar que os modelos epidémicos do tipo
SIR ou SEIR com uma taxa de contato varidvel ndo sdo "mondtonos", no sentido de que uma reducdo na taxa de contato as vezes
pode levar a um tamanho final maior da epidemia. [1]



Agora considere o caso em que a taxa de contato ndo ¢é reduzida para 0, mas simplesmente dividida por um nimero g > 1 para
que Ry/q < lenquanto Ry > 1. A redugéo para 0 corresponde ao caso limitrofe em quegtende ao infinito. Nesse caso, temos para

t> T,
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Integrando entre t = T'e t = +00, deduzimos que
log Sloo) _ Ro
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Suponha que, como na segdo 2, naquela época T ndo é muito pequeno nem muito grande, ou seja, na bandeja da Figura 2°. Como
S(00) = N — R(o0) e

(B(c0) — R(T))-

S(T) =N — E(T) — I(T) — R(T) ~ N — RoR(T),
nos temos
N — R(00) ~ [N — Ro R(T)] exp (ﬂ(R(oo) - R(T))).

Como R(T)/N é suposto ser pequeno, temos exp( R‘;RA(IH )~1+ Ro(T) o

qgN
R(o0) RoR(T)  RoR(T) Ro R()
1—T: 1-— UN + OqN ]exp(TT).

Ouro Ry/q < 1por hipdtese. Entdo a solugdoR(o0)/ Ndesta equagdo serd pequeno na frente de 1, de acordo com o argumento

grafico classico [5]. Usando issoexp(—% #) ~1-— % %Oo)ﬁnalmente chegamos

R(c0) ~ R(T) Ry 11__77;0//‘2 (14)

Quando g — +o00, achamos que R(00) ~ R(T) Ro. Também notamos que(1 — 1/q)/(1 — Ro/q) > 1, como deveria ser.

A Figura 3 compara, para T fixo como na figura 2¢ e para diferentes valores do parametro ¢, o tamanho final da epidemia em
escala logaritmica log(R(c0)/N) obtido por simulagdo numérica com a formula (14) para ¢ > R e com a solugdo estritamente

positiva da equagdo

1 @ ~ exp(—% @) (15)

para g < Ro. De fato, neste ultimo caso, existe uma grande epidemia e basta adaptar a equacdo (12), que é mais ou menos
independente da fragéo inicial infectadal — S(T)/N ~ Ry R(T)/Ncontanto que seja pequeno, o que assumimos. Vemos que as
duas aproximagdes deixam de ser validas nas proximidades deq = Ry.



) log(R(o0)/N)

Figura 3 log(R(00)/N) dependendo de g (linha s6lida), em comparagéo com a formula (14) (pequenos circulos)
valida para ¢ > Ry e com a solugdo da equagdo (15) (pequenos diamantes) valida para ¢ < Rp.

Observe que o tamanho final da epidemia varia em varias ordens de magnitude quando g esté perto de Rg. Como é muito dificil
quantificarg, prever o tamanho final da epidemia também ¢ dificil nessa area. Existe apenas seq é significativamente maior que R
que a previsdo com a formula (14) se torna menos sensivel ao valor de q.

4. Tente estimar q

Vamos voltar a Figura 1. Vamos tentar estimar gajustando uma simulagdo do modelo aos dados apo6s 15 de margo. Para isso,
partimos dos dadosR(T) = 5427. Como os dados dos 8 dias anteriores estdo particularmente bem alinhados, iniciamos a
simulagdo do nosso modelo comR(7T — 7) = e *" R(T) onde A = 0,225 por dia e 7 = 8 dias e com as estimativas
correspondentes I(T—7) ~ 2 R(T—7), E(T— 1) ~ (Z‘—Z + 2)R(T—7)e
S(T-7)=N—-E(T—7)—I(T—71)— R(T— 7). Parat > T, a taxa de contato efetiva ¢ a/ g e tentamos ajustar R(¢)até 29 de
margo. O melhor ajuste ¢ entreq = 1,5 ¢ ¢ = 2ao redor ¢ = 1,7. Como esse valor ¢ menor queRy, parece que as medidas de
contencdo ainda sdo insuficientes. Ou talvez o modelo seja um pouco simplista demais; em particular, espera-se que uma
distribui¢do nao exponencial dos tempos passados nos diferentes compartimentos influencie 0 momento em que a curva comega a
dobrar.
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Figura 4. Logaritmo natural do niimero de casos entre 7 ¢ 29 de margo (pequenos circulos) e log(R(t)) em fungéo do
tempo t em 4 simulagdes com cima para baixo ¢ € {1,5; 2; 2,5; 3}.

Em conclusdo, exploramos um cenario de duas fases em que a taxa de contato é reduzida a partir de uma determinada data.
Encontramos uma férmula aproximada simples para o tamanho final da epidemia com base no numero de casos detectados no
momento da reducdo. Entretanto, resta declarar e demonstrar esse resultado com mais rigor, provavelmente fazendo com que
parega um resultado assintético quandoN — +oo.
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Anexo

Considere um modelo SIR com um periodo infeccioso que ndo é necessariamente distribuido exponencialmente. Oul(¢, z) a
densidade de pessoas infectadas desde z unidades de tempo em tempos ¢. Oua(z) a taxa de contato efetiva e b(z)a taxa na qual as
pessoas infectadas param de espalhar a infec¢do. Temos no inicio da epidemia

1(4,0) ~ /0 " o(2) I(t 7) do
OL 0L _  yay1(t, )

ot * Oz
dR ©
_— = I
7 /0 b(z) I(t,z) dz

Deduzimos, como na teoria da populagéo estavel de Lotka [6] que
I(t,z) ~ ke e oo b) dy

onde k ¢ uma constante e a taxa de crescimento A ¢ a unica solucdo para a equacgdo

1 :/ a(z)e NI WD) W g
0

Se perguntarmos I(t) = [, I(t, z) dz, o problema é estimar I(T) + R(T) de R(T). Ouro

AR(T) = T (T) = / 1) do = [ ba) ke e 08 g,
¢ 0

Deduzimos que

( T)e T
fo —Az— [ b(y) dy da:
Finalmente,
(D +R(T) _ Ay e i o
R(T) N 2 b(z) eIy ) dy '
Vemos que o membro da direita ndo tem nenhuma razdo especifica para coincidir com Ry = fo )e Ji M) dv gz No caso

especial em que as taxas séo constantes com a(z) = ae b(z) = bno entanto, A\ = a — be portanto

(I(T) + R(T))/R(T) ~ 4 +1 =4 = Ro.
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