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总结

我们将2020年法国新冠状病毒的流⾏数据调整为SEIR类型的流⾏模型。如果从特定⽇期起将接触减少为零  接近流⾏病
的开始，流⾏病的最终规模接近于病例总数的乘积  在此⽇期的可复制性 流⾏病。更⼀般⽽⾔，如果联系是随时
间推移⽽划分的  由  这样 ，那么该流⾏病的最终规模接近 。根据我们的估
计，  在法国。

1.模型

    图1 显⽰了2020年2⽉25⽇⾄3⽉27⽇在法国累计检测到的冠状病毒病例数。我们必须区分3⽉15⽇是突然采取严厉措施
制⽌该流⾏病的⽇期（学校停课，餐厅等）。在这三个⽇期中，累计案件数从13起增加到  然后 。图1 显⽰的
数据相同，纵坐标为对数坐标，以及线性回归线。分为三个阶段：第⼀阶段⼀直持续到3⽉6⽇，增长迅速但相当不规
律。在第⼆年（截⽌到3⽉15⽇），增长略慢但稳定。第三，从3⽉16⽇开始，增长缓慢⽽稳定。如果我们在从2⽉25⽇到
3⽉15⽇的前两个时间段调整⼀条线，则会发现案件数量随着  增长速度 每天（右红⾊）。倍增时间是

天。另⼀⽅⾯，如果我们将⾃⼰限制在第⼆个时期，并且数据在对数尺度上特别好地对齐，则可以得出
 每天加倍的时间 天（蓝⾊右侧）。由于流⾏开始时的数据受到⼤量新输⼊病例的⼲扰，因此第⼆个估计可

能更可靠；这是我们将在下⾯的⼲预前阶段使⽤的那个。⾄于第三期，我们发现增长率为  每天加倍的时间  天。

图1. a）根据法国公共公报，法国在2020年2⽉25⽇⾄3⽉27⽇期间累计发现病例数。b）病例数和线性回归线
的⾃然对数。

    让我们为这种流⾏病提出⼀个数学模型。让我们根据经典的SEIR模型将法国⼈⼝分为四个部分（例如，参见[3，p。
61]）：可能被感染了（ ），已感染但未传染（ ），没有保护的传染性（ ）并从传动链中移除（ ）。最后⼀个隔间
将传染性但受限，治愈和死者的⼈群聚集在⼀起。显然，我们可以⽆限地优化此模型以使其更逼真，但是我们尝试了尽
可能地限制未知参数的数量。我们的⽬标还在于获得⽐实际更具理论性的结果。

    注意事项  总⼈⼝  有效接触率  感染者的传染率和  传染病隔离率：
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与 。为了与数据建⽴链接，我们可以认为  对应于⽬前已知的累计病例数 。

    流⾏开始时，病例数与总⼈数相⽐仍然很⼩，因此 ，导致线性化

因此，这种流⾏趋势随着 ，在哪⾥  是矩阵的最⼤特征值

特征多项式为

所以

车厢中的平均时长 ，这值得 我们将其吸收到潜伏期的时间约为4天[4]。因此拿 每天。车厢中的平均时长
隔离之前，这值得 这种病毒很难估计，因为它不仅取决于病毒的⽣物学特性，还取决于分离病例的及时性，因国家
⽽异。假设距法国流⾏病⼤约1天，当时居⺠已经充分意识到该流⾏病的存在；患者很快被隔离。所以 每天。我们
从公式（7）推导出

这将允许通过数字计算有效接触率  从观察到的增长率 。

    想象⼀下，公共卫⽣措施可以将有效接触率除以数字  ⼤于1。⾄少必须值多少钱 制⽌流⾏病？这个值 ，传统上 
跟随洛特卡并被他称为“可复制性” [6，p。1。102]，只需注意  被替换为 ，该流⾏病的新增长率  必须为零，
根据等式（6）得出  和

如果我们使⽤数值（  每天）由图1的流⾏曲线建议。查看参数的不确定性  和 ，这只能是⼀个近似值。

    以⼀种更技术性的⽅式（例如参见[7]），⼈们可能已经注意到  也是矩阵的光谱半径

    让我们回到SEIR模型（1）-（4）。让我们记住在完全没有⼲预的情况下如何确定流⾏病的最终规模；这是对SIR模型
所⽤⽅法的简单改编（例如，参见[5，第76页]）。式（1）表明

因此，通过整合  在 ，
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流⾏开始时，没⼈在隔间⾥ ，因此 。等式（4）表明

在哪⾥  指定极限时  功能的 ，并以 。此外，我们⼀直都有 。什么时
候 ，这种流⾏病最终停⽌了，  和  趋向于0。因此，在极限处，只有那些逃脱了流⾏病的⼈和那些被感
染但通过隔离区的⼈  ：

通过组合（9），（10）和（11），我们看到

流⾏开始时，⼈⼝中只有少数感染者，因此 。流⾏的最终规模⽅程可以写成

碰巧具有与SIR模型相同的形状[5]。⽤ ，我们找到了数字 。

2.第⼆阶段的⼤⼒⼲预

    想象⼀下在某个⽇期 ，采取了严厉的措施，以使新的有效接触率在有 累积案例。例如，截⾄3⽉15⽇，与学校
和公共场所有关的措施⽣效之⽇，累计发⽣了5427起案件。然后，我们可以预测在这些假设下新的最终流⾏病的规模是
多少？

    在指数阶段结束时  ⽽案件总数仍只占总⼈⼝的⼀⼩部分，

在哪⾥  是与最⼤特征值相关的特征向量 （5）的矩阵。所以 。通过公式（8），我们发现

作为  为  什么时候  不太接近0，我们有

但是 ，因此

    联系⼈应该减少到零，我们有 

⽆需解决此系统，很明显，该流⾏病的最终规模将是 ，因为有  尚未在车厢中
的感染者  当时 。所以

因此，如果从接近流⾏病开始的某个⽇期开始将接触减少为零（⾜够接近以使线性逼近仍然有效，但对于接近线性化系
统并没有⾜够时间有时间收敛）朝向与第⼀个特征值相关的特征向量），那么该流⾏病的最终规模就接近于该⽇的病例
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累计数量乘以可再现性所获得的最终规模 流⾏病。对于SIR模型，以相同的⽅式获得了相似的结果。在附录中，我们
注意到，这不再是  谁决定⽐例  在传染期不是按指数分布，⽽是更复杂的表达式的模型中。

    让我们通过⼈⼝统计学中⼈⼝“增长潜⼒”的概念进⾏类⽐[8，p。1]。176]。如果⽣育率在该瞬间突然除以再现性，则
它是最终固定⼈⼝与某⼀瞬间⼈⼝之间的⽐率 ，因此⼈⼝的零增长率渐近线。在我们的计算中，通过假设初始种群在
Lotka的意义上是“稳定的”（也就是说，由第⼀个特征向量给出的），Keyfitz获得了⼀个相对简单的公式来计算增加，这
个公式也涉及 尽管以⽐我们的SEIR模型更复杂的⽅式进⾏[8，p。1]。179]。

    另请注意，  从数据  只有⼀个类似于在艾滋病流⾏初期就出现的问题，即从报告的艾滋病病
例数中估算艾滋病毒阳性⼈数。

    让我们回到我们的模型。⽤  和 ，它给 。再次强调参数周围的不确定性  和 ，
这体现在 。

    图2 说明了此两阶段模型。我们拿了  （法国的⼈⼝）， ， ，  和 
。参数  由公式（8）给出 每天。我们拿了  天  与数据⾮常接近 3⽉15⽇。

通过继续进⾏⽐图中更长的模拟，我们在数值上发现 。

图2. a）两相模型的仿真⽰例。b）报告  取决于 。

图2  显⽰报告如何  因时间⽽异 接触率降低到零。我们可以清楚地观察到这个⽐率接近 。什么时候
，我们有  和 ，因此报告 趋于⽆穷⼤。该报告越来越接近  什么

时候 是矩阵（5）的两个特征值之差的倒数。相反 ，那么⼲预来不及了；流⾏病已经过去， 。
预计架⼦的宽度  接近  增长为常数乘以  什么时候 ，因为这是具有常数系数的SIR模型中
直到流⾏病⾼峰的时间⾏为[2]。

    如果我们想知道何时会出现新病例⾼峰，这对于医院的交通拥挤问题可能很重要，则我们必须解决该系统（13）。我
们发现  和

⽤图2的数值 ，我们有 ，  和  在联系率降低到0后0.6天取消。对于⾮零联系率，延迟显然
会更长。

3.概括

    实际上，有效接触率肯定不完全为零 。获得的价值  但是可以将其视为实际值的下限，因为可以肯定的是，
对于⾮零接触，流⾏的最终规模将⼤于零接触的流⾏。 。关于这⼀主题，应该记住，接触率可变的SIR或SEIR类型
的流⾏病模型不是“单调的”，从某种意义上说，接触率的降低有时会导致更⼤的最终流⾏病规模。 [1]。
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    现在考虑接触率不降低到0⽽是简单地除以数字的情况  这样 ，⽽ 。减少到0对应于临界情况，其
中 趋于⽆穷⼤。在这种情况下，我们有 ，

根据与第1节相同的理由，我们有 

通过整合  和 ，我们推断

假设当时在第2节中  既不能太⼩也不能太⼤，也就是说在图2的托盘中 。作为  和

我们有

作为  应该很⼩，我们有  和

⾦牌 通过假设。所以解决⽅案 根据经典的图形论证[5]，该⽅程的⽅程在1之前很⼩。使⽤那个
，我们终于得到了

什么时候 ，我们发现 。我们还注意到 ，应该是这样。

    图3⽐较了  固定如图2  对于不同的参数值 ，该流⾏病的最终规模以对数标度  通过公式（14）的数值
模拟获得  并⽤⽅程的严格正解

为 。实际上，在后⼀种情况下，存在重⼤流⾏病，⾜以适应⽅程（12），该⽅程或多或少地独⽴于初始感染分数
只要它很⼩，我们就假设 我们看到，这两个近似在的附近不再成⽴。 。
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图3。  取决于  （实线），与公式（14）（⼩圆圈）⽐较，对  并使⽤等式（15）的解
（⼩菱形）对 。

    请注意，当  接近 。由于很难量化 ，因此很难预测该病的最终规模。只有在  明显⼤于  公式（14）的预测对 
。

4.尝试估算 

    让我们回到图1。我们尝试估算⼀下 通过在3⽉15⽇之后将模型的仿真拟合为数据 为此，我们从数据开始
。由于前8天的数据特别对齐，因此我们开始使⽤以下⽅法对模型进⾏仿真  在哪⾥ 

 每天和  天，并有相应的估算 ，  和 
。对于 ，有效接触率为  我们尝试调整 直到3⽉27⽇为⽌

的数据。最合适的是  和 ，周围 。由于此值⼩于 ，看来遏制措施仍然不⾜。

图4. 3⽉7⽇⾄27⽇（⼩圆圈）⾄  作为时间的函数  在4个模拟中，从上到下 。

    总之，我们探索了⼀个两阶段⽅案，其中联系率从某个⽇期开始降低。我们基于减少时发现的病例数找到了该流⾏病
最终规模的简单近似公式。但是，它有待更严格地陈述和证明这⼀结果，可能是通过使其在渐近时表现为渐近结果来实
现的。 。⾄于截⾄3⽉27⽇的实际问题，该模型可能过于简单，⽆法从中得出结论。特别地，期望在不同隔间
中花费的时间的⾮指数分布将影响参数的估计。 。
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附件

考虑具有传染周期的SIR模型，该传染周期不⼀定呈指数分布。要么  从那以后被感染的⼈⼝密度  时间单位到时间
。要么  有效接触率和 感染者停⽌传播感染的速度。我们已经开始流⾏

我们根据洛特卡的稳定⼈⼝理论[6]推论得出

在哪⾥  是⼀个常数，增长率  是⽅程的唯⼀解决⽅案

如果我们问 ，问题是要估算  来⾃ 。⾦牌

我们推断

最后，

我们看到右边的成员没有特别的理由与 。在速率恒定的特殊情况下，  和 但
是，  因此 。
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