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الملخص

إلى البیانات الوبائیة للفیروس التاجي الجدید في فرنسا في عام 2020. إذا تم تخفیض جھات الاتصال إلى صفر من تاریخ معین  SEIR نقوم بتعدیل نموذج وبائي من نوع
 قریب من بدایة الوباء ، الحجم النھائي للوباء قریب من ذلك الذي تم الحصول علیھ عن طریق ضرب العدد التراكمي للحالات  في ھذا التاریخ عن طریق التكاثر 
، فإن الحجم النھائي للوباء قریب من  من الوباء. بشكل أعم ، إذا تم تقسیم جھات الاتصال بمرور الوقت بواسطة  بحیث 
. مع تقدیراتنا ، في فرنسا .

النموذج .1

یوضح العدد التراكمي لحالات الإصابة بالفیروس التاجي المكتشفة في فرنسا بین 25 فبرایر و 27 مارس 2020. یجب أن نمیز تاریخ 15 مارس الذي تم فیھ     الشكل 1
. الشكل 1 اتخاذ تدابیر جذریة فجأة لوقف الوباء (إغلاق المدارس ، مطاعم ، إلخ.). في ھذه التواریخ الثلاثة ، زاد العدد التراكمي للحالات من 13 إلى ثم ل 

یعرض نفس البیانات مع إحداثیات لوغاریتمیة على الإحداثي ، بالإضافة إلى خطوط الانحدار الخطي. ھناك ثلاث فترات: في المرحلة الأولى ، التي تستمر حتى 6 مارس ،
یكون النمو سریعًا ولكنھ غیر منتظم إلى حد ما ؛ في الثانیة ، التي تمتد حتى 15 مارس ، یكون النمو أبطأ قلیلاً ولكنھ ثابت ؛ في الثالث ، من 16 مارس ، النمو بطيء
في الیوم الواحد وثابت. إذا قمنا بتعدیل خط خلال الفترتین الأولیین التي تبدأ من 25 فبرایر إلى 15 مارس ، نجد أن عدد الحالات یزید كما بمعدل نمو 
أیام. من ناحیة أخرى ، إذا قصرنا أنفسنا على الفترة الثانیة ، مع البیانات التي تتماشى بشكل جید مع مقیاس (الأحمر الأیمن). الوقت المضاعف ھو
أیام (أزرق یمین). وبما أن البیانات في بدایة الوباء قد انزعجت بسبب حصة كبیرة من الحالات لوغاریتمي ، نحصل على في الیوم ووقت مضاعفة 
المستوردة الجدیدة ، فمن المحتمل أن یكون التقدیر الثاني ھو الأكثر موثوقیة ؛ ھذا ھو الذي سنستخدمھ أدناه لمرحلة ما قبل التدخل. أما بالنسبة للفترة الثالثة نجد معدل نمو
.قدره في الیوم ووقت مضاعفة  أیام

ب) اللوغاریتم .Santé publique France الشكل 1. أ) العدد التراكمي للحالات التي تم اكتشافھا في فرنسا بین 25 فبرایر و 27 مارس 2020 ، وفقاً لـ
.الطبیعي لعدد الحالات وخطوط الانحدار الخطي

الكلاسیكي (انظر على سبیل المثال [3 ، ص 61]): من SEIR دعونا نقترح نموذجًا ریاضیاً لھذا الوباء. دعونا نقسم السكان الفرنسیین إلى أربع حجیرات وفقاً لنموذج    
). تجمع ھذه المقصورة الأخیرة معًا أولئك الذین ) وإزالتھا من سلسلة محرك الأقراص ( ) ، معدي بدون حمایة ( ) ، مصاب ولكن لیس معدیاً ( المحتمل أن یصابوا (
ھم معدیون ولكن محصورین ومتعافین ومتوفین. من الواضح أنھ یمكننا تحسین ھذا النموذج إلى ما لا نھایة لجعلھ أكثر واقعیة ، لكننا حاولنا تحدید عدد المعلمات غیر
.المعروفة قدر الإمكان ؛ نحن نھدف أیضًا إلى الحصول على نتیجة أكثر نظریاً من العملیة

:ملاحظة  مجموع السكان ،  معدل الاتصال الفعال ،  معدل إصابة الأشخاص المصابین بالعدوى  المعدل الذي یتم فیھ عزل الأشخاص المُعدیین    
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. لإنشاء الارتباط بالبیانات ، یمكننا أن نعتقد ذلك یتوافق مع العدد التراكمي للحالات المعروفة في الوقت الحالي . مع 

مما یؤدي إلى خطیة     في بدایة الوباء ، لا یزال عدد الحالات صغیرًا جدًا مقارنة بإجمالي عدد السكان 

، أین  ھي أكبر قیمة ذاتیة للمصفوفة وبالتالي یمیل الوباء إلى النمو بشكل كبیر 

كثیر الحدود الممیز

لذا

یومیا. متوسط   المدة في المقصورة قبل والتي نستوعبھا في فترة الحضانة ، ستكون من 4 أیام [4]. لذلك خذ ، وھو یستحق  متوسط   المدة في المقصورة 
، من الصعب تقدیره لأنھ لا یعتمد فقط على الخصائص البیولوجیة للفیروس ولكن أیضًا على مدى سرعة عزل الحالات ، والتي تختلف من بلد العزلة ، وھو ما یستحق 
یومیا. نستنتج من الصیغة إلى آخر. لنفترض أنھ حوالي یوم واحد منذ حدوث الوباء في فرنسا عندما یدرك السكان جیدًا وجود الوباء ؛ سیتم عزل المرضى قریبا. لذا
(7) ذلك

. مما یسمح بحساب معدل الاتصال الفعال عددیاً  من معدل النمو الملحوظ

، لوحظ     لوقف الوباء؟ ھذه القیمة تخیل أن تدابیر الصحة العامة یمكن أن تقسم معدل الاتصال الفعال على عدد  وھو أكبر من 1. كم یجب أن یكون یستحق على الأقل 
، معدل نمو الوباء الجدید  اتباع لوتكا ووصفھ بأنھ "استنساخ" [6 ، ص. 102] ، یتم الحصول علیھ بمجرد ملاحظة أنھ متى تم استبدالھ بـ  تقلیدیا 

یجب أن یكون صفرًا ، وھو ما یؤدي إلى المعادلة (6)  وإلى

، یمكن أن تكون ھذه قیمة تقریبیة فقط .إذا استخدمنا القیمة الرقمیة ( في الیوم) الذي اقترحھ منحنى الوباء في الشكل 1. یرى عدم الیقین بشأن المعلمات  و 

بطریقة أكثر تقنیة (انظر على سبیل المثال [7]) ، یمكن للمرء أن یلاحظ ذلك  كان أیضًا نصف القطر الطیفي للمصفوفة    

انظر) SIR دعونا نتذكر كیفیة تحدید الحجم النھائي للوباء في غیاب التدخل الكامل ؛ إنھ تكییف سھل للطریقة المستخدمة لنموذج .SEIR (1) - (4) لنرجع إلى نموذج    
على سبیل المثال [5 ، ص 76]). تظھر المعادلة (1) ذلك

، لذا عن طریق الدمج  الى

. تظھر المعادلة (4) ذلك لذا  في بدایة الوباء ، لم یكن ھناك أحد في المقصورة 

. بالإضافة إلى ذلك ، لدینا في جمیع الأوقات الذي یزداد ویتزاید بمقدار  أین  یعین الحد عندما  الوظیفة 
، یتوقف الوباء في نھایة المطاف بحیث  و  یمیل نحو 0. عند الحد ، لذلك ، فقط الأشخاص الذین . متى
:  ھربوا من الوباء وأولئك الذین أصیبوا ولكن مرت عبر المقصورة

من خلال الجمع بین (9) و (10) و (11) ، نرى ذلك
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. یمكن كتابة معادلة الحجم النھائي للوباء كـ في بدایة الوباء ، لم یكن ھناك سوى عدد قلیل من المصابین في السكان ، لذلك 

نجد رقمیا .SIR [5] الذي یحدث أن یكون لھ نفس شكل نموذج . مع

المرحلة الثانیة مع تدخل جذري .2

حالات تراكمیة. على سبیل المثال ،     ، یتم اتخاذ تدابیر جذریة بحیث یتم تخفیض معدل الاتصال الفعال الجدید إلى 0 أثناء وجوده  تخیل ذلك في تاریخ معین 
كانت ھناك 5،427 حالة تراكمیة حتى 15 مارس ، وھو التاریخ الذي دخلت فیھ التدابیر المتعلقة بالمدارس والأماكن العامة حیز التنفیذ. ھل یمكننا بعد ذلك أن نتنبأ بالحجم
النھائي الجدید للوباء في ظل ھذه الافتراضات؟

قرب نھایة المرحلة الأسیة حیث  وحیث لا یزال العدد الإجمالي للحالات یمثل جزءًا صغیرًا من إجمالي عدد السكان ، فلدینا    

. مع المعادلة (8) نجد ذلك المصفوفة (5). لذا ، أین  ھو المتجھ الذاتي المرتبط بأكبر قیمة ذاتیة 

كما  ل  متى  لیس قریباً جدًا من 0 ، لدینا

لذا لكن 

 من المفترض أن یتم تخفیض جھات الاتصال إلى الصفر ، لدینا    

، لأن ھناك  الأفراد المصابین دون الحاجة إلى حل ھذا النظام ، من الواضح أن الحجم النھائي للوباء سیكون 
. لذا الذین لیسوا في المقصورة بعد  في الوقت 

وبالتالي ، إذا تم تقلیل جھات الاتصال إلى صفر من تاریخ معین قریب من بدایة الوباء (قریب بما فیھ الكفایة حتى یظل التقریب الخطي صالحًا ولكن لیس قریباً جدًا بالنسبة
للنظام الخطي لیكون لدیھ الوقت للتلاقي نحو المتجھ الذاتي المرتبط بالقیمة الذاتیة الأولى) ، ثم یكون الحجم النھائي للوباء قریباً من ذلك الذي تم الحصول علیھ عن طریق
من الوباء. یتم الحصول على نتیجة مشابھة بنفس الطریقة لنموذج في الملحق ، نلاحظ مع ذلك أن ھذا .SIR ضرب العدد التراكمي للحالات في ھذا التاریخ في التكاثر 
.لم یعد الذي یحدد النسبة  في النماذج ذات الفترة المعدیة التي لا یتم توزیعھا بشكل كبیر ، ولكن تعبیر أكثر تعقیدًا

دعونا نلاحظ في تمریر القیاس مع مفھوم "إمكانات النمو" للسكان في الدیموغرافیا [8 ، ص. 176]. ھي النسبة بین السكان النھائیین النھائیین والسكان في لحظة معینة    
، بحیث یتم ترك السكان مع معدل تقارب صفر النمو. كما ھو الحال في حساباتنا ، فمن خلال افتراض أن إذا تم تقسیم الخصوبة فجأة في ھذه اللحظة من خلال التكاثر
على صیغة بسیطة نسبیاً لإمكانات زیادة ، وھي صیغة تتضمن أیضًا Keyfitz الأول) حصل eigenvector السكان الأولیین "مستقرون" بمعنى لوتكا (أي معطى من قبل
على الرغم بطریقة أكثر تعقیدًا من نموذج  SEIR 179 .الخاص بنا [8 ، ص].

نلاحظ أیضا أن تقدیر  من البیانات  واحد فقط یماثل المشكلة التي نشأت في بدایة وباء فیروس نقص المناعة البشریة لتقدیر عدد    
.المصابین بفیروس نقص المناعة البشریة من عدد حالات الإیدز المبلغ عنھا

وھو ما     . مرة أخرى ، تسلیط الضوء على عدم الیقین حول المعلمات و  ، یعطي  دعنا نعود إلى نموذجنا. مع و 
. ینعكس في قیمة

. المعلمة یعطى     ،  و   ، یوضح ھذا النموذج من مرحلتین. أخذنا (سكان فرنسا) ،  الشكل 2
15 مارس. من خلال مواصلة المحاكاة لفترة یومیا. أخذنا أیام كذلك  یكون قریباً جدًا من البیانات  بالصیغة (8) مع 
أطول بقلیل مما في الشكل ، نجد ذلك عددیاً .

N − R(∞) = S(0) exp(−
a

c

R(∞)

N
).

S(0) ≃ N

1 −
R(∞)

N
≃ exp(−R0

R(∞)

N
), (12)

R0 ≃ 2,33 R(∞)/N ≃ 87%

TR(T)

t ≤ T

E(t) ≃ u e
λt, I (t) ≃ v e

λt, R(t) ≃ w e
λt,

(u, v)λ−b u + a v = λ u

u =
a v

λ + b
=

λ + c

b
v .

dR/dt ≃ λRt < Tt

I (T) =
1

c

dR

dt
(T) ≃

λ

c
R(T).

I (T) ≃ v e
λT

E(T) ≃ u e
λT =

λ + c

b
v e

λT ≃
λ + c

b
I (T) ≃ ( λ2

bc
+

λ

b
)R(T) .

t > T

dS

dt
= 0,

dE

dt
= −b E ,

dI

dt
= b E − c I ,

dR

dt
= c I . (13)

R(∞) = R(T) + E(T) + I (T)E(T) + I (T)
RT

R(∞) ≃ R(T)(1 +
λ

2

bc
+

λ

b
+

λ

c
) = R(T)(1 +

λ

b
)(1 +

λ

c
) = R0 R(T) .

R0

R0R(∞)/R(T)

R0

R0

R(T) + E(T) + I (T)R(T)

R(T) = 5 427R0 ≃ 2,33R(∞) ≃ 12 600bc

R(∞)

a
N = 65 × 106

S(0) = N − 1E(0) = 1I (0) = 0R(0) = 0a

λ = 0,225T = 40,1R(T) ≃ 5 4155 427
R(∞)/R(T) ≃ 2,33 ≃ R0



. الشكل 2. أ) مثال لمحاكاة نموذج مرحلتین. ب) التقریر بالاعتماد على

حیث یتم تخفیض معدل الاتصال إلى صفر. یمكننا أن نرى بوضوح ھضبة حیث تقترب ھذه الشكل 2 یظھر كیف التقریر  یختلف باختلاف الوقت 
ھو یمیل إلى اللانھایة. التقریر یقترب من متى  ، لذلك التقریر  ، لدینا  و  . متى النسبة

ثم یأتي التدخل بعد فوات الأوان ؛ لقد مرت الوباء بالفعل و ترتیب معكوس الفرق بین القیمتین الذاتیتین للمصفوفة (5). متى ، على العكس
، لأن ھذا ھو على سبیل المثال . من المتوقع أن یكون عرض الرف فیھا قریب من  ینمو باعتباره ثابت مضروبا في  متى 
.[مع معاملات ثابتة [SIR 2 سلوك الوقت حتى ذروة الوباء في نموذج

إذا أردنا معرفة متى ستحدث ذروة الحالات الجدیدة ، والتي قد تكون مھمة لمشاكل الازدحام في المستشفیات ، فعلینا حل النظام (13). نجد     
و

،  ومشتقاتھ  یلغي 0.6 یومًا بعد تخفیض معدل الاتصال إلى 0. بالنسبة لمعدل اتصال غیر ، لدینا  مع القیم العددیة للشكل 2
.صفري ، من الواضح أن التأخیر سیكون أطول

التعمیم .3

. القیمة التي تم الحصول علیھا ومع ذلك ، یمكن اعتباره كحد أدنى للقیمة الحقیقیة حیث أنھ     في الواقع ، معدل الاتصال الفعال لیس بالتأكید صفرًا تمامًا 
. حول ھذا الموضوع ، یجب التذكیر بأن النماذج من المؤكد أن الحجم النھائي للوباء سیكون أكبر مع جھات الاتصال غیر الصفریة من جھات الاتصال الصفریة 
مع معدل اتصال متغیر لیست "رتیبة" ، بمعنى أن انخفاض معدل الاتصال یمكن أن یؤدي في بعض الأحیان إلى حجم نھائي أكبر للوباء. SEIR أو SIR الوبائیة لنوع
1]].

    . ، في حین أن  الآن ضع في اعتبارك الحالة التي لا یتم فیھا تخفیض معدل الاتصال إلى 0 ولكن ببساطة مقسومًا على رقم  بحیث 
یمیل إلى اللانھایة. في ھذه الحالة ، لدینا التخفیض إلى 0 یتوافق مع حالة الخط الحدودي حیث ،

 بنفس المنطق كما في القسم 1 ، لدینا

، نستنتج ذلك من خلال الدمج بین  و 

. كما و افترض كما في القسم 2 ذلك الوقت  لیس صغیرًا جدًا ولا كبیرًا جدًا ، وھذا یعني في علبة الشكل 2

لدینا

كما  من المفترض أن تكون صغیرة ، لدینا  و

R(∞)/R(T) T

bR(∞)/R(T)T

R0T → 0R(T) → 0R(∞) → E(0) + I (0) = 1R(∞)/R(T)R0T

T → ∞R(∞)/R(T) → 1
R(∞)/R(T)R0log(N )N → +∞

E(t) = E(T) e−b(t−T)

I (t) = I (T)e−c(t−T) + bE(T)
e−b(t−T) − e−c(t−T)

c − b
 .

aE(T) ≃ 5 970I (T) ≃ 1 218I (t)

t > TR(∞)
t > T

q > 1R0/q < 1R0 > 1
q t > T

dS

dt
= −

a

q
S

I

N
,

dE

dt
=

a

q
S

I

N
− b E ,

dI

dt
= b E − c I ,

dR

dt
= c I .

t > T

1

S

dS

dt
= −

a

q c N

dR

dt
.

t = Tt = +∞

log
S(∞)

S(T)
= −

R0

q N
(R(∞) − R(T)).

TbS(∞) = N − R(∞)

S(T) = N − E(T) − I (T) − R(T) ≃ N − R0R(T),

N − R(∞) ≃ [N − R0 R(T)] exp(−
R0

q N
(R(∞) − R(T))).

R(T)/Nexp( R0R(T)
q N

) ≃ 1 + R0R(T)
q N



ستكون ھذه المعادلة صغیرة أمام 1 ، وفقاً للحجة الرسومیة الكلاسیكیة [5]. باستخدام ذلك عن طریق الفرضیة. إذن الحل ذھب 
، وصلنا أخیرا

، كما یجب . نلاحظ ذلك أیضا نجد ذلك  .متى 

، الحجم النھائي للوباء على مقیاس لوغاریتمي  تم الحصول علیھا عن طریق     یقارن الشكل 3 ، ل  ثابتة كما في الشكل 2 وللقیم المختلفة للمعلمة 
المحاكاة العددیة بصیغة (14) ل  ومع الحل الإیجابي المطلق للمعادلة

. في الواقع ، في الحالة الأخیرة ، ھناك وباء كبیر ویكفي لتكییف المعادلة (12) ، التي تكون إلى حد ما مستقلة عن الجزء المصاب الأولي ل 
طالما أنھا صغیرة ، التي افترضناھا. نرى أن التقریرین لم یعدا صالحین في الجوار .

الشكل 3.  بالاعتماد على  (خط متصل) ، مقارنة بالصیغة (14) (دوائر صغیرة) صالحة لـ  ومع حل المعادلة (15) (الماس
. الصغیر) صالحة لل

والتنبؤ بالحجم النھائي للوباء صعب أیضا في ھذا     . لأنھ من الصعب جدا تحدید لاحظ أن الحجم النھائي للوباء یختلف بعدة مرات من حیث الحجم  قریب من 
. المجال. لا یوجد إلا إذا أعلى بكثیر من  أن التنبؤ بالصیغة (14) یصبح أقل حساسیة لقیمة

 محاولة تقدیر .4

. نظرًا لأن بیانات     من خلال تركیب محاكاة للنموذج على البیانات بعد 15 مارس. لھذا ، نبدأ من البیانات دعنا نعود إلى الشكل 1. دعنا نحاول التقدیر 
الأیام الثمانیة السابقة محاذیة بشكل جید بشكل خاص ، فإننا نبدأ محاكاة نموذجنا باستخدام أین  یومیا و  أیام ، ومع

،  و  التقدیرات المقابلة 
. لأن ھذه القیمة أقل من حولھا  إلى البیانات حتى 27 مارس. الأنسب بین و  ، معدل الاتصال الفعال ھو  ونحاول التكیف  . ل
، یبدو أن تدابیر الاحتواء لا تزال غیر كافیة .

1 −
R(∞)

N
≃ [1 −

R0 R(T)

N
+

R0R(T)

q N
] exp(−
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R(∞)
N

) ≃ 1 − R0

q

R(∞)
N

R(∞) ≃ R(T)R0
1 − 1/q

1 − R0/q
. (14)

q → +∞R(∞) ≃ R(T)R0(1 − 1/q)/(1 − R0/q) > 1

Taqlog(R(∞)/N )
q > R0

1 −
R(∞)

N
≃ exp(−

R0

q

R(∞)

N
) (15)

q < R0

1 − S(T)/N ≃ R0 R(T)/N q = R0

log(R(∞)/N )qq > R0

q < R0

qR0q
qR0 q

q

qR(T) = 5 427
R(T − τ) = e−λτR(T)λ = 0,225τ = 8

I (T − τ) ≃ λ

c
R(T − τ)E(T − τ) ≃ ( λ2

bc
+ λ

b
)R(T − τ)S(T − τ) = N − E(T − τ) − I (T − τ) − R(T − τ)

t > Ta/qR(t)q = 1,5q = 2q = 1,7
R0



 الشكل 4. اللوغاریتم الطبیعي لعدد الحالات بین 7 و 27 مارس (دوائر صغیرة) و  كدالة للوقت  في 4 محاكاة من الأعلى إلى الأسفل
.

في الختام ، اكتشفنا سیناریو من مرحلتین حیث یتم تخفیض معدل الاتصال من تاریخ معین. وجدنا صیغة تقریبیة بسیطة للحجم النھائي للوباء بناءً على عدد الحالات    
. أما المكتشفة في وقت الاختزال. ومع ذلك ، یبقى لتوضیح وتوضیح ھذه النتیجة بشكل أكثر صرامة ، ربما من خلال جعلھا تظھر كنتیجة مقاربة عندما
بالنسبة للسؤال العملي حتى 27 مارس ، فربما یكون النموذج أكثر بساطة من استخلاص الاستنتاجات منھ. على وجھ الخصوص ، من المتوقع أن یؤثر التوزیع غیر الأسي
.للأوقات التي تقضیھا في الأقسام المختلفة على تقدیر المعلمة .

شكر وتقدیر

،  و  لتعلیقاتھم على المخطوطة     .نشكر 

الملحق
. إما SIR فكر في نموذج مع فترة معدیة لا یتم توزیعھا بالضرورة بشكل كبیر. إما كثافة الأشخاص المصابین منذ ذلك الحین  وحدات الوقت إلى الوقت 
المعدل الذي یتوقف عنده المصابون عن انتشار العدوى. لدینا في بدایة الوباء معدل الاتصال الفعال و 

نستنتج ، كما في نظریة سكان لوتكا المستقرة [6] ذلك

أین  ھو ثابت ومعدل النمو  ھو الحل الوحید للمعادلة

. ذھب ، المشكلة تكمن في التقدیر  ابتداء من  إذا طلبنا 

نستنتج ذلك

، أخیرًا

log(R(t))t

q ∈ {1,5; 2; 2,5; 3}

N → +∞

q
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I (t, x)xta(x)
b(x)

I (t, 0) ≃ ∫
∞

0

a(x) I (t, x) dx

∂I

∂t
+

∂I

∂x
= − b(x) I (t, x)

dR

dt
= ∫

∞

0

b(x) I (t, x) dx

I (t, x) ≃ k eλt e−λx−∫ x

0 b(y) dy

kλ

1 = ∫
∞

0

a(x)e−λx−∫ x

0 b(y) dy dx .

I (t) = ∫
∞

0 I (t, x) dxI (T) + R(T)R(T)

λR(T) ≃
dR

dt
(T) = ∫

∞

0

b(x) I (T, x) dx ≃ ∫
∞

0

b(x) k eλT e−λx−∫ x

0 b(y) dy dx .

k ≃
λR(T)e−λT

∫
∞

0 b(x) e−λx−∫ x
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.



. في الحالة الخاصة حیث تكون المعدلات ثابتة ، مع  و  نرى أن العضو على الیمین لیس لدیھ سبب معین یتزامن معھ 
ومع ذلك ،  وبالتالي  .
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