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Resumen

Ajustamos un modelo epidémico de tipo SEIR a los datos epidémicos del nuevo coronavirus en Francia en 2020. Si los contactos se
reducen a cero desde una fecha determinada cercana al comienzo de la epidemia, el tamaio final de la epidemia esta cerca del obtenido
al multiplicar el nimero acumulado de casos en esta fecha por la reproducibilidad Rode la epidemia Con nuestras estimaciones,

Ro ~ 2,3 en Francia.

El modelo

Figura 1°muestra el nimero acumulado de casos detectados de coronavirus en Francia entre el 25 de febrero y el 15 de marzo de 2020.
Entre estas dos fechas, el nimero acumulado pasé de 13 a 5427. Observamos un crecimiento que parece exponencial. Figura 1°muestra
c6mo se ajusta una linea de regresion en coordenadas logaritmicas. Encontramos que la curva aumenta a medida quee* con una tasa de
crecimiento A ~ 0, 31por dia (rojo derecho). El tiempo de duplicacion eslog(2)/\ ~ 2,2dias Si, por otro lado, nos limitamos a los
ultimos 9 dias, que estan particularmente bien alineados en una escala logaritmica, obtenemosA ~ 0, 225 por dia y un tiempo de
duplicacion de 3,1dias (azul a la derecha). Dado que los datos al comienzo de la epidemia se ven perturbados por una gran proporcion de
casos nuevos que se importan, es probablemente la segunda estimacion la mas confiable; este es el que usaremos a continuacion.
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Figura 1. a) Nimero acumulado de casos detectados en Francia entre el 25 de febrero y el 15 de marzo de 2020, segiin Santé
publique France. b) Logaritmo natural del numero acumulado de casos y lineas de regresion lineal.

Propongamos un modelo matematico para esta epidemia. Dividamos a la poblacion francesa en cuatro compartimentos de acuerdo con
el modelo SEIR clasico (véase, por ejemplo, [2, p. 61]): es probable que esté infectado (.5), infectados pero no infecciosos (E),
infeccioso sin proteccion (I) y no es probable que transmita la infeccion (es decir, infecciosa pero confinada, curada o fallecida, R)
Obviamente, podemos refinar este modelo hasta el infinito para hacerlo mas realista (ver, por ejemplo, entre muchas otras referencias
[3,7]), pero tratamos de limitar el nimero de parametros desconocidos tanto como sea posible; También pretendemos obtener un
resultado mas tedrico que practico.

Nota N la poblacion total, a la tasa de contacto efectiva, b la tasa a la que las personas infectadas se vuelven infecciosas y ¢ La
velocidad a la que se aislan las personas infecciosas:
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con N = S(t) + E(t) + I(t) + R(t). Para hacer el enlace con los datos, podemos pensar que R(¢) corresponde al namero acumulado de
casos conocidos en este momento ¢.

Al comienzo de la epidemia, el niimero de casos sigue siendo muy pequefio en comparacion con la poblacion total, de modo que
S(t) ~ N, que conduce a la linealizacion

d—EgaIbe, ﬂzbEfcI.
dt dt

Por lo tanto, la epidemia tiende a crecer exponencialmente a medida que e**donde )\ es el mayor valor propio de la matriz
—-b a
. 5
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N+ (b+ )X+ b(c— a) = 0. (6)

El polinomio caracteristico es

Entonces

. (b+c)+\/(b;rc)24b(ca) 4o+ 2(bc)2+4ab. .

Duracién media en el compartimento. Eque vale 1/by que asimilamos al periodo de incubacion, seria del orden de 4 dias [4]. Por lo
tanto tomab = 0,25por dia. Duracion media en el compartimento.] antes del aislamiento, lo que vale 1/ ¢, es mas dificil de estimar
porque depende no solo de las caracteristicas bioldgicas del virus sino también de la rapidez con que se aislan los casos, que varia de un
pais a otro. Supongamos que es alrededor de 1 dia desde que la epidemia en Francia ocurre cuando los habitantes ya son conscientes de
la existencia de la pandemia; los pacientes no tardan en aislarse. Entoncesc = 1por dia. De la férmula (7) deducimos que

A+ b+c)?—(b—c)? A
a= 20 :()\+c)<1+3). (8)

lo que permitiria calcular la velocidad de contacto efectiva numéricamente a de la tasa de crecimiento observada A.

Imagine que las medidas de salud publica podrian dividir la tasa de contacto efectiva por un nimero & que es mayor que 1. Cuanto
debe valer al menos kpara detener la epidemia? Este valor dek, sefialado tradicionalmente Rysiguiendo a Lotka y llamado por €l
"reproducibilidad" [8, p. 102], se obtiene simplemente observando que cuandoa es reemplazado por @' = a/Ry, la nueva tasa de
crecimiento de la epidemia A’ debe ser cero, lo que de acuerdo con la ecuacion (6) conduce a ¢ — a/Ry = 0y para

A A
RO:3=<1+—)<1+—>:2,33
c b c

si usamos el valor numérico (A ~ 0,225 por dia) sugerido por la curva epidémica de la figura 1. Visualiza las incertidumbres sobre los
parametros by c, esto solo puede ser un valor aproximado.

De una manera mas técnica (ver por ejemplo [9]), uno podria haber notado que Ry era también el radio espectral de la matriz
0 a b0\ "
0 0/\-b ¢ °

Volvamos al modelo SEIR (1) - (4). Recordemos cémo determinar el tamafio final de la epidemia en ausencia total de intervencion; Es
una adaptacion facil del método utilizado para el modelo SIR (véase, por ejemplo, [6, p. 76]). La ecuacion (1) muestra que

d a
Zlog§ = ——1I(t),
708 i (t)

entonces al integrar t = 0 alas t = +oo:

log S(c0) — log S(0) = —% /0 I dt. (9)

Al comienzo de la epidemia, nadie todavia estaba en el compartimento. R, Entonces R(0) = 0. La ecuacion (4) muestra que

R(o0) = c/oool(t) dt, (10)

donde R(oco) designa el limite cuando ¢t — +o0 de la funcion R(t), que aumenta y aumenta en N. Ademas, tenemos en todo momento
S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. Cuandot — +o0, la epidemia finalmente se detiene para que E(¢) y I(t) tienden hacia 0. En el limite,
por lo tanto, solo las personas que escaparon de la epidemia y las que se infectaron pero que pasaron por el compartimento R :

S(00) + R(c0) = N. (11)

Al combinar (9), (10) y (11), vemos que



N — R(c0) = 8(0) exp<—%@>.

Al comienzo de la epidemia, solo habia unas pocas personas infectadas en la poblacion, por lo que S(0) ~ N. La ecuacidn para el
tamarfio final de la epidemia se puede escribir como

1- # ~ exp('Ro R(co) )

N

que tiene la misma forma que para el modelo SIR [6]. ConR, ~ 2,33, encontramos digitalmente R(0c0)/N ~ 87%.

Segunda fase con intervencion drastica

Imagina que en una fecha determinada 7, se toman medidas drasticas para que la nueva tasa de contacto efectiva se reduzca a 0
mientras haya R(7)casos acumulativos Por ejemplo, hubo 5427 casos acumulados al 15 de marzo, fecha en que las medidas relativas a
las escuelas y los lugares publicos entraron en vigor [5]. ;Podemos entonces predecir cual sera el nuevo tamafio final de la epidemia?

Hacia el final de la fase exponencial donde ¢ < 7y donde el nimero total de casos todavia representa una pequefia parte de la
poblacion total, tenemos

E(t)~ueM, I(t)~ve, R(t)~we,

donde (u, v) es un vector propio asociado con el mayor valor propio Ade la matriz (5). Entonces—bu + a v = A u. Con la ecuacion (8),
encontramos que

Como dR/dt ~ AR para t < 7 cuando ¢ no estd muy cerca de 0, tenemos

1) = < 2 ~ 2 R,

Pero I(1) ~ v ", Entonces

2
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Se supone que los contactos se reducen a cero, tenemos para t > T
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Sin tener que resolver este sistema, esta claro que el tamafio final de la epidemia serd R(co) = R(7) + E(7) + I(7), ya que hay
E(7) + I(7) individuos infectados que aun no estan en el compartimento R a tiempo 7. Entonces

R(00) ~ (T)< +A—2 + 2 + A) :R(‘r)<1+%) (1+%> = Ry R(r).

Por lo tanto, si los contactos se reducen a cero desde una fecha determinada cercana al inicio de la epidemia (lo suficientemente cerca
como para que la aproximacion lineal siga siendo valida, pero no demasiado cerca para que el sistema linealizado haya tenido tiempo de
converger hacia el vector propio asociado con el primer valor propio), entonces el tamaiio final de la epidemia es cercano al obtenido
multiplicando el nimero acumulado de casos en esta fecha por la reproducibilidad Rode la epidemia Un resultado similar se obtiene
facilmente de la misma manera para un modelo SIR. Pero el grado de generalidad de esta observacion queda por determinar.

Observemos al pasar la analogia con el concepto de "potencial de crecimiento” de las poblaciones en la demografia [10, p. 176]. Es la
relacion entre la poblacion estacionaria final y la poblacion en un determinado instante si la fertilidad se divide repentinamente en este
instante por la reproducibilidad. R, de modo que la poblacion se quede con una tasa asintotica de crecimiento cero. Como en nuestro
calculo, es suponiendo que la poblacion inicial es "estable" en el sentido de Lotka (es decir, dada por el primer vector propio) que Keyfitz
obtuvo una férmula relativamente simple para el potencial de aumentar, una férmula que también implicaRoaunque de una manera mas
complicada que para nuestro modelo SEIR [10, p. 179].

Tenga en cuenta también que la estimacion de R(7) + E(7) + I(7) de los datos R(7) solo uno es analogo al problema que surgi6 al
comienzo de la epidemia de VIH para estimar el nimero de personas VIH positivas a partir del nimero de casos de SIDA reportados.



Con R(7) = 5427y Ry ~ 2,33, da R(c0) ~ 12 600. Nuevamente, resalte la incertidumbre en torno a los pardmetros.by ¢, que se
refleja en el valor de R(00).

Figura 2%lustra este modelo de dos fases. TomamosN = 65 x 105, S(0) = N — 1, E(0) = 1, I(0) = 0y R(0) = 0. El pardmetroa
viene dado por la formula (8) con A = 0,225por dia. Tomamos7 = 40,1 dias asi R(7) ~ 5415esta muy cerca de los datos 5427 del 15 de
marzo. Al continuar la simulacion un poco mas que en la figura, encontramos numéricamente que R(c0)/R(7) ~ 2,33 ~ R,.
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Figura 2. a) Ejemplo de simulacion del modelo de dos fases. b) El informeR(c0)/R(7) en funcién de 7.

Figura 2° muestra como el informe R(co)/R(7) varia segiin el tiempo Tdonde la velocidad de contacto se reduce a cero. Podemos
observar claramente una meseta donde esta relacion es cercana aR. Cuandor — 0, se tiene R(7) — 0y R(c0) — E(0) 4 I(0) = lasi
que el informe R(o00)/R(7)tiende al infinito El informe se esta acercando aR, cuando 7es del orden de la inversa de la diferencia entre
los dos valores propios de la matriz (5). Cuando, por el contrarior — 0o, entonces la intervencion llega demasiado tarde; la epidemia ya
ha pasado yR(00)/R(7) — 1. Se espera que el ancho del estante donde R(00)/R(7) esta cerca de R crece como una constante
multiplicada por log(N) cuando N — +o00, dado que este es, por ejemplo, el comportamiento del tiempo hasta el pico epidémico en un
modelo SIR con coeficientes constantes.

En realidad, la tasa de contacto efectiva ciertamente no sera del todo cero para ¢ > 7. El valor obtenido paraR(oco) sin embargo, puede
considerarse como un limite inferior del valor real, ya que es seguro que el tamafio final de la epidemia sera mayor con contactos
distintos de cero que con contactos cero para t > 7. Sobre este tema, debe recordarse que los modelos epidémicos del tipo SIR o SEIR
con una tasa de contacto variable no son "mondtonos", en el sentido de que una reduccion en la tasa de contacto a veces puede conducir a
un mayor tamafio final de la epidemia. [1]

Si queremos saber cuando tendra lugar el pico de la llegada de nuevos casos, 1o que puede tener su importancia para los problemas de
congestion en los hospitales, tenemos que resolver el sistema (12) - (15). Encontramos E(t) = E(7) e 7y

t
I(t) = I(r)e ") + b / e I E(s) ds
e—b(t—T) _ e—c(t—‘r)

c—b

= I(r)e ") + bE(7)

Con los valores numéricos de la figura 2, se tiene E(7) ~ 5970, I(7) ~ 1218 y la derivada de I(¢) cancela 0.6 dias después de que la
velocidad de contacto se haya reducido a 0. Para una velocidad de contacto distinta de cero, la demora obviamente seria mayor.

En conclusion, exploramos el escenario mas favorable, donde la tasa de contacto se reduce a cero desde una fecha determinada.
Encontramos una férmula aproximada simple para el tamaiio final de la epidemia basada en el nimero de casos detectados en el
momento de la reduccién. Sin embargo, queda por afirmar y demostrar este resultado de manera mas rigurosa, sin duda al aumentar la
poblacioén total. N hacia +oo.
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