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Résumé

On ajuste un modèle épidémique de type S-E-I-R aux données épidémiques

du nouveau coronavirus en France en 2020. Si les contacts sont réduits à

zéro à partir d’une certaine date proche du début de l’épidémie, la taille

finale de l’épidémie est proche de celle que l’on obtient en multipliant le

nombre cumulés de cas à cette date par la reproductivité R0 de l’épidémie.

Avec nos estimations, R0 ≃ 2,9 en France.

1 Les données

La figure 1a montre le nombre cumulé de cas détectés de coronavirus en
France entre le 25 février et le 15 mars 2020. Entre ces deux dates, le nombre
cumulé est passé de 13 à 5427. On observe une croissance qui a l’air exponen-
tielle.

La figure 1b montre comment une droite de régression s’ajuste en coor-
données logarithmiques. On trouve que la courbe crôıt comme eλt avec un taux
de croissance λ ≃ 0, 31 par jour. Le temps de doublement est log(2)/λ ≃ 2,2
jours.

2 Un modèle mathématique

Divisons la population française en quatre compartiments selon un modèle
épidémique classique de type S-E-I-R : susceptible d’être infecté (S), infecté
mais non infectieux (E, infectieux sans protection (I) et non susceptible de
transmettre l’infection (c’est-à-dire infectieux mais confiné ou guéri, R). Notons
N la population totale, a le taux de contact effectif, b le taux auquel les personnes
infectées deviennent infectieuses et c le taux auquel les personnes infectieuses

∗Institut de Recherche pour le Développement, Les Cordeliers, Paris, France, nico-

las.bacaer@ird.fr, http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/

1

http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/


0 20102 4 6 8 12 14 16 18
0

2 000

4 000

6 000

1 000

3 000

5 000

0 20102 4 6 8 12 14 16 18
2

4

6

8

3

5

7

9

Figure 1 – a) Nombre cumulé de cas détectés en France en fonction du nombre
de jours écoulés depuis le 25 février 2020. b) Logarithme népérien du nombre
cumulé de cas et droite de régression linéaire.

sont isolées :

dS

dt
= −aS

I

N
(1)

dE

dt
= aS

I

N
− bE (2)

dI

dt
= bE − c I (3)

dR

dt
= c I. (4)

Pour faire le lien avec les données, on peut penser que R(t) correspond au
nombre cumulé de cas connus à l’instant t.

Au début de l’épidémie, S(t) ≃ N , donc

dE

dt
≃ a I − bE,

dI

dt
≃ bE − c I.

L’épidémie tend donc à crôıtre exponentiellement comme eλt, où λ est la plus
grande valeur propre de la matrice

(

−b a
b −c

)

. (5)

Le polynôme caractéristique est

λ2 + (b+ c)λ+ b(c− a) = 0. (6)

Donc

λ =
−(b+ c) +

√

(b+ c)2 − 4b(c− a)

2
=

−(b+ c) +
√

(b− c)2 + 4ab

2
. (7)
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La durée moyenne dans le compartiment E, qui vaut 1/b et que l’on assimile à
la période d’incubation, serait de l’ordre de 4 jours [1]. Donc b ≃ 0,25 par jour.
Imaginons que la durée moyenne dans le compartiment I avant isolement, qui
vaut 1/c, soit de l’ordre de 1 jour. Alors c ≃ 1 par jour. On déduit de la formule
(7) que

a =
(2λ+ b+ c)2 − (b− c)2

4b
= (λ+ c)

(

1 +
λ

b

)

. (8)

ce qui permettrait de calculer numériquement a.
Imaginons que des mesures de santé publique puissent diviser le taux de

contact effectif par un nombre k qui soit supérieur à 1. Combien doit valoir
au minimum k pour arrêter l’épidémie ? Cette valeur de k, traditionnellement
notée R0 à la suite de Lotka, s’obtient simplement en remarquant que lorsque
a est remplacé par a′ = a/R0, le nouveau taux de croissance de l’épidémie λ′

doit être nul, ce qui d’après l’équation (6) conduit à c− a/R0 = 0 et à

R0 =
a

c
=

(

1 +
λ

b

)(

1 +
λ

c

)

≃ 2,93

si l’on utilise la valeur numérique de λ suggérée par la courbe épidémique de la
figure 1. Vues les incertitudes sur les paramètres b et c, ceci ne peut être qu’une
valeur approchée 1.

Revenons au modèle S-E-I-R (1)-(4). Déterminons ce que sera la taille finale
de l’épidémie en l’absence complète d’intervention. L’équation (1) montre que

d

dt
logS = −

a

N
I(t),

donc en intégrant de t = 0 à t = +∞ :

logS(∞)− logS(0) = −
a

N

∫

∞

0

I(t) dt . (9)

Au début de l’épidémie, personne n’est dans le compartiment R, donc R(0) = 0.
L’équation (4) montre que

R(∞) = c

∫

∞

0

I(t) dt, (10)

où R(∞) désigne la limite quand t → +∞ de la fonction R(t), qui est croissante
et majorée par N . Par ailleurs, on a à tout instant S(t)+E(t)+I(t)+R(t) = N .
Quand t → +∞, l’épidémie finit par s’arrêter de sorte que E(t) et I(t) tendent
vers 0. À la limite, il ne reste donc que les personnes qui ont échappé à l’épidémie
et celles qui ont été infectées mais qui ont guéri :

S(∞) +R(∞) = N. (11)

1. De manière plus savante, on aurait pu remarquer que R0 était aussi le rayon spectral

de la matrice
(

0 a

0 0

)(

b 0

−b c

)

−1

.
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En combinant (9), (10) et (11), on voit que

N −R(∞) = S(0) exp

(

−
a

c

R(∞)

N

)

.

Au début de l’épidémie, il n’y a que quelques personnes infectées dans la popu-
lation, donc S(0) ≃ N . L’équation peut s’écrire comme

1−
R(∞)

N
≃ exp

(

−R0
R(∞)

N

)

.

On trouve numériquement R(∞)/N ≃ 94%.

3 Deuxième phase avec intervention drastique

Imaginons qu’à une certaine date τ , des mesures drastiques soient prises de
sorte que le nouveau taux de contact effectif soit réduit à 0 alors qu’il y a R(τ)
cas cumulés. Par exemple, il y avait 5427 cas cumulés au 15 mars, date à laquelle
sont entrées en vigueur les mesures concernant les écoles et les lieux publics [2].
Peut-on alors prévoir quelle sera la nouvelle taille finale de l’épidémie ?

Pendant la phase exponentielle où t ≤ τ et où le nombre total de cas
représente encore une part infime de la population totale, on a

E(t) ≃ u eλt, I(t) ≃ v eλt, R(t) ≃ w eλt,

où (u, v) est un vecteur propre associé à la plus grande valeur propre λ de la
matrice (5). Ainsi, −b u+ a v = λu. Avec l’équation (8), on trouve que

u =
a v

λ+ b
=

λ+ c

b
v .

Comme dR/dt ≃ λR pour t < τ , on a

I(τ) =
1

c

dR

dt
(τ) ≃

λ

c
R(τ).

Mais I(τ) = v eλτ , donc

E(τ) ≃ u eλτ =
λ+ c

b
v eλτ =

λ+ c

b
I(τ) =

(

λ2

bc
+

λ

b

)

R(τ) .

Les contacts étant réduits à zéro, on a pour t > τ

dS

dt
= 0 (12)

dE

dt
= −bE (13)

dI

dt
= bE − c I (14)

dR

dt
= c I. (15)
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Sans avoir à résoudre ce système, il est clair que la taille finale de l’épidémie
sera

R(∞) = R(τ) + E(τ) + I(τ) ≃ R(τ)

(

1 +
λ

b

)(

1 +
λ

c

)

= R0 R(τ) .

Ainsi, si les contacts sont réduits à zéro à partir d’une certaine date proche
du début de l’épidémie, la taille finale de l’épidémie est proche de celle que l’on
obtient en multipliant le nombre cumulés de cas à cette date par la reproductivité
R0 de l’épidémie. Un analogue de ceci est d’ailleurs bien connu en démographie,
où les naissances remplacent les infections.

On trouve numériquement R(∞) ≃ 15 925. Soulignons encore une fois l’in-
certitude autour des paramètres b et c, qui se retrouve dans la valeur de R(∞).

En réalité, le taux de contact effectif ne sera pas tout à fait nul pour t > τ .
La valeur obtenue pour R(∞) peut néanmoins être considérée comme une borne
inférieure probable de la valeur réelle.

Si l’on veut savoir quand aura lieu le pic d’arrivée de nouveaux cas, il faut
résoudre le système (12)-(15). On trouve que E(t) = E(τ) e−b(t−τ) et que

I(t) = I(τ)e−c(t−τ) + b

∫

t

τ

e−c(t−s)E(s) ds

= I(τ)e−c(t−τ) + bE(τ)
e−b(t−τ) − e−c(t−τ)

c− b
.

Avec nos valeurs numériques, on a E(τ) ≃ 8816, I(τ) ≃ 1682 et la dérivée de
I(t) s’annule 0,7 jours après que le taux de contact a été ramené à 0. Pour un
taux de contact non nul, le délai serait plus long.
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