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1 Le problème d’ordonnancement juste-à-temps avec date
d’échéance commune non restrictive

On considère un ensemble de tâches J , dont les durées d’exécutions (pj)j∈J sont fixées, et on
cherche à les ordonnancer sur une machine autour d’une date d’échéance commune notée d.
Pour une tâche j∈J , on note Cj sa date de fin. Si la tâche est en avance (i.e. Cj6d), alors son
avance est d−Cj , et son retard est nul. À l’inverse si elle est en retard (i.e. Cj>d), son avance est
nulle tandis que son retard est Cj−d. Étant donnés des coefficients (αj)∈R+ et (βj)∈R+ pour
chaque tâche j, notre objectif est de minimiser la somme pondérée des avances et des retards de
toutes les tâches. Autrement dit il s’agit de minimiser

∑
j∈J

αj [d−Cj ]
+ + βj [Cj−d]+.

La pénalisation de l’avance en plus de celle du retard fait de ce problème un problème dit
juste-à-temps, et casse en particulier la régularité, c’est-à-dire qu’on n’a plus la dominance des
ordonnancements tassés à gauche (i.e. sans trou et démarrant au temps 0).

On se placera pour cet exposé dans le cas d’une date d’échéance non-restrictive c’est à dire
d>

∑
pj . Dans ce cas, les ordonnancements tassés (i.e. sans trou), avec une tâche à l’heure

(i.e. pour laquelle Cj =d) et ”en V” (i.e. où les ratios αj/pj des tâches en avance sont croissants,
et les ratios βj/pj des tâches en retard sont décroissants) forment un ensemble de solutions
dominant [2], c’est à dire qu’on peut s’y restreindre sans changer la valeur de l’optimum.

Malgré ces propriétés de dominance, Hall et Posner [2] ont montré que le problème est NP-
difficile dès que les poids dépendent des tâches, et ce même s’ils sont symétriques (i.e. αj =βj).

2 Formulation compacte basée sur la répartition avance retard

Grâce aux propriétés de dominance susmentionnées, on se limite aux ordonnancements ”en
V”, tassés et avec une tâche à l’heure. De par leur structure bien particulière, ces ordonnance-
ments peuvent être encodés de manière très compacte : il suffit en effet de donner la répartition
des tâches en avance et en retard pour en déduire tout l’ordonnancement [1]. Plus important
encore, au prix de l’ajout de quelques variables de linéarisation, on peut exprimer linéairement
l’avance et le retard de chaque tâche à partir des variables binaires représentant cette répartition.

On obtient ainsi une formulation linéaire du problème ne présentant que n variables binaires,
n(n−1)/2 variables continues, et 2n(n−1) inégalités. Malgré sa compacité, cette formulation
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se révèle peu efficace. En effet le relâché continu de cette formulation s’avère fournir une très
pauvre borne inférieure.

Une première approche pour améliorer cette formulation compacte consiste à ajouter des
inégalités valides (pour toutes les solutions entières) bien connues par l’étude du polyèdre des
coupes, comme les inégalités dites de triangles [3]. Le but est de couper des points fractionnaires,
et ainsi améliorer la valeur de relaxation.

Une deuxième approche consiste à ajouter des inégalités pour éliminer des points entiers
auxquels la fonction objectif donne une valeur peu intéressante. Contrairement à la première
approche, les inégalités ajoutées ici dépendent des coefficients α et β définissant la fonction
objectif. Au lieu de chercher à avoir un polyèdre qui colle mieux à l’enveloppe convexe des
points entiers, on ajoute des inégalités qui coupent tout un pan du polyèdre, éliminant ainsi
une ou plusieurs solutions entières qu’on sait ne pas être optimales. C’est sur cette deuxième
approche, plus fructueuse d’un point de vue expérimental, que se concentrera l’exposé.

3 Traduction de dominance connues

Dans la littérature autour de ce problème d’ordonnancement, de nombreuses propriétés de
dominance sont connues. Certaines aboutissent à des propriétés de structure, comme on l’a vu
plus haut ; d’autres donnent seulement des critères d’optimalité basés sur les durées des tâches
et sur leurs coefficients α et β. On s’intéresse à ces dernières pour éliminer de notre formulation
des points entiers non optimaux.

Une manière courante d’obtenir de telles propriétés est de s’intéresser à un ordonnance-
ment voisin, c’est-à-dire obtenu par une opération de modification, comme un décalage, une
réinsertion, une inversion ou un échange de tâches. Une condition d’optimalité pour un ordon-
nancement est alors que l’ordonnancement obtenu par cette modification soit de moins bonne
qualité, ce qui se traduit par la positivité de la variation de coût.

Pour les opérations de réinsertion et d’échange, nous pouvons exprimer linéairement cette
variation de coût à partir des variables de la formulation compacte, et ainsi obtenir des inégalités
qui éliminent tous les ordonnancements ne satisfaisant pas le critère d’optimalité associé.

Bien qu’aucune des ces inégalités n’améliore la valeur du relâché continu, certaines d’entre
elles offrent une remarquable amélioration de l’efficacité de cette formulation compacte.

Nous présenterons quelques résultats expérimentaux préliminaires comparant l’apport des
différentes inégalités de renforcement présentées.
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