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Chapitre 1

Introduction

Dans le cadre de la simulation d’instabilités hydrodynamiques bidimensionnelles, par exemple liées a la
Fusion par Confinement Inertiel (FCI), I'utilisation de méthodes volumes finis centrés récentes avec flux aux
neeuds parait prometteuse (cf | il ]). On s’intéresse au passage a lordre
3 & la fois sur la description géométrique des cellules (bord courbe & section conique) et sur les champs
physiques reconstruits.

En ce qui concerne les cellules a bords courbes, nous étudions dans le chapitre 2 une description de chaque
aréte par une conique (ou plus précisément & partir d” un arc de courbe de Bézier rationnelle quadratique).
Cela permet de couvrir les différents cas : segment, elliptique, parabolique et hyperbolique. Une premiere
difficulté provient de la paramétrisation de ce type de courbe. Nous utilisons pour cela un simplexe de controle
contenant ’aréte courbe, qui est défini a ’aide d’un sommet supplémentaire donné. Ensuite, la ”courbure” de
Paréte est obtenue a 'aide d’un parameétre w variant entre 0 (segment de droite) et +o0o (triangle formé par
les extrémités du segment et le sommet supplémentaire). Si ce parameétre est égal a 1, 'aréte est parabolique
et correspond & la séparation entre le cas d’une aréte elliptique (w < 1) et le cas d’une aréte hyperbolique
(w > 1). Un exemple de maille & bords courbes est présenté figure 1.1. Nous présentons en outre 'application

//Q(Mr71/27wr71/2)

FIGURE 1.1 — Une maille C; de discrétisation du domaine, les bords des mailles sont des arcs coniques définis
par les points des arétes planes M, M, ainsi que par des couples point de controle/poids (M, 1 /2, Wyi1/2)-

de cette paramétrisation pour le calcul de différentes quantités géométriques intervenant dans les schémas
volumes finis (en pratique, nous utilisons également la notion de “shoulder point”, permettant une description
équivalente mais plus naturelle dans le contexte des schémas de flux). Nous décrivons les différents degrés de
liberté associés a cette description géométrique enrichie.



Dans le chapitre 3, nous étudions une méthode de reconstruction polynomiale de degré 2 (donc d’ordre 3).
De nombreux travaux sur ce sujet existent, mais le caractére vraiment général des différentes méthodes n’est
pas clair, notamment vis-a-vis de la structure des mailles. Nous nous intéressons ici & la méthode développée
par C. Ollivier-Gooch, voir par exemple | il ]. Nous écrivons le
polyndme a reconstruire pour une variable p dans une maille C comme

Re(x, ) = po + (Vo)e - (x = xa) + 5 '(x — x0)(V2p)ox — xc) — K2,

ou X¢ est le centroide de la maille conique défini par
il
Xo = — [ xdv.
ICl Je
1

K% = /c ((x — x0) (V) (x — xc))dv,

pour avoir au besoin une reconstruction conservative, i.e. f o Ro(x,p)dv = pc. Les coefficients a déterminer
sont donc le vecteur (Vp)c et la matrice (V2p)c. Les coefficients peuvent alors étre obtenus par la résolution
au sens de moindres carrés d’un systéme linéaire surdéterminé (si le voisinage contient plus de 5 mailles).
Cette résolution peut de plus inclure une pondération non linéaire pour améliorer le conditionnement du
systeme linéaire associé. Cette méthode est donc tres simple a mettre en ceuvre et peut se généraliser a tout
type de maillage, en particulier les maillages coniques étudiés ici. A la fin de ce chapitre, nous étudions 'ordre
de cette méthode de reconstruction polynomiale et la sensibilité aux différents types de courbure des arétes
du maillage pour des fonctions réguliéres.

Le chapitre 4 est dédié a ’écriture des schémas volumes finis aux nceuds pour 1’équation de transport
conservative

De plus, on définit

Owp+ V- (ap) =0, (1.1)

ot a(t, x) est un champ de vitesse & divergence nulle, sur maillages coniques. Nous présentons une formulation
classique avec flux aux arétes étendu & ce paramétrage. Nous nous intéressons aussi aux schémas eulériens avec
flux multi-directionnel aux nceuds qui mettent en jeu des normales en certains points de contrdle du bord des
mailles et qui tiennent compte des mailles de coins (voir aussi les schémas GLACE | ,

] et EUCCLHYD | ] en lagrangien). Pour cette derniére méthode, nous
introduisons les différents degrés de liberté nécessaires, dus aux arétes courbes. Nous présentons de plus les
conditions classiques sur les flux numériques dans ce cadre, a savoir : consistance, conservation et monotonie.
La montée en ordre en espace se fait grace a la reconstruction polynomiale exposée dans le chapitre précédent
et la montée en ordre en temps est effectuée classiquement par les méthodes de Runge-Kutta TVD.

Dans le chapitre 5, nous étudions différentes méthodes de limitation permettant au schéma numérique
basé sur la reconstruction d’ordre 3 de vérifier une propriété de stabilité locale (qui pourrait étre le principe du
maximum local par exemple ou une variante relaxée ou I’on peut accepter une violation des bornes & un ordre
p sur les extrema lisses ou non réguliers). Le principe, proposé dans | il ], est de
réduire itérativement ’ordre de la reconstruction par maille jusqu’a vérifier localement le critere de stabilité.
Comme le schéma d’ordre 1 vérifie la dite stabilité, on est assuré de la convergence de ce processus itératif
vers une méthode stable. Dans la version initiale de la méthode APITALI (A Posteriori ITerAtive LImiter)
[ il ], les coefficients du polynome de reconstruction sont diminués succes-
sivement via des coefficients réels variant de 1 a 0, alors que dans la méthode MOOD | 1,
ces coeflicients passent directement de 1 a 0 sans valeurs intermédiaires (on passe donc localement de ’ordre
3 & Pordre 2, puis & lordre 1). La méthode MOOD peut s’obtenir comme un cas particulier de la méthode
APITALI. Dans les deux cas, une fois les coefficients du polynéme modifiés localement, il est nécessaire de
recalculer les flux numériques associés et de remettre a jour les mailles voisines. On obtient donc une méthode
non locale qui peut s’apparenter a un point fixe. Dans le but de faire le lien avec des méthodes de limitation a
priori, nous introduisons de plus la notion de degré de limitation, qui permet d’avoir un formalisme compact
donnant acceés aux coefficients du polyndome de reconstruction. On présente ensuite I’application de cette
méthode de limitation a posteriori & équation de transport standard (1.1), mais aussi au transport d’une
variable massique ¢ ou l'on considére le probleme conservatif avec la variable volumique pc :

i (pc) + Va - (a(pe)) = 0.



Dans ce dernier cas, deux options sont envisagées, selon que la limitation sur la variable ¢ est fortement
couplée avec celle de p ou non. Plusieurs tests numériques sont proposés, ot on étudie en particulier le gain
en précision de la méthode APITALI par rapport & la méthode MOOD (dans le cas d’une seule variable
scalaire).

Les objectifs visés sont ici de :

montrer que 'extension & lordre 3 & la fois sur les variables de calculs (reconstruction polynomiale
quadratique) et sur la géométrie (aréte vue comme un arc de courbe conique) est possible,

montrer que 'on peut étendre les stabilisations APITALI (et MOOD) sur des mailles courbes coniques
pour le transport en dimension 2,

montrer 'apport de ’écriture développée des variables massiques par la formule de Leibniz par rapport
a une écriture compacte de la variable conservative volumique associée.

effectuer une comparaison entre les ordres 2 et 3 et mesurer le gain.



Chapitre 2

Montée en ordre sur la géométrie

2.1 Paramétrisation d’arétes a section conique

Soit My et My deux points du plan reliés par un arc de courbe régulier, noté yyyS yp,- On suppose de
plus que cet arc peut se représenter par une portion fermée de courbe de niveau 0 d’une fonction I" :

IT: R2 — R
(z,y) — T(z,9)

de sorte que yyyo \g, admet une représentation implicite :

Yo m, C {(z,y) € R%:T(z,y) = 0}.

On s’intéressera dans la suite a des fonctions I" particuliéres (on suppose ici que deux fonctions sont identiques
si leurs courbes de niveau 0 sont exactement les mémes) :

Définition 1. Si la fonction implicite T est un polynome bi-varié de degré (mazximal) p, on dira que larc
YoM, €st dordre p+ 1. En particulier :

Forme linéaire P'(z,y) : ax+by+c=0, droites. (2.1)
Forme quadratique P%(z,y) : ax®+by* +2cxy+datey+ f=0, coniques. (2.2)

On rappelle que les solutions de l'équation quadratique (2.2) engendrent la famille des coniques du plan, on
parlera donc d’arc conique si p = 2.

Dans le contexte des méthodes de discrétisation d’EDP avec maillage, au lieu de considérer uniquement
des cellules & bords droits (2.1), on s’intéresse a des arétes courbes coniques (2.2).

Proposition 1 (Arc de courbe de Bézier rationnelle quadratique). Les arcs coniques peuvent étre paramétrés
par des courbes de Bézier rationnelles de degré 2, caractérisées par les 2 extrémités de l’arc Mg et Mo ainsi
que par un point de contréle My, et un poids scalaire w (cf Figure 2.1) :

M(g) = (x(q)> _ Mo(1 - ¢)° + 2wg(1 — g)M, + ¢°Mp

(@) g tagi-o+rg €01 (2.3)

On a donc V85 ar, = {M*(q).q € [0,1]}.

Chaque aréte conique dépend donc de ses 2 extrémités My, My et de 3 (en dimension 2) parametres pour
les définir : le point de contrdle M et le poids scalaire w.



FIGURE 2.1 — Aréte conique paramétrée par les courbes de Bézier rationnelles quadratiques. A gauche :
M*¥(q) parcourt l'aréte conique pour ¢ € [0, 1], My = M*(0), My = M“(1). A droite : Famille de coniques
et inclusion uniforme dans le simplexe de controle, le poids associé w agit comme facteur d’attraction de la
courbe vers la ligne droite brisée [Myo, M;] U [M;, Ma].

Le lien avec les coniques vient de la caractérisation suivante :

Proposition 2. L’aréte est dite :
— plane dégénérée si w = 0,
— elliptique si w €10, 1],
— parabolique st w =1,
— hyperbolique si w € ]1,+00].

On introduit de plus le shoulder point S situé & mi-chemin du paramétrage de 'aréte, c’est-a-dire S :=
M¥(¢g = 0.5). On peut noter que la normale unitaire en ce point est la méme que celle de 1'aréte droite
[Mo, Ma] (on a d%OMw(Q)(q:o.s) | MoMy) :

(Mla (.d)

Qo
Q:

M,
\Y B

FIGURE 2.2 — Localisation du shoulder point S.

Le shoulder point S vérifie la propriété suivante :

1 1 1
S= §(Qo + Q2), avec Qg = m(le +Mpy), Q2 = m(le + Mo). (2.4)



2.2 Relations sur objets géométriques

Le volume étant la principale quantité géométrique manipulée dans la méthode volumes finis, on le calcule
pour une cellule a arétes coniques Cj :

o)) = /C RUS % [ ome) RN(s)ds (2.5)
1
=35 [ oM (@) Ne(as (2:6)

ol N(s) est la normale sortante unitaire de la cellule C; dont le bord est paramétré par s et N(g) est la
normale sortante non unitaire (N,(q) = Ne(q)%) paramétrée localement pour chaque aréte e par ¢q. La
formules (2.6) lie trois objets possédant chacun une mesure de dimension différente :

— en 2D : laire de la cellule,

— en 1D : le périmetre de la cellule,

— en 0D : les valeurs ponctuelles (vecteur position et normale sur le bord).
Les sommets de la cellule (sans les points de contrdle) définissent un polygone. Afin de calculer l'aire d’une
cellule & bord conique, le polygone est séparé en simplexes (triangles) (& partir d’une origine O) auxquels on
ajoute ’aire entre 'aréte conique et les arétes droites de la maille :

‘C]| = Z(A(Oa Mga MS) + A(Mw’e(Q)v M87 Miv MS))7 (27)

€

ou A(O,M§, M) est laire du triangle défini par O lorigine, M§ et M$ les sommets de laréte e, et
A(M¥“¢(q), M§, M¢$,M$)) correspond & laire entre Paréte droite MM et larc conique défini par (2.3).
On a supposé que lorigine O est toujours située du coté opposé a M par rapport a l'aréte droite M§MS.

1 0-Vi2
Pour chaque aréte, cette derniére aire est définie par :

1 dy

A(M#*(q), M§, M, M§) = 5/0 (x(q) dg¥ ™ %

— dq. 2.8
aa (q)y(q)> q (2.8)
Le résultat important est que cette aire s’exprime simplement en fonction de 'aire du triangle A(M§, M$, M) :

A(M#* (q), M5, M, M) = f () A(MS, M5, M), 29)

avec f(w) est une fonction analytique définie par morceaux en fonction des valeurs de w. Son expression
exacte est disponible dans | 1 [ 1 [ ]:

si 0 <w<1, alors f(w

[VIES

1) si w =0, alors f(w)=0

) :
2; 27— 2o (ﬁmn(\/%) - ) (2.10)
)

3) si w=1, alors f(w) =3

4) si w>1, alors f(w) = "5 (w - \/wé_l log(w + Vw? — 1)) .

(
(
(
(

Cette fonction est au moins C1(RT), et on note que dans un voisinage de w = 1 le développement de Taylor
d’ordre 3 de la fonction est donné par :

6 32w-1)

aylor, —2 — i - Qr
Frevertw) = 5+ (w=1D(5 — @ - 1(5 315

= = - )). (2.11)

On rappelle également que le volume peut s’exprimer directement & partir de vecteurs, cf | ]
et Figure 2.3 pour une définition des notations :

]' oJ,w
Cjl = 5 > CJ*".OMuyy (2.12)
dof

Malgré I’écriture concise de (2.12), un désavantage est que le point de contréle My,; ne se situe pas sur
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o
! S
t\ g 3 N
2 +
< &
~ #(M, 19, wr_1/2)
(MT+1/27W'P+1/2) - Z -
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‘%{ A |.N7,~17T,1/2
/ I///'

FIGURE 2.3 — Vecteurs “normaux” ponctuels en variante point de controle

Paréte, on préfere une description de 'aréte avec son shoulder point S, cf Figure 2.4 (aux extrémités C;"’J et

aux points du paramétrage de l'aréte (~3§+1/2’w) et [Bernard-Champmartin et al., 2012]. Ainsi (2.9) se réécrit
A(M®¢(q), Mg, M{, M35) = h(w)A(Mg, S¢, M53), (2.13)

Ce changement sur la localisation spatiale du degré de liberté fait intervenir la fonction

h(w) := f(w)w + 1, avec de plus h(0) = g, (2.14)

w

qui est strictement décroissante sur Rt & valeurs dans |1, 5]. Ceci étant, on a la nouvelle écriture oi tous les
points appartiennent au paramétrage du bord de la cellule Cj :

1. Variante de type GLACE :

1 ~dof ,w w
|CJ| = 5 ZC‘? ’ 'OMdof(q)v (215)
dof
1 T W ~r+1/2,w 1 ~newdof,w
Cil = 5 S orom, + Y CA 08, ), =3 S OMewdor  (2.16)

r r+1/2 newdof

é;,w = % ((1 - h(wrfl/Z))Nrfl,r + (1 - h(wr+1/2))Nr,r+1 + h(wrfl/Q)Nrfl/Z,r + h(wr+1/2)Nr,r+1/2) a(217)

=r+1/2, h(w, < <
C; /2w _ W(Nwﬂﬂ +Nyp1/or1)- (2.18)
Les inconnues sont situées aux endroits ou sont définis les éj-lof “ : les points M., S¥ 1/2 de la maille,
de plus ils vérifient [Boutin et al., 2011][Bernard-Champmartin et al., 2012] :
. ~dof,w
Pour toute cellule Cj : Z Ci“ =0 (2.19)

dof

Pour tout degré de liberté (dof) strictement dans le domaine (Figure 2.4) : Z Czof"" =0 (2.20)
k



FIGURE 2.4 — Vecteur normal issu d’un degré de liberté définissant la frontiere de la cellule C;. Deux types :
extrémité M, noté é;’w ou shoulder point 8y, , ,, noté C;H/ 2

2. Variante de type EUCCLHYD :

Now™ =1
N%,oﬂ* — i E
T2

J

(]- - h(wr—l/Q))Nrfl,r + h(wr—l/Q)Nr—l/Z,r) 3
(1 — h(wy41/2))Nprg1 + h(wrg1/2)Ny rp1/2)

(2.21)

“rtl/2,w— . h(w, <

N; /2w = WNT‘,T+1/27

g t1/2,w+ h(w, N

N’ [204 riJrl/ZrJrl'
On rappelle que les inconnues sont situées aux endroits ou sont définis les N;lof WE L es points
1\/IT,S‘;’_,’_1/2 de la maille, de plus ils vérifient [Boutin et al., 201 1][Bernard-Champmartin et al., 2012] :

. gaof,w,+ gdofw,— _
Pour toute cellule C; : ZN].O TN =0 (2.22)

dof

Pour tout dof strictement dans le domaine (Figure 2.5) : Z Nzof’“”Jr + Ni"f’“”_ =0 (2.23)
k

Mr—{—l ) Mr—l

FIGURE 2.5 — Décomposition de vecteur aux nceuds (de type GLACE) C;lof “ en deux vecteurs & gauche
N?Of’w et a droite N;lof’w_ pour le schéma de type EUCCLHYD (cf (2.24)) .
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3. On a le lien entre les vecteurs “type GLACE” (2.17) (2.18) cf Figure (2.4) et vecteurs “type EUCCL-
HYD?” définis par (2.21) cf Figure (2.5) :

CY =N Nt
J J J ’
~rHl/2w - Grtl/2w— Gr+1/2,w+ (224)
{ C; =N; + N; .

Ou encore :
~dof,.w _ gdof,w— dof,w+
Glote — Ndofw= 4 N (2.25)
Remarque 1. Autres relations géométriques (longueurs/volumes/moments) :

1. Les vecteurs C;lof “ (et N?of %) ne sont pas de norme 1 et contiennent donc une notion de longueur
locale, on a :

MMy | < [MGSEL | + IS7 /oM |
1
d w
<lel = [ 15 OM(@)lds < MMy y1po] + [Myy1/2Mo
0
avec

M-S, ol = Nopgagal 5 18800 oMesi] = Nog 2,41,
|MTMT‘+1/2‘ = |Nr,r+1/2‘ 5 |MT+1/2MT‘+1‘ - |Nr+1/2,7"+1|'

vecteurs que l'on peut relier a (2.21).

2. On est aussi capable de calculer analytiquement les moments d’ordre 1 et 2 sur ces maillages coniques,

/ dhyldv,  0<k+1<2 (2.26)
Cj
quel que soit le type de la conique et donc quel que soit le poids w.

3. Tous les calculs analytiques ont été réalisés grace au logiciel Maple (https://fr.maplesoft.com/
products/maple/), néanmoins, nous avons dii attendre la version Maple 17 pour avoir les moments
d’ordre 2 corrects pour les hyperboles (w > 1).

4. Le cadre de ce papier est la dimension deux sur une géométrie plane, mais nous avons vérifié que
toutes les formules s’étendent en géométrie axisymétrique.
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Chapitre 3

Reconstruction polynémiale a ’aide
de la méthode Least-square ENO :

Lorsque 'on veut obtenir des schémas d’ordre élevés en espace, il est nécessaire d’obtenir des reconstruc-
tions d’ordre élevé des quantités scalaires (p par exemple) ou vectorielles & partir des constantes connues
dans chaque maille (les quantités volumes finis). Le polynoéme reconstruit doit en premier lieu vérifier la
conservation de la moyenne, i.e.

1
m/cRc(x,q)dv = qc, (3.1)

ol g¢ est la valeur moyenne d’une variable ¢ dans la cellule C.
Afin de garantir naturellement cette propriété, pour une reconstruction a l'ordre 3 en dimension 2, en
définissant le centroide de la maille comme

)
Xc = — [ xdv (3.2)
¢l Je
avec X = 5 , et xg = (“;C) les coordonnées du centroide de la cellule C, on choisit comme base de
c
reconstruction la base centrée
BOC,l =1
B&Q =x—xc
Bos=vy—vye
By =3((w—wcr-22) | (3:3)

885:=(x——chy-—yc)j;§cyc
Blo=3(y-v0) — 2)

avec
?:i/(a«—x Vv (3.4)
C - |C| o 7 C ) .
1
Toyc = ‘? /C(z —xzco)(y — yo)dv, (3.5)
— 1
2 . _— _ 2d
Yo - |C| /C(y yC) v. (3.6)
Cette base vérifie :
/CBOCJCdv =0,Vk € [2,6]. (3.7)

L’exposant 0 sert ici a rappeler que la base de reconstruction a une moyenne nulle.
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Remarque 2. Si on fait une reconstruction a 'ordre 2, la base de reconstruction considérée est cette fois :

(B, B, Bes)-

Dans chaque cellule C, on cherche une reconstruction polynémiale sous la forme :

TLBC+1

Ro(x,q) =qo+ Y p§B&y, (3.8)
k=2

les inconnues étant les p(kj a déterminer et ng, est le nombre de polynomes de la base de degré strictement
supérieur a 1 qui correspond exactement au nombre d’inconnues du systéme (3.8). Pour une reconstruction
a lordre 3, np, = 5, tandis qu’a 'ordre 2, on a np, = 2.

En utilisant une reconstruction dans cette base Bo x> on obtient directement la conservation de la moyenne
dans chaque maille (3.1) grace a (3.7). Comme une reconstruction a lordre k est censée reconstruire de

maniére exacte les polynomes de degré k — 1, les méthodes aux moindres carrés | 1,

[ I, [ | cherchent & minimiser ’erreur commise en prenant la moyenne
de la reconstruction Re (g, z) de la cellule C' dans chaque maille du stencil V(C) de la cellule C & la place de
prendre la valeur moyenne g+ de cette cellule, on demande & ce qu’idéalement

1
& L, Rex v = e (3.9)

pour toutes les mailles C' du stencil de la cellule C' : C" € V(C)).

Remarque 3. En théorie, on a la relation V(V...) f = V" f : le calcul des dérivés d’ordre r (> 2) peut se faire par
I’application de r calculs de gradient. Au niveau discret, on se heurte d’emblée au probleme de ’obtention
d’opérateur consistant sur des maillages non structurés éventuellement tres déformés. Cette approche ne
nécessite par contre pas la construction de mailles fantomes pour les conditions aux limites traitées.

Description du stencil V(C) pour la reconstruction dans une maille C. A partir d’'une maille C
du domaine, on définit la couche de niveau 1 constituée des mailles qui ont un sommet commun avec la
cellule C' en excluant cette cellule. Ceci constitue le stencil pour une reconstruction a l’ordre 2. Pour une
reconstruction a l'ordre 3 une couche supplémentaire sera nécessaire, i.e. la couche de niveau 2 est constituée
des mailles qui ont un sommet commun avec les mailles de niveau 1 et qui ne font pas déja parties des mailles
de niveau 1 (c.f. Figure 3.1). Le stencil V(C') d’une maille C est alors la réunion de ces deux niveaux. Si
on prend 'exemple de cellules a 4 cotés, on voit qu’on a au moins 4 cellules dans la couche 1 du stencil et 8
dans la couche 2. Le systéme est donc en général surdéterminé puisque le nombre total de mailles du stencil
|V(C)| =8¢ =12 > ng, =5.

Remarque 4.

1) Dans certaines configurations géométriques, le systéme peut étre sous-déterminé (i.e. So < ng,, ), il suf-
fit alors d’abaisser sur les cellules concernées le degré du polynome reconstruit (c.f. | ]
[ ]). Cette situation est encore plus envisageable en maillage courbe (une maille
peut contenir trés peu de mailles voisines cf Fig 3.2).

2) Le domaine réel est augmenté de 2 couches de mailles (pour les cellules touchant le bord) fantémes
afin d’avoir un stencil similaire a disposition de toutes les mailles appartenant au domaine physique.
Cette facon permet de conserver le caractére uni-dimensionnel de certaines solutions sur des maillages
possédant cette direction privilégiée.

Ici, on considére une méthode avec un stencil fixe centré autour de la maille & reconstruire et ceci afin
de préserver les symétries, propriété importante par exemple dans le contexte de la fusion par confinement

inertiel | ]. Des méthodes avec un stencil qui peut varier et décentrées existent (méthode
“least-square WENO” par exemple | ]) mais on ne les considérera pas ici.
Sans détailler les calculs, on obtient & partir de (3.9) le systtme A“X = B¢ A résoudre avec X =
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Couche de fhaille de/niveau 2

e

FIGURE 3.1 — Stencil d'une maille C' constitué des mailles en vert de niveau 1 (et on s’arréte 1a si 'on fait de
Pordre 2) ainsi que des mailles en rouge de niveau 2 si 'on fait de l'ordre 3.

FI1cURE 3.2 — Exemple de stencil pathologique pour I'obtention d’un ordre élevé

(S, 05,5, 05, p§) le vecteur d’inconnues (2 composantes du gradient (pS',pS) et 3 de la matrice hessienne
symétrique (p§,p¢,p§), une matrice A & Sc colonnes et & ng, lignes correspondant aux mailles dans le
stencil de la maille C'). Pour 'ordre 3, cette matrice (a 5 colonnes) a pour coefficients dans sa i-¢me ligne (i
correspond & une des S¢ cellules C” du stencil de la cellule C) :

afi =Ti + (2 —2c) ~T¢
af =7+ (Wi —ye) — Yo

Af, = afy =22 — 2 + (v — 20)? + 2Ti(wi — 20) (3.10)
aly =T + (i — yo)Ti + (v — 20 + (xi — 20)(yi — yo) — Tayo

a$ =2 —y2 + (vi —yo)?* + 25i(vi — yo),

et le coefficient de la i-éme ligne de B est :
BY = ¢ —qc (3.11)

7

Ici i correspond a une des cellules C" du stencil de la cellule C. Comme on a 7; = y; = 0 de par la définition
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du centroide (3.2), on obtient finalement les coefficients de A® :

a = (xi—xc) (3.12)
afy = (4 —yo) (3.13)
1 1 /
c 2 2 2
apy = zédv — — | z°dv+2zs — 2xxc (3.14)
° ICil Je, Cl Je “
1 1
agl = m /c xydv — @ /C zydv — T;yc — ToYi + 2Tcyc (3.15)
1 [ 1
c 2 2 2
v = dv — — d 2u5 — 20yc .- 3.16
ag |Oi|/ciy v =gy JL Yt 2~ e (3.16)

La résolution de ce systéme est obtenue ici via une méthode QR. A terme, afin d’améliorer la rapidité de
l’algorithme, il pourra étre intéressant de considérer des méthodes de Givens pour résoudre ce méme systéeme

({ D)-
Pour obtenir un meilleur conditionnement du systéme précédent, on pourra appliquer une technique de
pondération géométrique :

WCAYX =WweB¢ (3.17)

avec W¢ = Diag L L) € RS¢*S¢ et k est un entier positif ou nul.
[xc—x1]%7 """ [xc—x%xs4 | ’

Remarque 5. La pondération dans le systéme de moindres carrés sera testée dans la section résultats numériques
(variation entre 0 et 4 de l'entier k), son utilité sera illustrée pour la reconstruction du Hessien.

A la fin de cet algorithme, le polynome est connu dans la base des polyndmes & moyenne nulle (3.3) : on
connait dans chaque maille la valeur de

6

Re(x,q) = qc + ZkaBg’,ka (3.18)
k=2

il peut étre néanmoins utile de connaitre 1’expression du polyndéme reconstruit dans d’autres bases (par
exemple la base canonique pour tester la reconstruction exacte d’un polyndéme de degré 2).

3.1 Expressions du polynéme reconstruit pour une variable volu-
mique

En développant (3.4)-(3.6), on obtient :

% = ﬁ [ 2?dv — zZ,

Tcyc = 1 J eydv — zcyce, (3.19)
1

ve = o vidv -2,

et on peut réécrire le polynome (3.18) dans la base centrée sur le centroide x¢ mais de moyenne non nulle

B, =1
B, =z—zc
65,3 =Yy—Yc
65,4 _ %((JE _ 1‘0)2> . (3.20)

La reconstruction s’écrit alors :

1 — 1
Re(x,9) = (qc — 51?59:20 — p§Tcyo — §p60y(2;)

qc
+p§ (z — zc) + p§ (y — yo) + 0§ 3(x — 20)? + p§ (x — xc) (y — yo) + p§ 5 (y — yo)*. (3.21)
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Ce polyndme se réecrit aussi dans la base canonique 5 | , comme :

X
Ty
y2
— C C 1 C_2 C 1 C 2
Re(x,9) = §c — xeps — yops + SP1 e + 5 Teye + 506 Yo

constante canonique
+(v§ — p§2c — pyc)w + (8§ — pye — e )y
+3p§ 2® + p§ ey + 36y (3.22)
A noter que la constante canonique dans (3.22) se réécrit plus simplement : qcfmcpgfycpgfﬁpf f r2dv—

ﬁpg Ik y2dv— ﬁpg [ zydv. Egalement, la partie quadratique coincide dans les deux reconstructions. Enfin,
si on compare avec le développement de Taylor de la fonction g :

Re(x,0) = o + (x = xc)(Va)e + 3 (6 — x)' (Vg)olx — xc) (323)

en identifiant avec (3.21), on a :

(Va)c = (2%) ; (3.24)

qui est stocké dans la partie linéaire et :

2 i 1§
V)e = 3.25
e = (2 7%) (3.29
qui est stocké dans la partie quadratique (attention go # g¢). Le module reconstruction permet de recons-
truire plusieurs type de quantités, Q¥ une quantité conservative, pQ° avec @Q° une quantité spécifique. Pour
cette derniere, comme expliqué dans la section précédente, on peut reconstruire la quantité conservative di-
rectement ou a partir de la quantité spécifique.

Dans la suite, on utilise la méthode aux moindres carrés détaillée dans la partie précédente comme méthode
de reconstruction.

3.2 Moments d’ordre 1 et 2 sur maillages polygonaux et coniques

La matrice du probléme aux moindres carrés définie par (3.12)-(3.16) (ainsi que (3.19)) fait intervenir les
moments d’ordre 0, 1 et 2 d’une maille de discrétisation C'. On définit les moments d’ordre n <= 2 par :

mil = / zFyldv, k+l=n (n=0,1,2). (3.26)
c
De méme, les centroides des mailles font intervenir la définition des moments d’ordre 1 :
J zdv S ydv
c® cY
o = 5 Yo = . (327)
C| ]

Le calcul des moments d’ordre 2 utilise la formule de la divergence et la paramétrisation du bord conique de

la maille :
/szdv = /01 %(SC(Q):‘y’(Q))dq, /Cyzdv = /01 é(y(Q)SI’(mdq (3.28)

et pour le moment en zy :

1 T 2 2\/ 1 2 T 2\/
/C zydv_;< / @ (@), / v (e0)) dq)_ (3.29)



Toutes ces formules (3.27)(3.26) ont été calculées de maniere analytiques avec le logiciel Maple (https:
//fr.maplesoft.com/products/maple/). L’équivalent de celles-ci en géométrie axisymétrique existe, elles
ont été calculées.

3.3 Validation numérique

La reconstruction nous permet d’obtenir la reconstruction exacte (au zéro machine prés) d’un polynéme
de degré 1 pour 'ordre 2 et d’un polynéme de degré 2 pour ’ordre 3 dans le cadre de la reconstruction aux
moindres carrés.

3.3.1 Calcul de 'erreur
3.3.1.1 Erreur globale

On se donne une fonction p(x) et un domaine D pour lequel on connait l'intégrale :

1" ::/Dp(x)dv (3.30)

Le domaine étant supposé recouvert par un maillage de cellules C, I'erreur de la méthode de reconstruction
se ramene au calcul de :

ErrGlob(h) = |1 — % / Ro(x, p)dv| (3.31)
C C
in(gEenh)
d%(h) = —EoGlbG/2) 3.32
ord(h) = —7 (3:32)
La moyenne exacte de la fonction sur chaque cellule :
ot = o [ pla)de (3:33)
< Cl e '
est approchée par une quadrature :
1
pg ~ plitd = Zwap(xa), @/ Re(x, p?h)dy = p&® & Ierreur machine. (3.34)
o C

La reconstruction étant conservative (par rapport aux données venant des quadratures), on s’attend a ce que
ce terme (3.31) soit de 'ordre de 'erreur machine si ’erreur de quadrature de la fonction dans chaque cellule
I’est.

3.3.1.2 Erreur basée sur la somme d’erreur locale par maille

Pour le calcul de 'erreur au niveau de la maille, il existe au moins deux facons de procéder :

— soit il existe des formules de quadrature sur I’élément C (par ex. la fonction p(x) est un polyndéme de
degré 2 : p(x) = 37, io<itj<o ﬁaijmlyj). Comme R¢(x,p) est aussi un polynéme de degré 2, on
peut d’aprés (3.22) majorer chacun des termes des monomes et obtenir :

ErrLocP2¢ = |Cllago — po — f%pg —yer§ + 5§ e + p§roye + lzlogy%IJr

[(a10 — p§ — pTxc — p§ye)llme”| + 1(aor — p§ — p§ye — p§ zc)|lme |+ (3.35)
1 C 2,0 C 1,1 1 C 0,2

51(a20 — p7)|Ima"| + [(a1n — p5)lIma | + 5l(ao2 — pg)llma|-

— soit nous adoptons I'approche par utilisation d’une formule de quadrature sur un élément de référence
(simplexe), on cherche ici & approcher :

ErrLocy(h) = /C Ip(x) — Re(x, p)|dv (3.36)
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FIGURE 3.3 — Découpage en simplexes d’un élément courbe par utilisation d’un point de la maille (ici le
centroide). La maille conique C' est découpée en triangles dont une seule aréte est courbe (appartenant & 9C)
et dont les deux autres sont droites et concourantes au centroide la maille.

n M2
1
/CD-»

% 1 ¢ My

FIGURE 3.4 — Transformation (3.37) entre le triangle de référence droit et le triangle courbé (cf Formule
(3.37)) : M3 est le point central de la maille originale C' cf Figure 3.3, les 2 arétes (Mg, M3) et (M3, M)
sont donc toujours rectilignes, seule (M7, M3) est courbée (M; = ®(0,0), My = ®(1,0), M3 = ®(0,1)).

Nous détaillons cette seconde approche :
— Découpage de ’élément C' en simplexes courbes, cf Figure 3.3.
— | ] Utilisation d’une des 2 transformations :

1. Du simplexe de référence droit vers le simplexe courbe, cf Figure 3.4 :

.1 — T, 337
— P (3.37)

(5777) (5777) = %M“He(g) + %MQ + 77M37

en supposant M; = M¥¢(0), My = M“¢(1) et M3 le point au centre de I’élément, ou bien :

2. Du quadrilere de référence droit vers le simplexe courbe, cf Figure 3.5 :

v:R — T

(A0) = WX 0) = (1—0)M=<(\) + M, (3.38)

— Utilisation d’une des deux formules de quadrature :

1. Basé sur un triangle de référence (Figure 3.4) :

/C Qa,yydsdy = 3 /T Qa, y)dudy = 3 /I QO (&, m)|To(,mldedn  (3.39)
> D AQ(E m)l € (3.40)

¢

ou les (&,mn;) (resp. \;) sont respectivement les points (resp. poids) de quadrature dans 1’élément
de référence I cf par ex. (] ) D-
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2. Basé sur un quadrilatére tensoriel (Figure 3.5) :
/C Qavdsdy = 3 [ Qayddy =3 /R QU 0)|Jw(\O)dAd8  (3.41)
(& Te €
e i,j

1

ou les (A;,0;) (resp. ;) sont respectivement les points (resp. poids) de quadrature de Gauss sur
un segment droit 1D.

0 M Mo
1 4
/
1 “(q)
0 >
0\ Ay A M

FIGURE 3.5 — Transformation (3.38) entre le quadrangle tensoriel de référence droit et le triangle courbé
(cf Formule (3.38)) : M3 est le point central de la maille originale C' cf Figure 3.3, les 2 arétes (Mz, M3)
et (M3, M;) sont donc toujours rectilignes, seule (M7, Ms) est courbée (M; = ¥(0,0), My = ¥(1,0),
M; =¥(,1)).

On note que cette approche est bien comprise lorsque l'intégrande est un polyndéme et I'aréte est un
arc de polynome.

En effet I'intégrale se calcule exactement car la fonction Jp ou Jy dans (3.39) (3.41) est un polynéme
et on peut donc utiliser une formule dont le nombre de points de quadrature (suffisamment élevé) est
connu a priori. Dans le cas contraire, c’est-a-dire quand les fonctions Jg et Jy sont des fonctions
rationnelles, nous n’avons pas pu trouver ’équivalent d’'une méthode de quadrature exacte : c’est a
dire se donner a priori des poids et des points de quadrature permettant d’intégrer un polyndéme
“exactement”. Cependant, nous avons utilisé la forme tensorielle car le dénominateur de Q(¥)|Jy| est
de degré moins élevé que celui de Q(P)|Jg| (cf Annexe).

(1-X)(1-X)+ 2#y 8 1x) +x5x

(L-X)¥(1-X)+ 2%y *x*(1-X) +Xx*x

00000 HprEE
LoNmoHRNWR L

FIGURE 3.6 — Variation du dénominateur des coniques (cf eq. (2.3)) : x représente q (dans [0,1]) et y représente
w : (y entre 0 et 2 & gauche) et (y entre 0 et 1000 & droite) : (le gradient vaut 2(w — 1)(1 — 2q)).

— Choix du nombre de points de quadrature pour les coniques (non paraboliques) :
Nous avons remarqué que le nombre de points de quadrature a mettre en jeu devait étre une
fonction non linéaire des poids w des coniques. Dans les exemples de cette section nous avons pris
un nombre assez grand (200) pour obtenir que l'erreur d’interpolation de fonctions polynomiales sur
des ellipses (w < 1) ou des hyperboles (w > 1) soit de I’ordre de I’erreur machine.
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— Position des points de controle M, 1,5 pour définir les arétes coniques :
M, 12K =0.25 6 MM, avec (3.43)
-1,
9—{ 41, aléatoirement. (3.44)
Avec pour (3.43) M; (resp. Mg) vaut M, (resp. M,;1) dans le sens trigo (resp. anti trigo), et

K= %(Mr_ﬂ + M,) (on place les point de controle de part et d’autre du segment droit polygonal de
fagon aléatoire). La concavité (convexité) des arétes est ainsi faite de maniére aléatoire.

— Calcul d’erreur et ordre associé :
En prenant Q(x) = |p(x) — R(x, p)| dans (3.35),(3.39),(3.41) on défini les erreurs L', LP et L :

Erreurpi(h) = Z/ |p(x) — Re(x, p) |dv—ZZ/ |p(x) — Ro(x, p))|dv, (3.45)
Erreurp»(h) = / |p(x) — Re(x, p))|Pdv) s = Z / 1p(x) — Re(x, p))|Pdv) 7, (3.46)

Erreurp~(h) = mgx max max lp(x) — Re(x, p)| (3.47)
e e

ol h est une taille caractéristique du maillage. Lorsque la taille du maillage h est divisé par 2, 'ordre
numérique se définit par :

ln( ErreurL;E (f/L)))
Erreur h/2
d,(h) = ———E 27 3.48
or P( ) ln(2) ( )
3.3.2 Cas tests
3.3.2.1 Vérification de la propriété 2-exacte

Dans le premier cas test, on se donne un polynoéme a reconstruire exprimé dans la base canonique :

P =1+ 10z + 5y + 2% + 10y* + 100xy. (3.49)

A Taide de ce polyndéme, on défini la quantité volumes finis associée dans chaque maille C' du domaine :

fc fcy fc fo y? fc LYy
Po=14+10 +5 + + 10 + 100 . 3.50
e ol T5er e c] c] (3.50)

On note qu'ici grice a (3.27),(3.26), on a une quadrature exacte du polynoéme de degré deux. On effectue
une reconstruction aux moindres carrés a l'ordre 3, le polynéme reconstruit via la méthode least-square ex-
primé dans la base canonique permet d’obtenir exactement les coefficients du polyndéme de départ (3.49) et
la reconstruction est donc 2-exacte (exacte pour tout polyndme de degré inférieur ou égal & deux).

Dans les figures suivantes (3.7),(3.8),(3.9),(3.10), on représente le polynéme sur différents maillages a
nombre de mailles de discrétisation fixé : nx = ny = 21.
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Le cas de référence est celui d’un maillage polygonal (Figure 3.7). Dans la suite, la position du point de
controle de chaque aréte est fixe cf (3.43), seule la valeur du poids w varie.

Cas polygonal

FIGURE 3.7 — Reconstruction de (3.50) dans le cadre d’un maillage polygonal.

On observe d’abord les résultats dans le cadre elliptique avec différents poids w compris entre 0 et 1 (Fig 3.8).

1 1 1

o 143 )
0 w=0.1 1 o w=0.5 1 0 w=0.9 1

FIGURE 3.8 — Reconstruction de (3.50) dans le cadre d’un maillage elliptique : w = 0.1, w = 0.5, w = 0.9 (de
gauche a droite).

Enfin, on observe la reconstruction sur un maillage hyperbolique avec des poids w > 1 (Fig 3.9).

1 1 1

w=1.01 1 0 w=1.5 1 0 w=21 1

FIGURE 3.9 — Reconstruction de (3.50) dans le cadre d’un maillage hyperbolique : w = 1.01, w = 1.5, w = 21
(de gauche & droite).

Pour terminer, on illustre avec des poids repartis aléatoirement entre [0,10], cf Figure 3.10.
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de conique donne :
arétes hyperboliques (bleu) :

%

SIe>e
S T )
S

SO yihe
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FIGURE 3.10 — Reconstruction et diagnostic quantitatif du maillage sur (3.50) dans le cadre d’un maillage de
coniques de type mixte ellipse/parabolique/hyperbolique avec un poids w (différent par aréte) variant entre
[0,2] en haut, entre [0,10] au milieu et entre [0,100] en bas. A droite (dans les 2 cas), le diagnostic des types
40 arétes plates (bord), 76 arétes elliptiques (vert), 5 arétes paraboliques (rouge), 99
on obtient une erreur (3.35) de Pordre de 1le—15, de plus, ici, nous avons pris
edegen = 0.1 (cf (3.51)) pour avoir quelques arétes paraboliques.

Dans les tableaux suivants TABLE 3.1 et TABLE 3.2, on représente l’erreur (3.35) par rapport a la so-



lution exacte, i.e. l'erreur de la fonction reconstruite par rapport a la valeur exacte (3.50) qui s’exprime en
fonction des moments d’ordre 1 et 2. Les résultats dans la premiére (resp. seconde) ligne de chaque tableau
ont été obtenus avec 'option de compilation -O2 (resp. -ffast-math). L’idée étant de se rendre compte de la
sensibilité d’une option standard (resp. agressive) de compilation pour des évaluations de la fonction f(w)
(2.10) autour de la valeur w = 1. Tous les calculs dans la suite ont été effectués avec I'option -O2. L’erreur
avec les mailles coniques reste du méme ordre de grandeur qu’avec les mailles polygonales (~ le—14) que 'on
soit dans le cas elliptique, parabolique ou hyperbolique, tant que les valeurs de w ne sont "pas trop proches
de” 1. Par contre, des que I'on se rapproche de w = 1 par valeurs inférieures ou supérieures, I’erreur augmente
et on ne tend pas vers le cas parabolique.

poids w 0 le—4 0.1 0.5 0.9 0.99 0.9999
ErrLocP2.C || 1.2e—13 | 588 ¢e—14 | 9.02e—14 | 823 e—14 | 7.96 e—14 | 823 e—14 | 824 e—14
ErrLocP2.C || 4.9 e—-14 5. e—14 H.le—14 | 7.83 e—14 | 1.7e—-11 1.6 e—10 2. e—T7

TABLE 3.1 — évolution de lerreur (3.35) pour w < 1 suivant deux options de compilation -O2 et -ffast-math

poids w 1 1.0001 1.001 1.01 1.5 21
ErrLocP2.C || 824 e—14 | 797 e—14 | 7.93e—14 | 721 e—14 | 6.73 e—14 | 7.43 e—14
ErrLocP2_C 89e—14 4.3 e—4 2.8 e—6 2.4 e—9 6.4 e—14 7.3 e—14

TABLE 3.2 — évolution de Uerreur (3.35) pour w > 1 suivant deux options de compilation -O2 et -ffast-math

Remarque 6. Les formules exactes données par Maple semblent mal dégénérer vers le cas parabolique lorsque
w — 1 par valeurs inférieures (cas elliptique) ou par valeurs supérieures (cas hyperbolique), on rappelle le
développement de Taylor autour de w =1 cf formule (2.11).

La Figure 3.11 représente le cas parabolique (w = 1), ainsi qu’un cas hyperbolique et elliptique ot chacun
des poids est proche de 1. On voit que pour des poids proche de 1, que ce soit dans le cadre elliptique ou
hyperbolique, des oscillations apparaissent dans le domaine.

1

0 W=09999 1 0 w1 H

W=1.0001

0 1

FIGURE 3.11 — Reconstruction de (3.50) dans le cadre d’un maillage proche de la parabole : w = 0.9999,
w =1, w =1.0001 (de gauche & droite) : apparition d’instabilités numériques (Table 3.1 et Table 3.2).

Si par contre, avec un poids de contrdle qui est proche de 1 (w = 0.9999), lorsqu’on fait tendre fortement
le point de controle vers le milieu de Paréte, i.e. Varéte conique dégénére vers une aréte plane (traitée comme
telle), on se rapproche bien du cas polygonal (Figure 3.12). Mais en faisant tendre le point de controle vers
le milieu de l’aréte (ce qui revient & tendre vers le cas polygonal) tout en conservant un traitement conique
de l’aréte, pour les valeurs de w proche de 1 (par exemple w = 0.9999), 'erreur reste de 'ordre de le—7 et ne
diminue pas. Ces valeurs sont similaires au cas ou le point de controle n’est pas proche du milieu de 'aréte.
Pour le moment, on utilise un seuil €%°9¢™ : si une aréte a un poids w tel que :
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0 w=0.9999 + Point de contréle qui tend 1
vers le milieu de I'aréte

FIGURE 3.12 — Reconstruction de (3.50) dans le cadre d’un maillage hyperbolique : w = 0.9999 mais le point
de controle qui tend vers le milieu de l'aréte (I'aréte est considérée comme rectiligne).

|w — 1| < edegen (3.51)

alors on force w = 1 (méme s’il serait mieux d’utiliser le développement de Taylor) ce qui force laréte a
étre traitée comme dans le cas parabolique. Ainsi, dans toutes les configurations de poids, les erreurs sont de
Pordre de 1le—13/1e—14, comme dans le cas polygonal.

3.3.2.2 Reconstruction a ’ordre 3

Le module de reconstruction nous permet d’avoir une reconstruction exacte de tout polynéme de degré 2
sur des mailles droites et strictement courbes (paragraphe 3.3.2.1). On veut maintenant vérifier numériquement
que l'on a en fait 'ordre 3 (et pas 2 + €) sur une fonction générique réguliere qui n’est pas un polynéme qua-
dratique. On se propose de tester sur des fonctions régulieres dans le domaine D := [0, 1] x [0, 1], nous avons
utilisé la quadrature (3.41) avec 200 points (Gauss Lobatto) suffisante pour ces cas tests.

1. On prend la fonction réguliere mais raide au point (z,y) = (0,1) :

pla,y) =10y exp(—10z) (3.52)
dont 'intégrale sur D vaut
1 —exp(—10)
I = ———— 3.53
10 (3.53)

2. On initialise par le polynéme de degré 3 :

p(x,y) =1+ 102 + 5y + 2 + 10y* + 100zy + 100y> (3.54)
qui est juste le polynéme quadratique (3.49) pour lequel on a rajouté un terme cubique. Ici, I'intégrale
sur D vaut

373
1 = —. 3.55
. (355)

3. On initialise cette fois-ci par la fonction périodique :
p(x,y) = 2 + sin(27x) cos(2my) (3.56)

pour laquelle :
1% = / plx,y)dv = 2. (3.57)
D
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On montre les courbes d’erreurs dans le cas w = 0, w = 0.5, w = 1, w = 10 et w aléatoire entre 0 et
100. On fait apparaitre dans les figures (3.13) (3.14) (3.15) les ordres obtenus pour différentes normes (3.45),
(3.47) et (3.48) par raffinement de maillage.
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FIGURE 3.13 — Courbe d’erreur de convergence pour la fonction de type exponentielle définie par (3.52)
(3.53), pour une étude plus détaillée, on renvoie en Annexe au tableau (B.1).
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FIGURE 3.14 — Courbe d’erreur de convergence pour la fonction polynémiale de degré 3 définie par (3.54)
(3.55), pour une étude plus détaillée, on renvoie en Annexe au tableau (B.2).
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FIGURE 3.15 — Courbe d’erreur de convergence pour la fonction périodique sinusoidale définie par (3.56)
(3.57), pour une étude plus détaillée, on renvoie en Annexe au tableau (B.3).
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FIGURE 3.16 — Maillage de coniques mixtes (w € (0,100) pour chaque aréte (en utilisant la fonction random))
utilisé pour 400 mailles dans les tableaux (B.1) & (B.3). Ici, le diagnostic donnant le type d’aréte est le
suivant : 80 arétes “plates” (orange), 339 arétes elliptiques (vert), 41 arétes paraboliques (rouge), et 380
arétes hyperboliques (bleu).
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FIGURE 3.17 — Donnée a reconstruire (cf (3.56) (B.3)) (& gauche) et représentation de l’erreur par maille en
norme L' (au centre) et L™ (& droite) (cf (3.45) et (3.47))
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FIGURE 3.18 — Donnée a reconstruire (cf (3.52) (B.1)) (a gauche) et représentation de ’erreur par maille en
norme L' (au centre) et L (& droite) (cf (3.45) et (3.47)) (ici les valeurs décroissent trés vite en s’éloignant

de (0,1)).
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Conclusion partielle sur la reconstruction

Dans tous les cas étudiés (et w pas trop proche de 1), on retrouve bien l'ordre 3 escompté, pour une étude
d’erreur plus détaillée de ces trois cas Fig. 3.13, Fig. 3.14, Fig. 3.15 (sur une palette plus large de w) voir
I’Annexe B.
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Chapitre 4

Discrétisation volumes finis de
I’équation de transport sur maillages
coniques

On suppose donné un champ de vitesse a(t,x) (analytique ici pour simplifier) tel que V-a = 0 et objectif
est de résoudre ’équation :

hf+V-(af) =0, (4.1)

ou f est une quantité volumique comme p ou pc (c est alors une variable massique), et éventuellement
vectorielle, comme pu. On pose dans la suite F(f) = af, le flux du modéle. Dans la suite, on pourrait traiter
sur maillage polygonal des reconstructions de degré quelconque, mais on se limite ici a 'ordre 3. Les méthodes
considérées sont des méthodes de type volumes finis en repere eulérien, dont les flux numériques sont calculés
soit par aréte, soit aux noeuds.

On integre 1’équation (4.1) sur une cellule C' du domaine, et on obtient :

[ (0149 - ®)ae =0, (4.2)
c
Avec la formule de la divergence, on en déduit
d N
—/ flt,x)dv + F(f(t,x))-N(s)ds =0, (4.3)
dt Jo aC
avec N 1a normale extérieure unitaire de la cellule C. On note :
1
felt) ~ g [ £t x)do, (14
ICl Je

I'inconnue volumes finis classique. Le bord de la cellule C, dC se réécrit en fonction des différentes arétes
communes avec les cellules voisines :

IC = U cy(cyeoc’ (4.5)

~ -~ A~ 7 . A . . . !
ol eqr = C'NC' désigne I'aréte commune entre les deux mailles voisines C' et C".

4.1 Schéma volumes finis avec flux aux arétes

On peut réécrire (4.3) comme

€
o’ cocC
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ou N, , désigne la normale unitaire extérieure a C de 'aréte e, .
cc ) A ) ) 3 3
Par exemple dans le cas d’un schéma d’ordre 1, le flux peut s’approcher ainsi :

[ FGx0) S (5)ds ~ fecer 0, for ), (4.7)

avec |eccr| est la longueur de aréte courbe et NS est la normale sortante unitaire au point milieu du
paramétrage (shoulder point) de l'aréte eccor. Le flux numérique ¢(fi, f2, D) (D € R?) doit vérifier les
propriétés essentielles suivantes :

1. Consistance des flux :
¢(f, f,D) = F(f) - D. (4.8)

2. Conservation locale :
¢(fo, for, D) + ¢(for, fo, =D) = 0. (4.9)

3. Monotonie :

la fonction x — ¢(z, for, D) est croissante,

la fonction y — ¢(fo,y, D) est décroissante. (4.10)
On choisit par exemple le flux upwind ”classique” qui vérifient (4.8),(4.9),(4.10) :
¢(fcafc’aD):fC(aS'D)++fC'(aS'D)_7 (411)
ot z1 = max(z,0), x~ = min(z, 0). Le schéma est décentré par rapport & la vitesse ag qui est la vitesse a
prise au shoulder point S de 'interface C'C’. Ou bien, on peut prendre le flux de Rusanov :
as-D «
8fer for D) = 2= (fo+ fo) = Sfor = fo),  a=las-D. (4.12)
L’équation semi-discréte pour (4.6) s’écrit :
d 1 N
afc(t) + @] > lecerldfo, for,Ns) = 0. (4.13)
c'ev(o)
En prenant un schéma d’ordre 1 explicite en temps, on obtient le schéma volumes finis
n+1 n At nomooW
o —fo+ &l > lecerlo(fé, fo,Ng) = 0. (4.14)
Cc'ev(C)

(Le schéma peut étre d’ordre plus que 1 en effectuant une procédure de type Lax-Wendroff).

Dans (4.7), lorsque I'on augmente l'ordre en espace, fc et fo sont remplacés par les évaluations des
reconstructions Re (X, f) et Rev (X, f) définies au chapitre 3 aux points de quadrature sur 'aréte. Par exemple
dans le cas polygonal, on utilise des formules de quadrature de Gauss définissant les poids A, et les points
X, comme dans | il ] :

R
%fc(t)Jrﬁ Y lecorl Y Ad(Ro(xs,, f), Ror(xs,, ), N(%s,) or) = 0. (4.15)

C’'ev(C) v=1

4.1.1 Ordre de quadrature pour les flux

En pratique, il n’existe pas de formule analytique des longueurs d’arétes |eccr|, excepté dans le cas
polygonal, du cercle et de la parabole (et méme pour tout polynéme), on applique alors une formule de
quadrature sur un segment de référence :

1

/ F(f(t.x)) No(s)ds = | F(f(t,OM¥(g))) - No(q)dg (4.16)

0
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Comme pour (2.6), le vecteur normal N.(q) n’est pas de norme unité et I’équivalent de (4.15) pour le cas
d’arétes courbes avec plus d’'un point de quadrature s’écrit :

R
e+ Y Y A (Re Gk, ), B (g, ), NG, oer) = 0. (117)

C
€] c'ev(c)v=1

Remarque 7. 1l serait intéressant d’étudier des formules de quadrature générales dans le cas d’arétes coniques
non dégénérées (0 <w < 1etw > 1).
4.2 Schéma volumes finis avec flux aux nceuds

Pour les schémas avec flux aux nceuds, on utilise une formule de quadrature au moyen des vecteurs
normaux ponctuels et formant un ensemble de noeuds (ou plus généralement un ensemble de points de
controle) définissant 9C.

M,

FIGURE 4.1 — Un degré de liberté du bord de la maille C; : les points M, et S$+1/2 ou sont résolus les

problemes de Riemann (exacts ou approchés) et I’ensemble des mailles voisines de C; contenant ce degré de
liberté. Par exemple, du point de vue de la maille C;, au point M, (resp. au point S‘;’+1/2) on a besoin de

définir un flux numérique G;(fcm,fcl,fck,fcj,fci) (resp. un flux G;+1/2(fcj,fck)).

4.2.1 Normales de variante “type GLACE” | ,

Les vecteurs sont notés C;lof (cf (2.15) et Figure 2.4), et vérifient les propriétés fondamentales (2.19) et
(2.20). On approche le bilan des flux & travers 0C; par

o0 F(f(t,X)) ' N(S)ds ~ Z G?Of(fckl(dof)’ ) ka,n(dof)) : C?Ofa (418)
J dof
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(on G’?Of est le flux nodal cf Figure (4.2)) dont on déduit une formulation semi-discréte

d 1 do ~do
%fci (t) + @ ZGJ’ f(fckl(dof), g fckm(dof)) ) Cj T=o. (4.19)

dof

FIGURE 4.2 — Localisation des flux numériques G?Of du schéma nodal de type “GLACE”

La fonction G/ qui dépend d’un nombre variable d’arguments (suivant la connectivité autour d’un dof
décrite Figure 4.1) doit vérifier :

1. Consistance des flux :
G (f.f,f) N=F(f)-N (4.20)
2. Conservation locale autour d’un dof (cf Figure 4.1 et propriété (2.20)) :

do ~dof,w
Z Gy, f(fckl(dofw"’ ferpaon) - Ch e =0, (4.21)
k

3. Monotonie :

. d
la fonction fo, Gjof(fckl(dof) ) fckm(dof))

. Cdof,w
d 7 ~d
Vk # j lafonction fo, — Gjof (fCry aory s FCuy taony) Cjof’w est décroissante.

est croissante, (4.22)

On choisit par exemple le flux upwind (cf | Il ] pour les mailles polygonales)
qui vérifie (4.20), (4.21), (4.22) :
soit V*(C;) = {ck €V(C});ag0p - CLPT > o}, V- (C)) = {ck € V(C}):a4es - CloT < o},

Adof - C?Oﬁ“’fcj s si agof - C;-lof’w > 0,
chevﬂcj) agof-CLo fe,, (4.23)

dof ~dof,w
G (ferywon FCumiaon) - G777 = sinon.
chev+(cj) Adof-

~dof,w
adof . Cj cZof,u

Pour la montée en ordre spatiale, on utilisera donc les reconstructions R (x, f) d’ordre 2 ou 3 (3.18) dans
chaque maille C; que l'on évaluera en tous points x4,¢ de sa frontiere 9C;. Le schéma semi-discret s’écrit :

d

1 o ~do
%ij (t) + ] ZG? f(RCkl(dof) (Xdof, [) ")RCk:m(dof) (Xdogs f)) - C;i T=o. (4.24)
J

dof
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FIGURE 4.3 — Localisation des flux numériques G;-iof’i(fch(dof), o kam(dnf)) du schéma nodal de type “EUC-
CLHYD”

4.2.2 Normales de variante “type EUCCLHYD?” [Maire et al., 2007]

Les vecteurs sont notés N?Of % (cf (2.15) et Figure 2.5), et vérifient les propriétés fondamentales (2.22)
et (2.23). On approche le bilan des flux & travers 0C; par

Q dof, Jdof
oc F(f(t,X)) : N(s)ds ~ E GjOf +(fck1(dof)) ) kam(dof)) ' NjOf *
J dof

dof,— gdof,—
+Gj d (kal(dof)’"7fckm<dof>) 'Nj ! ’ (4'25)

(ot G?Of % est le flux nodal cf Figure (4.3)) dont on déduit la formulation semi-discréte

d 1 dof,+ gdof A | (vdof— Gdof,—
@fc,- ©+ @ Z Gjo (ka'l(dOf)"" fck’m(dOf)) ‘ Njo + Gjo (fck1<dof>7“’ fck’m(dOf)) ’ Njo = 0(4.26)
dof
Les 2 fonctions G?Of o+ qui dépendent d’un nombre variable d’arguments (suivant la connectivité autour d’un

dof décrite Figure 4.1) doivent vérifier :

1. Consistance des flux :
(G4 fo )+ GI 7 (F o ) N = F() N (427)
2. Conservation locale autour d’un dof (cf Figure 4.1 et propriété (2.20)) :

dof,+ gdof,w,+ dof,— gdofw,— _
Z Gko (fckl(dof) PRERL) fckm(dof)) ’ Nko “T 4 Gko (fckl(dof)7 ! fckm(dof)) : Nko “T =0 (4'28)
k

3. Monotonie :

dof,+ Jdofw,+ dof,— Jdofw,— -
fo, = (G (e o Fuiann) NG 4GP (Foy gy o2 Jraon)) - NGTT ) st croissante,

4.29)
: Gd , 1\~Jd W, Gd = 1\~Jd W, — P (
Vk 7é J fck jOf +(ka1(dof) 5oy ka,m(dof)) ’ jOf “t jOf (kal(dof)a ) ka,,L(dof)) : jOf “ est décroissante.

33



On choisit par exemple le flux upwind qui vérifie (4.27), (4.28), (4.29) :
soit VHE(C;) = {ck € V(C}):agey - NIoH©E o}, V() = {ck € V(C}): agey - NIoH<E < o},

d +
Agos - Njofmh fC

. Gdof,w,+
’ 8% Agof - Nj >0,

dof,+ gdof,.w,+ _ ydof,+ L Ndofw £
Gjo (fckl(dof)’ (X3} fckm(dof)) : N]O ¥ - )‘ of N—dof,w,:l: cheV'*'vi(Cj) &dof Nk fc’“ . (430)
ados - Nj 3 T RITeE sinon.
cpevtiE oy Fdof Nk
avec  Aht >0 Afm >0 et AOHF pdefim =1, (4.31)

Pour la montée en ordre spatiale, on utilisera donc les reconstructions Ro(x, f) d’ordre 2 ou 3 (3.18) dans
chaque maille C; que l'on évaluera en tous points x4,¢ de sa frontiere 0C;. Le schéma semi-discret s’écrit :

d

1 o Tdo
G100+ 107 S (G (R, (tors s Ry o 1) - NG (4:32)
dof

dofo— gdof,—
Gj d (Rclﬂ(dof) (Xdogs [)s - Rey,,aon (Xdof: f)) - Nj ’ ) =0

4.3 Montée en ordre en temps

Pour monter en ordre (2 ou 3) en temps on utilisera ici un schéma Runge-Kutta TVD, cf | ]
(mais ce n’est pas la seule fagon de procéder). Pour la discrétisation temporelle de (4.15) et (4.24)(4.32), on
utilisera donc :

W= fr 4 AtRHS(f7),

RK2 — TVD @) — fW L AtRES(FM), (4.33)
ntl _ fetfy?
h - 2

ou bien

W= frr AtRHS(f]),

= 0+ A (),
RK3 - TVD 3) 3frpp® 3frpp®

= (=) + AtRH S (=),

ntl _ fh+2f

Ao T T3

(4.34)

Chacun des schémas (4.33) et(4.34) s’écrit comme combinaison convexe de plusieurs pas d’Euler explicite :
update re re
wpdate — grel L AtRHS(f)) (4.35)

ot RH S correspond au bilan par cellule qui se déduit des formules précédentes de mise & jour (4.15) ou bien
(4.19)(4.26).
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Chapitre 5

Méthodes de limitation a posteriori
sur maillages coniques pour un ordre
arbitraire

5.1 Ecriture commune d’une reconstruction avec limitation a priori
et/ou a posteriori

Le principe des méthodes de limitation est de pondérer les gradients et hessiennes approchés dans les
formules obtenues dans le chapitre 3, de maniére a assurer le principe du maximum sur les variables physiques
apres mise a jour (on parlera dans la suite de principe du maximum en général, mais cela pourra aussi
correspondre en particulier a un critére de positivité pour la masse volumique ou & maintenir une concentration
entre 0 et 1 par exemple).

On rappellera la méthode APITALI | I ] (qui inclut la méthode MOOD
[ 1 Il | pour une quantité volumique) qui est une méthode
de limitation a posteriori et non strictement locale (on a besoin de réévaluer le schéma non seulement dans
les mailles violant la stabilité mais aussi dans certaines mailles voisines de ces derniéres, on précisera ces
notions plus tard).

On va présenter la méthode dans le cadre de la loi de conservation (4.1), appliquée & des variables
volumiques (p ici) ou massiques f :

Op+ Vg - (ap) =0, (5.1)
9(pf)+Va-(a pf) =0.
On note Z;‘d (resp. Z}ld) Pensemble des valeurs admissibles de 'inconnue p (resp. f donnée par f := %).

En pratique, on peut garder en téte Z;)“i = [0, p*] et Z;d = [0,1], ou bien une estimation plus précise du
principe du maximum liée a I’équation d’advection pour une vitesse a divergence nulle. En effet, pour ¢
solution scalaire de (5.1), (5.2) :

inf q(t,y) <q(t+dt,x) < sup  q(t,y) (5.3)
y;ly—z| <Kot y;ly—z| <Kot

ou §t un réel positif et K est une constante positive dépendant de a. Cette estimation a priori est valable
pour p et f (si f est scalaire, de plus 'hypothése V, - a = 0 n’est pas nécessaire pour 'estimation sur f).

Dans le chapitre précédent on s’est placé dans le cadre d’une mise a jour explicite de I'inconnue, donnée
par
At
1 P
pet =0t - C| Z cer (5.4)

C
Cev(C)

35



ou

V(C) ensemble des mailles voisines de C' (par aréte ou par nceud), (5.5)
et V(C)={C}uv(C) '
Foor représente le flux (aux arétes ou aux nceuds). Nous rappelons que pour la montée en ordre, on décompose
tout d’abord la reconstruction de p suivant le degré :

Re(x, p) = pe(x, p) +pe(x, p) + P (%, p) (5.6)
et on déduit trois reconstructions d’ordre d 4+ 1, avec d =0, 1, 2,

d
R (x,p) = 3 phi(x, p). (5.7)

k=0

Idéalement, on désire utiliser le flux de degré maximal, c’est-a-dire prendre Rc(x,p) = R&(x, p), mais sans
technique de limitation on n’est pas assuré d’avoir p’éﬂ € Z% . En revanche, si Ro(x,p) = RY(x, p), alors
sous une condition CFL standard on a bien p’éﬂ € 7. Pour l'ordre supérieur, le but est ici de modifier la
reconstruction (5.6) de maniére a assurer que pgfrl € Z%. Pour cela, on introduit le couple (ac, Bc) € [0, 1]?
et la reconstruction

RC(X7 P; (0[07 /BC)) = p%(x7 p) + acplc’(xa ,0) + /Bcp%'(xv p) (58)
Celle-ci est directement utilisée dans les flux numériques aux arétes (4.15) et aux nceuds (4.24)(4.32) .

1. Stabilité de la reconstruction spatiale [ 11 ], on rap-
pelle que la construction a priori de schémas stables par des méthodes a priori passe par le controle
d’un principe du maximum spatial (sur la reconstruction) :

i ' < R < / 5.9
o por < c(xac,p) < omax  po (5.9)

Ot xp¢ désigne un point sur le bord de la maille (en pratique des points de quadrature xgc ; situés
aux arétes). Les techniques de limitation multi-D permettent d’obtenir des conditions suffisantes (en
linéaire) sur les coefficients a, § pour garantir (5.9). Néanmoins, on rappelle que cette stabilité spatiale
ne suffit pas toujours a établir une stabilité en espace et en temps de la solution discrete en dimension
2. Par exemple dans le cas d’une reconstruction d’ordre 2 (8¢ = 0) sur mailles polygonales (convexes),
les coefficients ac sont donnés par :

ac = minac,, i étant un indice local de noeud dans C (5.10)
K3
min(17 %;zp;ﬁcgc)a si RC(Xac,i7 P) - pc > 07
R . —min ’ .
avec ac; = min(1, W), si Re(xac,,p) —pe <0, (5.11)
1, sinon.
L’approche MLP (Multi-dimensional Limiting Process) | | se réécrit également sous

cette forme générique.

2. On regarde la stabilité de la solution discréte temps/espace pgﬂ donnée par un schéma (section
précédente). Le probléme peut étre résolu par une approche “point fixe” sur un nombre toujours fini
d’évaluations du schéma en considérant des suites de solutions calculées a posteriori. Le probléeme est
alors le suivant :

. déterminer les couples (ac,fc) pour tout C € M de manieére & obtenir la version discréte du
principe du maximum (5.3) :

P € lmin(pf, min  pd),max(pd, max o) (5.12)

L’écriture formelle des reconstructions limitées (5.8) permet de définir un degré de limitation.
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5.2 Notion de degré de limitation

Cette partie se présente a l'ordre n quelconque car elle est valable sur des mailles polygonales pour
lesquelles aucun probléeme de définition (moment d’ordre n, etc) ne se pose, en particulier sa mise en ceuvre
peut s’effectuer sur des approches de montées en ordre polynémiales.

5.2.1 Définition par maille

Soit un polynéme de degré n défini par maille :

PE(x,q) = ol + ab(Va)o(x - x) + 3 (x — xc)' (02(Vg)e) (x — xc)

! (&) (V'qQ)o(x — %0, .., x —x¢)  (5.13)

tot
n:

ou chacun des opérateurs différentiels est évalué au point x¢, les (Ozlc)le sont des scalaires définis aux mailles
tous compris entre 0 et 1.

Remarque 8. 1l parait assez complexe de limiter simultanément tous les coefficients présents dans (5.13).
On se base ici sur I'hypothese que les oscillations liées aux instabilités peuvent étre contrdlées en diminuant
Pinfluence des termes de plus haut degré (cf les travaux références [ 11 D.

Par conséquent, les coefficients (al,)!"; appartiennent & Iensemble suivant :

— A, C[0,1]",
— ac = (ab,...,a%) € A, si et seulement si il existe [ € {1,..,n} tel que

ag =1 sii<l,
ol e ]0,1] (réel), (5.14)
ab=0 sii>l.
Avec ces notations, le polyndme associé est de degré [ et seul le terme d’ordre [ est donc (éventuellement)
limité.
Pour pouvoir condenser les notations, on va introduire la notion de degré de limitation (qui est un réel,
inférieur ou égal au degré du polynome). Tout d’abord, on définit la fonction suivante :

D:[0,n] — A,

(d,0,...,0) si0<d<l,
(1,d—1,0,...,0) sil<d<?2,
(5.15)
d— D(d) = . . . -
(1,...,1,d—n+1,0,...,0) sin—i<d<n—i+1,
(1,...,1,d—(n—1)) sin—1<d<n.
Cette fonction est clairement inversible et on appelle A sa fonction réciproque, allant de A,, dans [0,n] et
qui, pour tout (al,...,a%) dans A, peut étre définie par :
Alag,...,ag) = ag. (5.16)
i=1

On introduit alors la notion suivante :

Définition 1. Soit un polyndéme PgZ défini par (5.13) dont les coefficients (b)), sont dans A,. On appelle
degré de limitation (hiérarchique) du polyndme, le réel

do = Alag, ..., al). (5.17)
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On peut en déduire notamment que le véritable degré du polynome est ’entier immédiatement supérieur
ou égal a d¢.
Donnons quelques exemples pour fixer les idées. En reprenant la notation (5.8), on a les relations

Ro(x,p;D(0)) = p&(x,p), Re(x,p;D(1)) = pi(x, p) + pé(x, p)
et Ro(x,p; D(2)) = pl(x, p) + po(x, p) + P& (x, p)
puisque l'on a respectivement
D(0) = (0,0), D(1) = (1,0) et D(2) = (1,1).

On peut aussi vérifier par exemple que D(1.25) = (1,0.25).

De méme, dans le cas n = 2 et en notant (ac,Bc) = (ap,a?), on a que si ac = 1et 0 < fo < 1,
alors le degré du polynéme Re (X%, p; (e, Bc)) donné par (5.8) est 2, alors que le degré de reconstruction est
strictement inférieur a 2. Enfin, si do > 1 alors a¢ = 1. De maniére symétrique, si do < 1 alors o = 0.

Le degré de reconstruction par maille d¢o est dans le meilleur des cas égal a 2, mais pour assurer le principe
du maximum, on s’autorise a le faire décroitre jusqu’a 0. C’est le principe de la méthode APITALI introduite
dans | ] pour les scalaires puis dans | ] pour les vecteurs.

Remarque 9. Pour les variables vectorielles (tensorielles) q, écriture de la reconstruction dans (5.13) est faite
composante & composante mais la nature du coefficient de limitation reste scalaire, de sorte que la définition
du degré est inchangée.

Pour conclure ce paragraphe et faire le lien avec la formule (5.13), on a :

Lemme 5.2.1. Reconstruction par degré de limitation au plus n :

Pour un réel do < n, le polynome Rc(x, p; D(de)) est : (5.18)
pour do € N : une restriction du polynéme de Taylor au degré dc,
pour do € R\ N : le polynome de Taylor dont le (seul) degré [dc| est limité.

5.2.2 Degré de limitation pour le calcul des flux

Dans I’évaluation des flux (4.15) ou (4.24)(4.32), on a la possibilité d’utiliser un degré différent par point de
quadrature dans une maille donnée. Ce degré réel en ces points s’appuie sur le degré réel des reconstructions
dans les mailles possédant ce point sur leur frontiere. On doit distinguer selon qu’il se trouve sur une extrémité
(flux nodal) ou pas (flux aux arétes).

1. Les schémas avec flux aux arétes (4.15), cf | ], pour une aréte e :
dcc/(e) = min(dc, dc/) (519)
2. Les schémas avec flux aux neeuds (4.24)(4.32), pour un nceud r partagé par m mailles nous choisissons :

do,..c,(r) = min dc, (5.20)

=1,..,m

chacun des d¢ dans (5.19), (5.20) (pour une formule générique cf (5.42)) étant préalablement calculés par
(5.17).

5.3 Meéthode APITALI pour I’équation de transport

5.3.1 Critére de stabilité

Dans cette section, on va se donner une contrainte de stabilité générique aux solutions discretes :

Si q(t,x): (t,x) € (R,R?) - E (en pratique F : R ouR?),

wtle ng’cm, (ng,Cvz ensemble convexe de E). (5.21)

dc

en pratique le choix de cette stabilité pour des solutions discrétes de schéma explicite en temps :
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1. Variables scalaire (E = R) :
(a) Stabilité uniforme (globale) espace/temps :

pitt e z34 (5.22)

ng ne dépend que de p°, a, des conditions aux limites.

(b) Stabilité globale en espace et locale en temps :
pett e zodn (5.23)
ngm ne dépend que de p°, a, des conditions aux limites.
(c) Stabilité locale en temps et espace : (Principe du maximum local)

p’éﬂe[ min_ p¢y, max pg]. (5.24)
C'ev(C) Ccrev(C)

2. Variables vectorielles (E = R?) : rappel sur la caractérisation de 'enveloppe convexe de données
{fj }Jle
Définition 2. Enveloppe convexe en dimension d (d = 2 ici) :

f; eRY, CvxH({f;}) =< > Nfj 5 avec \; eRT et Y Nj=1p. (5.25)
J J

(i) La définition est invariante (commute) par rapport aux rotations et translations uniformes.

(ii) Relations utiles :
- CvxH{f* + {f;}}) C CvxH({f* + CvxH({{f;})}).
- En dimension d=1, CvxH({f;}) = [min;(f;), max;(f;)].

- En dimension d=2, mais avec une symétrie, idem d=1 pour la composante non constante.

Parmi les criteres de stabilité pour les variables vectorielles :

(a) Stabilité uniforme (globale) espace/temps :

fott e zgd (5.26)

(b) Stabilité locale en temps et espace : Principe de préservation de ’enveloppe convexe locale (LCHP)
(Local Convex Hull Preservation cf | D

LCHP : & € CvxH({f& }ovcvoy) (5.27)

5.3.2 Schéma référence vérifiant la stabilité

Comme assez souvent, on fait 'analyse de stabilité de schémas volumes finis avec une reconstruction
constante par maille Ro(x,q) = gqo (avec ac = B¢ = 0). Par exemple pour le schéma avec flux aux noeuds
(4.23), sous les deux hypotheses :

1. Contrainte de vitesse a divergence nulle V-a =0 :

> ages - €T =0, (5.28)
dof
2. Condition sur le pas de temps :
At ~ dof
S Y ager - CIT <1, (5.29)
Gl 74
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alors on a :

1. Densité p :

1 At ~dof 2_CeV;f (dof) Adof * chf’pr Fdof
of,w ¢ Jj oJ,w
ot :p;_ﬁ( 3" agr - ClF ; + 3 agy - C p;%) (5.30)

~do f,w
IV dof— chevj*(dof) adof - Cj dof+

est une combinaison convexe par (5.28)(5.29).
2. Moment pu :

~dof.
chevf (dof) &dof * CjOf W(Pu)z

At - .

n+1 dof, dof,

(pa)j ™ = (pu)j = ] ( > Ay G S Giore T > adof~Cj°f“(pu)?)5-31)
I N dof- CreV,t(dof) Bdof = dof+

est aussi une combinaison convexe et u;-”rl € CvxH({u},{u}}; k € V*}) par (5.28)(5.29)(5.30).
3. Energie totale pE : E posséde la méme stabilité que le (5.31) pour une quantité scalaire massique.
Le schéma d’ordre 1 vérifie donc la stabilité souhaitée.

Remarque 10. Dans le formalisme du degré de limitation réel, on peut également se servir de tout schéma
avec limiteur a priori pour lequel on peut démontrer la stabilité.

5.3.3 Suites décroissantes du degré de limitation

Le principe de limitation hiérarchique est de limiter dans I’expression du polynéme de reconstruction (5.13)
en premier le terme de plus haut degré jusqu’au terme de plus bas degré. Cette méthode de limitation agit
donc degré apres degré dans le polyndéme de reconstruction. On suppose donc ici que ’on est dans 'hypothese
mentionnée dans (5.14), c’est-a-dire que les coefficients (alc)lzly___,n sont dans A,. Ainsi, pour l'indice de
limitation actif [, on cherche a trouver le coefficient alc €]0, 1] qui soit le plus proche de 1 tout en assurant
la stabilité. Un moyen d’approcher la valeur optimale de ce coefficient est de définir un échantillonnage de
taille N*(1) > 1 de lintervalle [0, 1] pour chaque terme de degré [ :

Ly . *
ag €10,1], j§=0,...,N*(),
1(1 1,0 L,j LN*(l) _ (5.32)
=Qn > >al > >an =0.

Le choix de l'indice de coupure N*(l) peut étre un compromis entre précision (N*(I) pas trop petit) et
vitesse de convergence (N*(I) pas trop grand). De plus, selon la remarque 8 sur le caractére hiérarchique, on
commencera le processus avec [ =n, puis l =n — 1... jusqu’a [ = 1.

En conséquence, on a introduit une suite & deux indices dont on peut résumer le comportement :

Définition 3. On appelle suite multi-indice (hiérarchique) de coefficients de limitation une suite (alCLj ) vérifiant

les propriétés (5.32), ou le premier indice [ = n, ..., 1 est attaché au degré du polynéme dans (5.13) et ou le
deuxiéme indice j = 0,..., N*(1) est celui de I’élément de la suite associée & ce degré (N*(1) étant l'indice de
coupure a zéro de la suite décroissante).

On a introduit précédemment la notion de degré de limitation (5.36), qui permet de retrouver & partir
d’un réel do € [0,n] les coefficients de limitation intervenant dans le polynéme (5.13). On peut donc définir
pour une suite multi-indice de coefficients de limitation (al(}j ) dans chaque maille C' (au sens de la définition 3)
une suite (mono-indice) positive réelle décroissante (entre n et 0) sur le degré de limitation. Le principe de
la méthode APITALLI est basé sur I'utilisation de cette suite.

Proposition 1. On peut associer a toute suite multi-indice de coefficients de limitation (ozl(}j )i,; une unique
suite de degrés de limitation (dg)o<i<n, OU

Ny = Zn:N*(l), (5.33)
=1

qui vérifie _ 4
db = A1, .., 1,a4,0,..,0) (5.34)
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avec comme relation entre les indices

n
i= Y N*(k)+]. (5.35)
k=1+1
Cette suite est (strictement) décroissante, avec d = n et dgd =0, et elle inclut tous les entiers entre n et 0.

Remarque 11.
— Regardons tout d’abord I'exemple d’une reconstruction polynomiale de degré au plus 2. On introduit
donc une suite décroissante de Ny termes, Ny > 2, allant de 2 a 0 et incluant 1 :

(diC)OSiSNd = {27 RN ]-7 s 70} (536)

Le but est donc de prendre d’abord do = doc, puis si le principe du maximum n’est pas vérifié sur la
maille C, de prendre d¢ = dg., etc.

Par exemple, comme dans | ], la suite (d%) peut étre de la forme
o n=1 (d5) o<icn, = {1,1/2,1/22,...,1/27 0}
avec ici aé’j ={1,1/2,..,1/27} j=0,.,J et aé"“‘l =0.
o n=2 (d5)  o<icng, = {2,1+1/3,1+1/3% ..., 1+1/37,1,1/2,1/2%,...,1/27,0},
avec ici o ={1,1/3,.,1/3"}  af ={1,1/2,.,1/27}y  j=0,..0 o/t =ap’t =

o J >0 (avec N*(I) = J+ 1) et Ny est donc égal a n(J + 1).
On pourrait aussi envisager des suites arithmétiques de degrés de limitation.

— Si on choisit le cas N*(I) = 1,Vl dans (5.32), cela correspond exactement & la méthode MOOD
[ Il | puisqu’alors on ne trouve que des termes a valeur entiere
dans la suite de degrés de limitation (les degrés du polynéme n,n — 1,..,0).

— La suite pourrait également dépendre de la solution. 4

— La réciproque a (5.35) est la suivante : si on se donne (d%) alors le calcul des (I,7) dans ozlc’? sont
donnés par :

a2,
S V) (547

— Limitation a priori. Ici, on suppose que le gradient initial est pré-limité de facon a ne limiter que les
termes d’ordre supérieur comme dans (5.14) :

J

1 a priori

ag 1
-1
oo | Y lo<k<t (5.38)
(6%6 K
0
ag
on a ainsi un degré (pré-limité) :
(de)>Priorl — g 1 4 (5.39)

qui est un réel non entier en général. Le cas sans limitation a priori correspond & l =n et k = 1.
Par exemple, dans Papproche hiérarchique de | ]:

R(x,p)c = pc + ¢ P PL + 6 (PG + 05 (PE + ...+ (PL + 0B P))

olt les PZ sont des polynomes de degré n et les limiteurs ¢%, i > 2 valent 0 ou 1, ce qui permet bien
de définir des al, vérifiant les conditions (5.38).

Détaillons maintenant le principe de la méthode APITALI, qui est décrit sommairement par 1’algorithme
1 ci-dessous. Le but est de faire décroitre le degré de la reconstruction dans chaque maille jusqu’a assurer la
contrainte de stabilité souhaitée.
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Méthode APITALI pour passer (cf (4.35)) de qref a qudate (VC € M) pour un degré n quelconque en
formulation degré de limitation pour reconstruction (5.34) :

Algorithme 1 Méthode APITALI pour degré n sur variable volumique sur un pas de temps

1. Initialisation : calcul des termes (V'q)c, I =1,..,n = reconstruction non limitée Rc(x, q),

MT = M (ensemble des mailles ot la contrainte est testée) (5.40)
veeM”  dd = n. (5.41)

2. Tant que M” # () : Calcul des degrés de limitation d°/ aux points de quadrature :
(a) Vdof € MT :

dof _
d Cgr;}nec dis (5.42)

VC/dof € C : Evaluation des flux ((4.15) ou (4.24)(4.32)) avec :
Rc(x,q, D(d"T)) (5.43)
(b) Pour C € M7,
mise & jour avec le schéma : valeur prédite giP***. (5.44)
(¢) Soit BadCellSet 1’ensemble de toutes les mailles ne satisfaisant pas (5.21) pour la variable gurdate

on applique la suite APITALI (5.34) décroissante du degré de limitation dc+ dans les mailles C*
appartenant & BadCellSet (et éventuellement V/(C*)).

Pour C* € BadCellSet :
{ dics 5 diss (5.45)
Pour C € V(C*)(¢ BadCellSet
Eventuellement{ our &€ di Jiﬁyj eliSet) : (5.46)
T+ {C" e V(0) avec C € M” tel que C € (5.45)(et(5.46))} (5.47)

(d) Boucle vers 2. jusqu’a ce que toutes les mailles vérifient (5.21) et alors gP@*%.

En pratique, il est équivalent de se donner les (« l(}] ) ou les (d%) grace a (5.34) (5.35).

1. En pratique, pour le passage & (5.45) (5.46), on peut diminuer les coefficients de limitation (ozléj )

m = [di] (5.48)
a(gf’ﬁrl) = Hgm) O(igz']), mgm) = n§m)( ) < 1.(5.49)
(C € V(C*) ¢ BadCellSet) a%’"’”” = &M agl'j), kS = kS (g, ) < 1 (5.50)

On réévalue le degré de limitation de la reconstruction dif.' par (5.34).
2. Directement sur di,.

Remarque 12. Au niveau de la construction de la suite, on peut facilement faire des variantes sur la premiere
et la derniére valeur :

1. Valeur initiale : si on part d’un polynéme pré-limité comme dans (5.38), alors d, dans (5.41) prendra
la valeur de (5.39)

dh=n—1+k (5.51)
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2. Valeur finale : si on connait un polynéme limité comme dans (5.38) vérifiant la propriété de stabilité,
on peut partir d’un polynéme de degré strictement supérieur (ou non limité), et on s’arrétera deés que
di, < d PO of (5.39).

Cette méthode se base sur un marquage des mailles qui vérifient le principe (5.21). Si ce n’est pas le cas,
alors on diminue le degré de la reconstruction en passant de Rc(x,q;D(dS)) & Ro(x,q; D(diS ™)) par les
phases (5.45) (5.46) de l'algorithme 1. Une fois les degrés modifiés, il faut alors recalculer la solution sur les
mailles ou le degré a été modifié et sur les mailles voisines (ensemble M” défini ligne 5.47). La convergence
de la boucle 2—2d est assurée par la stabilité du schéma d’ordre 1, qu’on récupeére dés que i assez grand
pour toutes les mailles (au maximum ic = Ny).

Remarque 13. Plusieurs modifications peuvent étre apportées a cet algorithme, mais la philosophie reste la
méme. Un changement classique consiste & utiliser un principe du maximum local (lorsque la solution du
probléme le vérifie au niveau continu comme c’est le cas ici) (5.24) a la ligne 2c pour les scalaires (ou bien
LCHP (5.27) dans le cas général).

Cette méthode est dite non locale car, lorsque I'on corrige le degré de la reconstruction d’une maille C, il
faut recalculer les flux associés puis remettre a jour I'inconnue sur les mailles voisines. Or, on n’est pas assuré
du principe du maximum dans les mailles voisines, donc il faut itérer la méthode a nouveau, d’ou la boucle
while 2—2d.

Cette méthode peut aisément étre étendue a un ordre de reconstruction arbitraire, il suffit pour cela
d’adapter la fonction D et la suite (dlc)l Enfin, elle est indépendante du choix de flux numérique aux arétes
Feer (ou aux neeuds Fj,.), pourvu que celui-ci donne un schéma stable et consistant (en général d’ordre 1).

5.4 Meéthode APITALI pour les variables massiques

5.4.1 Reconstruction par approche directe ou par approche développée

Pour reconstruire des quantités qui s’écrivent sous la forme : ¢ = pf, on peut procéder a une recons-
truction de la quantité conservative “assemblée” ou bien traiter la variable massique comme une quan-
tité "pondérée” en conservant que l'information vient des deux variables p et f, i.e. reconstruire la quan-
tité en utilisant la forme distributive de la dérivation d’un produit de fonctions (cf par ex. & lordre 2
[ Il Il D

On considere ici les quantités massiques f dont la conservation s’écrit en terme de quantité assemblée pf.
Dans ce cas, les contraintes de stabilité se font sur la variable f, par exemple, le principe du maximum local :

& e [C/Iél\’i?I(lC) fg/’c'rg%z(m fé) (5:52)

On va écrire l'algorithme dans le cas ou :

1. on advecte m quantités spécifiques f,, (scalaires, vectorielles, etc) : la quantité conservée pf,, se note

Gm-
2. la méme reconstruction de la densité volumique doit servir pour TOUTES ces quantités f,,.
3. on souhaiterait imposer I'indépendance de I'ordre dans lequel sont traitées les variables massiques.

Remarque 14. On pourrait lier le degré de toutes les variables en jeu et ainsi ne considérer qu'une suite de
degré, mais on a découplé ici au maximum la limitation de la densité de celle des variables massiques. Il y a
au moins deux raisons a cela :

1. Certains schémas avec des limiteurs a priori sont construits de cette facon.

2. Cela conduirait vraisemblablement & trop de diffusion numérique (sur la densité au moins).

5.4.1.1 Approche directe

L’approche consiste a utiliser principalement 1’algorithme 1 en ne modifiant que le test sur la stabilité, il
est fait sur la variable spécifique f,, et non pas sur la variable g,, (= pf.,) dans 'algorithme 2. Il y a cependant
une différence majeure avec l'algorithme 1 : il se peut que la densité volumique calculée par 'algorithme 1,

N . dat . ey 2 ~ . .
c’est-a-dire p """, ne permette pas d’assurer les contraintes de stabilité sur f, méme si la reconstruction de

[ est de degré 0. Dans ce cas, on abaisse localement le degré de reconstruction de p¢ date 5 0, c’est la raison

du calcul de I’ensemble de mailles Bad® et du traitement dans 'étape 3.(d).i dans l'algorithme 2 :
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Algorithme 2 Méthode APITALI pour degré n sur variable massique (méthode directe) sur un pas de temps

1. Initialisation : calcul des termes (V!p)c et (Vigm)c, [ = 1,..,n = reconstruction non limitée Rc(x, p)

et Ro (Xa qm)v
2. Données : p date calculée par algorithme 1 a partir de prcef (:= pg).
MT™ = M (ensemble des mailles ot la contrainte est testée) (5.53)
vo e Mmoo dhim = . (5.54)

3. Tant que Im tel que MT™ £ () -
Alors Ym =1, ..,n tel que MT™ £ () :

(a) Calcul des degrés de limitation d?°f-%m aux points de quadrature : Vdof € MT™ :

ddof’Qm — 3 dic,qm 555
e (5.55)

VC/dof € C : Evaluation des flux ((4.15) ou (4.24)(4.32)) avec :

Re (X, g, D(dP)0m)) (5.56)
(b) Pour C' € MT™
B (Cj )update
mise & jour avec le schéma : valeur prédite (G,,)eP™® puis (fn)eP®' .= % (5.57)
Pc

(c) Soit BadCellSet(m) l'ensemble de toutes les mailles ne satisfaisant pas (5.21) pour la variable
(fm)*Pdte on applique la suite APITALI (5.34) décroissante du degré de limitation dS.*m dans
les mailles C* appartenant & BadCellSet(m) (et éventuellement V(C*)).

(d)
Calcul de Bad’={C € U,,BadCellSet(m); Im tel que dgd’qm = 0}. (5.58)

i. Si Bad® # () alors on réapplique (5.42) (5.43) de l'algorithme 1 sur la densité avec un degré nul
de = 0 (localement d’ordre 1) et M” = Bad® puis (5.44) pour obtenir un nouveau p&**** puis
retour & l'algorithme 2 étape 3 (m = 1,..,n) avec pour tout m : M7+ = Bad® + Voisines
mise & jour (5.57) des (f,n)P"* (donc (Gm )P ET piP**® localement d’ordre 1).

ii. Sinon Bad® = 0 alors Ym =1,..,n; MT™ £ ()

Pour C* € BadCellSet(m) :
{ dic(;:vq"L N dlc(?: +1;q£ ) (5'59)
Pour C € V(C*)(¢ BadCellSet :
Eventuellement our i~(,qm (¢ i-a+1,qi et(m)) (5.60)
dc? — dc-?
ME™ O € V(O) avec C € MT™ tel que C € (5.59)(et(5.60))} (5.61)

(e) Boucle vers 3. jusqu’a ce que toutes les mailles vérifient (5.21) et alors (fp) & date,
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5.4.1.2 Approche développée (Formule de Leibniz en dimension 2)

Comme il sera nécessaire de faire des limitations sur les gradients et les hessiens afin de garantir la
conservation de principe du maximum, on privilégiera cette reconstruction pondérée dans la suite pour
toutes les quantités conservatives. Et ceci, afin de prendre en compte les limitations éventuellement effectuées
dans la reconstruction de p pour garantir un principe du maximum lors de la reconstruction de la quantité
conservative pf.

Re(x,pf) = (pf)c + (V(pf))c(x —xc) + %(X —x0) (V3(pf))e(x - xc) (5.62)

avec le principe de la dérivation d’un produit (pour des fonctions suffisamment régulieres), dans le cadre
continu :

Vipf) = pVf+[fVp,
Vi(pf) = pVEf+[Vip+VpaVf+Vf®Vp,

V' (pf) = pV'f+[Vip+ .

Pour obtenir un meilleur contréle de la stabilité sur la variable massique, il est pratique d’introduire la
reconstruction de celle-ci comme calcul intermédiaire ne servant que dans le processus de limitation a priori
et/ou a posteriori. Dans les références ci-dessus, un candidat naturel pour la reconstruction de la variable
spécifique f s’obtient par la relation algébrique :

(5.63)

L RC(Xa pf)
Reo(x, f) = Rolx.p) (5.64)
Par exemple, en se limitant & n < 2, on obtient & partir de (5.63) :
. n=1 (correspond & | DE
_ fe+(pVf+ fVp)ox —xc)
Re(x,f) = ot (Voo - xc) (5.65)
= fo+ = (VhHelx - xc) (5.66)

pc + (Vp)o(x —xc)

Kp(X)
.n=2

(pf)e+ (P + [Vp)o(x =xc) + 5((x = x0)(pV2f + Vp & V[ + VI ® Vo + [VZp)c(x = x0)). 67)
Po + (Vp)o(x —xc) + 3((x = x0)(V2p)o(x — xc)) o

RC (X, f) =

La reconstruction de la variable massique est non-linéaire (fraction rationnelle de degré n) mieux adaptée
pour interpoler des fonctions raides et/ou peu réguliéres.
Remarque 15.
— Dans (5.63), on peut faire intervenir des coefficients de limitation séparés pour les 2 variables p et f,
on remplacerait chacun des termes (V'p)c (resp. (V'f)c) par ozlc’f’(vlp)c (resp. alc’,f(Vlf)c) :

Ro(x,pf) = (pf)c + (pag! Vi + f ag’Vp)(x — xc) (5.68)

mais apres assemblage, on n’aura pas forcément une approximation compacte de la forme alép f Vi(pf)
(comme dans le cas de 'algorithme 2 précédent) sauf le cas particulier ou aé’p = aéf .

— Dans (5.66), le terme scalaire k,(x) apparait déja comme sur-limiteur pour la reconstruction de la
variable massique f. Lorsque le pré-limiteur o/, pour la densité permet de garantir pc + o (Vp) o (x —
xc) > 0 alors on a, pour une maille telle qu’il existe un point x* sur le bord pour lequel (x* —

x¢c).(Vp)e > 0 (c’est toujours le cas par exemple pour une maille convexe) :

i <1 .
0< min, Kp(x) < (5.69)
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On se trouve pour Rc(x, f) dans le cadre d’un degré de limitation (5.13) (valant mingecgc k,(x)), c’est
la contribution de la variable densité & f (en toute rigueur le coefficient aéf devrait donc étre noté

alc’f 7). Bien entendu, f peut avoir sa propre contribution aldf dans (5.68). En particulier comme pour
(5.9), une pré-limitation consiste alors a imposer :

i <R < , 5.70
c'?&?mfc < Re(xac, f) < c%l?}}(‘@fc (5.70)

Pour la reconstruction Ro(xsc, f) donnée par (5.65) (5.67) et (5.64) dans le cas général.
Lorsque 'on considére la reconstruction de la variable massique f, on suppose donc connue la re-

construction de la densité Rc(x, p), les alép sont donc supposés donnés. On obtient a p constant une
reconstruction polynomiale standard comme définie par (5.13) :

Ro(x, f)p=cte = fo+ alc(Vf)C(x —x¢0) + %(x — Xc)t(a%(Vf)Qc)(X —xc) + ... (5.71)
+...+ %ag(vnf)c(x — X0y X — X))

Pour laquelle, on peut donc définir un degré de limitation cf (5.15) (5.16) (5.17).
Bien que la reconstruction de f (5.64) soit (en générale) non conservative (car ce n’est pas une variable
conservative volumique) :

ﬁ /C Re(x, f)dv # fe, (5.72)

la reconstruction est conservative pour pf. Elle se base sur un calcul des informations d’ordre élevé
(pouvant étre limitées)

Vi alyy
vy lmidgnon L2 fyg2p (5.73)

de cette variable massique f tout en ayant construit au final un schéma sur la variable conser-
vative volumique pf. Une fois le processus de limitation a priori ou a posteriori effectué sur (5.73),
celles-ci sont injectées dans (5.63) puis apres assemblage dans (5.62).

La reconstruction limitée de (5.62)(5.63) s’écrit donc :

Ro(x,(pf)) = (pPPo+(pag!Vi+fag’Vp)(x—xo)+ .. + (5.74)
ot %<x —x0) (p o'V [+ [ g’ Vip+ai g (Vp@ VI + V@ Vp))(x —x0) + ...

1 mn, n n, n
+ .+ E(pacfv [+ fal’N"p+ ) (x —x¢,..,x — X¢)
puis par identification :

Vpf) =~ paé;fo + falcg’Vp7 o
V2(pf) pu(;fv2f + fag"Vip + ()‘(9'f0‘dp(Vp @Vf+VieVp), (5.75)

~
~

~ pal IV 4 fakPVp +

<
3

<

=
2

On note que 'on n’a plus une écriture de la forme (5.13) pour une variable & cause :
1. de la présence simultanée des limitations sur p et f.
2. des termes croisés faisant apparaitre pour un ordre [ donné des termes d’ordre inférieur.

Ce faisant, on ne peut pas directement utiliser le degré réel de la limitation (5.34) et donc les algo-
rithmes 1 et 2.

On notera que si 'on se donne alc’f),l = 1,...,n alors il suffit de calculer les alc";fJ = 1,...,n dans
(5.75) pour déterminer complétement la limitation de Ro(x, (pf)), une condition suffisante est donc
d’appliquer la limitation APITALI sur Re (X, f)y=cte cf (5.71), on considére alors une limitation de f
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se basant sur ses propres données.

Pour 1=1,..,n o/(j s'identifie chacun au coefficient o, de Ro (%, f)p=cte(=1) dans (5.71). (5.76)
A partir de (5.13)(5.15), on notera la reconstruction limitée développée (5.74) comme :

Re(x, (pf), (D(d2), D(dL.))) (5.77)

— Tout comme I’écriture continue, il est possible d’obtenir une reconstruction pour le hessien en appli-
quant deux fois I'opérateur gradient discret (ce qui permet de ne pas définir de maille fantéme mais
alors I’approximation n’est pas nécessairement consistante sur des maillages déformés).
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Algorithme 3 Méthode APITALI pour degré n sur un ensemble de variables massiques f,, (méthode
développée)

1. Initialisation : calcul des termes (V!f,)c, Il = 1,..,n = reconstruction non limitée de Rc (X, fin)p=cte
puis avec (V!p)c assemblage (5.63) et reconstruction (5.62) pour Ro (X, ¢m) :

2. Données : p/¥ date calculé par Dalgorithme 1 & partir de prcef (== pR).
MT™ = M (ensemble des mailles ot la contrainte est testée) (5.78)
vCemtm  alim = . (5.79)

3. Tant que Im tel que MT™ £ () -
Alors Vm = 1,..,n tel que M7 £ () :

(a) Calcul des degrés de limitation d?°f-fm aux points de quadrature : Ydof € M”™,

d%hfn = min  digIn (5.80)
CidofeC

Suites appliquées & Rc (X, fm, D(d%ffm)),_ .1 dont on utilise D(d@//m).
Pour C/dof € C : Evaluation des flux ((4.15) ou (4.24)(4.32)) aprés assemblage par (5.77) :

Ro (%, qm, D(d™)) = Ro(x, (pfm), (D(d™F7), D(d*" 1)) (5:81)
(b) VC € M7,
5 (Cj )update
mise & jour avec le schéma : valeur prédite (G, )™ puis (fn,)eP®* .= %. (5.82)
pc

(c) Soit BadCellSet(m) l'ensemble de toutes les mailles ne satisfaisant pas (5.21) pour la variable
(f)epdate On applique la suite APITALI (5.34) décroissante du degré de limitation dzcc*’f ™ dans
les mailles C* appartenant a BadCellSet(m) (et éventuellement V(C*)).

(d)
Calcul de Bad’={C € U,,BadCellSet(m); Im tel que dp®™ = 0}. (5.83)

i. Si Bad® # () alors on réapplique (5.42) (5.43) de l'algorithme 1 sur la densité avec un degré
nul d¢ = 0 (localement d’ordre 1 mais on peut faire mieux ici) et M7 = Bad® puis (5.44) pour
obtenir un nouveau pépdate puis retour a 'algorithme 3 étape 3 (m = 1,..,n) avec pour tout
m : MT™4 = Bad® + Voisines mise a jour (5.82) des (f,n) " (donc (Gm )P ET perdete
localement d’ordre 1).

ii. Sinon Bad® = 0 alors Vm = 1,..,n; MT™ £ ()

Pour C* € BadCellSet(m) :
{ diccj,fm _ dicc:ﬂ,f,g ) (5.84)
Pour C € V(C*)(¢ BadCellSet :
Eventuellement our ngfm )¢ i~a+1.fem et(m)) (5.85)
dC,C' — déC ’
MT™  {C € V(C) avec C € MT™ tel que C € (5.84)(et(5.85))} (5.86)

(e) Boucle vers 3. jusqu’a ce que toutes les mailles vérifient (5.21) et alors (f,,)eP@ete.
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Remarque sur 'ordre de traitement des variables massiques Dans les 2 algorithmes, on note que
lorsqu’une variable f,, atteint le degré 0, la densité est sur-limitée et cela a donc une répercussion sur les
autres variables massiques f,. En particulier, plus le nombre de variables massiques est grand et plus le
nombre d’éventuels retours sur la sur-limitation de la variable densité est grand.

On peut modifier la définition du maillage M” de maniére a ce que l’algorithme ne dépende pas de l'ordre
de traitement des variables.

Remarque sur des dépendances secondaires En pratique, les dépendances entre variables physiques
sont non linéaires et on a souvent a traiter des variables physiques secondaires (conservatives ou pas) : par
exemple F = ¢ + %|U|27 avec € représentant l’énergie interne massique. La reconstruction sur la variable
conservative associée

R(x, pB) = Rx, ple + 3|UP)

La contrainte de stabilité étant posée sur cette variable massique € (par ex. cf Annexe (A)). Il existe au moins
deux méthodes pour obtenir la contrainte de stabilité sur e (& Pordre élevé) tout en advectant ’énergie totale
pE. Dans tous les cas, il faut appliquer la suites APITALI sur la densité p (algorithme (1)) et

1. Soit on applique APITALI sur les variables massiques F, U en appliquant 1’algorithme (3).

2. Soit on écrit la reconstruction non linéaire (cf (5.64) (5.65) (5.67)) de € en fonction des reconstructions
de p, de U (elle méme non linéaire) et de ses propres informations d’ordre élevé.

Cette étude n’est pas reportée dans ce papier.
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5.5 Résultats numériques

Choix du At pour le transport & vitesse a(¢, ) :

ming 1S —
Zeec |e‘

At =CFL
sup [a|

(5.87)

Ou le coefficient CFL est un nombre réel compris entre [0, 1], |e| est une valeur approchée de la longueur
de laréte dans le cas elliptique et hyperbolique (on ne connait sa valeur exacte que pour les polygones, les
cercles et les paraboles).

err, = Z lul —ul||C| et ETToo = Max ug — u|. (5.88)
C

In(erri(h)/erri(h/2))
In(2)

In(erre(h)/erro(h/2))
In(2)

ord; = et ordes = (5.89)
Pour les sigles apparaissant ci-dessous dans les tableaux de comparaisons d’erreur, on renvoie a (5.32)(5.48)

pour la signification des parameétres :

UNLIM : méthode non-limitée en espace.
APITALI(k1, N*(1)) cf (5.48), N*(1) indice de coupure pour la suppression des dérivées d’ordre 1 (cf (5.32)).

APITALI((k1, k2), (N*(1), N*(2))) : cf (5.48) :
N*(2) indice de coupure pour la suppression des dérivées d’ordre 2,
N*(1) indice de coupure pour la suppression des dérivées d’ordre 1 (cf (5.32)). (5.90)

MOOD-Pn:Vi=1,..,n :x =0 et N*(I) = 1(n =2 ici) : APITALI((0,..,0),(1,..,1)) (identique)
N—— Y~
n n

en toute rigueur ce n’est pas exactement l’algorithme MOOD dans son ensemble mais c¢’est seulement la suite
qui correspond a la décroissance du degré polynomial des reconstructions des variables conservatives.

Notations 1. On considérera dans les cas tests suivants des valeurs particuliéres pour APITALI (5.90) :

APITALI low = APITALI((0,0), (1,1))
APITALI medium = APITALI((0.75,0.5), (11,6)) (5.91)
APITALI high = APITALI((0.75,0.5), (21, 11))

5.5.1 Cas test 1 : Transport d’une solution réguliere a vitesse constante

Dans ce cas test, les données sont :

po(z1,22) = 24 sin(2rzy)sin(2rzs), quantité volumique : densité,
Eo(x1,22) = 5+ sin(2wwy)cos(2mas), quantité massique. (5.92)
a(zy,29) = (2,1).

avec une condition aux limites périodique dans chaque direction, et le temps final t; = 2.

Nous avons fait une étude principalement pour l'ordre 3 en espace et en temps avec une CFL=1/2. Les
résultats sont séparés en 2 parties (ci-aprés et en Annexe C) : tout d’abord, nous comparons les résultats
du schéma avec flux aux arétes (4.12) (4.17) avec le schéma aux nceuds (4.23) (4.24). Nous montrons des
courbes d’erreurs associées a la prise en compte de lalgorithme APITALI volumique sur p(¢,x) (Algorithme
1) ET sur la variable massique E(t,x) avec les 2 algorithmes sous jacents : Algorithme 3 ou Algorithme 2 (cf
paragaph (5.5.1.2)).

50



Remarque 16. Disons d’emblée que seul le premier algorithme 3 permet d’avoir des résultats sans rétroaction
sur la densité : c’est a dire qu’il donne un champ équivalent (pour la densité) a celui de I’advection de p
SEUL. Les résultats sont présentés entre les sections (5.5.1.1) et (5.5.1.2).
Nous avons également fait des variations décrites en Annexe au chapitre C, celle-ci sont les suivantes :

— Tordre 2,

— sur la CFL=1,

— sur la puissance dans la matrice de pondération des moindres carrés (3.17) (la puissance k varie entre

0 et 4).

5.5.1.1 Résultats avec schéma de flux aux arétes

Les courbes d’erreur en log/log ci-dessous ont été obtenues avec le schéma (4.12) (4.17).

1 1
"trans_reg_err_edg‘eflux_polyg_leib_Ll_rho_unlim” —_— ”trans_reg_err_edéeflux_polyg_leib_Li_rho_unIim” —_—
"trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_rho_apitali_low" —— "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_rho_apitali_lgw" ——
“trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_rho_apitali_medium" "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_rho_apitali "
"trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_rho_apitali_high" "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_rh igh"
‘err2" —— rl" —
_— T 2" —
01f 9 01f err3" —— J
0.01 E 0.01 E
0.001 | E 0.001 | E
0.0001 L 0.0001 L
0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1
Erreur L' sur p Erreur L* sur p
1 T 1 T
"trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_E_unlim" —— "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_E_unlim" ——
"trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_E_apitali_low" —— "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_E_apitali_lgw" ——
"trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_L1_E_apitali_medium" "trans_reg_err_edgeflux_polyg_leib_Li_E_apitali "
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FIGURE 5.1 — Flux aux arétes : Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz 3) : solution
réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI). Pour erreur L!, on obtient
Pordre 3, pour L 'ordre est inférieur & 2 en versions limitées et 3 en non limitées cf aussi Tab (C.1) et Tab
(C.10).
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FIGURE 5.2 — Flux aux arétes : Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz 3)
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: solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage parabolique, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI). Pour l'erreur L', on obtient
Pordre 3, pour L™ 'ordre est inférieur & 2 en versions limitées et 3 en non limitées cf aussi Tab (C.2) et Tab

(C.11).
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5.5.1.2 Résultats avec schéma de flux aux nceuds

Les courbes d’erreur en log/log ci-dessous ont été obtenues avec le schéma (4.23) (4.24).
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Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz 3)
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Erreur L*° sur F

: solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI). Pour l'erreur L', on obtient
Pordre 2, pour L ordre est inférieur & 2 en versions limitées et 2 en non limitées cf aussi Tab (C.6) et Tab

(C.13).
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FIGURE 5.4 — Flux aux noeuds : Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz 3) : solution
réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage parabolique, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI). Pour l'erreur L', on obtient
Pordre 3, pour L 'ordre est inférieur & 2 en versions limitées et 3 en non limitées cf aussi Tab (C.7) et Tab
(C.14).
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FIGURE 5.5 — Flux aux noeuds : Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz 3)
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: solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage conique aléatoire, on prend pour W¢ (la matrice de pondération
des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI). Pour Perreur L, on
obtient 'ordre 3, pour L* lordre est inférieur a 2 en versions limitées et 3 en non limitées cf aussi Tab (C.9)
et Tab (C.15).
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FIGURE 5.6 — Flux aux nceuds : Comparaison d’erreur sur la densité pour ordre 3 en espace, 3 en temps

(Leibniz 3)

: solution réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage polygonal et conique dégéneré, on prend

pour W (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature
APITALI). Dans le cas des coniques dégénerées : on obtient I'ordre 2.8 en norme L', et pour L I'ordre est

inférieur & 2 en versions limitées et 3 en non limitées cf Tab (C.8). Dans le cas des polygones :

on obtient

I'ordre 2 en norme L', et pour L™ 'ordre est inférieur & 2 en versions limitées et 2 en non limitées cf aussi

Tab (C.6) et Tab (C.8).
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Approche Directe On donne ici les résultats de l'algorithme 2.
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Etude d’erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Approche Directe 2) :

solution réguliere, CFL=0.5 dans (5.87) sur maillage polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération
des moindres carrés (3.17)) : k =2, (cf (5.90)(5.91) pour la nomenclature APITALI).
Cette approche ne permet pas de maintenir 'ordre élevé puisqu’elle donne globalement un ordre 1 sur les
deux quantités des que la limitation APITALI est activée.
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FIGURE 5.8 — Flux aux nceuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de 'ordre 3 sur maillage conique dégénérée
avec méthode APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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FIGURE 5.9 — Flux aux noeuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de ’ordre 3 sur maillage
conique dégénérée avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au
temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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FIGURE 5.10 — Flux aux neceuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage conique dégénérée
avec méthode APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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FIGURE 5.11 — Flux aux nceuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur
maillage conique dégénérée avec APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant
Leibniz) au temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Conclusion partielle cas test 1 (5.5.1) :

1. L’étude se porte principalement sur I'ordre 3 (cf Annexe C pour I'ordre 2 C.26). L’erreur en norme L'
est en général celle attendue :

— pout tout type de maillage (polygonal/conique) et pour les flux aux arétes ou aux noeuds. La seule
variante qui ne soit pas d’ordre trois est le schéma aux nceuds sur maillage polygonal (C.6). En
effet dans ce cas (cf la remarque 18) avec une reconstruction d’ordre 3, le schéma n’est que d’ordre
2, pour obtenir ordre supérieur, il faut nécessairement un maillage conique (méme dégénéré) ;

— pour tout k (la puissance dans la matrice des poids du probléme aux moindres carrés (3.17)) (au
moins lorsque les mailles n’ont pas un fort rapport d’aspect) (cf Annexe C).

2. Nous avons principalement testé la configuration CFL = 0.5 et k = 2 (cf C.1), mais 'on peut noter
cf en Annexe les cas k =0 (C.4) et k =4 (C.5), plus I'exposant k augmente, plus Perreur diminue, en
norme L' et en norme L> .

3. L’erreur sur maillage polygonal est en général légerement supérieure a celle obtenue sur maillage
conique parabolique, ou bien celle du cas avec un poids w aléatoire différent par aréte.

4. Influence des coefficients de la suite et du nombre de coupure (cf nomenclature APITALI (5.90)) :
— Pour une seule variable (densité), cf tableaux C.1, C.2 & C.9 (voir aussi 'ordre 2 C.21);
— Pour une variable massique, cf tableaux C.10 & C.12 (voir aussi l'ordre 2 C.26).

La variante APITALI avec une suite réelle de degré de limitation permet de bien meilleurs
résultats que la variante MOOD principalement pour :

— lerreur en norme L*°;

— Tordre de convergence en norme L.

On rappelle que son formalisme permet d’avoir en théorie une transition infinie dénombrable
entre un polynéme de degré n et le polynéme de degré n-1 obtenu en supprimant le terme
devant le degré n, ce n’est pas une brusque troncature du degré maximal.

Ce raccord “quasi continue” se traduit par une fonction degré a valeur réelle et plus seulement entiére
(cf paragraphe 5.2, les relations (5.13), (5.14), (5.15), (5.16), (5.17)).

Nous avons également étendu ce formalisme sur une variable massique de maniere indirecte et en
exploitant les formules de Leibniz (cf (5.74),(5.75),(5.76),(5.77)).

5. Influence de la stratégie de traitement des variables massiques : assemblée ou développée.
— La prise en compte simultanée du principe du maximum sur la variable “poids” densité et de la
variable massique dégrade l'ordre (des 2 inconnues) dans le cas d’un traitement assemblé de la
variable massique cf 5.5.1.2.

— La formulation Leibniz permet de conserver l’ordre trois de la reconstruction (en
norme L!) sur la variable massique ET sur la densité tout en vérifiant un principe du
maximum. Nous n’avons pas observé de rétroaction amenant a une sur-limitation de la densité
(pour une solution réguli¢re).

— Pour la méthode assemblée qui ne marche pas bien en pratique puisqu’elle a une forte influence
sur la sur-limitation de la densité, il semblerait plus intéressant de poser d5%™ := d5"™.
Une autre piste est d’imposer une condition plus faible sur la stabilité des variables massiques (ou
des variables secondaires) : un principe du maximum avec voisinage étendu ou méme (par extension
a tout le domaine) prendre des bornes globales.
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5.5.2 Cas test 2 : Transport d’une solution non réguliére a vitesse non constante

Ici, on se propose de simuler le cas test de R.J. Leveque | ]. On applique le champ de vitesse
a(t,x1,22) = (—x2 + 0.5,27 — 0.5) & un ensemble de trois objets localisés dans un cercle de rayon r0 et de
centre (z9,29) :

1. une bosse centrée en (z9,29) = (0.25,0.5)
0 1 :
w (21, x9) = Z(l + cos(mmin(r(z1, 22),1))). (5.93)

2. un cone centré en (29, 29) = (0.5,0.25)
UO(I’l,LL‘Q) = 177"(1’1,1‘2). (594)
3. un cylindre fendu centré en (29, 29) = (0.5,0.75)

1 si |z1 —0.5] < 0.25 ou x5 > 0.85,

W1, @) = { 0 sinon. (5.95)

avec r(x1,m2) = /(21 — 29)2 + (z2 — 29)2 et 70 = 0.15. Le temps final est ¢; = 27 qui correspond & faire
une rotation complete.

Dans les résultats numériques suivant (cf (C.19) .. (C.21)), on visualise les courbes de niveau suivantes
0.005, et 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.80.9 1.
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0.675
0.6
0.525
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0375

0.3

0.225

0.15

0.075

FIGURE 5.12 — Condition initiale du cas test de R.J. Leveque (5.93) (5.94) (5.95)
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5.5.2.1 Résultats avec schéma de flux aux arétes

FIGURE 5.13 — Flux aux arétes : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre
3 sur maillage polygonal avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et & droite isocontour au temps final
t = 27. Min/Max : -9.99977¢e-16/0.979546 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).

FIGURE 5.14 — Flux aux arétes : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre
3 sur maillage polygonal avec APITALI ((0.75,0.5),(11,6)). A gauche densité et & droite isocontour au temps
final ¢ = 27. Min/Max : -9.99949¢-16/0.997285 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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FIGURE 5.15 — Degré réel des reconstructions (5.16)(5.17) du cas (5.5.2) avec (nx,ny=141) avec APITALI
((0.75,0.5) (11,6)). A gauche schéma aux arétes sur maillage polygonal et & droite schéma aux nceuds sur
maillage conique dégénéré (au temps final) (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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5.5.2.2 Résultats avec schéma de flux aux nceuds

FIGURE 5.16 — Flux aux nceuds : Solution (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre 3
sur maillage conique dégénéré avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite isocontour au temps
final ¢ = 27. Min/Max : -9.99934e-16/0.976246 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

FIGURE 5.17 — Flux aux neeuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre
3 sur maillage conique dégénérée avec APITALI ((0.75,0.5),(11,6)). A gauche densité et & droite isocontour
au temps final ¢t = 27. Min/Max : -9.99972e-16,/0.997197 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Conclusion partielle cas test 2 (5.5.2) :

1. Tout comme le cas test 1 (solution réguliére), méme si elle est plus cofiteuse en temps calcul, (cf nomen-
clature APITALI (5.90)) la méthode APITALI (0,75,0.5) (11,6) est meilleure en terme de précision
que la méthode APITALI (0,0) (1,1) (les maxima sont mieux préservés) et ce, pour les 2 types de
schéma (flux aux arétes et flux aux noeuds).

2. Le schéma d’ordre 3 aux nceuds sur maillage conique dégénéré donne des résultats assez proches du
schéma d’ordre 3 aux arétes sur maillage polygonal cf (5.14) (5.17) et (5.15).
Ce schéma conique dégénéré tout en étant attaché a un maillage avec arétes droites permet d’atteindre
Pordre 3. Le degré de liberté supplémentaire au milieu de I’aréte (Shoulder point S (2.2)(2.4)) ainsi
que le poids de quadrature qui lui est associé permettent en effet d’avoir une approximation des flux
plus précise.
La version purement polygonale ne permet pas d’obtenir un schéma final d’ordre 3 car la quadrature
associée n’est que d’ordre 2.

3. D’un point de vue de la structure du maillage, il est important d’insister sur le fait que ces schémas
coniques peuvent aussi bien fonctionner sur des maillages coniques non structurés que
sur des maillages cartésiens (Fig 5.18). Ceux-ci peuvent se modéliser par des coniques dégénérées.

On note également leur utilisation dans le cadre de schéma Lagrangien, et ALE indirect | ,

.

@
Snurd
wnr)r{] =0
So’u,est‘
w()ucst =0
@
Ssud
. St w
wsud =0 y V1
Maillage cartésien : 4 poids w égaux a 0 Maillage non-structuré : tous les poids w sont > 0

FIGURE 5.18 — les S (Shoulder point = point milieu des arétes) sont dans tous les cas les points
milieu des arétes (droites ou courbes)
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce rapport, nous avons, dans un premier temps, voulu étendre de maniére progressive le formalisme
de méthodes volumes finis existantes des maillages polygdnaux aux maillages coniques sur repere eulérien.
Nous avons utilisé le paramétrage des courbes de Bézier rationnelles quadratiques pour la description de
chaque aréte. En plus des extrémités, chaque aréte possede un point de contrdle supplémentaire ainsi qu’un
poids w. Nous avons tout d’abord rappelé les relations fondamentales existantes sur ces maillages pour définir
le volume des mailles coniques, la longeur approchée des arétes puis les vecteurs normaux en un point de la
frontiere de ces mailles.

Dans un second temps, nous avons étendu les reconstructions polynomiales de degré 2 sur de tels maillages
puis vérifié a la fois le caractere 2-exact et également 1’ordre 3 de cette reconstruction spatiale sur des maillages
dont chaque aréte a un poids w différent. Les résultats obtenus sont ceux attendus en prenant garde de
controler les problémes de dégénerescence des moments géométriques (d’ordre 0,1 et 2) quand w — 1. On
a le choix de mettre un seuil (dans ce cas, si |[w — 1| < € alors on pose w = 1), ou bien de remplacer pour
chaque moment les formules par un développement de Taylor d’ordre suffisant (3 pour le moment d’ordre 0,
etc..).

Apres la validation de la reconstruction, nous avons étudié la discrétisation de ’équation de transport
conservative et proposé des extensions de méthodes volumes finis avec flux aux arétes ET aux nceuds pour
Pordre supérieur a 2 (3 ici). Notons que, pour les schémas aux arétes, le cas d’arétes coniques elliptiques ou
bien hyperboliques nécessite un grand nombre de points de quadrature pour obtenir I'ordre optimal 3. Une
étude sur des formules de quadrature adaptées a ces coniques est nécessaire, en attendant une formulation en
terme de courbe de Bezier polynomiale (et non rationnelle) de degré supérieur ou égal & 3 parait raisonnable.

La stabilisation de la méthode d’ordre élevé nous a conduit & une généralisation de la méthode APITALI
pour un ordre quelconque en définissant un degré de limitation & valeur réelle pour une quantité volumique ou
massique. Cela donne un cadre général pour la limitation a posteriori (APITALI, MOOD), avec pondération
par coefficients réels des différents termes de la reconstruction.

Toujours dans le contexte de 'approximation du transport conservatif (avec un champ de vitesse & di-
vergence nulle), nous avons montré son fonctionnement & l'ordre 3 et étudié différentes approches selon la
nature du champ advecté (volumique ou massique). Pour les quantités massiques, une comparaison entre une
approche directe ou bien développée (utilisant les formules de Leibniz) a montré de bien meilleurs résultats
pour cette derniere.

De maniére générale, plus il y a de pas intermédiaires dans la suite décroissante, meilleurs sont les ordres
de convergence et plus faibles sont les erreurs. Notons également que pour les erreurs, lorsque les maillages
n’ont pas de fort rapport d’aspect, plus ’exposant de la matrice W de pondération est grand, plus les
résultats sont bons.

En conclusion de ce rapport, les méthodes numériques données sur des maillages polygonaux s’adaptent
bien aux maillages coniques. Nous avons un “continuum” dans la description géométrique des mailles de
n’importe quel maillage 2D non structuré au travers du parametre w attaché a chaque aréte.

Une formule de quadrature apparait de maniére naturelle pour chaque valeur de ce parameétre : en prenant
comme point de contréle le point milieu de I'aréte, et en lui associant un poids a(w) (a(w) = f(w)2t (cf
eq. (2.14)) qui généralise la formule de Simpson si w = 1 car (1) = 3).
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Dans le cadre d’écriture de schéma avec flux ponctuels, nous insistons sur le fait que le schéma limite
w — 0 ne tend pas vers la version “polygonale” du schéma (essentiellement car lim,_,o a(w) > 0). L’utilisa-
tion de la description en terme de conique dégénérée permet notamment de gagner un ordre de précision sur
le schéma spatial car la quadrature des flux semble étre d’ordre 3 (cela reste & démontrer).

Nous insistons sur le fait que d’avoir défini une montée en ordre liée au paramétrage des arétes permet
de gérer n’importe quel type de maillage : maillage cartésien, non-structurés, ALE-AMR, et
ALE-Discontinue dans un cadre volumes finis (cf Fig 5.18).

Il est fondamental de souligner que dans le cadre des méthodes de schéma volumes finis
aux nceuds sur maillages coniques nous avons donc la propriété de voir que la montée en ordre sur
la géométrie permet de gagner a la fois en stabilité et en ordre de précision sur le schéma global.

Les résultats sont donc encourageants et permettent d’envisager une utilisation de schémas volumes finis
coniques sur une classe plus large d’EDP :

— hyperbolique non-linéaire avec ou sans terme source (Euler compressible, etc ..)

— parabolique (diffusion).

— Navier-Stokes (compressible), Interaction Fluide Structure, ... etc.
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Annexe A

Stabilité sur des variables
dépendantes : énergie interne

On s’intéresse ici au cas de ’advection des quantités conservatives densité p, quantité de mouvement pu
et de I’énergie totale pFE :

dip+V - (ap) =0, (A1)
Opu+V - (a®pu) =0, (A.2)
OpE +V - (apE) = 0. (A.3)

Le probléme est le controle de la stabilité de 1'énergie interne massique e = E — 1|ul?.

Combinaison convexe

Vn:a, >0 et tels que Zan =1. (A.4)

Variables volumiques :
Ja vérifiant(A.4) telle que VQ € {p, pu, pE} ot = Z agQ%. (A.5)

Kev(C)
Variables massiques :
E
Ik vérifiant(4.4) telle que VT € fu="2 E="2)  1ati = S gy (A.6)
p p Kev(C)

Proposition 2. Sous I'hypothése LCHP de la densité pg, de I'énergie totale ma851que E7 et de la vitesse ug,
alors ’énergie interne massique egﬂ obtenue a posteriori par e"Jrl = E"+1 5 |u"+1\2 vérifie le principe du
maximum suivant :
min €% < et < max €% + - max [u%, — u?,|? (A.7)
cevie) C 7Y Toevio) C 4@ krevexve)y ¢ K

Démonstration. D’aprés A.6, on a pour la norme au carré de la vitesse au temps n + 1 :

g E =1 Y Brukl (A-8)
Kev(C)
et I’énergie totale massique :
mn n 1 e
Eitt = " BBy Z Brc (e + 5k 2) (A.9)
Kev(C) Kev(0)
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On pose :

_ n |2
lucl* = Xkevio) 5K|‘:K| , (A.10)
€c = ZKGV(C) Brek
Avec (A.10), on réecrit (A.9) :
— 11—
Engl =e€c + §|uc|2 (A.11)
On a donc :
1
= B junttp (A12)
1, — "
= e+ 5(\110\2 — Jugt?) (A.13)
on cherche donc une estimation de
Sein = ([uc]? — [ugt[?) (A.14)

Ocin = ZKEV(C) Br|uf]® — Z(K7L)e\7(0)2 BrBr(uf,ul)

Sein =Y Br(1—pr)uk|” - >, BrBr(uk,uf) A5
KeV(C) (K,L)eV(C)2,K#L ( ’ )
Al AQ
en remarquant que
1-— /BK = Z /8L7
LeV(C),L#K
on peut réécrire A; dans A.15 :
A, = > B Brul|? (A.16)
(K,L)eV(C)2,K#L
1
-5 X BBl upP) (A.17)

(K,L)eV(C)?,K#L

Ainsi comme (uf,u}) = (Juk|? + [u}|? — [ulk — u}|?), l'équation (A.14)(A.15) beip = Ay — Ay se réécrit :

1 n n 1 n n
Ocin = 5 Z B Brluf —ui|? (= 5 Z BrBrluf —uif?), (A.18)
(K,L)EV(C)2,K#L (K,L)eV(C)?
on a :
1
0 < Gein < 5 > B BL max luf — uf |? (A.19)
< (K,L)eV(C)2,K#L
(K,L)EV(C)?,K#L
de plus :
1
max Z Bxbr=1— ———— (A.20)
B (K.L)T @2 KL card(V(C))
On a ainsi :

1 1
<5(‘in<71* =
0<4é,. _2(

_ a ul — up? A21
card(V(C’))) (K,L)eIXI/l(C)‘(){K;éL Juwic — ui| ( )

Finalement, pour une estimation qui ne dépende pas de la connectivité locale du maillage

1
0<d¢in < = max [uly —uf|? (A.22)
2 (K,L)EV(C)2,K#L

et on peut bien slir prendre le maximum pour K=L dans (A.22). O

A noter que les bornes ne dépendent pas du schéma de discrétisation.
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Annexe B

Etude d’erreur pour la reconstruction
polynomiale

Ce chapitre fait référence a une étude d’erreur sur maillage conique du polyndéme de reconstruction
(3.3.2.2).
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discrétisation 6x6 11 x 11 21 x 21 A1 x 41 81 x 81 161 x 161 | 321 x 321
w=0 0.76845 | 0.0309562 | 0.00295463 | 0.000345888 | 4.25389¢-05 | 5.205856-06 | 6.61311e-07
ord; 4.63 3.39 3.09 3.02 3.01 3.00
61.5351 | 4.17729 | 0.505871 | 0.0663836 | 0.0086343 | 0.00110512 | 0.000139915
ordoc 3.88 3.05 2.93 2.94 2.97 2.98
w=1le—4 0.768456 | 0.030956 | 0.00295464 | 0.000345889 | 4.25389¢-05 | 5.295856-06 | 6.61311e-07
ord; 4.63 3.39 3.09 3.02 3.01 3.00
61.5355 | 4.17731 | 0.505886 | 0.0663838 | 0.00863432 | 0.00110513 | 0.000139917
ordoc 3.88 3.05 2.93 2.94 2.97 2.98
w=01 0.770802 | 0.03082 | 0.00297233 | 0.000346459 | 4.26021e-05 | 5.302366-06 | 6.62163¢-07
ord; 4.64 3.37 3.10 3.02 3.01 3.00
61.9252 | 4.19166 | 0.519356 | 0.0665628 | 0.00865274 | 0.00111285 | 0.000141136
ordoc 3.88 3.01 2.96 2.94 2.96 2.98
w=05 0.780926 | 0.0306965 | 0.00304595 | 0.000351197 | 4.3241e-05 | 5.38371e-06 | 6.7231e-07
ord; 4.67 3.33 3.12 3.02 3.01 3.00
62.902 | 4.23771 | 0.554276 | 0.0670911 | 0.0087009 | 0.00113827 | 0.000148426
ordos 3.89 2.93 3.05 2.95 2.93 2.94
w=09 0.789243 | 0.0307721 | 0.00310211 | 0.000355722 | 4.38672e-05 | 5.46551e-06 | 6.8246e-07
ord, 4.68 3.31 3.12 3.02 3.00 3.00
634711 | 4.26893 | 0.573286 | 0.067449 | 0.00873024 | 0.00115506 | 0.000152642
ordoc 3.89 2.90 3.09 2.95 2.92 2.92
w=1 0.790973 | 0.0307968 | 0.00311338 | 0.000356682 | 4.40003¢-05 | 5.48297¢-06 | 6.84904e-07
ord, 4.68 3.31 3.13 3.02 3.00 3.00
635793 | 4.27506 0.5767 0.0675205 | 0.00873597 | 0.00115828 | 0.00014455
ordoc 3.89 2.89 3.09 2.95 2.91 3.00
w=11 0.792579 | 0.0308218 | 0.00312373 | 0.000357575 | 4.41243¢-05 | 5.499226-06 | 6.86679¢-07
ordl 168 3.31 3.13 3.02 3.00 3.00
63.6777 | 4.28066 | 0.579739 | 0.0675862 | 0.00874123 | 0.00116119 | 0.000154036
ordoo 3.89 2.88 3.10 2.95 2.91 2.91
w=2 0.802812 | 0.0310157 | 0.00318722 | 0.000363276 | 4.49152¢-05 | 5.603056-06 | 6.99925¢-07
ord; 4.69 3.28 3.13 3.02 3.00 3.00
642701 | 4.31472 | 0.596757 | 0.0679962 | 0.00877407 | 0.00117838 | 0.000147697
ordoc 3.90 2.85 3.13 2.95 2.90 3.00
w=5 0.814828 | 0.0312958 | 0.00325668 | 0.000369386 | 4.58294e-05 | 5.72297¢-06 | 7.14929¢-07
ord; 4.70 3.26 3.14 3.01 3.00 3.00
64.9226 | 4.35208 | 0.612806 | 0.0684654 | 0.00881319 | 0.00119598 | 0.000150127
ordos 3.90 2.83 3.16 2.96 2.88 2.99
w=10 0.819403 | 0.0314131 | 0.00328158 | 0.000372353 | 4.6169¢-05 | 5.76743e-06 | 7.20495¢-07
ord, 4.70 3.26 3.14 3.01 3.00 3.00
65.1652 | 4.36569 | 0.617971 | 0.0686413 | 0.00882877 | 0.00120198 | 0.000150891
ordoc 3.90 2.82 3.16 2.96 2.88 2.99
w = 100 0.822368 | 0.031493 | 0.00329711 | 0.000373928 | 4.63846¢-05 | 5.79558¢-06 | 7.240256-07
ord, 4.71 3.26 3.14 3.01 3.00 3.00
65.3222 | 4.3743 | 0.620983 | 0.068754 | 0.00883931 | 0.00120561 | 0.000151332
ordoc 3.90 2.82 3.18 2.96 2.87 2.99
Wedge € (0,100) || 0.811715 | 0.031013 | 0.0031773 | 0.000363077 | 4.47512¢-05 | 5.58617¢-06 | 6.97868¢-07
ord; 4.71 3.29 3.13 3.02 3.00 3.00
62.3505 | 4.0023 | 0.545835 | 0.0601980 | 0.00874952 | 0.00119807 | 0.000148986
ordc 3.96 2.87 3.18 2.78 2.87 3.00

TABLE B.1 — Etude d’erreur et d’ordre pour la fonction définie par (3.52) (3.53) pour différentes valeurs du
poids w. L’erreur globale calculée par (3.31) pour toutes les valeurs de ce tableau est inférieure a le-14.
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discrétisation 6 x 6 11 x 11 21 x 21 41 x 41 81 x 81 161 x 161 | 321 x 321
w=0 0.408291 | 0.0510363 | 0.0063795 | 0.00079744 | 9.96804e-05 | 1.2466-05 | 1.55751e-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.766593 | 0.0958242 | 0.011978 | 0.00149725 | 0.000187157 | 2.33946e-05 | 2.924336-06

ordoc 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
w=1le—4 0.408273 | 0.0510341 | 0.00637927 | 0.00079741 | 9.96761e-05 | 1.24595¢-05 | 1.55744e-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.766639 | 0.0958291 | 0.0119787 | 0.00149735 | 0.000187169 | 2.33963¢-05 | 2.926736-06

ordoc 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
w=01 0.408517 | 0.0510678 | 0.00638367 | 0.00079796 | 9.97436¢-05 | 1.24681e-05 | 1.55853¢-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.807539 | 0.100295 | 0.0126366 | 0.00158618 | 0.000198067 | 2.4855¢-05 | 3.106126-06

ordos 3.00 2.99 2.99 3.00 2.99 3.00
w=05 0.411109 | 0.0514338 | 0.00643248 | 0.00080408 | 0.000100493 | 1.25635¢-05 | 1.57059¢-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.91211 | 0.111709 | 0.0143495 | 0.0018197 | 0.000226746 | 2.86747¢-05 | 3.59522¢-06

ordos 3.03 2.96 2.98 3.00 2.98 3.00
w=09 0.413694 | 0.0517977 | 0.00648129 | 0.00081016 | 0.000101241 | 1.26586e-05 | 1.58278¢-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.968207 | 0.118106 | 0.0152927 | 0.00194851 | 0.000243816 | 3.08676e-05 | 3.95578¢-06

ordog 3.04 2.95 2.97 3.00 2.98 2.96
w=1 0.413793 | 0.0518498 | 0.0064911 | 0.00081142 | 0.000101399 | 1.26789¢-05 | 1.585166-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 2.96 3.00
0.982598 | 0.119781 | 0.0154637 | 0.00197183 | 0.000246969 | 3.12674e-05 | 3.918156-06

ordoc 3.04 2.95 2.97 3.00 2.98 3.00
w=11 0.414754 | 0.0519471 | 0.00650138 | 0.00081265 | 0.000101548 | 1.26977¢-05 | 1.58754e-06

ord, 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
0.987197 | 0.120353 | 0.0156167 | 0.00199306 | 0.000249796 | 3.16281e-05 | 3.962156-06

ordoc 3.04 2.95 2.97 3.00 2.98 3.00
w=2 0.418002 | 0.0524041 | 0.00656316 | 0.00082030 | 0.000102493 | 1.28177e-05 | 1.60269¢-06

ord; 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
1.03763 | 0.126342 | 0.0164945 | 0.00211848 | 0.000265968 | 3.37089¢-05 | 4.20766-06

ordos 3.04 2.94 2.96 2.99 2.98 3.00
W= 0.421719 | 0.0529276 | 0.00663429 | 0.00082908 | 0.000103582 | 1.29556e-05 | 1.62011e-06

ord; 2.99 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
1.0878 0.132015 | 0.0173891 | 0.00223933 | 0.000281597 | 3.585746-05 | 4.4752¢-06

ordos 3.04 2.92 2.96 2.99 2.97 3.00
w =10 0.42308745 | 0.05312096 | 0.00666065 | 0.00083234 | 0.00010399 | 1.30069¢-05 | 1.62658¢-06

ord; 2.99 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
1.10650526 | 0.13382129 | 0.01771301 | 0.00227824 | 0.00028663 | 3.66740e-05 | 4.57881e-06

ordog 3.05 2.92 2.96 2.99 2.97 3.00
w = 100 0.42395411 | 0.05324404 | 0.00667742 | 0.00083441 | 0.00010425 | 1.30397¢-05 | 1.63072¢-06

ord; 2.99 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
1.12241526 | 0.13537858 | 0.01799445 | 0.002314642 | 0.00028953 | 3.73611e-05 | 4.66766¢-06

ordoc 3.05 2.91 2.96 3.00 2.95 3.00

TABLE B.2 — Etude d’erreur et d’ordre pour la fonction définie par (3.54) (3.55) pour différentes valeurs du
poids w. L’erreur globale calculée par (3.31) pour toutes les valeurs de ce tableau est inférieure a 2e-12.
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discrétisation 6x6 11 x 11 21 x 21 41 x 41 81 x 81 161 x 161 321 x 321
w=20 0.125837 | 0.0245754 | 0.00348796 | 0.000449878 | 5.66837e-05 | 7.09964e-06 | 8.879e-07
ord; 2.36 2.82 2.95 2.99 3.00 3.00
0.387527 | 0.0750152 | 0.0104733 | 0.00137532 | 0.000174058 | 2.18248e-05 | 2.73021e-06
ordeo 2.37 2.84 2.93 2.98 3.00 3.00
w=1le—4 0.125836 | 0.0245752 | 0.00348796 | 0.000449878 | 5.66838e-05 | 7.09964e-06 | 8.879e-07
ord; 2.36 2.82 2.95 2.99 3.00 3.00
0.387536 | 0.0750193 | 0.0104739 | 0.00137541 | 0.000174069 | 2.1826e-05 | 2.73037e-06
orde 2.37 2.84 2.93 2.98 3.00 3.00
w=0.1 0.126475 | 0.0246123 | 0.00348798 | 0.000450354 | 5.67419e-05 | 7.10677e-06 | 8.88792e-07
ord; 2.36 2.82 2.95 2.99 3.00 3.00
0.395131 | 0.0787396 | 0.0110355 | 0.00145572 | 0.000184488 | 2.30504e-05 | 2.89469e-06
orde 2.33 2.83 2.92 2.98 3.00 2.99
w=0.5 0.128748 | 0.0249268 | 0.00352008 | 0.000455697 | 5.74091e-05 | 7.18952e-06 | 8.99185e-07
ord; 2.37 2.82 2.95 2.99 3.00 3.00
0.416927 | 0.0887683 | 0.0125277 0.0016687 | 0.000212625 | 2.66412e-05 | 3.35542e-06
orde 2.23 2.82 2.91 2.97 3.00 2.99
w=20.9 0.130356 | 0.0252222 | 0.0035564 | 0.000461023 | 5.80762e-05 | 7.27248e-06 | 9.09617e-07
ord; 2.37 2.83 2.95 2.99 3.00 3.00
0.440312 | 0.0945497 | 0.0133752 | 0.00178895 | 0.000228918 | 2.86981e-05 | 3.62408e-06
ordee 2.22 2.82 2.90 2.97 3.00 2.99
w=1 0.13117 | 0.0252831 | 0.00356408 | 0.00046216 | 5.82187e-05 | 7.2902e-06 | 9.11836e-07
ord; 2.38 2.83 2.95 2.99 3.00 3.00
0.438492 | 0.0957047 | 0.0135318 | 0.00181109 | 0.000231953 | 2.90778e-05 | 3.67425e-06
orde 2.20 2.82 2.90 2.96 3.00 2.98
w=11 0.130963 | 0.0253415 | 0.00357173 | 0.000463217 | 5.83512e-05 | 7.30671e-06 | 9.1391e-07
ordl 2.37 2.83 2.95 2.99 3.00 3.00
0.448458 | 0.0965914 | 0.0136727 | 0.00183099 | 0.00023469 | 2.94192e-05 | 3.71944e-06
orde 2.22 2.82 2.90 2.96 3.00 2.98
w =2 0.132729 | 0.0257034 | 0.00361969 | 0.000469979 | 5.91994e-05 | 7.41237e-06 | 9.27188e-07
ord; 2.37 2.83 2.95 2.99 3.00 3.00
0.470831 | 0.10229 0.0144991 | 0.00194733 | 0.000250855 | 3.14158e-05 | 3.98594e-06
orde 2.20 2.82 2.90 2.96 3.00 2.98
w=>5 0.134652 | 0.026113 | 0.00367617 | 0.000477817 | 6.01837e-05 | 7.53515e-06 | 9.42616e-07
ord; 2.37 2.83 2.94 2.99 3.00 3.00
0.494739 | 0.108561 | 0.0154052 | 0.00207409 | 0.000268687 | 3.35878e-05 | 4.27824e-06
orde 2.19 2.82 2.89 2.95 3.00 2.97
w =10 0.135346 | 0.0262631 | 0.00369742 | 0.00048074 | 6.05514e-05 | 7.58107e-06 | 9.48384e-07
ord; 2.37 2.83 2.94 2.99 3.00 3.00
0.504415 | 0.111185 | 0.0157852 0.002127 0.000276123 | 3.44864e-05 | 4.39903e-06
ordee 2.18 2.82 2.89 2.95 3.00 2.97
w = 100 0.13578 | 0.0263579 | 0.00371105 | 0.000482607 | 6.07864e-05 | 7.61045e-06 | 9.52075e-07
ord; 2.36 2.83 2.94 2.99 3.00 3.00
0.513387 | 0.113722 | 0.0161554 | 0.00217822 | 0.000283223 | 3.53422e-05 | 4.51298e-06
orde 2.17 2.82 2.89 2.94 3.00 2.97
Wedge € (0,100) || 0.128295 | 0.0255909 | 0.00362455 | 0.000467709 | 5.90153e-05 | 7.39618e-06 | 9.25165e-07
ord; 2.33 2.82 2.95 2.99 3.00 3.00
0.474265 | 0.111313 | 0.0155972 | 0.00208964 | 0.000261937 | 3.41149e-05 | 4.32031e-06
orde 2.09 2.84 2.90 3.00 2.94 2.98

TABLE B.3 — Etude d’erreur et d’ordre pour la fonction définie par (3.56) (3.57) pour différentes valeurs du
poids w. L’erreur globale calculée par (3.31) pour toutes les valeurs de ce tableau est inférieure a 5e-15.
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Annexe C

Etude d’erreur détaillée de la méthode
APITALI sur I’équation de transport

Remarque 17. Ici et dans la suite, lorsque des cases d’un tableau ne sont pas remplies, cela est dii au fait que
le temps de calcul est trop grand.

C.1 Cas test 1 (solution réguliére et vitesse constante)

C.1.1 Comparaisons numériques sur variable volumique

(0]



Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | MOOD-P2 | APITALI ((.75,5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.127950279 | 0.138488330 0.129885894 0.129781458
erroo 0.309875740 | 0.412204482 0.327991582 0.327340848
A1xA1 erry 0.019422817 | 0.018789046 0.019323034 0.019338664
CIToe 0.047734028 | 0.137659157 0.070591261 0.066843156
ord; 2.72 2.88 2.75 2.75
orde 2.70 158 2.22 2.29
8Ix81 erry 0.002502883 | 0.002590987 0.002504049 0.002503737
eIToo 0.006169632 | 0.043445329 0.018457171 0.014716580
ord; 2.96 2.86 2.95 2.95
orde 2.95 1.66 1.94 2.18
161x161 erry 0.000314425 | 0.000366513 0.000314427 0.000314426
CTToe 0.000775625 | 0.013507525 0.005553752 0.003878570
ord; 2.99 2.82 2.99 2.99
orde 2.99 1.69 1.73 1.92

TABLE C.1 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliere, CFL=0.5 dans
(5.87) polygone, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90)
pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.13347836 | 0.142827486 0.1351605254 0.1351459121
eIt 0.32239147 | 0.416909891 0.342663889 0.3425568336
41x41 erry 0.020486169 | 0.019981501 0.02039664025 0.020414058
elTo 0.050279180 | 0.130143739 0.07308113161 0.068559878
ord; 2.70 2.84 2.73 2.73
orde, 2.68 1.68 2.23 2.32
81x81 erry 0.002651814 | 0.00268502 0.002652599 0.002652337
eIToo 0.006538855 | 0.04113442 0.018831557 0.014574334
ord; 2.95 2.90 2,94 2,94
orde 2.94 1.66 1.96 2.23
161x161 erry 0.000336912 | 0.000375326 0.0003369095 0.0003369102951
eIToo 0.000833508 | 0.012945548 0.0055792549 0.003757294879
ord; 2.98 2.84 2.98 2.98
orde, 2.97 1.67 1.76 1.96

TABLE C.2 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliere, cas CFL=0.5
dans (5.87), cas parabolique : w = 1 pour chaque aréte, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.1370983359 0.1453305063 0.1386940023 0.1386847792
eIl 0.3323364612 0.4162424062 0.3488158502 0.3487070293
41x41 erry 0.02121198677 | 0.02077949723 0.02113153952 0.02114412429
eIl 0.05216312445 0.123945803 0.07244411102 0.06931451665
ordy 2.69 2.81 2.71 2.71
orde 2.67 1.75 2.27 2.33
81x81 erry 0.002746204937 | 0.00276169040
eIT oo 0.006770166417 | 0.03889869024
ord; 2.95 2.91
ordeg 2.95 1.67
161x161 erry
eITs
ord;
orde,

TABLE C.3 — Flux aux arétes

: Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps

: solution réguliere, CFL=0.5

dans (5.87), coniques aléatoires (poids w différent par aréte dans [0,100]), on prend pour W¢ (la matrice de

pondération des moindres carrés (3.17))

7

: k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).




Variation sur la puissance dans la matrice de poids des moindres carrés (3.17) k=0 et k=4

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 02330720548 02390330835 0.2339804792 0.2339770849
TToo 0.5633474296 0.5959814505 0.5664510633 0.5664399045
A1x41 erry 0.04311434158 | 0.04294699574 0.04310526961 0.04310852907
CITo 0.1059991772 0.1836379345 0.1165031776 0.1157660573
ord; 2.43 2.48 2.44 2.44
ordog 2.41 1.70 2.28 2.29
81x81 erry 0.005733587774 | 0.005731709538 0.005733650056 0.005733351515
TTo 0.0141352244 | 0.06040983772 0.02443449489 0.02044837422
ord; 2.91 2.91 2.91 2.91
ordog 2.91 1.60 2.25 2.50
161x161 erry 0.0007235999605 | 0.0007530966284 0.0007235897198 0.0007235936046
eITo 0.001785040995 | 0.01828173641 0.006689395722 0.004489049598
ord; 2.99 2.93 2.99 2.99
ordo 2.99 1.72 1.87 2.19

TABLE C.4 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliere, CFL=0.5 dans
(5.87), cas polygonal pour toutes les arétes, on prend pour W (la matrice de pondération des moindres
carrés (3.17)) : k=0, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.05366173364 0.06485931152 0.05538322244 0.05537122896
erT oo 0.1302536246 0.2999116874 0.1834668451 0.1821406839
41x41 erry 0.007254765178 | 0.007782549802 0.007179847594 0.007188266402
eIToo 0.01783210197 0.09576788436 0.04786410784 0.04443937621
ord; 2.89 3.06 2.95 2.95
orde, 2.87 1.65 1.94 2.04
81x81 erry 0.0009180812677 | 0.001173073132 0.0009186318107 0.0009183459005
eITo 0.002263120579 0.0300495592 0.01416686488 0.01207204737
ord; 2.98 2.73 2.97 2.97
orde, 2.98 1.67 1.76 1.88
161x161 erry 0.0001150021511 | 0.0001661845555 0.0001197572669 0.0001165265019
eIToo 0.0002836868775 | 0.009584659522 0.004442046725 0.003560245077
ord; 3.00 2.82 2.94 2.98
orde, 3.00 1.65 1.67 1.76

TABLE C.5 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliere, CFL=0.5 dans
(5.87), cas polygonal pour toutes les arétes, on prend pour W (la matrice de pondération des moindres
carrés (3.17)) : k =4, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 | APITALI ((.75,5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.1708249222 0.2019900568 0.1760197286 0.1760197323
erT oo 0.3434101861 0.4057287906 0.3516442882 0.3516442235
41x41 erry 0.03499792653 | 0.04044402129 0.03601885016 0.03594819164
eIToo 0.06970531269 0.139637695 0.07642576741 0.07460298419
ord; 2.29 2.32 2.29 2.29
orde, 2.30 1.53 2.20 2.24
81x81 erry 0.007105950122 | 0.007966058228 0.007304271243 0.007247435231
elTo 0.01432542997 | 0.04651076106 0.02139394534 0.01806097226
ord; 2.30 2.34 2.30 231
orde, 2.28 1.59 1.84 2.05
161x161 erry 0.001636728155 | 0.001746540442 0.001665040573 0.001655599721
eIT 0.003324186229 | 0.01485168644 0.006555224129 0.004939257945
ord; 212 2.19 213 213
orde, 211 1.65 1.71 1.87
TABLE C.6 — Flux aux noeuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : schéma (4.23) (4.24) : solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87), polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés
(3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.1343664786 0.1469112758 0.1364484183 0.1364370874
eIt 0.3177862349 0.411793856 0.3374360399 0.3373784149
41x41 erry 0.02091023648 0.02045549598 0.02080681534 0.02081662404
eIToo 0.04956803902 0.1290136187 0.07398230265 0.07153659331
ord; 2.68 2.84 2.71 2.71
orde, 2.68 1.67 2.19 2.24
81x81 erry 0.002714550392 | 0.002879905017 0.002716093948 0.002715719491
erT oo 0.006439363763 0.041005107 0.01935726171 0.01601965738
ord; 2.95 2.83 2.94 2.94
ordee 2.94 1.65 1.93 2.16
161x161 erry 0.0003450366911 | 0.0004043952791 0.0003500469985 0.0003460682415
eIToo 0.0008189867978 | 0.01305217506 0.005671211826 0.004249260245
ord; 2.98 2.83 2.96 2.97
orde, 2.98 1.65 1.77 1.91
TABLE C.7 — Flux aux noeuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : schéma (4.23) (4.24) : solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87), coniques parabolique (w = 1), on prend pour W (la matrice de pondération
des moindres carrés (3.17)) : k =2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.1324729785 0.1452246429 0.1344671658 0.1344507721
erT oo 0.3140221336 0.4239207967 0.3374084529 0.3371236295
41x41 erry 0.02073429245 0.02035727799 0.02067631614 0.0206825057
eITo 0.04994057397 0.1421512707 0.07424650469 0.07156923719
ord; 2.68 2.83 2.70 2.70
orde, 2.65 1.58 2.18 2.24
81x81 erry 0.002846086682 | 0.002996797103 0.002843885668 0.002844469052
elTo 0.006789802899 0.0448025349 0.01951565739 0.01622628822
ord; 2.86 2.76 2.86 2.86
orde, 2.88 1.67 1.93 2.14
161x161 erry 0.0004322788305 | 0.0004989726308 0.0004360330138 0.0004327600517
IToo 0.000999630545 | 0.01387881553 0.005906145596 0.004383841017
ord; 2.72 2.59 2.71 2.72
orde, 2.76 1.69 1.72 1.89
TABLE C.8 — Flux aux noeuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : schéma (4.23) (4.24) : solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87), coniques dégénéré (w = 0), on prend pour W¢ (la matrice de pondération
des moindres carrés (3.17)) : k =2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Remarque 18. Pour les schéma aux nceuds, on remarque que le schéma purement polygonal (C.6) n’est pas
d’ordre optimal, il est seulement d’ordre 2. La quadrature associée aux flux (4.23) n’est pas d’ordre 3 (elle

fait seulement intervenir les 2 points extrémités par aréte

: c’est une méthode des trapézes). Au contraire,

deés que I'on consideére des coniques, le point milieu S supplémentaire (et le poids associé f(w)“tL) permet

w

d’avoir l'ordre 3 voir les tableaux (C.7) (C.9). Dans le cas d’'une conique dégénérée (pour w = 0, ce méme
poids prend une valeur finie positive), on obtient un ordre 2.7/2.8 voir le tableau (C.8).

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 APITALT ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 erry 0.1355457679 0.1476778416 0.137706292 0.1376967057
€It 0.3229430534 0.4049628434 0.3423961914 0.3422901359
41x41 erry 0.02122254266 0.0208777791 0.02111257691 0.02112107457
€T 0.05042034802 0.1206404221 0.07320444338 0.07156764353
ord; 2.68 2.82 2.71 2.70
orde, 2.68 1.75 2.23 2.26
81x81 erry 0.002756984557 0.002896519206 0.002759315259 0.002758689731
eIty 0.006925484183 0.03815756458 0.01899978989 0.01577252028
ord; 2.94 2.85 2.94 2.94
ordes, 2.86 1.66 1.95 2.18
161x161 erry 0.0003501184986 | 0.0004041176204 0.0003554798212 0.000351437073
eITyo 0.0008958147231 0.01225106479 0.005478701054 0.004134364158
ord; 2.98 2.84 2.96 2.97
orde, 2.95 1.64 1.79 1.93
TABLE C.9 — Flux aux neceuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : schéma (4.23) (4.24) : solution

réguliere, CFL=0.5 dans (5.87), coniques aléatoires (poids w différent par aréte dans [0,100]), on prend pour
W (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

80




C.1.2 Comparaisons numériques sur variables massiques

Dans cette section, on se propose de tester 'advection de 2 variables, la densité p et pE, ou E est donc une
quantité massique, ’énergie totale massique par exemple. On met donc en ceuvre 'algorithme 1 avec soit
I’algorithme 3 soit 'algorithme 2.

C.1.2.1 Approche Leibniz

Schéma avec flux aux arétes (4.12) (4.17)

Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 p erry 0.1279503 0.1384883 0.1298859 0.1297815
perro, | 0.3098757 0.4122045 0.3279916 0.3273409
Eerr; | 0.1283230 0.1395493 0.1301752 0.1301367
Eerroo | 0.3153244 0.4150138 0.3316352 0.3312583
A1x41 p erry 0.01042238 0.0187891 0.0193230 0.0193387
perr | 0.0477340 0.1376592 0.0705913 0.0668432
ord; 272 2.88 2.75 2.75
ordo 2.70 1.58 2.22 2.29
Eerr; | 0.0200675 0.0194943 0.0199540 0.0199741
E erroo | 0.0484112 0.1390418 0.0703313 0.0671122
ord; 2.67 2.84 2.71 2.70
ordo 2.70 1.58 2.24 2.30
81x81 p erry 0.0025029 0.0025910 0.0025041 0.0025037
perro, | 0.0061696 0.0434453 0.0184572 0.0147166
ord; 2.96 2.86 2.95 2.95
ordog 2.95 1.66 1.94 2.18
Eerr; | 0.0026290 0.0027166 0.0026243 0.0026255
E erro, | 0.0063998 0.0435721 0.0185820 0.0147187
ord, 2.93 2.84 2.93 2.93
ordog 2.92 1.67 1.92 2.19
161x161]  p erry 0.0003144 0.0003665 0.0003144 0.0003144
perro, | 0.0007756 0.0135075 0.0055538 0.0038786
ord; 2.99 2.82 2.99 2.99
ordo 2.99 1.69 1.73 1.92
Eerr; | 0.0003311 0.0003852 0.0003311 0.0003310
E crro, | 0.0008078 0.0135400 0.0055763 0.0038982
ord; 2.99 2.89 2.99 2.99
ordo 2.99 1.69 1.74 1.92

TABLE C.10 — Flux aux arétes :

Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz)

: solution réguliere,

cas CFL=0.5 dans (5.87), cas polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés
(3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))
21x21 p €erry 0.13347836 0.142827486 0.1351605254 0.1351459121
P €IToo 0.32239147 0.416909891 0.342663889 0.3425568336
E err; 0.13394921 0.1434590176 0.1356000411 0.1355927287
E erro 0.32892726 0.4206440827 0.3457846249 0.3457541136
41x41 p erry 0.020486169 0.019981501 0.02039664025 0.020414058
p €Il 0.050279180 0.130143739 0.07308113161 0.068559878
ord; 2.70 2.84 2.73 2.73
orde 2.68 1.68 2.23 2.32
E err; 0.021140098 0.020659797 0.0210347516 0.0210562745
B erry, 0.050942312 0.130481440 0.0715796953 0.0684382814
ord; 2.66 2.80 2.69 2.69
ordee 2.69 1.69 2.27 2.34
81x81 p erry 0.002651814 0.00268502 0.002652599 0.002652337
p €T 0.006538855 0.04113442 0.018831557 0.014574334
ord; 2.95 2.90 2.94 2.94
orde 2.94 1.66 1.96 2.23
E err; 0.002788402 0.00280927 0.002784291 0.002785666
E erro 0.006755791 0.04102539 0.018668826 0.014326051
ord; 2.92 2.88 2.92 2.92
orde 291 1.67 1.94 2.26
161x161 p €rry 0.000336912 0.000375326 0.0003369095 0.0003369102951
p eIl 0.000833508 0.012945548 0.0055792549 0.003757294879
ord; 2.98 2.84 2.98 2.98
orde 2.97 1.67 1.76 1.96
E erry 0.000357557 0.000397818 0.0003576554697 0.0003575752179
E erry 0.000873471 0.01297644835 0.005593933819 0.003743079865
ord, 2.96 2.82 2.96 2.96
orde 2.95 1.66 1.74 1.94

TABLE C.11 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz) : solution réguliére,
cas CFL=0.5 dans (5.87), cas parabolique : w = 1 pour chaque aréte, on prend pour w¢ (la matrice de
pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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APITALI ((.75,5),(21,11

Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,.5),(11,6))
21x21 p erry 0.1370983359 0.1453305063 0.1386940023 0.1386847792
P €ITso 0.3323364612 0.4162424062 0.3488158502 0.3487070293
FE erry 0.1375930672 0.1461670619 0.139158215 0.1391463958
FE erry 0.3385122699 0.4222709981 0.3532602146 0.3531983032
41x41 p erry 0.02121198677 0.02077949723 0.02113153952 0.02114412429
p €ITo 0.05216312445 0.123945803 0.07244411102 0.06931451665
ord; 2.69 2.81 2.71 2.71
orde, 2.67 1.75 2.27 2.33
E errq 0.02189560592 0.02147242469 0.02180067622 0.02181716511
FE erry 0.0526974878 0.1245367989 0.07186382907 0.0696478272
ord; 2.65 2.77 2.67 2.67
orde, 2.68 1.76 2.30 2.34
81x81 p erry 0.002746204937 0.00276169040
P €ITso 0.006770166417 0.03889869024
ord; 2.95 291
ordee 2.95 1.67
FE erry 0.002883253593 0.002878492649
FE erry 0.006962363832 0.0386040759
ord; 2.92 2.90
ordse 2.92 1.69
161x161 p erry
p €IToo
ord;
ordeg
FE errq
FE erro
ordy
ordeo

TABLE C.12 — Flux aux arétes : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz) : solution réguliére, cas
CFL=0.5 dans (5.87), coniques aléatoires (poids w différent par aréte dans [0,100]), on prend pour W¢ (la
matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Schéma avec flux aux nceuds (4.23) (4.24)

APITALI ((.75,5),(21,11

Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,5),(11,6))
21x21 p err; 0.1708249222 0.2019900568 0.1760197236 0.1760197323
p eITo 0.3434101861 0.4057287906 0.3516442882 0.3516442235
E erry 0.1704207821 0.2015318512 0.1751732814 0.1751998092
E erro 0.3478621506 0.4099276738 0.3548548189 0.3548519156
A1x41 p erry 0.03499792653 0.04044402129 0.03601335016 0.03594819164
p eIty 0.06970531269 0.139637695 0.07642576741 0.07460298419
ord; 2.29 2.32 2.29 2.29
ordo 2.30 1.53 2.20 2.24
E erry 0.03486043344 0.04018022907 0.03574958969 0.035701957
E erro 0.08407020655 0.1415613735 0.08237605811 0.0824569785
ord; 2.29 2.33 2.29 2.29
ordog 2.05 1.53 2.11 2.11
81x81 p ety 0.007105950122 0.007966053228 0.007304271243 0.007247435231
p eITo 0.01432542997 0.04651076106 0.02139394534 0.01806097226
ord, 2.30 2.34 2.30 2.31
ordo 2.28 1.59 1.84 2.05
Eerr; | 0.007694902443 0.008491520956 0.00786560942 0.007810012905
E errog 0.02077031152 0.04734017069 0.02272948969 0.02065549416
ord; 2.18 224 2.18 2.19
ordac 2.02 1.58 1.86 2.00
161x161|  p err 0.001636728155 0.001746540442 0.001665040573 0.001655599721
perr, | 0.003324186229 0.01485168644 0.006555224129 0.004939257945
ord, 2.12 2.19 2.13 2.13
ordog 211 1.65 1.71 1.87
Eerr; | 0.001882084737 0.001987695955 0.001908256155 0.001899381492
E erro, | 0.005074375318 0.01525111275 0.007019390555 0.005482515691
ord; 2.03 2.09 2.04 2.04
ordog 2.03 1.63 1.70 1.91

TABLE C.13 — Flux aux nceuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz) : solution réguliére, cas
CFL=0.5 dans (5.87), polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) :
k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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APITALI ((.75,.5),(11,6))

APITALI ((.75,.5),(21,1

Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1))
21x21 p ety 0.1343664736 0.1469112758 0.1364484183 0.1364370874
p eITo 0.3177862349 0.411793856 0.3374360399 0.3373784149
E err; 0.1346074725 0.1472336341 0.1365919276 0.1365712459
E erro, 0.3220591918 0.4190959243 0.3430225715 0.3429406841
A1xA1 p eIty 0.02091023648 0.02045549598 0.02080681534 0.02081662404
p eITo 0.04956803902 0.1290136187 0.07398230265 0.07153659331
ord; 2.68 2.84 2.71 2.71
orde 2.68 1.67 2.19 2.24
E err; 0.02133138695 0.02088678247 0.02120426864 0.02121661471
E et 0.0502291773 0.1290603507 0.07254553283 0.0709083904
ord; 2.66 2.82 2.69 2.69
orde 2.68 1.70 2.24 2.27
8Ix81 p eIty 0.002714550392 0.002879905017 0.002716093948 0.002715719491
p eITo 0.006439363763 0.041005107 0.01935726171 0.01601965738
ord; 2.95 2.83 2.94 2.94
orde 2.94 1.65 1.93 2.16
E err; 0.002806385274 0.002977246802 0.002803629408 0.002803949135
E et | 0.006681337429 0.04097328296 0.0191346801 0.01575265106
ord; 2.93 2.81 2.92 2.92
ordo 2.91 1.66 1.92 2.17
161x161|  p erry 0.0003450366911 | 0.0004043952791 0.0003500469985 0.0003460682415
perre, | 0.0008189867978 0.01305217506 0.005671211826 0.004249260245
ord; 2.98 2.83 2.96 2.97
orde 2.98 1.65 177 1.91
Eerr; | 0.0003593704462 |  0.0004219870981 0.0003652132476 0.0003608828826
E erro, | 0.0008581350468 0.01310034664 0.005688474472 0.004260241647
ord; 2.97 2.82 2.94 2.96
orde 2.96 1.65 1.75 1.89

TABLE C.14 — Flux aux nceuds :

Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz) :

solution réguliere,

cas CFL=0.5 dans (5.87), coniques parabolique (w = 1) , on prend pour W¢ (la matrice de pondération des
moindres carrés (3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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APITALI ((.75,.5),(11,6))

APITALI ((.75,.5),(21,1

Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1))
21x21 p ety 0.1355457679 0.1476778416 0.137706292 0.1376967057
p elTog 0.3229430534 0.4049628434 0.3423961914 0.3422901359
E err; 0.1356944354 0.147916162 0.137845246 0.1378310511
E erro, 0.3258852887 0.409893163 0.3427138797 0.3426349302
A1xA1 p eIty 0.02122254266 0.0208777791 0.02111257691 0.02112107457
p eITog 0.05042034802 0.1206404221 0.073204443383 0.07156764353
ord; 2.68 2.82 2.71 2.70
orde 2.68 1.75 2.23 2.26
E err; 0.02157912968 0.02121600858 0.02143899538 0.02145240511
E erro 0.05158455505 0.1212818935 0.07313960476 0.07182770151
ord; 2.65 2.80 2.68 2.68
orde 2.66 1.76 2.23 2.25
8Ix81 p eIty 0.002756984557 0.002896519206 0.002759315259 0.002758689731
p eITo 0.006925484183 0.03815756458 0.01899978989 0.01577252028
ord; 2.94 2.85 2.94 2.94
orde 2.86 1.66 1.95 2.18
E err; 0.00283354568 0.00296890814 0.002830129899 0002830663783
E erro, | 0.007183603114 0.03794712117 0.01884918056 0.01559976189
ord; 2.93 2.84 2.92 2.92
orde 2.84 1.68 1.96 2.20
161x161]  p ey 0.0003501184986 | _ 0.0004041176204 0.0003554798212 0.000351437073
perre, | 0.0008958147231 0.01225106479 0.005478701054 0.004134364158
ord; 2.98 2.84 2.96 2.97
orde 2.95 1.64 1.79 1.93
Eerr; | 0.0003623548594 0.000419798292 0.0003690096011 0.0003646659058
E erroo | 0.001004958953 0.0122788962 0.005494747214 0.00416597678
ord; 2.97 2.82 2.94 2.96
orde 2.84 1.63 1.78 1.90

TABLE C.15 — Flux aux neceuds : Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Leibniz) : solution réguliére, cas
CFL=0.5 dans (5.87), coniques aléatoires (poids w différent par aréte dans [0,100]), on prend pour W¢ (la

matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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C.1.2.2 Approche directe

Schéma avec flux aux arétes (4.12) (4.17)

Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,5),(11,6)) | APITALI ((.75,5),(21,11))
21x21 p erry 0.1279503 0.2007893 0.1867145 0.1874552
perre, | 0.3098757 0.5066443 04734777 0.4750366
Eerr; | 0.1266009 0.1879105 0.1801706 0.1833879
E et | 0.3313981 0.5413326 0.4814184 0.4893635
ATxAl D ety 0.0194228 0.0463943 0.0600276 0.0585108
perre, | 0.0477340 0.2133997 0.3275278 0.3216428
ord; 2.72 2.11 1.64 1.68
orde 2.70 1.25 0.53 0.56
E err; | 0.0300790 0.0797643 0.0816871 0.0804085
E err, | 0.0818376 0.4205171 0.5640336 0.5723216
ord; 2.07 1.24 114 119
orde 2.02 0.36 —0.22 ~0.22
81x81 perry 0.0025029 0.0148418 0.0145855 0.0139925
perro, | 0.0061696 0.1913811 0.1817320 0.1642850
ord; 2.96 1.64 2.04 2.06
orde 2.95 0.16 0.85 0.97
Eerr; | 0.0050756 0.0275238 0.0258982 0.0256461
E erroe | 0.0132409 0.3931444 0.4074103 0.3979529
ord; 2.56 154 1.66 1.65
orde 2.63 0.10 0.47 0.52
161x161|  p errp 0.0003144 0.0032519 0.0028693 0.0033910
perros | 0.0007756 0.1233734 0.0643540 0.0848699
ord; 2.99 2.19 2.35 2.04
orde 2.99 0.63 1.50 0.95
E err; | 0.0006658 0.0028381 0.0080621 0.00921614
E erro, | 0.0017791 0.0724583 0.2854834 0.32070856
ord; 2.93 3.28 1.68 1.48
ordo 2.90 2.44 0.51 0.31

TABLE C.16 — Flux aux arétes :

Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Directe)

: solution réguliere,

cas CFL=0.5 dans (5.87), cas polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés
(3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. UNLIM APITALI ((0,0),(1,1)) | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,1
21x21 p erry 0.1334783636 0.2128586928 0.2016706083 0.2047702332
P €ITso 0.3223914657 0.537397125 0.5067172282 0.5145029399
E err; 0.1320045868 0.197888062 0.183915802 0.1890988143
FE errg 0.3441052005 0.5701691302 0.5148478674 0.517533008
41x41 p erry 0.02048616932 0.05918505858 0.07108399885 0.07190138856
P erTe 0.05027918042 0.2554067002 0.3180703596 0.3240670336
ord; 2.72 1.85 1.50 1.59
ordeg 2.70 1.07 0.67 0.67
E errq 0.03123774095 0.06073499007 0.07146116767 0.07309644589
FE erry 0.08552763356 0.3356512068 0.505085879 0.5138087538
ord; 2.07 1.70 1.36 1.37
ordeg 2.02 0.76 0.03 0.01
81x81 p erry 0.002651813728 0.01365254396 0.02281307045 0.02406343378
P €ITso 0.006538854993 0.184498578 0.2794679337 0.2879402354
ord; 2.95 2.12 1.64 1.58
ordee 2.94 0.47 0.19 0.17
FE erry 0.005354455663 0.01079323277 0.02041547625 0.02193117778
FE errg 0.01404404239 0.163270899 0.2994481885 0.3233102973
ord; 2.54 2.49 1.81 1.74
orde 2.61 1.04 0.75 0.67
161x161 perry 0.0003369116084
p erry 0.0008335084905
ord; 2.98
ordeg 2.97
FE erry 0.0007071824524
E erro 0.001921204743
ord; 2.92
ordeo 2.87

TABLE C.17 — Flux aux arétes :
cas CFL=0.5 dans (5.87), cas parabolique :

Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps (Directe) :

solution réguliere,

w = 1 pour chaque aréte, on prend pour W¢ (la matrice de
pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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C.1.2.3 Schéma aux arétes

On renvoie ici aux solutions obtenues par le schéma (4.12) (4.17).

C.1.3 APITALI sur une variable volumique ET massique

1 T 19
5.88

5.74

X

5.6
2.46 5.46
2.32 532
2.19 5.19
2.05 5.05
1.91 491

1.77 4.7

1.63 4.63

1.49 4.49

FIGURE C.1 — Flux aux arétes : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal et
méthode APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).

1.95
1.81
1.66
1.52
1.37
1.23

1.09

0.955 0.941
0.813 0.797
0.67 0.653
0.528 0.508
0.385 0.364
0.243 0.219

0.0751

FIGURE C.2 — Flux aux arétes : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de ’ordre 3 sur maillage
polygonal APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).
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2.88

2.74

2.6

2.46

2.32

2.18

2.05

1.91

1.77

1.63

1.49

F1eure C.3 — Flux aux arétes : Solution (nx,ny=41)
méthode APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et
t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

1.95
1.81
1.67
1.53
1.38

1.24

0.955
0.813

0.67

0.528

0.385

0.243

5.88

5.74

5.6

5.46

532

5.18

5.05

491

4.7

4.63

4.49

dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal et
a droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps final

0.931
0.785

0.639

0.494

0.348

0.202

0.0563

FIGURE C.4 — Flux aux arétes : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de ’ordre 3 sur maillage
polygonal avec APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps

final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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1 T
2.81 5.81
2.68 5.68
2.56 5.56
243 543
23 53
217 517
i 11 {204 5.04
191 492
179 479
1.66 4.66
1.53 453
14 44
127 4.28
0 i 115 415
0 1

FIGURE C.5 — Flux aux arétes : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal avec
métode APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps final t=2
(cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

1.05 1.05

0.9 0.9
0.75 0.75
0.6 0.6
0.45 0.45
0.3 0.3
0.15 0.15

FIGURE C.6 — Flux aux arétes : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de 'ordre 3 sur maillage
polygonal avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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C.1.3.1 Schéma aux nceuds

On renvoie ici aux solutions obtenues avec le schéma (4.23) (4.24).

1 T
2.81 5.81
2.68 5.68
4
5 2.55 5.55
X 243 542
] 43 5.
23 53
217 517
i 11 {204 5.04
191 491
1.79 4.79
1.66 4.66
153 453
14 44
128 427
0 | 115 415
0 1

F1GurRE C.7 — Flux aux nceuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal avec
méthode APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps final
t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

1.05 1.05

0.9 0.9
0.75 0.75
0.6 0.6
0.45 0.45
0.3 0.3

0.15 0.15

FIGURE C.8 — Flux aux nceuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de lordre 3 sur
maillage polygonal avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite énergie (en utilisant Leibniz) au
temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

92



1 T
287 5.87
273 573
26 56
246 5.46
232 532
218 4 5.18
]
] 11 1205 5 505
X

191 = 491
177 47

p
o 1.63 463

X

5 15 45

4
136 436
122 422
0 : 1.08 408

0 1

FIGURE C.9 — Flux aux nceuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal avec
méthode APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps final
t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).

1.95

1.82 1.81
1.68 1.67
1.54 1.53
1.41 1.39
1.27 1.25
1.13 1.11
0.998 0.973
0.861 0.833
0.725 0.693
0.588 0.553
0.451 0.413
0.315 0.273
0.178 0.133

F1cure C.10 — Flux aux nceuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur
maillage polygonal avec APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz)
au temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).
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1 T
287 5.87
273 573
26 56
246 5.46
232 532
218 & 5.18
]
] 11 1205 5 505
X

191 = 491
177 47

p
o 1.63 463

X
5 149 449

4
136 436
122 422
0 : 1.08 408

0 1

FIGURE C.11 — Flux aux noeuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de l'ordre 3 sur maillage polygonal avec
méthode APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

1.95
1.82
1.69 1.68
1.56 1.54
1.43 1.41
1.29 1.27

1.16 1.13

1.03 0.998
0.898 0.861
0.766 0.725
0.634 0.588
0.502 0.451
0.37 0.315
0.237 0.178

F1cure C.12 — Flux aux nceuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de lordre 3 sur
maillage polygonal avec APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz)
au temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).
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5.88

5.74

5.46

PPN

532

5.18

5.05

I

L
XX

491

471

4.63

4.49

FIGURE C.13 — Flux aux nceuds : Solution (nx,ny=41) dans le cas de 'ordre 3 sur maillage conique dégénérée
avec méthode APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant Leibniz) au temps
final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

1.95
1.81
1.67
1.53
1.39
1.25
1.13 1.11
0.998 0.973
0.861 0.833

0.725 0.693

0.588 0.553

0.451 0.413
0.315 0.273

0.178 0.133

F1cuRE C.14 — Flux aux nceuds : Degré réel des reconstructions (nx,ny=41) dans le cas de lordre 3 sur
maillage conique dégénérée avec APITALI ((.75,.5),(21,11)). A gauche densité et & droite énergie (en utilisant
Leibniz) au temps final t=2 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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C.1.4 Autres Variantes

C.1.4.1 Ordre 3 en espace / 3 en temps avec CFL = 1

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P2 | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,.5),(21,11))

21x21 erry 0.233461703 | 0.248513803 0.234911961 0.234908426
eIToo 0.564212816 | 0.641261773 0.570000670 0.569991406

41x41 erry 0.043218915 | 0.043309224 0.043209004 0.043215795
€T 0.106249659 | 0.236806748 0.127020352 0.124247398
ord; 2.43 2.52 2.44 2.44
orde, 2.41 1.44 2.17 2.20

81x81 erry 0.005748014 | 0.005731898 0.005747512 0.005747152
eITo 0.014170451 | 0.072022449 0.029968697 0.025363490
ord; 291 2.92 291 291
ordee 291 1.72 2.08 2.30

161x161 erry 0.000725430 | 0.000789780 0.000725412 0.000725417
€T 0.001789521 | 0.021376623 0.008851705 0.006349084
ord; 2.99 2.86 2.99 2.99
ordee 2.99 1.75 1.76 2.00

TABLE C.18 — Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliére, on prend pour W¢ (la matrice
de pondération des moindres carrés (3.17)) : k =0, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | MOOD-P2 | APITALI ((.75,.5),(11,6)) | APITALI ((.75,55),(21,11))
21x21 erry 0.128580152 | 0.155506792 0.131936727 0.131899279
IToo 0.311281392 | 0.495372880 0.346114748 0.345975260
A1x41 erry 0.019534615 | 0.018894797 0.019330221 0.019391383
o 0.048000840 | 0.168249031 0.081540359 0.079376683
ord; 2.72 3.04 2.77 2.77
ordo 2.70 1.57 2.09 2.12
81x81 erry 0.002517528 | 0.002774937 0.002519287 0.002518977
TToo 0.006205143 | 0.052257079 0.022723190 0.019776331
ord; 2.96 277 2.94 2.94
ordog 2.95 1.69 1.84 2.00
161x161 erry 0.000316274 | 0.000408754 0.000316477 0.000316275
o 0.000780110 | 0.016111441 0.007114674 0.005651530
ord; 2.99 2.76 2.99 2.99
ordo 2.99 1.70 1.68 1.81

TABLE C.19 — Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliére, on prend pour W (la matrice
de pondération des moindres carrés (3.17)) : k =2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. | UNLIM MOOD-P2 | APITALI ((.75,5),(11,6)) | APITALI ((.75,5),(21,11))
21x21 erry 0.054481451 | 0.0767120738 0.0577700743 0.0577024516
eIToo 0.132038978 | 0.3547828114 0.2136407645 0.2121604722
A1xA1 erry 0.007372287 | 0.0095710242 0.0072487901 0.0072545736
eTTo 0.018107266 | 0.1197066011 0.0593020153 0.0575032521
ord; 2.89 3.00 2.99 2.99
orde 2.87 1.57 1.85 1.88
8Ix81 erry 0.000933149 | 0.0014605806 0.0009383681 0.0009353517
eIToo 0.002298769 | 0.0368656131 0.0175477167 0.0166926632
ord; 2.98 2.71 2.95 2.96
orde 2.98 1.70 1.76 1.78
161x161 erry 0.000116902 | 0.0001997383 0.0001263512 0.000124083
eTTo 0.000288174 | 0.0118044442 0.0056002509 0.005176754
ord; 3.00 2.87 2.89 2.91
orde 3.00 1.64 1.65 1.69

TaBLE C.20 — Erreur pour ordre 3 en espace, 3 en temps : solution réguliere, on prend pour W¢ (la matrice
de pondération des moindres carrés (3.17)) : k =4, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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C.1.4.2 Ordre 2 en espace / 3 en temps avec CFL=1/2

Mesh h | Erreur Info. | UNLIM MOOD-P1 | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 erry 0.1331986 | 0.14766332 0.13373011 0.13304316 0.13304167
ITo 0.3216691 | 0.47675851 0.34433513 0.32197899 0.32187077
A1x41 erry 0.02893303 | 0.030985914 |  0.029350877 0.029060393 0.029019204
erTo 0.06578506 | 0.156753522 0.10090639 0.080030434 0.07601302
ord, 2.20 2.25 2.19 2.19 2.20
orde 2.29 1.60 1.77 2.00 2.08
81x31 erry 0.00660144 | 0.007348873 | 0.0068169125 0.0066613126 0.006630743
CITo 0.01407288 | 0.049426704 |  0.032046256 0.022804862 0.020086093
ord, 2.13 2.08 2.11 2.13 2.13
orda 2.22 1.67 1.65 1.82 1.92
161x161 erry 0.001602411 | 0.0017733338 | _0.0016822210 0.0016427828 0.0016312214
o 0.003309037 | 0.0159092360 | 0.0105171784 0.0073207432 0.0061760598
ord, 2.04 2.05 2.02 2.02 2.02
orda 2.09 1.64 1.61 1.65 1.71

TaBLE C.21 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps : solution réguliére, on prend pour W¢ (la matrice
de pondération des moindres carrés (3.17)) : k =0, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. UNLIM MOOD-P1 | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 erry 0.11542743 0.12554770 0.11410092 0.11342656 0.11341580
€T 0.27294270 0.42876608 0.30195283 0.27129710 0.26976572
41x41 erry 0.026979242 | 0.028740908 0.027097947 0.026823846 0.026795116
eIl 0.059266472 | 0.143281625 0.091501493 0.070986628 0.067725741
ord; 2.10 2.13 2.07 2.08 2.08
orde 2.20 1.58 1.72 1.93 1.99
81x81 erry 0.0064603046 | 0.0072362448 0.0066942773 0.0065133826 0.0064880820
€T 0.0134980555 | 0.0462144701 0.0299709386 0.0212264281 0.0195036613
ord; 2.06 1.99 2.02 2.04 2.05
orde 2.13 1.63 1.61 1.74 1.80
161x161 erry 0.0015931917 | 0.0017588466 | 0.00167244000 0.0016338682 0.0016250330
€T 0.0032688777 | 0.0151513351 | 0.01009907453 0.0070501928 0.0062130155
ord, 2.02 2.04 2.00 2.00 2.00
orde 2.05 1.61 1.57 1.59 1.65

TaBLE C.22 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps : solution réguliére, on prend pour W¢ (la matrice
de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Variable volumique
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Mesh h | Erreur Info. | UNLIM MOOD-P1 | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 erry 0.106061155 | 0.111415570 | 0.1024282348 0.102268515 0.102218271
eIToo 0.241637795 | 0.400665749 | 0.2729689137 0.236008905 0.233262874
A1xA1 erry 0.026056465 | 0.027816682 | 0.0258087138 0.025612446 0.025599870
CIToe 0.055733908 | 0.133708633 | 0.0844579326 0.064698052 0.062775900
ord; 2.03 2.00 1.99 2.00 2.00
orde 2.11 158 1.69 1.87 1.90
8Ix81 erry 0.0063952029 | 0.00719402690 | 0.0066455443 0.0064596982 0.006435739
eIToo 0.013224310 | 0.04392589822 | 0.0285746468 0.0205727544 0.019233269
ord; 2.03 1.95 1.96 1.99 1.99
orde 2.08 1.62 1.56 1.65 171
161x161 erry 0.001588968 | 0.0017545247 | 0.0016687029 0.001630548 0.0016242375
CTToe 0.0032499862 | 0.0148765724 |  0.0099227776 0.006946879 0.0063696308
ord; 2.01 2.03 1.99 1.99 1.99
orde 2.02 158 153 1.57 1.59

TaBLE C.23 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps : solution réguliere, on prend pour W¢ (la matrice

de pondération des moindres carrés (3.17)) : k =4, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | MOOD-P1 | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 erry 0.11478342 | 0.11668004 | 0.111825108 0.111965216 0.111996027
ITo 0.27164959 | 0.37415695 |  0.271230335 0.251770853 0.251276159
A1x41 erry 0.02691461 | 0.02762790 |  0.026711646 0.026581694 0.026550825
eITo 0.05914145 | 0.12024559 |  0.074668777 0.059458494 0.056276451
ord; 2.09 2.08 2.07 2.07 2.08
ordac 2.20 1.64 1.86 2.08 2.16
81x81 erry 0.00645562 | 0.00694474 |  0.006571217 0.006463019 0.006430855
o 0.01349049 | 0.03301311 |  0.024219191 0.017637476 0.014350644
ord; 2.06 1.99 2.02 2.04 2.05
ordog 2.13 1.66 1.62 1.75 1.97
161x161 erry 0.00159289 | 0.00171381 | _ 0.001649807 0.001620856 0.001608549
ITo 0.00326829 | 0.01245373 |  0.008265547 0.005675432 0.004322324
ord; 2.02 2.02 1.99 2.00 2.00
ordo 2.05 1.61 1.55 1.64 1.73

TABLE C.24 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps

: solution réguliére, cas CFL=0.5 dans (5.87),

polygone, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf (5.90) pour
la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | MOOD-P1 | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 erry 0.11521503 | 0.1148091 0.1119895 0.11231122 0.11236300
eIToo 0.27357355 | 0.3487042 0.2674769 0.25114961 0.25017754
A1xA1 erry 0.02690948 | 0.0273791 0.0266500 0.02656003 0.02652450
eTTo 0.05916665 | 0.1136154 0.0700923 0.05802874 0.05660340
ord; 2.10 2.07 2.07 2.08 2.08
orde 2.21 1.62 1.93 2.11 2.14
8Ix81 erry 0.00645767 | 0.0068825 0.0065398 0.00645911 0.006424425
eIToo 0.01349578 | 0.0362370 0.0224960 0.01711642 0.013499011
ord; 2.06 1.99 2.03 2.04 2.05
ordo 2.13 1.65 1.64 1.76 2.07
161x161 erry 0.00159295 | 0.0017035 0.0016433 0.00161857 0.001605406
CTToe 0.00326990 | 0.0118392 0.0077247 0.00541282 0.003921642
ord; 2.02 2.01 1.99 2.00 2.00
orde 2.05 1.61 154 1.66 1.78

TABLE C.25 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps : solution réguli¢re, cas CFL=0.5 dans (5.87), cas
parabolique : w = 1 pour chaque aréte, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés
(3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

Variable massique (Leibniz)
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C.2 Cas test 2 (cas test R. Leveque)

C.2.0.1 Schéma aux nceuds
Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | APITALI (0,1) | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 p erry 0.1147834 0.1166801 0.1118251 0.1119652 0.1119960
p €T 0.2716496 0.3741570 0.2712303 0.2517709 0.2512762
E err; 0.1105140 0.1157137 0.1096387 0.1092022 0.1091779
E errq 0.2846324 0.3787875 0.2924752 0.2776279 0.2771378
41x41 p erry 0.0269146 0.0276279 0.0267117 0.0265817 0.0265508
p erToo 0.0591415 0.1202456 0.0746688 0.0594585 0.0562765
ord; 2.09 2.08 2.07 2.07 2.08
orde, 2.20 1.64 1.86 2.08 2.16
E err; 0.0302388 0.0308452 0.0292273 0.0290922 0.0290538
E erro 0.0766342 0.1307730 0.0884596 0.0780175 0.0751221
ord; 1.87 1.91 1.91 1.91 1.91
orde, 1.89 1.53 1.73 1.83 1.88
81x81 p erry 0.0064556 0.0069447 0.0065712 0.0064630 0.0064309
p €T 0.0134905 0.0380131 0.0242192 0.0176375 0.0143506
ord; 2.06 1.99 1.99 2.04 2.05
ordee 213 1.66 1.62 1.75 1.97
E err; 0.0081480 0.0084581 0.0081795 0.0081101 0.0080857
E erre 0.0190013 0.0424220 0.0283223 0.0225833 0.0204531
ord; 1.89 1.87 1.84 1.84 1.85
orde, 2.01 1.62 1.64 1.79 1.88
161x161 p erry 0.0015929 0.0017138 0.0016498 0.0016209 0.0016086
p €IToo 0.0032683 0.0124537 0.0082656 0.0056754 0.0043223
ord; 2.02 2.02 1.99 2.00 2.00
orde, 2.05 1.61 1.55 1.64 1.73
E erry 0.0020573 0.0021381 0.0020897 0.0020706 0.0020643
FE errq, 0.0046019 0.0136414 0.0094094 0.0071485 0.0060109
ord; 1.99 1.98 1.97 1.97 1.97
orde, 2.05 1.64 1.59 1.66 1.77

TABLE C.26 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps (Leibniz) :

solution réguliere, cas CFL=0.5 dans

(5.87), cas polygonal, on prend pour W¢ (la matrice de pondération des moindres carrés (3.17)) : k = 2, (cf
(5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | APITALI (0,1) | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 p erry 0.1152150 0.1148091 0.1119895 0.1123112 0.1123630
P €ITso 0.2735736 0.3487042 0.2674769 0.2511496 0.2501775
E err; 0.1109653 0.1140513 0.1098043 0.1094804 0.1094619
FE erry 0.2865096 0.3588283 0.2905842 0.2775690 0.2766129
41x41 p erry 0.0269095 0.0273791 0.0266500 0.0265600 0.0265250
p €ITo 0.0591667 0.1136154 0.0700923 0.0580287 0.0566034
ord; 2.10 2.07 2.07 2.08 2.08
ordeg 2.21 1.62 1.93 2.11 2.14
E err; 0.0302427 0.0304422 0.0291563 0.0290839 0.0290695
FE erry 0.0767553 0.1231546 0.0843988 0.0761170 0.0753492
ord; 1.87 1.91 1.91 1.91 1.91
ordeg 1.90 1.54 1.78 1.87 1.88
81x81 p erry 0.0064577 0.0068825 0.0065398 0.0064591 0.0064244
P €ITso 0.0134958 0.0362370 0.0224960 0.0171164 0.0134990
ord; 2.06 1.99 2.03 2.04 2.05
ordee 2.13 1.65 1.64 1.76 2.07
FE erry 0.0081505 0.0084082 0.0081610 0.0081062 0.0080821
FE erry 0.0190674 0.0405471 0.0264702 0.0221849 0.0198629
ord; 1.89 1.86 1.84 1.84 1.85
orde, 2.01 1.60 1.67 1.78 1.92
161x161 p erry 0.0015930 0.0017035 0.0016433 0.0016186 0.0016054
p €IToo 0.0032699 0.0118392 0.0077247 0.0054128 0.0039216
ord; 2.02 2.01 1.99 2.00 2.00
ordeg 2.05 1.61 1.54 1.66 1.78
FE errq 0.0020574
E erro 0.0046030
ord; 1.99
ordeo 2.05

TABLE C.27 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps (Leibniz) :

solution réguliere, cas CFL=0.5 dans

(5.87), cas parabolique : w = 1 pour chaque aréte, on prend pour W (la matrice de pondération des moindres
carrés (3.17)) : k =2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

C.2.0.2 Schéma aux arétes
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Mesh h | Erreur Info. | UNLIM | APITALI (0,1) | APITALI (.75,6) | APITALI (.75,11) | APITALI (.75,21)
21x21 p erry 0.1152150 0.1923422 0.1813202 0.1763501 0.1761824
P €ITso 0.2735735 0.4848759 0.4320336 0.4119442 0.4140098
FE erry 0.1144764 0.2298639 0.1804376 0.1725924 0.1718044
FE erry 0.3007194 0.6157801 0.5158806 0.4851433 0.4866579
41x41 p erry 0.0269095 0.0597504 0.0601956 0.0600594 0.0582898
p €ITo 0.0591667 0.2325161 0.2756218 0.2900691 0.2821820
ord;
ordeg
E errq 0.0342864 0.0976913 0.0777606 0.0770226 0.0747725
F erry 0.0859733 0.5576569 0.5001408 0.5734402 0.5540442
ord;
ordeg
81x81 p erry 0.0064577 0.0200356 0.0161195 0.0158961 0.0152520
P €ITs 0.0134958 0.1925542 0.1553115 0.1580935 0.1605349
ord;
orde,
FE erry 0.0085281 0.0458737 0.0313309 0.0292287 0.0282652
FE erry 0.0199588 0.5626161 0.4361767 0.4109069 0.4070107
ord;
orde,
161x161 p erry 0.0015929
p €IToy 0.0032699
ord;
orde
FE errq 0.0020816
E erro 0.0046578
ord;
orde

TABLE C.28 — Erreur pour ordre 2 en espace, 3 en temps (Directe)

: solution réguliere, cas CFL=0.5 dans

(5.87), cas parabolique : w = 1 pour chaque aréte, on prend pour W (la matrice de pondération des moindres
carrés (3.17)) : k=2, (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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F1cure C.15 — Flux aux nceuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 2 sur maillage polygonal avec APITALI (0,1). A gauche densité et a droite isocontour au temps final
t = 27. Min/Max : -9.99748e-16/0.92694 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).

F1cure C.16 — Flux aux nceuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 2 sur maillage polygonal avec APITALI (.75,11). A gauche densité et & droite isocontour au temps
final ¢t = 2. Min/Max :-9.99975e-16/0.958762 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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F1GURE C.17 — Flux aux nceuds : Solution (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre
2 sur maillage conique dégénéré avec APITALI (0,1). A gauche densité et a droite isocontour au temps final
t = 27r. Min/Max : -9.9933e-16/0.964757 (cf (5.90) pour la nomenclature APTTALI).

F1cure C.18 — Flux aux nceuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 2 sur maillage conique dégénérée avec APITALI (0.75,11). A gauche densité et & droite isocontour au
temps final ¢ = 27. Min/Max : -9.9999e-16,/0.985568 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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F1eure C.19 — Flux aux nceuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 3 sur maillage polygonal avec APITALI ((0,0),(1,1)). A gauche densité et a droite isocontour au
temps final ¢t = 2. Min/Max : -9.99769e-16/0.962512 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

F1eure C.20 — Flux aux nceuds : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 3 sur maillage polygonal avec APITALI ((.75,.5),(11,6)). A gauche densité et & droite isocontour au
temps final ¢ = 27. Min/Max : -9.99979¢-16,/0.988633 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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F1aure C.21 — Flux aux arétes : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction d’ordre
2 sur maillage polygonal avec APITALI (0,1). A gauche densité et & droite isocontour au temps final ¢t = 2.
Min/Max : -9.99143e-16/0.974509 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).

F1cure C.22 — Flux aux arétes : Solution de (5.5.2) avec (nx,ny=141) dans le cas d’une reconstruction
d’ordre 2 sur maillage polygonal avec APITALI (0.75,11). A gauche densité et & droite isocontour au temps
final ¢t = 27. Min/Max : -9.9999e-16/0.991077 (cf (5.90) pour la nomenclature APITALI).
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Annexe D

Jacobiens associés aux formules de
quadrature iso-paramétriques

Dans un élément tensoriel (3.41), Mi = (zi,yi) (i=1,2,3), Mptc = (zp, yp) le point de contrdle associé a
I’aréte e avec un poids w :

0 M,

1
/‘If—v

0 >
0\ A2 A M
FIGURE D.1 — Transformation depuis un élément tensoriel

Le déterminant jacobien associé a la transformation d’un élément tensoriel vers un simplexe courbe co-
nique(3.38) (Figure (D.1)) vaut :

By =zl y2 -zl y3 —22 yl

By =22 y3+ 23 yl — a3 y2
BZ:Bl+B2

Ci:=z1 yp—xl y3—xp yl (D.1)
Co:=xp y3+23 yl — a3 yp
C::Cl+02

A:=C1+Bs+xp y2—22 yp

2(1 - &) (§f(wA = B) + &(B — 2w) + wC)
(468 — 87 +4€2)w? + (=8} + 166} — 1267 + 4&1)w + A€} — 86} + 867 — 4&1 + 1)

|[Jw(&1,82)| = (D.2)

Dans un simplexe (3.39) :

n Mz
1
/‘1)—->
0
0 1 ¢ M
FIGURE D.2 — Transformation depuis un simplexe droit
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Le déterminant jacobien associé a la transformation d’un simplexe droit vers un simplexe courbe conique
(3.37) (Figure (D.2)) vaut :

A= (((4£2£%w2 + (—4&E7 + 4861 + 28 — 2)w) a3 + (46267 — 26w — 46w a2 + (—2& — 26 + 2)w z1)yp+
(46268 — 4&1 — 28 + 2)w — 4EE3w?)ap + (4685w? + ((2 — 662)E7 + 4681 )w + (28 — 2)&F + (2 — 4&)&1 + Lo) a2+
(262 — 2)&7 + (4 — 4&)& + 286 — 2w + (2 — 26)E] + (48 — 2)& — &)xl)y3 + (468 w? + (26 — 468 w)ap+
(—4&&w? + (66 — 2)€7 — 4661 )w + (2 — 28)EF + (46 — 2)& — )3+
(((2—2&)&7 + (48 — 2)&)w + (26 — 2)&F + (2 — 4&2)&1 + &2)xl)y2+ (D.3)
(261 + 28 — 2w op + (((2 — 262)67 + (482 — 4)&1 — 260 + 2w + (262 — 2)67 + (2 — 4&2)&1 + &2)3

(((262 = 2)&7 + (2 — 4&) & )w + (2 — 26)E7 + (4&2 — 2)61 — &)a2)yl)

+
B = (€] — 8&7 +4&P)w? + (=861 + 1667 — 1267 + 461 )w + 48] — 867 + 867 — 461 + 1

|Jo(&1,&)| = 4
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