
HAL Id: hal-02486933
https://hal.science/hal-02486933

Submitted on 29 Feb 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Caractérisations asymptotiques pour les composantes
principales des M -estimateurs

Gordana Draskovic, Arnaud Breloy, Frédéric Pascal

To cite this version:
Gordana Draskovic, Arnaud Breloy, Frédéric Pascal. Caractérisations asymptotiques pour les com-
posantes principales des M -estimateurs. GRETSI 2019 - XXVIIème Colloque francophone de traite-
ment du signal et des images, Aug 2019, Lille, France. �hal-02486933�

https://hal.science/hal-02486933
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Résumé – Les paramètres de décomposition en valeurs propres (EVD) des statistiques de second ordre sont omniprésents en analyse statistique
et en traitement du signal. Dans le but de caractériser le comportement de ces quantités, cet article propose de nouvelles caractérisations asymp-
totiques pour les paramètres de la EVD d’un M -estimateur pour des données suivant une distribution symétrique elliptique complexe (CES).
Tout d’abord, leur distribution asymptotique gaussienne est obtenue en étendant les résultats standards pour la matrice de covariance empirique
dans un contexte gaussien. Ensuite, leur vitesse de convergence vers les paramètres d’EVD d’un équivalent Wishart est dérivé. Ce deuxième
résultat représente la contribution principale, en ce sens qu’il quantifie le moment où il est acceptable de utiliser directement des résultats établis
pour l’EVD d’une matrice Wishart afin de caractériser les performances des M -estimateurs.

Abstract – The eigenvalue decomposition (EVD) parameters of the second order statistics are ubiquitous in statistical analysis and signal
processing. Notably, the EVD of M -estimators of the scatter is a popular choice to perform robust probabilistic PCA or other dimension
reduction related applications. Towards the goal of characterizing the behavior of these quantities, this paper proposes new asymptotics for the
EVD parameters of the scatter M -estimator in the context of complex elliptically symmetric (CES) distributions. First, their Gaussian asymptotic
distribution is obtained by extending standard results on the sample covariance matrix in a Gaussian context. Second, their convergence rate
towards the EVD parameters of a Gaussian-Core Wishart Equivalent is derived. This second result represents the main contribution in the sense
that it quantifies when it is acceptable to directly plug-in well-established results on the EVD of Wishart distributed matrix for characterizing the
EVD of M -estimators.

1 Introduction
La statistique de second ordre joue un rôle important dans

les applications de traitement du signal et d’apprentissage. En
général, ce paramètre est inconnu et doit être estimé pour
appliquer un processus dit adaptatif. Dans ce cadre, les M -
estimateurs de matrice de dispersion [1,2] ont suscité beaucoup
d’intérêt pour leur robustesse aux échantillons aberrants et aux
distributions à queue lourdes, i.e., là ou la traditionnelle matrice
de covariance empirique (SCM) ne permet pas une estimation
précise.

La caractérisation statistique des M -estimateurs est un
problème complexe car ceux-ci sont définis par des équations
à point fixe. Alors que la SCM dans un cadre gaussien suit
une distribution de Wishart, [3], la distribution exacte des
M -estimateurs reste inconnue. Néanmoins, leur distribution
asymptotique gaussienne a été dérivée dans [4] et étendue au
cas complexe dans [2, 5]. Il a aussi été récemment montré
que leur distribution peut être précisément approchée par un
modèle d’équivalent Wishart (EW) [6, 7].

Par ailleurs, les valeurs/vecteurs propres de la matrice de
dispersion sont des paramètres omniprésents en analyse statis-
tique. La décomposition en éléments propres (EVD) des M -
estimateurs est utilisée dans de nombreuses applications telles
que l’analyse en composantes principales (PCA) [8, 9], ou la
sélection d’ordre de modèle [10]. Par conséquent, caractériser
avec précision la distribution de la EVD des M -estimateurs

représente un intérêt pour l’analyse et la conception de trai-
tements robustes.

Dans cet article, nous dérivons de nouvelles propriétés
asymptotiques pour l’EVD des M -estimateurs pour des
données ayant une distribution complexe elliptique symétrique
(CES). Nous dérivons ces résultats dans le régime asympto-
tique standard et puis dans le régime de EW. Finalement, nous
illustrons comment les résultats proposés peuvent être exploités
dans la question complexe de la caractérisation du biais in-
trinsèque [11] des M -estimateurs.

Notations : K est la matrice de commutation qui trans-
forme vec(A) en vec(AT ). H++

M est l’ensemble des matrices
définies positives hermitiennes. L’ensemble des matrices semi-
unitaires est noté Upr =

{
U ∈ Cp×r,UHU = Ir

}
. Enfin,

GCN (0,X,Y) indique la distribution normale complexe non
circulaire de moyenne nulle avec la matrice de covariance X et
la matrice de pseudo-covariance Y [2].

2 Contexte

2.1 Distributions CES
Soit z un vecteur aléatoire complexe circulaire de taille p. z

suit une distribution CES, notée CES (µ,Σ, gz), si sa densité
de probabilité (DDP) peut s’écrire

fz(z) = |Σ|−1gz
(
(z− µ)HΣ−1(z− µ)

)
(1)



où gz : [0,∞) → [0,∞) est une fonction telle que (1) définit
une DDP, µ est l’espérance de z et Σ sa matrice de dispersion.
Σ contient la structure de la matrice de covariance de z, i.e.,
cette matrice de covariance (si elle existe) est proportionnelle à
Σ. La loi gaussienne, notée x ∼ CN (µ,Σ), est un cas parti-
culier de distribution CES obtenu pour gx(x) ∝ e−x. Dans ce
travail, on suppose µ = 0.

Représentation par noyaux gaussiens : Dans [7], le modèle
de “noyau gaussien” a été utilisé comme alternative à la
représentation stochastique classique [12] des vecteurs dis-
tribués CES. Un vecteur aléatoire z ∼ CES(0,Σ, gz) peut être
représenté par

z
d
=

√
Q
‖g‖

Ag (2)

où Σ = AAH est une factorisation de Σ et g ∼ CN (0, I). Q
est une variable aléatoire réelle non négative, indépendante de
g avec une DDP dépendant uniquement de gz. Nous appelons
x = Ag le noyau gaussien de z.

2.2 Distribution de Wishart
Soit (x1, . . . ,xn) un n-échantillon de vecteurs complexes

indépendants de taille p avec xi ∼ CN (0,Σ). Alors, la SCM
donnée par

Σ̂SCM =
1

n

n∑
i=1

xix
H
i (3)

suit au facteur 1/n près une distribution de Wishart complexe,
notée CWp(n,Σ). La DDP de W ∼ CWp(n,Σ) est donnée
par

f(W) =
|W|n−p

|Σ|nΓ̃p(n)
exp

[
−tr(Σ−1W)

]
.

2.3 M -estimateurs
Soit (z1, . . . , zn) un n-échantillon de vecteurs complexes

indépendants de taille p avec zi ∼ CES(0,Σ, gz). Un M -
estimateur de Σ, noté Σ̂, est défini comme la solution de
l’équation suivante

Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

u(zHi Σ̂
−1

zi)ziz
H
i (4)

où u est une fonction réelle de pondération définie sur [0,∞)
qui n’est pas nécessairement reliée à la DDP de la distribution
CES. La matrice de dispersion théorique de l’échantillon est
définie comme la solution de

E
[
ϕ
(
zHΣ−1σ z

)
zzH

]
= Σσ = σ−1Σ, (5)

où σ > 0 est solution de E [ψ(στ)] = p avec ψ(στ) =
u(στ)στ et τ = zHΣ−1z.

2.4 Propriétés asymptotiques

Théorème 2.1 (Régime standard) Si Σ̂ est un M -estimateur
respectant les conditions de [1], alors

√
nvec

(
Σ̂−Σσ

)
d→ GCN (0,C,P)

où les matrices de covariance et de pseudo-covariance asymp-
totiques sont{

C = ϑ1Σ
T
σ ⊗Σσ + ϑ2vec (Σσ) vec (Σσ)

H
,

P = ϑ1

(
ΣT
σ ⊗Σσ

)
K + ϑ2vec (Σσ) vec (Σσ)

T
.

(6)

Les constantes ϑ1 > 0 et ϑ2 > −ϑ1/p sont données dans [5].

Modèle équivalent Wishart : Soit (z1, . . . , zn) un n-échantillon
où zi =

√
Qi/‖gi‖Agi suivant CES (0,Σ, gz), i = 1, . . . , n,

et
• Σ̂ est un M -estimateur construit avec (z1, . . . , zn) en

utilisant Eq. (4),
• Σ̂EW = 1

n

∑n
i=1 xix

H
i est le SCM construit avec des

noyaux gaussiens xi = Agi ∼ CN (0,Σ) de zi, i =
1, . . . , n, donnés par Eq. (2) qui représentent des données
fictives (car non accessibles) utilisées pour l’analyse
théorique. Notons que Σ̂EW suit donc, par construction,
une loi de Wishart.

Théorème 2.2 (EW) Soit σ donné par Eq. (5). Ensuite, la dis-
tribution asymptotique de σΣ̂− Σ̂EW est donnée par [7]

√
nvec

(
σΣ̂− Σ̂EW

)
d→ GCN

(
0, C̃, P̃

)
(7)

où C̃ et P̃ sont définis par{
C̃ = σ1Σ

T ⊗Σ + σ2vec(Σ)vec(Σ)H ,

P̃ = σ1

(
ΣT ⊗Σ

)
K + σ2vec(Σ)vec(Σ)T

(8)

avec σ1 et σ2 donnés dans [7].

Une remarque importante est que les facteurs σ1 et σ2 sont
beaucoup plus petits que ceux du régime asymptotique stan-
dard (Eq. (6)), ce qui signifie que le comportement d’un M -
estimateur peut être mieux approché par le comportement de la
matrice de Wishart correspondante que par son régime asymp-
totique classique.

3 Contribution théorique
L’EVD d’une matrice (de dispersion) Σ est définie comme

Σ
EVD
= UΛUH (9)

avec UHU = I où U = [u1, . . . ,up] ∈ Upp et Λ = diag(λ),
λ = [λ1, . . . , λp] ∈ Rp. Dans la suite, nous supposons que les
valeurs propres sont ordonnées λ1 > . . . > λp > 0 et qu’un
élément de chaque uj est réel positif (pour l’unicité).

Nous définissons les opérateurs θj et φj retournant respecti-
vement le j ème vecteur propre et valeur propre comme{

uj = θj (Σ) ,

λj = φj (Σ) .
(10)

En considérant à nouveau le modèle équivalent Wishart pro-
posé dans la section 2.4, on note : ûMj = θj

(
Σ̂
)

ûEW
j = θj

(
Σ̂EW

)
,

λ̂Mj = φj

(
Σ̂
)

λ̂EW
j = φj

(
Σ̂EW

)
.

(11)

avec φ = [φ1, . . . , φp].



Théorème 3.1 (Régime standard) La distribution asympto-
tique des valeurs propres et des vecteurs propres d’un M -
estimateur (Eqs. (11)) est caractérisée par

√
n
(
σλ̂

M
− λ

)
d→ N

(
0, ϑ1Λ

2 + ϑ2λλ
T
)
,

√
nΠ⊥j ûMj

d→ CN (0,Ξj) .
(12)

avec
Ξj = ϑ1λjUΛ(λjI−Λ)+

2

UH (13)

où Π⊥j = I− uju
H
j et ϑ1, ϑ2 donées par Eq. (6).

Théorème 3.2 (EW) La distribution asymptotique de la
différence entre les valeurs propres et les vecteurs propres d’un
M -estimateur et de son EW est donnée par

√
n
(
σλ̂

M
− λ̂

EW
)

d→ N
(
0, σ1Λ

2 + σ2λλ
T
)
,

√
nΠ⊥j

(
ûMj − ûEW

j

) d→ CN (0, σ1/ϑ1Ξj) .
(14)

avec Ξj et σ1, σ2 donnés par Eqs. (13) and (8), respectivement.

Preuve 3.1 Pour prouver ces deux théorèmes, il faut ca-
ractériser les dérivées des opérateurs θj et φj en étendant les
résultats de [13] au cas complexe. La preuve se conclue en ap-
pliquant la méthode Delta aux résultats des théorèmes 2.1 et
2.2.

4 Validation et application des résultats

4.1 Validation
Afin de valider les résultats théoriques, nous générons des

données de dimension p = 20 selon une loi de Student-
t avec d = 3 degrés de libertés. La matrice de dis-
persion est Toeplitz, avec ρ = 0.9(1 +

√
−1)/

√
2. Pour

estimer la matrice de dispersion, nous utiliserons un M -
estimateur de Student. Considérons λ̂

t
= φ

(
Σ̂t

)
où Σ̂t

est un M -estimateur de Student et λ̂
EW

= φ
(
Σ̂EW

)
où Σ̂EW est la SCM construite avec les noyaux gaussiens
(non observables) des données observées (EW). Sur la fi-
gure 1, on observe que les résultats empiriques (courbes

rouge MSE
(
λ̂
t
− λ

)
et bleue MSE

(
λ̂
t
− λ̂

EW
)

) tendent
vers les résultats théoriques correspondants (courbes noires

T
(
λ̂
t
− λ

)
= Tr

(
ϑ1Λ

2 + ϑ2λλ
T
)

et T
(
λ̂
t
− λ̂

EW
)

=

Tr
(
σ1Λ

2 + σ2λλ
T
)

) lorsque n augmente. Une autre re-

marque est que l’erreur de λ̂
t

est beaucoup plus petite en com-

parant à λ̂
EW

qu’à λ. Ceci confirme l’idée que la distribution
des valeurs propres d’un M -estimateur peut être mieux ap-
prochée avec celle des valeurs propres de son EW qu’avec la
distribution normale asymptotique autour des valeurs propres
de la vraie matrice de dispersion.
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FIGURE 1 – Erreurs quadratiques moyennes (MSE) empi-
riques et théoriques (T ) sur les valeurs propres : résultats
pour le régime asymptotique standard
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λ̂
t
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)
et pour l’EW(

λ̂
t
− λ̂
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)

.

4.2 Application : biais intrinsèque
Dans [11] a été établi un équivalent intrinsèque (i.e., pour des

paramètres vivants dans une variété) de l’inégalité de Cramér-
Rao (CRB). Dans le contexte de l’estimation de la matrice de
covariance, ces résultats permettent notamment de borner la
distance riemannienne naturelle (plutôt que la norme de Fro-
benius), définie par :

d2nat (Σ1,Σ2) =
∥∥∥ln
(
Σ
−1/2
1 Σ2Σ

−1/2
1

)∥∥∥2
F

=

p∑
j=1

ln2 λdj

où λdj est la j ème valeur propre de Σ−11 Σ2. Cette analyse révèle
également des propriétés inattendues, telles que le biais de
la SCM quant à la métrique naturelle sur H++

M . La CRB in-
trinsèque est établie pour la SCM dans un contexte gaussien
dans [11, Corollaire 5], sous la forme :

E
[
d2nat

(
Σ̂GCWE,Σ

)]
≥ p2

n
+ pη (p, n)

2
. (15)

Le terme η (p, n) dans (15) est lié au biais intrinsèque (IB) de la
SCM donné dans [11, Théorème 7] par E

[
exp−1Σ Σ̂GCWE

]
=

−η(p, n)Σ, avec

η(p, n) =
1

p
{p lnn+ p− ψ(n− p+ 1)

+ (n− p+ 1)ψ(n− p+ 2)

+ ψ(n+ 1)− (n+ 1)ψ(n+ 2)}

(16)

et où ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x) est la fonction digamma.
Pour les échantillons suivant une distribution CES, la CRB

sur d2nat est donnée dans [14] pour tout estimateur non biaisé
Σ̂ comme

E
[
d2nat

(
Σ̂,Σ

)]
≥ p2 − 1

nα
+ (n(α+ pβ))−1. (17)



avec α =

(
1− E[Q2φ′(Q)]

p(p+1)

)
and β = α− 1. Étendre le corol-

laire 5 de [11] dans ce contexte nécessite de dériver le biais
intrinsèque d’un M -estimateur obtenu avec des échantillons
ayant une distribution CES. Ce problème semble intractable,
puisque ce résultat repose principalement sur la distribu-
tion des valeurs propres d’une matrice Wishart. Toutefois,
l’équivalent EW du théorème 3.2 (ainsi que les résultats de
simulations précédents) donne un motif théorique raisonnable
pour l’approximation E[exp−1Σ Σ̂M ] ' −η(p, n)Σ pour tout
M -estimateur consistant (en termes d’échelle) dans le cadre
des CES. Par conséquent, nous pouvons proposer d’incorpo-
rer un terme de biais équivalent dans (17) pour obtenir une
approximation précise de la valeur CRB intrinsèque pour les
M -estimateurs obtenus avec des échantillons CES. La figue 2
illustre ce point pour des données suivant une loi de Student-t :
la première courbe montre que le biais intrinsèque empirique
obtenu avec le M -estimateur de Student coı̈ncide avec le biais
intrinsèque empirique de la SCM construite avec des noyaux
gaussiens correspondants, ainsi qu’avec le résultat théorique
attendu en (Eq. (16)). La seconde montre que la moyenne em-
pirique de dnat (notée εN

(
Σ̂t

)
) peut être mieux caractérisée

par la CRB biaisée approchée.

5 Conclusion
Nous avons proposé deux caractérisations asymptotiques

pour l’EVD des M -estimateurs dans un cadre CES : un régime
gaussien asymptotique standard et un équivalent Wishart [7].
Ce dernier nous a permis de dériver un biais intrinsèque ap-
proché et d’étendre les résultats de [11] aux M -estimateurs en
ce qui concerne la borne sur l’estimation des matrices de dis-
persion établie pour la distance naturelle riemannienne.
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