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Résumé — Les parameétres de décomposition en valeurs propres (EVD) des statistiques de second ordre sont omniprésents en analyse statistique
et en traitement du signal. Dans le but de caractériser le comportement de ces quantités, cet article propose de nouvelles caractérisations asymp-
totiques pour les parametres de la EVD d’un M -estimateur pour des données suivant une distribution symétrique elliptique complexe (CES).
Tout d’abord, leur distribution asymptotique gaussienne est obtenue en étendant les résultats standards pour la matrice de covariance empirique
dans un contexte gaussien. Ensuite, leur vitesse de convergence vers les parametres d’EVD d’un équivalent Wishart est dérivé. Ce deuxieme
résultat représente la contribution principale, en ce sens qu’il quantifie le moment ou il est acceptable de utiliser directement des résultats établis
pour ’EVD d’une matrice Wishart afin de caractériser les performances des M -estimateurs.

Abstract — The eigenvalue decomposition (EVD) parameters of the second order statistics are ubiquitous in statistical analysis and signal
processing. Notably, the EVD of M-estimators of the scatter is a popular choice to perform robust probabilistic PCA or other dimension
reduction related applications. Towards the goal of characterizing the behavior of these quantities, this paper proposes new asymptotics for the
EVD parameters of the scatter M -estimator in the context of complex elliptically symmetric (CES) distributions. First, their Gaussian asymptotic
distribution is obtained by extending standard results on the sample covariance matrix in a Gaussian context. Second, their convergence rate
towards the EVD parameters of a Gaussian-Core Wishart Equivalent is derived. This second result represents the main contribution in the sense
that it quantifies when it is acceptable to directly plug-in well-established results on the EVD of Wishart distributed matrix for characterizing the
EVD of M -estimators.

1 Introduction représente un intérét pour 1’analyse et la conception de trai-
tements robustes.
Dans cet article, nous dérivons de nouvelles propriétés

asymptotiques pour I’EVD des M -estimateurs pour des

La statistique de second ordre joue un rdle important dans
les applications de traitement du signal et d’apprentissage. En

général, ce parametre est inconnu et doit étre estimé pour
appliquer un processus dit adaptatif. Dans ce cadre, les M-
estimateurs de matrice de dispersion [1,2] ont suscité beaucoup
d’intérét pour leur robustesse aux échantillons aberrants et aux
distributions a queue lourdes, i.e., 1a ou la traditionnelle matrice
de covariance empirique (SCM) ne permet pas une estimation
précise.

La caractérisation statistique des M -estimateurs est un
probléme complexe car ceux-ci sont définis par des équations
a point fixe. Alors que la SCM dans un cadre gaussien suit
une distribution de Wishart, [3], la distribution exacte des
M -estimateurs reste inconnue. Néanmoins, leur distribution
asymptotique gaussienne a été dérivée dans [4] et étendue au
cas complexe dans [2, 5]. 11 a aussi été récemment montré
que leur distribution peut étre précisément approchée par un
modele d’équivalent Wishart (EW) [6,7].

Par ailleurs, les valeurs/vecteurs propres de la matrice de
dispersion sont des parametres omniprésents en analyse statis-
tique. La décomposition en éléments propres (EVD) des M-
estimateurs est utilisée dans de nombreuses applications telles
que I’analyse en composantes principales (PCA) [8, 9], ou la
sélection d’ordre de modele [10]. Par conséquent, caractériser
avec précision la distribution de la EVD des M -estimateurs

données ayant une distribution complexe elliptique symétrique
(CES). Nous dérivons ces résultats dans le régime asympto-
tique standard et puis dans le régime de EW. Finalement, nous
illustrons comment les résultats proposés peuvent étre exploités
dans la question complexe de la caractérisation du biais in-
trinseque [11] des M -estimateurs.

Notations : K est la matrice de commutation qui trans-
forme vec(A) en vec(AT). H1 est I'ensemble des matrices
définies positives hermitiennes. L’ensemble des matrices semi-
unitaires est noté UP = {U e Crr UFU = Ir}. Enfin,
GCN (0,X,7Y) indique la distribution normale complexe non
circulaire de moyenne nulle avec la matrice de covariance X et
la matrice de pseudo-covariance Y [2].

2 Contexte
2.1 Distributions CES

Soit z un vecteur aléatoire complexe circulaire de taille p. z
suit une distribution CES, notée CES (u, X, g,), si sa densité
de probabilité (DDP) peut s’écrire

fa(2) = 127 g, (2 — w)" =7 (2 — ) (1)



oll g, : [0,00) — [0,00) est une fonction telle que (1) définit
une DDP, p est I’espérance de z et 32 sa matrice de dispersion.
3 contient la structure de la matrice de covariance de z, i.e.,
cette matrice de covariance (si elle existe) est proportionnelle a
3. La loi gaussienne, notée x ~ CN'(u, X), est un cas parti-
culier de distribution CES obtenu pour gx(x) o e~*. Dans ce
travail, on suppose p = 0.

Représentation par noyaux gaussiens : Dans [7], le modele
de “noyau gaussien” a été utilisé comme alternative a la
représentation stochastique classique [12] des vecteurs dis-
tribués CES. Un vecteur aléatoire z ~ CES(0, X, g,) peut étre

représenté par
d Ve

22 Y=Ag @)
Il

ot ¥ = AA™ est une factorisation de S et g ~ CA(0,1). Q
est une variable aléatoire réelle non négative, indépendante de
g avec une DDP dépendant uniquement de g,. Nous appelons
x = Ag le noyau gaussien de z.

2.2 Distribution de Wishart

Soit (x1,...,X,) un n-échantillon de vecteurs complexes
indépendants de taille p avec x; ~ CA(0, X). Alors, la SCM
donnée par

~ 1 <&
Soon = — x 3
SCM n;X X &)

suit au facteur 1/n prés une distribution de Wishart complexe,
notée CWy(n,X). La DDP de W ~ CW,(n, ) est donnée
par

Fow) = V7

RS TAD) exp [—tr(ZTW)].

2.3 M -estimateurs

Soit (z1,...,2,) un n-échantillon de vecteurs complexes
indépendants de taille p avec z; ~ CES(0,3,¢,). Un M-
estimateur de X, noté 2, est défini comme la solution de
I’équation suivante

IS 1 < ~—1
== H3y " z)z2 4
- ; u(z; Z;)Z;Z “4)
ol u est une fonction réelle de pondération définie sur [0, o)
qui n’est pas nécessairement reliée a la DDP de la distribution
CES. La matrice de dispersion théorique de 1’échantillon est
définie comme la solution de
E [cp (ZHEJIZ) ZZH] =3, =013, (@)
ol 0 > 0 est solution de E[¢(o7)] = p avec ¢(o71) =
u(or)orett =27 X'z

2.4 Propriétés asymptotiques

Théoreme 2.1 (Régime standard) Si S est un M-estimateur
respectant les conditions de [1], alors

Jnvee (f: _ 20) 4 GeN (0,C,P)

ot les matrices de covariance et de pseudo-covariance asymp-
totiques sont

{ C= 19125 ® Xy + Uavec (X,) vec (EU)H ,

P=9 (ZZ ® EU) K + ¥avec (X,,) vec (ZJ)T ©

Les constantes 91 > 0 et ¥ > —01 /p sont données dans [5].

Modele équivalent Wishart : Soit (z1, . . ., z,,) un n-échantillon
ou z; = /Q;/||gi||Ag; suivant CES (0, %, g,),i = 1,...,n,
et R

e X est un M-estimateur construit avec (z,. ..
uAtilisant Eq. (4),

e Ypw = %2?:1 xixiH est le SCM construit avec des
noyaux gaussiens x; = Ag; ~ CN(0,X) de z;, i =
1,...,n,donnés par Eq. (2) qui représentent des données
fictives (car non accessibles) utilisées pour I’analyse
théorique. Notons que Xy suit donc, par construction,
une loi de Wishart.

,Zp,) €N

Théoreme 2.2 (EW) Soit o donné par Eq. (5). Ensuite, la dis-
tribution asymptotique de 03 — X pw est donnée par [7]
Jnvec (af} -5 EW) 4 Gen (0, C, ﬁ) 7
oit C et P sont définis par
C=02" @3 + gyvec(T)vec(X),
{ P=o (ET ® E) K + govec(X)vec(2)T ®

avec o1 et oo donnés dans [7].

Une remarque importante est que les facteurs o1 et oo sont
beaucoup plus petits que ceux du régime asymptotique stan-
dard (Eq. (6)), ce qui signifie que le comportement d’un M-
estimateur peut étre mieux approché par le comportement de la
matrice de Wishart correspondante que par son régime asymp-
totique classique.

3 Contribution théorique

L’EVD d’une matrice (de dispersion) ¥ est définie comme
s FYP pau# 9)
avec UPU =Tod U = [uy,...,u,] € UP et A = diag(N),
A = [A1,...,\p] € RP. Dans la suite, nous supposons que les
valeurs propres sont ordonnées A\; > ... > X, > 0 et qu’un
€lément de chaque u; est réel positif (pour 1’unicité).

Nous définissons les opérateurs 6 et ¢; retournant respecti-
vement le j°™ vecteur propre et valeur propre comme
u, = 6;(X

J J ( ) ’ (10)
A= ¢ (2).
En considérant a nouveau le modele équivalent Wishart pro-
posé dans la section 2.4, on note :

M =9, (f]) u'W =0, (EA)EW> )
AV = ¢, (2) AW =g (EEW) '
avec ¢ = [¢1,...,0p].

(1)



Théoreme 3.1 (Régime standard) La distribution asympto-
tique des valeurs propres et des vecteurs propres d’'un M-
estimateur (Egs. (11)) est caractérisée par

Vi (oX" = X) 4 A (0,0:82 + 92207,

12
JnItaM 4 en (0, =) (42
J =)

avec

=, = 9\ UANI— AT UH (13)

oul I'IjL =1- ujuf et V1, Yo donées par Eq. (6).

Théoreme 3.2 (EW) La distribution asymptotique de la
différence entre les valeurs propres et les vecteurs propres d’un
M -estimateur et de son EW est donnée par

Vvn ((TXJM — XEW) LS N (0,01A2 + 02)\)\T) ;

(14)
VAILE (@Y — W) 4 e (0,01 /01 E)) .

avec Ej et 01, 09 donnés par Egs. (13) and (8), respectivement.

Preuve 3.1 Pour prouver ces deux théorémes, il faut ca-
ractériser les dérivées des opérateurs 0; et ¢; en étendant les
résultats de [13] au cas complexe. La preuve se conclue en ap-
pliquant la méthode Delta aux résultats des théoremes 2.1 et
2.2.

4 Validation et application des résultats

4.1 Validation

Afin de valider les résultats théoriques, nous générons des
données de dimension p = 20 selon une loi de Student-
t avec d = 3 degrés de libertés. La matrice de dis-
persion est Toeplitz, avec p = 0.9(1 + /—1)/+/2. Pour
estimer la matrice de dispersion, nous utiliserons un M-

~t ~ ~
estimateur de Student. Considérons A = ¢ (Zt) ou X
¢ (EA:EW)
ou EA]EW est la SCM construite avec les noyaux gaussiens
(non observables) des données observées (EW). Sur la fi-
gure 1, on observe que les résultats empiriques (courbes
~t ~t ~EW
rouge MSE()\ — )\) et bleue MSE()\ - A )) tendent
vers les résultats théoriques correspondants (courbes noires

T (Xt - )\) — Ty (ﬁlAQ n 192>\>\T) et T (f\t _ XEW)

~EW
est un M-estimateur de Student et A =

Tr (01A2 + 03AAT)) lorsque n augmente. Une autre re-

~t
marque est que ’erreur de A est beaucoup plus petite en com-

parant a p qu’a A. Ceci confirme I’idée que la distribution
des valeurs propres d’un M -estimateur peut €tre mieux ap-
prochée avec celle des valeurs propres de son EW qu’avec la
distribution normale asymptotique autour des valeurs propres
de la vraie matrice de dispersion.

Erreur quadratique moyenne (dB)

102 103
n

FIGURE 1 - Erreurs quadratiques moyennes (MSE) empi-
riques et théoriques (7)) sur les valeurs propres : résultats

~t

pour le régime asymptotique standard ()\ — )\) et pour 'EW
~t ~EW

(X =37,

4.2 Application : biais intrinseque

Dans [11] a été établi un équivalent intrinseque (i.e., pour des
parametres vivants dans une variété) de I’inégalité de Cramér-
Rao (CRB). Dans le contexte de 1’estimation de la matrice de
covariance, ces résultats permettent notamment de borner la
distance riemannienne naturelle (plutdt que la norme de Fro-
benius), définie par :

2 p
e (B1,%) = [n (72232 | = 3w
j=1

ou /\? est la j®™ valeur propre de 21_122. Cette analyse révele
également des propriétés inattendues, telles que le biais de
la SCM quant a la métrique naturelle sur H;,;". La CRB in-
trinseéque est établie pour la SCM dans un contexte gaussien
dans [11, Corollaire 5], sous la forme :

2

E {diat (EGCWEag)} > % +pn(pn)?. (5)
Le terme 7 (p, n) dans (15) est 1ié au biais intrinseque (IB) de la
SCM donné dans [11, Théoreme 7] par E [expg1 EGCWE} =
—n(p,n)X, avec

n(p,n) Z%{plnn+p—¢(n—p+1)

+(n—p+Dp(n—p+2) (16)
+Yn+1)—(n+DY(n+2)}

etol ¢(z) = I(x)/I'(x) est la fonction digamma.
Pour les échantillons suivant une distribution CES, la CRB
sur d?,, est donnée dans [14] pour tout estimateur non biaisé

3> comme
2

B[, (53)] 2L Lt matp) an




E[Q%¢'(Q)]
p(p+1)
laire 5 de [11] dans ce contexte nécessite de dériver le biais
intrinseque d’un M -estimateur obtenu avec des échantillons
ayant une distribution CES. Ce probléme semble intractable,
puisque ce résultat repose principalement sur la distribu-
tion des valeurs propres d’une matrice Wishart. Toutefois,
I’équivalent EW du théoreme 3.2 (ainsi que les résultats de
simulations précédents) donne un motif théorique raisonnable
pour 1’approximation E[expy' 3] ~ —n(p,n)X pour tout
M -estimateur consistant (en termes d’échelle) dans le cadre
des CES. Par conséquent, nous pouvons proposer d’incorpo-
rer un terme de biais équivalent dans (17) pour obtenir une
approximation précise de la valeur CRB intrinséque pour les
M -estimateurs obtenus avec des échantillons CES. La figue 2
illustre ce point pour des données suivant une loi de Student-? :
la premiere courbe montre que le biais intrinseque empirique
obtenu avec le M -estimateur de Student coincide avec le biais
intrinseéque empirique de la SCM construite avec des noyaux
gaussiens correspondants, ainsi qu’avec le résultat théorique
attendu en (Eq. (16)). La seconde montre que la moyenne em-

avec o = (1 - and 3 = o — 1. Etendre le corol-

pirique de d,4; (notée eN (f]t>) peut étre mieux caractérisée
par la CRB biaisée approchée.

5 Conclusion

Nous avons proposé deux caractérisations asymptotiques
pour ’EVD des M -estimateurs dans un cadre CES : un régime
gaussien asymptotique standard et un équivalent Wishart [7].
Ce dernier nous a permis de dériver un biais intrinséque ap-
proché et d’étendre les résultats de [11] aux M -estimateurs en
ce qui concerne la borne sur 1’estimation des matrices de dis-
persion établie pour la distance naturelle riemannienne.
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