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Résumé: Selon l'analyse harmonique, toute fonction f{x), périodique sur l'intervalle
[—L, L], qui satisfait les conditions de Dirichlet, peut étre développée en une somme infinie
(connue dans la littérature sous le nom de série trigonométrique et pour laquelle, pour des
raisons qui deviendront évidentes au cours de ce travail, nous utiliserons le nom de série
sinusoidale), constituée des composantes pondérées, d'une base biortogonale compléte,
formée de la fonction unitaire /, des harmoniques fondamentales sin(zx/L), paire et cos(mx/L),
impaire (fonctions 2L-périodiques) et des harmoniques secondaires sin(nmx/L) et cos(nmx/L)
(fonctions 2L/n-périodiques), ou neZ* (entiers naturels non nuls). Les coefficients de ces
développements (coefficients de Fourier) peuvent étre calculés a I'aide des formules d'Euler.
Nous généraliserons cette affirmation et montrerons que la fonction f{x) peut également étre
développée en des séries périodiques non sinusoidales, formées de la somme infinie des
composantes pondérées d'une base compléte, non orthogonale: la fonction unitaire 7, les
quasi-harmoniques fondamentales g(x), paire et /(x), impaire (des fonctions 2L-périodiques,
avec la valeur moyenne nulle sur l'intervalle de définition) et des quasi-harmoniques
secondaires g.(x) et hn(x) (fonctions 2L/n-périodiques), ou neZ'. Les quasi-harmoniques
fondamentales g(x) et i(x) sont n'importe quoi fonctions qui admettent des développements en
série sinusoidale (elles satisfont les conditions de Dirichlet, ou elles appartiennent a I'espace
L?). Les coefficients de ces développements sont obtenus avec l'aide de certains relations
algébriques entre les coefficients de Fourier des développements des fonctions f{x), g(x) et
h(x). En plus de leur importance théorique évidente, ces types de développements peuvent
avoir une importance pratique dans l'approximation des fonctions et dans la résolution
numériques et analytiques de certains classes d'équations différentielles.

Mots clefs: séries de Fourier sinusoidales, séries de Fourier non sinusoidales, bases
indépendants, bases orthogonales, approximation des fonctions, équations différentielles

Abstract. According to harmonic analysis (Fourier analysis), any function f{x),
periodic over the interval [—L, L], which satisfies the Dirichlet conditions, can be developed
into an infinite sum (known in the literature as the trigonometric serie, and for which, for
reasons which will become evident in the course of this work, we will use the name of
sinusoidal serie), consisting of the weighted components of a complete biortogonal base,
formed of the unitary function /, of the fundamental harmonics sin(zx/L), even and cos(wx/L),
odd (2L-periodic functions) and of the secondary harmonics sin(nzx/L) and cos(nmx/L)
(periodic functions, with period 2L/n, where neZ’, positive integers). The coefficients of
these developments (Fourier coefficients) can be calculated using Euler formulas. We will
generalize this statement and show that the function f(x) can also be developed into non-
sinusoidal periodic series, formed from the sum of the weighted components of a complete,
non-orthogonal base: the unit function /, the fundamental quasi-harmonics g(x), even and
h(x), odd (2L-periodic functions, with zero mean value over the definition interval) and the
secondary quasi-harmonics g,(x) and h,(x) (2L/n-periodic functions), where neZ*. The



fundamental quasi-harmonics g(x) and A(x) are any functions which admit expansions in
sinusoidal series (satisfy Dirichlet conditions, or belong to space L?). The coefficients of these
expansions are obtained with the help of certain algebraic relationships between the Fourier
coefficients of the expansions of the functions f(x), g(x) and /(x). In addition to their obvious
theoretical importance, these types of developments can have practical importance in the
approximation of functions and in the numerical and analytical resolution of certain classes of
differential equations.

Keywords: sinusoidal Fourier series, nonsinusoidal Fourier series, independent bases,
orthogonal bases, approximation of functions, differential equations

1. Introduction

Soit g(x) une quelconque fonction de R, définie sur un intervalle réel 7 (ouvert, fermé
ou semi-ouvert), délimité par x; et xu+;, introduite par une seule expression g(x)=gi(x) sur
toute / (m=1), ou par m différentes expressions: g(x)=gi(x), i=1I, 2, ..., m, valables chacune sur
I’un des sous-intervalles disjoints adjacents bornés par x; et xi+;, /< i < m. Pour définir
simultanément a la fois la fonction g(x) et son domaine de définition, nous introduirons un
systéme pour marquer simultanément les limites x; des (sous)intervalles de définition et aussi
les expressions de la fonction valables sur ces (sous)intervalles:
g(x)=Glx > g,(x) <x,], ou g(x)=Glx, > g,(x)<x,], ou g(x)=Glx, *g,(x)*x,], ou
g(x)=Gx (g, (x))x; 1, au lieu de g(x)= gi(x) si x; <x <x2. Ici I= [x1, x2]
g(x)zG[xf >g <x,Ux; >..<x,Ux" >g <x, Ux,>.<x Ux >g < x;Hl], ou
gx)=Glx, 2g,<x,Ux,>2...<x,Ux,2g <x,,Ux,, >...<x, Ux, >g <x, ] ou

g(x) = G[xf(gl)x2 Ux;(g)-(g)x, Ux(g)x,, Ux)i(gi)-(g,)x, Ux, (gm)x;m]’ ete
au lieude gx)={gi(x) six;<x <X ..., @i(x) ST Xi <X < Xi+1, .., Gm(X) S1Xm <X <Xm+1}
Ici 1= [x1, x2) U[x2 x3) U... U[xi xivr) U...U[xm xm1] = [x1, x2].

Les indices supérieurs attachés aux bornes x; de ces intervalles signifient:

=+ gly)=lim g(x)

=~ gly)=limg(x)

= sans indice : la fonction g(x) est indéfinie en x;, ou elle a une valeur fixé g(x;)=a€R.
Par conséquent:
- pour g(x):(x;, x2) nous allons utiliser 'une des notations:
g(x)=Glx>g<x2], ou g(x)=G[x1*(g) *x2], ou g(x)=G[x1(g)x2]
- pour g(x):[x;, x2], avec g(x)=gi(x) si x € (x1, x2), g(x1)=a, g(x2)=b, nous allons utiliser :
g(x)=Gla<xi>gr<x:>b], g(x)= G[(a)*x1*(g1)*x2*(b)] , ou g(x)= Gl (a)x1(g1)x2(b)]
- pour g(x):(x1, x2) U (x2, x3), avec g(x)=gi(x) si x € (x1, x2) et g(x)=g2(x) si x € (x2, x3) :
g(x)=G[x1>g1<x2>g><x3], etc.
- pour g(x):[x1, x2) U (x3, x4], avec g(x)=g1(x) si x € (x1, x2) et g(x)=g2(x) si x € (x3, x4):
g(x)=Gx;">gr<x2>U <x3>g2<xs], ou gx)=G[x;>g;<x2> <x3>gs<x4]
- pour gu(x):[x1, Xm+1], avec ga(x)=gi(x) si x € (xi, Xi+1), et ga(xi)=ai# »,i=1, 2, ..., m+1:
2a(x)=Gla1<x;>g1<x2>a<x2>g>< X3> a3... An<Xm™>gn<Xm+1>Am+1] (a)
- pour gy(x): _L”Jl(x,.’x,.ﬂ), avec gn(x)=gi(x) si xe (x;, xi+1), i=1, 2, ..., m+1, et gp(x;) indéfinies:

g(x)= Gx1>g1<x2>g2< x3>... <Xm>gm<Xm+1]. (b)
Pour ces deux derniers exemples, si gi(x) sont les mémes, pour i=/, 2, ..., m+1, les

deux fonctions (ainsi que d'autres fonctions g,(x) qui accomplies cette condition et, encore la

condition g.(x;)=r; # ®), sont égaux presque partout. S’ils sont de carré intégrable, leurs



développements de Fourier g,(x), g,(x) et g.(x) ont la méme expression g(x) quelle, en les
points de discontinuité, converge vers:

()= g(x...)= 3] lim /() + tim 70 et gle) = tim 70+ lim £ | pour i1, m+
Nous noterons gr(x) une fonction de type g/(x), pour laquelle g-(x;)=g(x.), i=1, 2, ..., m+1:
gr(x)= G[g(xl )<xz>g1<xz> g(xz) <x2>g2< x3> §(x3) g(xm)<xm>gm<xm+1> §(x1)] (c)

F F F F
On peut noter gu(x)=gn(x)=gr(x)=2gr(x)= lim g(x), I’égalitée presque partout. Le
N—ow
développement de Fourier de la fonction discontinue g(x) est une fonction continue g(x) qui

s'approche autant que possible de gr(x). On peut assigner a la fonction continue g, (x) (qui est
une approximation autant que nous voulons de proche de la fonction gr(x)), ’appellation de
Fourier-fonction, ou F-fonction. Dans des nombreuses situations, y compris la majorité de
cet article, les valeurs 7; de la fonction g,(x) en les points de discontinuité ne sont pas
pertinentes. Par conséquent, lorsque nous analyserons des fonctions de ce type, sans perdre le
caractere de généralité, mais dans un souci de simplification de 1'exposition, nous allons
considérer toujours (sauf les cas spécifiés expressément) qu'il s'agit d'une fonction du type
gr(x), et nous allons utiliser la plus simple notation équivalente, celle de gy(x), la relation (b):
2r(x)=G[x1>g1<x2>22< x3>... <Xm>gm<Xm+1]
Autres exemples:

pour la fonction Heaviside: H(x)=G[—00>0<0>1/2<0>]<o0]

pour la fonction Dirac: d(x) = A[—0>0<0>0<(>(<o0]

pour la fonction Haar: yu(x)= Y[0">1<1/2">—1<]]
Pour toute fonction réelle g(x), ou x € I =[x,,x,] qui a des valeurs réels finis dans l'ensemble
image g(I) et pour laquelle g(x;)=g(x2)=a, on peut construire, par des translations successives,
une extension périodique sur R: g, (x,)= % g (x,,k) ou, pourV ke Z etV x €|x,,x,]

Gok(XR k) =gpr(x+kT)=g(xr—kT)=g(x) si x, €[x1+kT, x2+kT] et (1)
gok(xr)=0, six, & [x;+kT, x2+kT]. Ici T=x2—x,,

Pour chaque £, il y a sur I'axe réel, un intervalle [x;+k7, x>+kT), avec T=x>—x;, pour lequel la
relation (1) est vraie. Si k=0, on obtienne pour x € [xl,xz]: 2oo(x,0)=g(x).

Pour une définition dans laquelle la valeur de k (dépendant de xg), apparait
implicitement, on peut appeler a la fonction partie entiére (par défaut) E(x)=\_xj =le plus
grand entier inférieur ou égal a x: E(x)< x<E(x)+1I (floor function, dans la littérature anglo-
saxonne) [1]. Pour toutx, € R, on définit la fonction K(xgr)=E((xr —x1)/T) (1a)
Alors, pour V x, eR, I xe [xl,xz], xr=x+KT. Par définition: g(xgr)=g(x+KT)=g(x).

Pour la fonction gy(x)=sin(x), définie sur l'axe R, la relation (1) est vrai, sous la forme
sin(xg)=sin(x), pour V xg=x+2xk, implicitement, simultanément, pour toute k€ Z et pour
tous les intervalles [(2k— 1)z, (2k+1)x] que leurs correspondent. Pour une certain fonction
g(x):[x1, x2], en dehors de cet intervalle g,(x) doit étre spécifiée explicitement, par des
translations successives, pour tous les intervalles de wvalidité x;+kT<x<x;+k+ID)T:
gp(xr)=g(xr—kT)=g(x), pour toute k€ Z, ou implicitement, simultanément:

8p(xr)= glxr—T-E((xr —x1)/T)]=g(x). (1b)
Selon la théorie développée par Fourier, la fonction 2L-périodique fp(x):(—, =),
I'extension sur 1'axe réel de la fonction de carré intégrable f{x):[—L, L], peut étre décomposée

en une somme: f(x)= f, + i[an cos(w,x)+ b, sin(w,x)] ou, pour toute neN, @, = n% . Iei,
n=1

fo est la valeur moyenne de la fonction f{x), sur l'intervalle [—L, L], cos(wx) et sin(wnx) sont



des fonctions continues (appelées harmoniques secondaires paires unitaires, respectivement
harmoniques secondaires impaires unitaires), qui proviennent des fonctions continues
cos(wox) et sin(wex), pour wo=n/L (appelées harmonique fondamentale paire unitaire,
respectivement harmonique fondamentale impaire unitaire) par la multiplication de leurs
argument avec un entier naturel positifs ne N*. Les fonctions de valeur moyenne nulle,
sin(nwex) et cos(nwox) prennent sur l'intervalle [—L/n, L/n], les mémes valeurs que les
harmoniques fondamentales les prennent sur l'intervalle [—L, L] et ils satisfont implicitement:
sin(nwex)=sin[n(wex+2rk)] et cos(nwox)=cos[n(wex+2rk)], pour tous les intervalles
[2k—1)wo/n, (2k+1)we/n], ou k est un entier relatif.

Soit la fonction g(x) de variable réelle xe[—L, L], qui a des valeurs réelles finies dans
I'ensemble image Im(g) et vérifie I’égalité g(—L)=g(L). Semblable aux sinusoides, a partir de
la fonction g,(x)—(—0, ®), qui est l'extension 2L-périodique sur 'axe réel de la fonction g(x),
on peut obtenir pour chaque n e N*, par dilatation, une fonction 2L/n-périodique:

gnlx)=g, (nx): z g (nx,k):(—OO, o), ou pour tout entier relatif &, gu(nx,k) est une fonction
k=—0

définie sur l'intervalle [(2k—1)L/n, (2k+1)L/n]. Dans cet intervalle, gu(nx,k) prend les mémes
valeurs que celles que les prend guo(nx,0)=g(nx) sur ’intervalle [—L/n, L/n] et g(x) sur
I’intervalle [—L, L]. Explicitement et successivement: gu(nx,k)=g(nx+2kL)=gno(nx,0)=g(nx)
pour x € [(2k—1)L/n, (2k+1)L/n] et gu(nx,k)=0, pour x ¢ [(2k—1)L/n, (2k+1)L/n]. La relation
de périodicité devient: g.(x)=gn(x+2kL/n), pour tout k€ Z, ou implicitement:
an(x)=gn(x+2L-E(n(x+L)/2L)). La fonction g(x) et les fonctions g,(x) ont, sur I’intervalle
[—L,L], l]a méme valeur moyenne gy.

Nous appellerons la fonction g,(x), restreinte a l'intervalle [—Z, L], la g-harmonique
de l'ordre n de la fonction g(x) et la fonction g;(x)=g(x), la g-harmonique fondamental.
Nous allons également, introduire pour la g-harmonique de 1’ordre # une notation réduite:
an(x)=G[—L/n<g(nx)>L/n],, ne N*. (1c)

Ces opérations de translation et de dilatation sont similaires a celles utilisées pour
créer les fonctions ondelettes wu(x), a partir d’une fonction mere ¥(x) [3]:

Wak(x)=k'P[(x—b)/a], pour b=2k/n et a=1/n.

Si la fonction g(x) a, dans l'intervalle [x;, Xu+:], un nombre fini m de discontinuités, la
fonction gu(x) (la g-harmonique de 1'ordre ) aura un nombre m-n de telles discontinuités, qui
tend vers l'infini si n—o0. Pour cette raison, la fonction g(x) est impropre pour générer une
base pour un sous-espace de fonctions. Mais, si la fonction g(x) est de carré intégrable
(appartiennent a I’espace L’[x;, xm+/]), ou si elle satisfait les conditions aux limites de
Dirichlet, elle peut étre développé en une série [1, 9]:

g(x)=g, + i[an cos(@,x )+ b, sin(w,x)], ot wa=nw/L, VneN.

n=1
. 1
Ici, a, :ZL g(x)cos(w,x)dx et b, = I )sin(e, x)dx ; g, ——J x)cosdx

Parce que g(x) est une série convergente des fonctions continues, elle est une fonction
continue (une Fourier-fonction g, (x)) et peut €tre pris en compte pour générer une base pour

les fonctions de 1’espace L2[x, xn+1]. Evidemment, toutes les fonctions continues sont des F-
fonctions. En tous les points de continuités, g(x)—>gF(x), alors que dans les environs d’un

point de discontinuité, g (x—/)—limg.(x), et g (x+h)—limg,(x), si ~—0. Dans l'intervalle

[xi—h, xi+h], pour h~—0, la fonction g(x) approche la droit gr(x)=x[gr(xi+h)+gr(xi—h)]/2h et
g (x;) approche la valeur [gr(xi+h)+gr(xi—h)]/2. En consequence, toutes les g-harmoniques
2x(x), fondamental ou secondaires sont des fonctions continues dans tout 1' intervalle 7.



Une F-fonction peut étre construite par définition: soit, une fonction g(x), définie dans
l'intervalle [x;, x2], avec une discontinuité de saut au point x;. La F-fonction correspondante
est: gr(x)= %iilgG[xl *(g)*x, —h *(x gl - h)z-;lg(xd * h)j *x, +h* (g)*xz} ,hréel.  (1d)

Comme nous l'avons déja mentionné, dans cet article, lorsque nous analyserons des g-
harmoniques g»(x), continues par morceaux, nous allons considérer toujours (sauf les cas
spécifiés expressément) qu'il s'agit de fonctions g r(x) de Fourier.

Pour les phénomeénes de la Nature, décrits par 1'évolution de certaines fonctions, du
moins pour des considérations énergétiques, les fonctions discontinues cédent leur place aux
fonctions qui approchent les fonctions de Fourier.

C’est évident que les fonctions g, (x), n=1, 2, .., o sont, deux a deux,

indépendantes. Par conséquent, ils forment une base génératrice d’un sous-espace de L°.
Nous appellerons cette base: la base générée par g(x) ou, plus simplement, la base g(x),
notée Bg.

2. Séries de Fourier périodiques non sinusoidales

Dans la section précédente, nous avons constaté ’existence d’une quelconque analogie
formelle entre les fonctions réelles et finies cos(wex), sin(wox), définies sur 'intervalle [—L,L],
et les autres fonctions réelles et finies g(x), définies sur le méme intervalle. Dans cette section,
nous allons essayer de découvrir ces catégories des fonctions g(x) qui accentuent cette
analogie, de sorte qu’elle devienne une analogie fonctionnelle, utile pour créer des bases de
fonctions complétes et indépendantes.

Nous utiliserons les notations f, f'et f, pour les développements en série de Fourier
sinusoidale, en série de Fourier non sinusoidale et en série de Fourier non sinusoidale

orthogonale. Pour les formules de développement des fonctions en série de Fourier et pour
leures propriétés, nous avons consulté des travails réputés [4-13].

2.1. Séries de Fourier périodiques non sinusoidales des fonctions paires

Théoréme 1. La base Bg d’une fonction paire g(x) définie sur l'intervalle [—L, L]
d’une espace L? (notée L’[—L, L)), ayant la valeur moyenne gy nulle sur cet intervalle,
constitue une base compléte pour le systeme FE des toutes les fonctions paires fo(x), réelles, de
L?, périodique de période 2L, ayant la valeur moyenne nulle sur cet intervalle.

La démonstration de ce théoréme inclut également, la maniére de calculer les
coefficients 4, du développement de Fourier non sinusoidale de la fonction paire fo(x) de L?:

fe(x)= iA”gTH (x), ou g (x) sont des séries de Fourier )
n=l1

La fonction fe(x) qui est, par définition, de valeur moyenne nulle sur I’intervalle [—L, L], peut
étre développée, selon la thése de Fourier, de maniére univoque, en une somme infinie de
fonctions cosinus paires:

fe(x):ian cos(a)nx), ou o, =n% =na,. (2.1)

n=1
Dans le méme temps, toutes les quasi-harmoniques g.(x) peuvent étre écrites comme une
combinaison linéaire de la fonction cosw,x et des autres cosinusoides de rang supérieur:

g (x) =, COS WX + ¢, COS2Wyx + ¢, c0s3wyx + ¢, cos 4w, x +...
2, (x) =, CoS2myx + ¢, cos4a,x + c; cos 6w, x +c, cos8w,x +...



g, (x) = ¢, €08 3w,x + ¢, Cos6w,x + c; cosYwyx +c, cos12myx +...

A partir de ces relations, pour le cas général, on obtient, pour c¢; # 0:
cosw,x = (g —c, c0s2m,x — ¢, c0s3m,x —c, cos4w, x —

Ici, toutes les fonctions g, (x) sont des F-fonctions (donc, continues)

)¢ ,pourn=I,2, ..., o

£.(x)=a, cos @yx +a, cos2ayx + a, cOS 30X + a, COSAD,X + ...+ a4, COSI@WYX + ... + @, COSN@YX + ... =

a, a, (—
= C—‘(gl — ¢, 082X — ¢, 08 3@y x —...)+ —2(g, — ¢, cosd@y,x — ¢; COS 6@, X —...) +
1 1

a, (— a, (—
+22(g, — ¢, cos6@wyx — ¢; cos 9myx —...) + (g, — ¢, cos8m,x — ¢, COS12yx —...)+ ...+

¢ ¢

a, (—
+-1(g, — ¢, cos2nmyx — ¢, cos 3nmyx —...) =
c
1

= f.(x)= ZAgn

L'égalité de f,(x) avec f,(x) est univoque, ce qui devait étre prouvé. Donc:

1g1( )+ Azgz(x)+A3g3(x)+A4g4( )+A5g5

a a c a a,c, ¢ a2
R R s AL ey O P et
1 1

a, a ¢ a a4 ¢ ¢ G
a, a,c, a,c, C c.cC a, c
— 26 273 372 6 273 — 211
A, =K, 2—=>1,4,=K, R
a a ¢ a ¢ G 1 a ¢
a a, C a, C C c,C a C2 C3 a a, C C C2
- 8 274 T4 T2 T8 274 272 22 - 9 33 79 3
A, =K,| — +2—=; =1, 4 =K += s
a a ¢ a ¢ ¢ ¢ a ¢ G a a ¢ ¢ G
a a, c. a.c, c 2¢,c a,.c, —a,c a c
_ w_ 946G 46 Cy 2Cs 161 — 4 _ 1 S
4 =K, = |, A, = =K, >
a a ¢ a6 g G ¢ a ¢
a,,c, —a,c, —a.c, —a,c, —a.c, —a,C 2a.c.c, +2a.c,c, +2a,c,c. +act 3acic
Y 1261 T 5C6 T A3Cy T AyCy T AeCy TGy | 241656y 16266 26,6 746, 24/6,6
12 = 3 3 23 —
G G G
a a, C a, C a, C a, C C c.c, +c,C a, C,C a C2 CZC o
_ n @6 43¢ 4,6 4y C Cp 3C4 TG a4y GG 436 5606
=K,|— —— 4242 = >—3—=;
a a ¢ a ¢ aqc¢ a ¢ G G a ¢ a, ¢ ¢

En conclusion, parce que toute fonction paire fo(x) du sous-espace L°[—L, L], peut étre
développée en série de Fourier sinusoidale (2.1), elle peut également étre développée en série
de Fourier non sinusoidale (2). Pour calculer les coefficients de ce développement, il est
nécessaire de connaitre les coefficients a, du développement de Fourier de la fonction fo(x)
ainsi que c¢u, les coefficients de la fonction g(x), ce qui implique le calcul des intégrales

I f )cosa) xdx , respectlvementj

x)cos @, xdx . Bien sir, pour une autre fonction paire

F0)=fo)He(x), fox)£0, f(x)=fox)+ § A g (x). L’aproximation d’ordre N s ‘écrit :

g(x)

F 6=+ $ 42, (x). ou 7,(x) = S, coslmax). Si N, 7,(x)

Pour illustrer la méthode de calcul, soit la fonction f>(x)=G[—1">x’<I"], qui est un
polyndome du second degré, sans des discontinuités, et qui a le développement de Fourier:



j_"z(x):f(ﬁian cosnﬂx:%+i4(;12) cosnmx (2a)
n=1

n=1 nrw

Nous voulons de la développer en une série d'impulsions rectangulaires (fonctions créneaux):
- 1 &,
filx)=3+ 248" (), (2b)
n=1

la base étant générée par la fonction paire ge=g¥= G [—I>—1<—1/2>1<1/2>—1<]]
Le développement en série trigonométrique de la fonction ge(x) est:

2.(0) = ¢, cos(2n—l)m = —32( 1) cos(2n = D (2c)
n=l1 T o 2n—1

Les relations (2a) et (2¢), fournissent les coefficients suivants:

ai=—4/12, ar=1/1°, a;=—4/97°, as=1/47°, as=—4/257°, as=1/97°, a,=—4/497°, as=1/167°

ao=—4/8172, ajp=1/25m>, a;;=—4/1217°, a;;=1/36 72, ... et

c1=2/m, c2=0, c3=—2/3x, c4=0, cs=2/57, c6=0, c;=—2/7x, cs=0, co=2/97, c190=0, c;;=—2/11x,

c2=0, ...

Selon (2.2), les coefficients du développement (2b) sont:

A1==2/m, A>=1/2r, A3;=—8/9n, A+=1/8n, A5=8/25m, As=2/9m, A;=—16/49r, As=1/32rx,

Ao=—8/81x, Ajo=—2/25%, A;1=—24/121xn, A;2=1/18 =, ...

La représentation des quasi-harmoniques correspondantes et des sommes partielles résultantes

est donnée a la figure 1. Ici, nous avons représenté les fonction g, (x) au lieu des fonctions

g, (x) Puisque la fonction ge(x) a deux points de discontinuité, les sommes partielles Sy du

développement non sinusoidal, ont des points de saut en nombre croissant, a mesure que le
rang N augmente.

A

SII A

-0.5

Fig.1. L'approximation de la fonction x*—1/3 par une somme d'impulsions rectangulaires
gi: composante i des sommes partielles, Si: somme partielle de l'ordre i



On peut remarquer une basse vitesse de convergence, par rapport a la méthode classique
d'approximation de la méme courbe, par le biais de segments des droits horizontaux.
Examinons, pour une comparaison, le développement de la méme fonction par une
somme des fonctions-rampe continues. Soit la méme fonction fa(x)=F:[—1">x’<I"] et la
: - 1 &4(-1) :
fonction g(x)=G[—1">x—1/2<0>x—1/2<I"]. fz(x): §+ Z%cosnﬂx fournit:
n=l1 T

ar=—4/1, a=1/12, a;=—4/97°, as=1/47°, as=—4/257°, as=1/97°, a,=—4/497°, as=1/167°,
ao=—4/817°, ai0=1/25m, a;;=—4/1217° a;>=1/36 °, ...

et g(x)= —42@ fournit: (2d)

pry (2n — 1) 7’
c1=—4/%, c2=0, c3=—4/97°, c4=0, cs5=—4/251°, c6=0, c;7=—4/497°%, cs=0, co=—4/817°, c10=0,
cii=—4/1217°, c12=0, ...

A T'aide des relations (2.2), nous pouvons développer la fonction f>(x) en une série infinie de

fonctions-rampe: f,(x)= %+ Z 4,3, (x), ou:
n=1
Ai=1, A>2=—1/4, A3=0, A4s==1/16, A5=0, As=0, A7=0, As=—1/64, Ao=0, A10=0, A1:1=0,412=0,

- 1 _ © 1 1 1
fz(x)=§+gl(x)—nzzl4 gzn(x)=§+[—l>—x—5<0>x—5<1]—

La figure 2 montre les premiers quasi-harmoniques et les premieres sommes partielles

A

| _J-'fl';;"-‘;
AN

Fig.2. L'approximation de la fonction x’—1/3 par une somme de fonctions-rampe paires
gi: quasi-harmoniques d’ordre i; Si: sommes partielles



Les fonctions fe(x) et g(x) étant tous les deux paires, on peut faire aussi le

développement en le sens inverse: g(x Z A f. (x), pour a;# 0, ou: (2.3)
PG g _GM Gl A =G Gl =Gy —Cdy cla2 A= csa, —c,a;
1 > Ry ™ 2 s 43— P s Ay — ) > 5 eee
a, a; a; b a; a;

Si la fonction fo(x) est méme la fonction f=coswox, on écrit:

COSWpx = zAngn (x) = Algl(‘x)+ Azgz(x)+ A3§3(x)+ S

n=1

=4, (c1 COS WyX + ¢, COS2WyX + ¢; cos 3wy x + )+ A, (c1 c0s2@,x + ¢, cos4wyx + c; cos bw,x + )+

+ A,(c, cos 3m,x + ¢, cos 6a,x + ¢, cos 9wy x +...) + A,(c, cosda,x + ¢, cos8wyx + ¢, cos12am,x +...) + ...

Cette relation conduit au suivant systéme de coefficients: (2.4)
1 c c —cc, +c3 c —c,c. +2¢,c G
— — 2 — 3 _ 174 2 — 5 _ 1-6 2~3 _
Al__’AZ___z’A3___2’A4_—3’ /15———2,/16——3 A Ty e
G ¢ G ¢ G G G

Si la fonction paire g(x) qui génere la base du développement est une fonction avec valeur
moyenne go#0 sur l'intervalle [—L, L]:

cosm,x = (g, — g, — ¢, c0s2m,x — ¢, cos3m,x — ¢, cos4m x — ....)/c1 , pourneN

et si la fonction f{x) a aussi une valeur moyenne fy#0 sur cet intervalle:

£+ 3 4z,()-g] 2.5)

n=1
2.2. Séries de Fourier périodiques non sinusoidales des fonctions impaires

De la méme maniere est traité le probléme de la fonction impaire f,(x), qui appartienne
a I’espace Fo des fonctions impaires de L[-L, L].

Théoréme 2. La base Bn d'une quiconque fonction impaire h(x) de L’[—L, L]
constitue une base complete pour le systeme Fo des toutes les fonctions impaires fo(x), réelles,
de L?, périodique de période 2L.

Selon la thése de Fourier, la fonction impaire fo(x) (dont la valeur moyenne sur
l'intervalle [—L, L] est toujours zéro) peut étre développée d'une manieére univoque en une
somme infinie de fonctions sinusoidales impaires:

= an sin(w,x), ou @, =nw, = n%. (2.6)
n=1
Tout autre développement de la fonction fo(x) doit étre également une somme infinie de

fonctions impairs: f ZBnhn ,ou A (x) sont des séries de Fourier (2.7)

n=l1

Ici, & (x)—G[-1/n< h(nx)>1/n]n , ou neN, sont des F-fonctions 2L/n-périodiques. Pour

7
chacun telle fonction: 7, ( Zd sin(iw,x) , ot @, = nz
i=l1

Comme dans la démonstration précédente, ce systéme d'équations nous permet de déterminer
les coefficients B, du développement: (2.8)

dZ
pob pere[B ) [ ) g [h bd d &)
d, b d b d, b b d d d

5, :Kz[z_g} 36:K{z_b_zﬁ_m_gﬂdzg}],&:Kz[b__ﬁj ete.
b, d, b, b d b d d, d; b d,
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Nous pouvons conclure, que toute fonction impaire f,(x) du sous-espace L’[—L, L], pouvant
étre développée en série de Fourier sinusoidale (2.6), elle peut également étre développée en
série de Fourier non sinusoidale (2.7). Pour calculer les coefficients de ce développement,
(ainsi que ceux du développement inverse), il est nécessaire de connaitre les coefficients b, du
développement de Fourier de la fonction f,(x), ainsi que celles de la fonction /(x), ce qui

implique le calcul des intégrales J.i £, (x)sin @, xdx , respectivement J:LL h(x)sin e, xdx .

Cette fois, pour illustrer la méthode de calcul, soit les fonctions impaires
fo(x)=F,[—1>—1<0>1<1] (la fonction créneau), pour laquelle

fa(x) = izw , et go(x)=G[—1>x<1] (la fonction dents de scie), pour laquelle
T n=1 n-—

g,(x)=>.d, sinnm = gZ:(— 1) ST 4o
n=l1 T n=1 n

bi=4/m, b»=0, b3=4/31, b4=0, bs=4/57, bs=0, b7=4/77, bs=0, be=4/97, b;0=0, b;;=4/10x, ...,

di=2/r, d>=—2/2x%, d;=2/3n, ds=—2/4n, ds=2/5%, ds=—2/6m, d,=2/7%, ds=—2/8%, do=2/9x,

div=—2/10x, d;;=2/11x, d;;=—2/12m, ...

Par conséquence, le développement fa(x) = ZBngn (x) aura les coefficients suivants:

n=1
B=2,B,=1,B,=0, B,=1, B,=0, B,=0, B,=0, B,=1/2, B,=0, B, =1/5,
B, =0, B, =0, B13=0, Bi4=0, B;s=—2/15, ...,
La figure 3 présente les graphiques de ces deux fonctions (3a et 3b), les premieres

quasi-harmoniques du développement (c) et les premicéres sommes partielles (d). On remarque
que, au fur et 2 mesure que N—oo, la somme Sy(x) tend trés lentement vers la fonction fo(x.

Sl 2 gl

&0 g4

&3/s10
q

il 7] 1 L I [ i A
Wk

els

CiEy

R S~
[
L S

-

D— b
[—

—_—

—=

VVV 510

S8

H
]
""-X-.

|
(=]
—
(=]
=
IR
—
m—
—
‘L
o
=

d

Fig. 3. Le développement de la fonction fo(x) en la base go(x)

a: fo(x) b: go(x) c: les quasi-harmoniques gi(x), g2(x), g4(x), gs(x), gio(x), g15(x)
d: les premieres sommes partielles
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Les coefficients des développements inverses sont (pour b; # 0): 2.9)
, d , d,b—bd , db—db , db —db,—db, db> _, db —db
B]:b_l’Bzz 21b212’B3= 31b213aB4: 4~1 b222 14+ll)32335= 51b215’
1 1 1 1 1 1

Pour les deux fonctions précédentes fo(x)=Fo[—1>—1<0>1<I] et go(x)=G[—I>x<I]:
B/ =1/2, B, =1/4, B;=0, B,=1/8, B;=0, B;=0, B, =0, B;=1/16, B,=0, B/, =0,
B =0, B,=0,B,=0,B,=0, B,=0, B,=1/32, ...,
et nous pouvons écrire:

g(,(x)=6[—1<x>1]:—( L = (,szz

n=1 2_’l

L 111 17
=—F[-1>-1<0>1<1]-=) —| - >-1<0>1<—

2 240" 2 2" |,
Si f{x)=sin(wex), les coefficients d’un développement non sinusoidal sont: (2.10)

f— 2 —
Bl—l B, = d;,B3=—d—32,B4= d1d43+d B.—- dz,Bsz dld6+22d2d3,87:_d_;’
dl dl dl dl dl dl dl

ou dy, sont les coefficients du développement h Zd sm 0] x) ,0u @, = n%

n=l1

Pour la fonction 171(9)— H[—n>—1<0>1<x], pour laquelle /7,(6)= 17[—7t/n>—1<0>1<7t/n]n ,

et TI, = — z szzn ~1)6 , pour écrire le développement sin @ = £(6 ZB I1,(#), on utilise
T n=1 n—

les formules (2.10) et on obtient:
V4 V4 V4 Vs
B, :Z,BZ=0,33=—E, B4:0,Bsz—2—0,B6:0,B7 :—2—8,38 =0, B,=0,B,=0, ..

B = —1
174 2p—1 , B, =0, mais B,=0,pourn=2,3, .., o

Tous les coefficients du développement, sauf le coefficient de la fondamentale sont négatifs.
Pour la fonction g;(0)=X,[—n<—0—n >— 7/2<0 >n/2<—0+x >x], le développement:

o (1Y o _
g,(0)= iz( ) (25111(?)}; 19 , fournit les coefficients:
n f—

n=l1
di=4/r, d>=0, ds=—4/9%, di=0, ds=4/257, ds=0, d,=—4/49%, ds=0, do=4/81x, d;0=0,
dii=—4/121x, di;>=0, ..., pour lesquelles, pour f(8)=sinf, on obtient:

T T T T
Bl ZZ’BZZO’BC*::%’ B4=0’B5:_E’B6:0’B7:@’B8 ZO,B()ZO, (21)

.(Zn—l)z , B,, =0, mais B,=0,pourn=23, ..,

2.3. Séries de Fourier périodiques non sinusoidales de quelconques fonctions

Dans le cas général, une certaine fonction f{x) de L’[—L, L], peut étre écrite comme la
somme de sa valeur moyenne fj sur cet intervalle, de son composant paire f(x) (par definition,
de valeur moyenne nulle sur l'intervalle [-L, L]) et de son composant impair fo(x):
fx)=fotfo(x)Hfo(x). A la suite des deux théorémes précédents, on peut affirmer:

Théoréme 3. Tout fonction f(x) de L’[—L, L], peut étre développé en série de Fourier
non sinusoidale en une base composée de fy (sa valeur moyenne sur cet intervalle), d’une
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certain base paire Bg—g0 et d'une certain base impaire Bn de L’[—L, L], ou la fonction paire
g(x) et la fonction impaire h(x), sont des quelconques fonctions de L’[—L, L] :

=ﬂ)+an;An[§,,(X)—go]+iBﬁn( cougr=|" gl

n=l1
On peut voir que le développement de Fourier sinusoidale est un cas particulier du
développement de Fourier non sinusoidale.
Pour illustrer, soit la fonction f{x)=F[—I1>0<—1/2>-2<0>0<1/2>2<I] qui est la
somme de fy (=0), de la fonction paire fo=F.[—1>1<—1/2>—1<1/2>1<I] et de la fonction
impaire fo= Fo[—1>—1<0 >1<I], dont les développements de Fourier sont [5]:

n+l
f (x)= Za cos nmc Z( D ;03(2171 —hm , respectivement
n —
v . 4 s1n(2n 1)
= b = — —_—
f(x) ; ., s1n(nﬂx) - ; =

Les coefficients suivants sont obtenus:

ai=4/m, ax=0, a3=—4/3n, a+=0, as=4/57, as=0, a,=—4/7x, as=0, a9=4/97,a;0=0,
ai;=—4/11r,...

bi1=4/m, b»=0, b3=4/3%, b4=0, bs=4/57, bs=0, b7=4/77, bs=0, be=4/9x, b10=0, b;1=4/11x, ...
Pour un développement de la fonction f{x) en une base exponentielle g(x)=e*, étant donné que
sur l'intervalle [—1, 1], go=sinhl, nous choisirons l'ensemble constitué des fonctions
ge(x)=coshx—sinhl et go(x)=sinhx, dont les développements en série de Fourier sont:

g.(x)= sinh 13, 2 21) 5 cos(nmx), et g, (x)= n-sinhlimsin(nﬂx), donc:
=+ 0’ = 1+ n'n?

ci==2sinhl/(1+7?), c2=2sinh1/(1+47°), c3=—2sinhl/(1+97°),

c4=2sinh1/(1+167°),cs=—2sinh1/(1+257°)

ce=2sinhl/(1+367°), c;==2sinh1/(1+497°), cs=2sinhl/(1+647°), co=—2sinhl/(1+817°),

c10=2sinh1/(1+1007°), c;1==2sinh1/(1+1217°), c1o= 2sinhl/(1+1447°), ...

di=2nsinhl/(1+7°), do=—4nsinhl/(1+4x°), ds=6rsinhl/(1+97°), ds=—S8nsinhl/(1+167°),

ds=10rsinh1/(1+257°), ds=—12msinhl/(1+36n°), d-=14nsinhl/(1+497°),

ds=—16mnsinhl/(1+647°), do=18rsinhl/(1+81x°), dio= —20msinhl/(1+1007°),

d11=22zsinh1/(1+12172), dyy=—24m-sinh1/(1+14472)

On résulte un développement en série de Fourier non sinusoidale de la forme

f(x)z fe(x)Jr fo(x)z %An[COSth(X)—Sinhl]-i- ilB sinth(x)

ou coshry et sinhr, sont les extensions sur 1'axe réel des F-fonctions coshr(nx), respectivement
sinhr(nx), définies sur les intervalles [—1/n, 1/n]), et les coefficients A, , B, sont:

2(1+7%) o Kzzﬁ: 21+7°) _ K,

pour Klzﬂz— -
7 -sinhl d

¢ , 7« -sinhl 7T

2 2 &2
A=K, 4,=K, L+ I e S S U T SN (£ M I e i
"1+4 4 )2

1+47°" 311972 AR e (1+47° '5 142577
o (+2)(+1622) 8 1472 (1+7%)-(7+172° +127%)
A==k, 3672 (1+47°) A =K "7 1+497% 4=k 4(1+4;;) "
B R T I S o (1+27)-(2+257> +322)
b=k B=2hor gy Bl gy B (1+1672)-(1+47)
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b g 241 o 3eA?)Br2e?) L 48 1

U s 1252t 0T T (14422)-(1492%) 0 T T 7 1449727

o 2ie2R) 42127 4167) ol 3-47°
S (1+472) B B e o

Dans l'intervalle [—1/2, 1/2]: ge(x):=coshx—go>=1/2(e* +e =) —2sinh(1/2) et go(x)>=sinhx,

_ 1o -1y _ 1z dAn-(=1)"
donc g (x), = smhz-gm cos(2nmx), et g (x), = 7Z'-Slnh5~nz:]m
Nous pouvons notez que pour des valeurs L</, la fonction ges(x)=ge(x)1/sinhL est approximée
avec des déviations acceptables par la fonction ge,(x)=x7, et la fonction gos(x)=go(x)r/sinhL
est approximé avec des déviations acceptables par la fonction g,(x)=x, les déviations étant
tant petites que L est plus petites.

Lorsque on demande le développement de la fonction f{x)=fp+f.tf, en une base
générée par une fonction quelconque g(x)=go+ge(x)+go(x) de L’[—L, L], il faut trouver les
coefficients C, du développement

fx)=7,+ i C gy (x)-g,]. ot gr(x)=GH—L/n<gr(nx)>L/nls, neN. (2.11)

n=0
Pour simplifier, considérons le cas particulier fy= go=0:

f(x>=Ji(x)+fz(x)=gA,ngm(xwanghn(x):

=3 [ (51 (8, = ) ()= S, = B e () + B (o)

n=1

sin(2n7x)

égalité qui coincide avec (2.11), seulement si 4,=B,=C, . Donc, aucune fonction gr(x) ne peut
pas seul générer une base pour I’espace L°[—L, L] entiére, exigeant I'aide d'une autre base,
générée par une fonction Ar(x) avec un indice de parité différent. Si on considére les identités:

2., (x)= % [g,(x)+g,(=x)] et g, (x)= %[gn (x)—g,(=x)] , on obtient, dans le cas général:

L e P s R @1

n=1

f(x) = fo + )1:2—30 Cn [an (x)_ go]
En conclusion, nous pouvons formuler le théoréme suivant:

Théoréme 4. Tout fonction f(x) de L’[—L, L], peut étre développé en série de Fourier
non sinusoidale, en une base composée de fy (sa valeur moyenne sur cet intervalle) et les
bases générées par les fonctions [g(x)—go] et [g(—x)—go]. Ici, g(x) est n’importe quoi fonction
de L’[—L, L] qui a tous ces deux composants (paire et impaire) non nulles, g(—x) est aussi de
L’[—L, L], et go est la valeur moyenne de g(x).

En conséquence, le développement de la fonction f{x) analysé plus tot, sur l'intervalle
[—L, L], peut étre effectué¢ en une base générée par les fonctions e et e™:

f(x)= /s +fe(x)+ j;a(x)=f0+ iAn[coshM(x)—sinhl]+ iBn sinhﬁ.”(x)=f0 + i%eﬁ +

R i(A" s sinhlj:fo+ i[A" =2 (e, —sinh1 )+ A2 (eF;—sinhl)}
n=1

n=1

X

ou e, et e, sontles quasi—harmoniques de I'ordre n des F-fonctions (e%), respectivement

(e™)n (les extensions sur 'axe réel des F-fonctions e™, respectivement e ™, définies sur les
intervalles [—1/n, 1/n]).
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L'éventail des fonctions pouvant servir comme base pour le développement de Fourier
non sinusoidal est extrémement large:
= si g(x) est un polyndéme dans [—L, L], son composant paire g.(x) contient les puissances
paires de x, pendant que son composant impaire go(x) contient les puissances impaires
= si g(x) est une fonction exponentielle, gr.(x) peut étre une fonction paire Gre(coshx) et
gro(x) peut étre une fonction impaire Gro(sinhx)
= i g(x) est logarithmique: /n(A+x) (ou A>0), f{x) peut étre développée uniquement sur un
sous—intervalle [, b], compris dans l'intervalle (—4, A4), avec les bases:

GFe(x)zéln(Az—xz)—gO et GFO(x):%Ian”C

=  si g(x) est une fonction rationnelle de la forme 1/(4+x), A>0, la fonction f{x) peut étre
développée sur un sous-intervalle [a, b] de l'intervalle (—A4, A4), avec les bases:

[ 1 1 A 1 1 1 x
G (x)==| —+——|-g,=————g, et G, (x)== - =—
re(x) 2{A+x A—x} =g h () 2{A+x A—x} A —x?

=  si g(x) est une fonction irrationnelle de la forme v A4+ x, 4>0, la fonction f{x) peut étre
développée en un sous-intervalle [, b] de l'intervalle (—A4, A), avec les bases:

GFL)(X)=1 NA+x +\/A—x]—g0 et GFO()C)=l NA+x —\/A—x]
2 2

3. Séries de Fourier périodiques quasi—sinusoidales

Une autre fagon de combiner deux fonctions g(x) et /(x), afin de constituer une base
pour l'espace L’[—L, L], consiste a choisir la fonction /(x) comme une translation de la
fonction g(x): h(x)=g(x+aT), ou o€ (0, I). Parmi les bases obtenues par cette modalité, il y a
quelques-unes qui sont complétes et qu’ils ont une propriété spéciale: la fonction g(x) a une
seule composante (la paire ou la impaire), et pour a=1/4, h(x) a la parité opposée, propriété
qu’ils l'ont les fonctions sin(wex), respectivement cos(wex), aussi. Parce que cette propriété est
extrémement utile pour résoudre certains problémes pratiques, dans cette section, nous allons
leur préter certain attention.

Si g(x) est une fonction de L? définie sur l'intervalle [0, L/2], nous pouvons construire
des fonctions composées de 4 segments, chaque segment explicitement définis avec l'aide de
la fonction g(x), sur un quart de l'intervalle [—L, L]. On impose que les fonctions obtenues ont
la valeur moyenne nulle sur I’intervalle [—L, L], et qu’ils ont des symétries internes similaires
a celles des fonctions sinus, respectivement cosinus: les deux branches (ce pour x<0 et ce
pour x>0) des fonctions impaires sont symétriques par rapport a leur axe médian, et les deux
branches des fonctions paires sont symétriques par rapport au leur point médiane. De plus,
par translation, a gauche ou a droite, avec L/2, une fonction de parité opposée est obtenue.
Nous appellerons la fonction g(x), le noyau du développement, et les fonctions dérivés, des
quasi—sinusoides. Nous utiliserons les notations:
2s(x)=S[g(x)|L=Gs[-L<—g((x+L)>—L/2<—g(—x)>0<g(x)>L/2<g(L—x)>L], respectivement
8e(x)=Clg(W)1i=Gc[~L<—g(x+L)>—L/2<g(—x)>0<g(x)>L/2<—g(L—x)>L]

Par exemple, si g(x)=x, pour x€[0, 7/2]
25(x)=S[x]=Gs|—n<—x—1)>—/2<x>n/2<m—x>7],
2c(x)=C[x|r=G[—n<—x—1)>—1/2<—x>0<x>n/2<—7m+x)>7]

Les fonctions gs(x) et gc(x) satisfont toutes les conditions requises par le théoreme 3, par

conséquence on peut conclure:
Théoréme 5: Soit g(x) une quelconque fonction de L°[0, L/2]. Tout fonction f(x) de
L’[—L, L), peut étre développé en série de Fourier quasi-sinusoidale, en une base composée
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de fo (sa valeur moyenne sur cet intervalle) et les bases générées par les fonctions S[g(x)]L et
Clg(x+L/2)IL, ou Clg(x)]L et S[g(x+L/2)]L.

Dans le cas général, les quasi-sinusoides et/ou leurs dérivées de premier ordre
présentent des discontinuités qui peuvent étre supprimées en ajoutant des quasi-sinusoides
formées des impulsions rectangulaires (un pour chaque saut) et/ou des quasi-sinusoides
formées des fonctions-rampe correctement choisie (pour les quasi-sinusoides impaires avec
une discontinuité en ’origine, la rampe est —2[g(L/2)—g(0)]/L, pendant que pour les quasi-
sinusoides paires, la rampe a la valeur de —dg/dx en le point x=0). Pour les fonctions
obtenues, nous utiliserons le nom de quasi-sinusoides lisses, ou presque-sinusoides, ou
sinusoides approximatives, respectivement presque-cosinusoides, ou cosinusoides
approximatives. [Is sont particuliérement utiles dans certains problémes pratiques (résolution
des certaines équations différentielles avec des dérivées partielles).

Par exemple, pour obtenir la presque-sinusoides S[x°—2x]> de la Fig.4a, nous allons
choisir deux fonctions paires fo(x)=—x° et fp(x)=x?, pour —I1<x<I, et par des translations
verticales (en ajoutant des ondes rectangulaires) et horizontales (par changements de
variables), nous superposons en 1’origine (x=0), le dernier point de 1’onde négative, avec le
premier point de I’onde positive. La presque-cosinusoides C[/—x’]> s’ obtient en changeant la
variable x avec x—1. Les fonctions obtenues sont définies sur I’intervalle [—2, 2], ayant donc
la moiti¢ de la fréquence angulaire des fonctions initiales:
gs(x)21 = S[x?—2x)2L =Gi[—2L<—x’—2x>0< x’—2x >2L], respectivement
ge(x)21 = C[I=-x?2L =G [—2L<—1+(x+2)*>—L<]-x*>L<—1+(x—2)*>L]
ou, en revenant a I’intervalle de définition initial:
gs(x)L = S|x?=2x|L =G,[~L<—4x’—4x>0< 4x’—4x >L], respectivement
ge()L = C[1=X°|L =G[~L<—1+4(x+1)*>—L/2<1—4x*>L/2<—1+4(x—1)*>L]

La fonction g.(x)L est représentée dans la Fig.4b.

1 1

-1 -1
a b
Fig.4.Des presque—sinusoides de 2—eéme degré
a: la fonction impaire S[x*—2x]; b: la fonction paire C[1—x?];

Semblable aux développements en série de Fourier, la présence des discontinuités a
l'intérieur ou aux extrémités de l’intervalle de définition de la fonction développées f(x)
produit, pour les développements en sériec non sinusoidale, des termes supplémentaires
(munies avec des coefficients de forme a,/n) et un effet similaire a 1’effet de Gibbs. Cet effet
est amplifié si la base du développement présente également de telles discontinuités (et les F-
harmoniques présentent des sautes). De méme, les discontinuités de la premicre dérivée
générent des autres termes supplémentaires (munies avec des coefficients de forme a./n’) et
des phénomenes supplémentaires d’oscillation avec une amplitude significative. Les presque-
sinusoides font partie de la classe C' de régularité (fonctions dont la premiére dérivée est
continue) et, en raison des leurs propriétés de symétrie, semblable & ceux des fonctions sinus
et cosinus, sont les mieux adaptés lorsque des développements en série de Fourier sont
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nécessaires. De méme, comme dans la pratique des développements de Fourier, lorsque les
autres données du probléme le permettent, il est avantageux de construire pour la fonction
développée f(x) aussi, définie sur un intervalle [x;, x2], une extension quasi-sinusoidale lisse,
définie sur un intervalle [x/e, x2¢], qui inclut I’intervalle de définition. Par une telle approche,
les “termes résiduels* du développement sont supprimés.

Pour nous édifier, nous analyserons le comportement d’une presque-sinusoide:
ge()L=C[1-x*11=G[~L<—1+4(x+1)*>—L/2<1—4x’>L/2<—1+4(x—1)*>L],

0 _ 1\l
avec le développement en série de Fourier: g, (x)= z {éz(% cos(2n — 1)7zx}
n-1)r
lorsqu’elle est développée en une série quasi-sinusoidale, en les bases générées par:
1) la fonction créneau (2.c): g=Ge[—I>—1<—1/2>1<1/2>—1<]] et
2) la fonction dent de scie (2.d): fi2(x)=F12[—1>—x—1/2<0>x—1/2<1] de la section 2.1.
Leurs développements en des séries trigonométriques de Fourier sont:

Z.(1)= ¢, cos(2n—lym = Z( )" cos@n-hmx 7o) =— 42 cos(2n 21)727x
pr p 2n—1 @2n-1yz

Afin de pouvoir comparer ces developpements avec ceux de la section 2.1, nous allons utiliser
les coefficients du développement de Fourier de la fonction —1/2-gc(x), défini sur le méme
intervalle. Son développement en série de Fourier génére les coefficients:
ai=—16/7°, a>=0, a3=16/277°, a4=0, as=—16/1257°, as=0, a;=16/3437°, as=0,
ao=—16/7297, ai0=0, a;1=16/13317°, a;=0, ...
Pour la fonction créneau, les relations (2.2) nous conduire a:
Ai1==8/°, A2=0, A3=—64/271°, A4=0, As=192/1257°, As=0, A7=—384/3437°, As=0
A9g=64/7297%, A10=0, A;;=—960/13317°, A1,=0, ...
Pour la fonction dent de scie, avec les mémes relations, on calcule:
A1=4/m, A2=0, A3=—16/271, A4=0, As=—16/125n, As=0, A7=—32/3437, As=0, A9=16/729x,
Aj0=0, A11=—48/1331x, A12=0,...

Avec les valeurs ainsi obtenues, nous pouvons construire les quasi-harmoniques
secondaires et les premieres sommes partielles des développements quasi-sinusoidales
correspondants: les figures 5 et 6.

n=1

f(x) . ]

b b S3 511 gt
TKn > 0.5 T
Wi 7

= b = H I_.I
I___-G&:t —— ____ﬂp___l
gl] N gd A

i | l\- ________ _: r _______ T =T

o4Ol MmN Ml = Ml ol

_l I_._Il L1 L L1 L!_I II_I - | N Il_nil ""

I — i A Vi S B
L\'I r
g3 W] % )
i = L A ]9
S
N T
=
| | L

Fig.5. L’approximation de la quasi—sinusoide —g./2 par une somme des fonctions créneau
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i
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Fig.6 L’approximation de la quasi-sinusoide —g./2 par une somme des fonctions dent-de-scie

L'aspect des développements des quasi-sinusoides en série presque-sinusoidale se
refléte en les développements inverses des fonctions analysées précédemment. Aux figures 7
et 8, sont présentées les premiéres quasi-harmoniques et les sommes partielles d'ordre 12 pour

les développements inverses g, (x)= éA;n (g.), et £ (x)= ZZA; (g.). . Selon (2.3):

A’ 1=—1%/8, A'2=0, A’3=1°/27, A’4=0, A’s=—37°/125, A’s=0, A’ 7=61°/343, A’s=0,
A’o=— /81, A’10=0, A’11=15 n°/1331, A’12=0, ... , respectivement:
A’1=—1/4, A’2=0, A’5=—1/27, A’4=0, A’s=—n/125, A’s=0, A’ 7=—21/343, A’s=0, A’9=—n/243,
A’10-0, A’11=—3n/1331, A’12=0, ...

Dans les deux cas, les coefficients des développements ont des valeurs proches de
celles obtenues par les développements en série sinusoidale (Fourier). Les différences

deviennent encore plus petites si le noyau du développement est remplacé par g(x)=1—x"7>.
SI11 |
fx) 0.5 _
g 3’ ) (g-') g j
i ¥ j 1 (q7 / 79 ©

4%@” %

-0.5

VARG S

Fig.7. L approximation de la fonction créneau par des presque-sinusoides
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Fig.8. L approximation de la fonction dent de scie par des presque—sinusoides

Dans I'exemple suivant, nous allons développer la fonction créneau (Fig.9.a):
fo=Fo[—1>—1<0>1<I] en des séries non sinusoidales: I’un générée par la fonction (Fig.9.b)
201(x)=Goi[—1>sinhx<I], et 'autre par go2(x) , générée par la presque-sinusoide impaire de
type exponentiel (Fig. 10.a) qui a un noyau de type g(x)=K+cosh(x+7/4), ou K=constat:

2(6) ~Goo 1< [cosh0.5 —cosh(x —0.5 )] S0< [~ cosh 0.5+ cosh(x + 0.5 )] 1]
goaty=e cosh0.5-1 cosh0.5—1
Dans intervalle [-1, 1]: foo=go10=8020=0, f,(x)= an — 4 Z sin(2n — 1)7zx . done:

n=1 T = 2n—
bi=4/m, b>=0, b3=4/3r, b4=0, bs=4/5m, bs=0, b7;=4/7x, bs=0, ...,
g, (x) = i[c sin(nax)|=7 - sinhlfzr'ﬁsin(rzm)
n=1 n=1

2.2
nw

4-cosh0.5
8:(0)= 1d,sinnc = nzliz(coshOS D-@n-1)Jl+@n-1)7
d1=8.8372-(4/m), d>=0, d3=8.8372+(4/3n)-1/(1+4n°), d4=0, d5=8.8372-(4/5n)-1/(1+97°), ds=0
d7=8.8372-(4/7n)-1/(1+16x°), ds=0
Pour K=8.8372:
Bi=K, B»=0, B3;=K/(l+47’), Bs=0, Bs=K/(1+97°), Bs=0, B;=K/(1+167°), Bs=0,
Bo=K/(1+257°), B10=0, B11=K/(1+361°), B12=0, ...
Une représentation graphique de la somme partielle Si2 est donnée a la figure 10.b.

Pour les valeurs de L sous-unitaire, la quasi-sinusoide exponentiel go2(x) est
approximée de maniére satisfaisante par la quasi-sinusoide quadratique gc(x)1=C[I—x°];,
décrite dans la figure 4.b de la section 3. Entre les coefficients des développements de la
fonction f,(x) en les deux bases générées par les quasi-sinusoides gc(x)r et goz(x), les
différences sont négligeables.

Jsinnmc , donc:
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rd _ 0‘ 1
g8 g4
-1 0 1 -1 0 1 -1
/ y,
-1 y -1 Y -2
a b c

Fig. 9. Le développement de la fonction f,(x) en la base go1(x)
a: fo1(x) b: go1(x)=sinhix c: les quasi-harmoniques g;(x), g2(x), g4(x), gs(x)

A Ala u/'\
1
-1 -1/2 -1 -1/2
0 1}2 1 0 12 1
N fam)
-1 % = U1-1
a b

Fig. 10. Le développement de la fonction fo(x) en la base g,2(x)
a: go2(x) b: la somme partiels Si2(x)

4. Bases orthogonales composées des fonctions périodiques non sinusoidales

Ni les quasi-harmoniques pairs g,(x)—go ni les impairs /,(x), analysés dans les sections
précédentes, ne sont pas orthogonaux les uns aux autres, ce qui ne permet pas le calcul des
coefficients de ces développements a partir de formules similaires aux formules de Euler.
Mais, tout quasi-harmonique pair est orthogonal par rapport aux tous quasi-harmoniques
impairs. Cela nous permet, par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt [4], de
construire une base orthogonale (qu’on peut le normaliser par le méme procédé) pour chacun
des systémes générés par les Fourier-fonctions grn(x)—go et hra(x). En les combinant et en
ajoutant la fonction fj, on obtient une base biorthogonale compléte. Le procédé
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt ne prétend pas, pour les g-harmoniques de la base non
orthogonale, la nécessité d'étre continues (d'étre Fourier-fonctions), mais cette fonctionnalité
est imposée par notre intention de créer une base compléte pour l'espace L[—L, L]. A cause
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de cela, nous considérons que les fonctions gra(x) et hra(x) sont des Fourier-fonctions par
définition (1.d).

Par exemple, a partir des certaines deux fonctions g(x) pair et /(x) impair, qui ont la
valeur moyenne nulle, définie sur un certain intervalle [a, b], on obtient une base bi
orthogonale formée par les fonctions 1, @u(x) et ¥u(x), n=1, 2, 3,..., ou

[ g (), (x)dx 3

q)n(x): an(x) Z 2 an Z mgFl ct
5 )

0 (1) 1y (1) SN T)l{'i P (0= ) 5D, 1) @)
=1 ‘I’i ' i=1

avec "(1)],”2 :Jj(l)‘ dx et ”‘{’ ” —j ‘P dx

Ces considérations nous permettent de formuler le

Théoréme 6: Soit deux certaines F-fonctions gr(x)-paire et hr(x)-impaire de L’[a, b].
Toute fonction f{x) de L’[a, b] peut étre développée en une série compléte, basée sur le
systeme bi orthogonal 1, @,(x) et Wn(x), ou Du(x) et Wu(x) sont généré par les fonctions
an(x)—go et hra(x) par une procéde d'orthogonalisation:

x)=dy+ 3[40, (x)+ B'W, (x)] (4.2)

n=1

Grace a l'orthogonalité du systéme, pour calculer les coefficients de ce développement,
sont valables les formules de Euler:

1
4, = Efaf(x)dx

x)dx n=1,23,.. (4.3)

= [ e, s n=1, 2,3

L'obtention de ces expressions est basée sur les relations:

(f@)@, ()= ({£&)+ £, () = (£()e,x)
(@), () = (U 0x)+ £, (][, () = (£, ()], (o))

qui sont vrais pour @,(x)=cos(nwex), respectivement ¥, (x)=sin(nwoex), aussi.

On peut voir que les composantes d'ordre n (r=1, 2, 3,...) du systéme orthogonal
D,(x), générés par les fonctions paires gra(x)—go, ainsi que ces du systeme orthogonal ¥, (x),
généré par les fonctions impaires hru(x), sont des combinaisons linéaires entre la quasi-
harmoniques d'ordre n et les quasi-harmoniques d'ordre inférieur des respectifs
développements non orthogonaux. Par conséquence, on peut établir une correspondance entre
les coefficients 4, et B, du développement en la base non orthogonale générés par les
fonctions gr(x) et hr(x) et ceux du développement en la base orthogonale @,(x) et ¥, (x):

) +ZAO|:an )ZCmgFl )}r233{@”&)—?%%&)} -

n=1

+Z( Z m]an +Z( ZB j Fn A +ZA an ZB th
n=1 n=1

i=n+l1 i=n+l n=1
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On constate que pour le calcul des coefficients 4= A’ — ZA,? C, etB,=B — ZBS D, , il est

ni >
i=n+1 i=n+1

nécessaire de calculer certaines intégrales du type:

b b b b
[ (5)e, (ke [, G (b [ (o) Gk, [ ol el pour =1, 2,3, ..

Par cette méthode de calculer les coefficients, il n’est plus nécessaire de connaitre les
coefficients des développements en série sinusoidale ni pour la fonction f(x), ni pour les
fonctions g(x) et i(x).

Nous allons exemplifier en construisant une base orthogonale, a partir d'une base
générée par le systéme des fonctions créneau périodiques paires unitaires:
fe=Fe[-1>1<-1/2>-1<1/2>1<1]

Dans le cas choisi ici, le calcul sera simplifié¢ grace aux propriétés de symétrie de la quasi-
sinusoide choisie. Grace aux relations (4.1), il en résulte:

@, (x)=g(x). o =[ & (x}v=2
J._ll 2, (x)g, (x px

q)z(x):gz(x)_ ) gl(x):gz(x)= "(Dz”2 :J._llgzz(x}ixzz
0,0)= g o) LB o LW )0 e 0= 00 o)

16

=0 _9111&(%&(,5)_;&@)}7

q)s(x):gs(x)_ J:l B 16
= gs(x)—igl(x)—i&(x): gs(x)_clsgl(x)_c35g3(x)

o = [ 2.2 5002

40

2
1607

x)| dx=—— et ainsi de suite.
g3( )} 300

n-1
Par des relations similaires: ¥, (x)= th(x)—ZDmhFi(x) est obtenu le systéme orthogonal
i=1

P,(x), a partir du systeme f,(x) des fonctions créneau périodiques impaires unitaires:
Jo(x)=Fo[—1>—1<0>1<1].

5. Propriétés des séries de Fourier non sinusoidales
Les travaux sur les développements en série de Fourier trigonométrique (sinusoidales)

ont montré quune fonction réelle f{x):[—L, L], 2L-périodique, peut étre exprimée sous la
forme d'une somme de ses projections sur les composantes d’une base orthogonal d’un espace
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de fonctions, s'il remplit plusieurs conditions. Les séries résultant a la suite de ces
développements ont plusieurs propriétés: convergence, sommabilité, dérivabilité, intégrabilité.
Les séries de Fourier non sinusoidales de la fonction f{x) analysée dans les sections

précédentes ont résulté a partir de série sinusoidale de cette fonction, par une redistribution de
ses coefficients. Cette redistribution reconstitue les coefficients des développements en des
séries sinusoidales des composantes d'une base compléte des fonctions non orthogonaux. Par
conséquent, les nouvelles méthodes de développement en série transferent des
développements de Fourier sinusoidales une série de conditionnalités et de propriétés. Sans
aucun doute, ce sujet mérite une étude plus approfondie, mais pour le moment, nous nous
résumons a quelques conclusions évidentes:

= toutes les fonctions f(x) développées en séries de Fourier non sinusoidales, ainsi que
toutes les quasi-harmoniques (gu(x), gu(—x), ha(x), Pu(x), Pu(x), etc.) de ces développements
sont des fonctions de Fourier.

* si la fonction f(x) est intégrable, la suite des coefficients de son développement en
série non sinusoidale converge vers 0 (le théoréme de Riemann-Lebesgue)

= si f =4, + Z[A (D + B'Y ( )] est le développement de la fonction f{x) en une

base des fonctions orthogonales non sinusoidales périodiques, alors
A+ %Z [(A,? )Z + (Bf )Z ]: ﬁ I LL| f (x]2 dx (le théoréme de Parceval)
n=l1 a

= si les fonctions f(x), g(x), et h(x), sont 2L-périodiques, et dans l'intervalle [—L, L] ils
sont continus par morceaux et dérivables a gauche et a droite en tous les point de l'intervalle,

la série f =fo+ ZAn g, (x ZBnhn converge vers f (x,)= %[ lim f(x) + lim f (x)}

dans tous les points x;.

= ]a série de Fourier résulté a la suite d’un développement en une quelconque base 2L-
périodique non sinusoidale d'une fonction f{x) 2L-périodique, continiment dérivable par
morceaux et continue, converge uniformément sur R vers cette fonction.

= ]a série non sinusoidale de Fourier d'une fonction 2L-périodique de carré intégrable sur
une période, converge en norme L? vers la fonction considérée

= la série non sinusoidale de Fourier d'une fonction de carré sommable converge
presque partout vers cette fonction (le théoréme de Carlson)

= deux fonctions 2L-périodiques, ayant les mémes coefficients de leurs développement
en la méme base non sinusoidale Fourier, sont égales presque partout. Notamment, dans le cas
continu par morceaux, elles coincident en tous les points de [—L, L] sauf un nombre fini

= soit f{x) une fonction 2L-périodique, continue dans l'intervalle [—-L, L]. Son

développement de Fourier f(x)= f, + iAn g, (x)+ an _(x), sinusoidal ou non, convergent

n=1

ou non, peut étre intégré terme par terme, entre toutes limites d’intégration:
.[ fx)dx=d, + fyx+ ZA _[ g, (x)x + ZB jh x)dx , ol dp est une constante arbitraire.

= soit f{x) une fonctlon 2L—per10d1que, continue dans l'intervalle [—L, L], avec
J(—L)=f(L) et avec la dérivée f’(x) lisse par portions dans cet intervalle. Le développement de
Fourier, sinusoidal ou non, de la fonction f”(x), peut étre obtenu en dérivant terme par terme le
développement de Fourier de la fonction f{x). La série obtenue converge ponctuellement vers
f’(x) en tous les points de continuité et vers [f’(x)+ f'(—x)]/2 en ceux de discontinuité.

Si7(x)= 1+ 3 4,,(0)+ 2B, (x) . alors: /(x) =3 d,1(x)+ 3B, (x) (5.1)

n=1 n=l1 n=1
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La condition f(—L)=f(L) imposée dans cette affirmation est assez restrictive, ce qui
réduit I'utilit¢é du théoréme. Nous pouvons contourner cette condition si nous prenons en
compte le fait que le composant de type pair f. de la fonction f{x) vérifie toujours la condition
de différentiabilité, et que le composant impair f, peut €tre écrit comme une somme de la
fonction différenciable fos et de la fonction-rampe: fr=xfo(L)/L . Alors:

L= e LB L (o) L

dx L dx L
Par exemple, dans le cas du développement en série de Fourier sinusoidale:
7109~ 4 3 o, coso )~ a0, 217" L8 o) 652)
n=l1

ce qui nécessite la connaissance des conditions aux limites fo(—L) et fo(L). Cette relation
permet de résoudre certaines équations différentielles en déterminant les coefficients du
développement en série sinusoidale de Fourier de la fonction inconnue (similaire au
développement en série de Taylor).

6. Conclusions

Nous avons constaté dans les sections précédentes que toute fonction f(x):[—L, L], 2L-
périodique, qui appartient au sous-espace L, peut étre développée, d'une maniére similaire a
celle indiquée par Fourier il y a plus de 200 ans, dans une multitude de variantes, en des bases
formées par la valeur moyenne de la fonction f{x) dans l'intervalle [—L, L] et deux ensembles
de quasi-harmoniques: un ensemble de fonctions paires gn(x) et un ensemble de fonctions
impaires h,(x), (n=1, 2, 3, ..., ©), fonctions périodiques, avec la période 2L/n. Dans le cas le
plus général, les quasi-harmoniques fondamentales (pour n = /) sont toutes fonctions qui
satisfont les conditions de Dirichlet. Elles peuvent donc é&tre des fonctions non
trigonométriques et la base peut étre non orthogonale.

Le développement en série sinusoidale de Fourier n'est qu'un cas particulier de ce
développement, a savoir le cas ou les quasi-harmoniques fondamentales sont sinusoidales:
gol(x)=sin(wox) et ge1(x)=cos(wox).

Ces résultats générent un large éventail de résultats théoriques. Tout d'abord, une
nouvelle perspective extrémement large s'ouvre dans I'analyse des espaces de fonctions, dans
leur analyse spectrale, dans le développement de nouveaux types de transformations
intégrales, dans la construction de systémes de fonctions d'ondelettes, etc.

)

¥

-1 0 1

Fig.11. Comparaison entre les courbes cos(xn/2) ( rouge), 1—|x|""7 (verte)
et 1—x? (bleue) dans l'intervalle [—1, 1]
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La comparaison des développements d'une fonction f(x) en différentes bases complétes
(le nombre de bases accessibles est devenu maintenant trés important), permet de résoudre des
nouveaux problémes de convergence des séries numériques et des séries de fonctions et de
trouver des nouvelles corrélations entre différents types de fonctions, etc. Deuxiémement, les
conséquences pratiques sont également extrémement importantes. Ce nouveau type de
développement en série conduit a l'¢laboration des nouvelles méthodes d'approximation de
fonctions, dans lesquelles la précision de I'approximation peut étre augmentée par la
possibilité de choisir parmi un plus large éventail de possibilités. Par exemple, dans la figure
11, sont illustrés deux possibilités d'approximation d’une cosinusoide.

Une perspective d'utilisation extrémement prometteuse d’utilisation de ces types de
développement en série est offerte par le domaine de la résolution numérique et analytique de
larges catégories d’équations différentielles ordinaires et avec des dérivées partielles, linéaires
et non linéaires.
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