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Abstract : I study in which cases x € N* and 1 € Og(z) = {S™(z),n € N*}

where Og(z) is the orbit of the function S defined on R by S(z) = % + (%x—!—

%)sin2 (x%) , ¢ € 2N* + 1. And I deduce the proof of the Syracuse conjecture.

Résumé : J’ étudie dans quels cas x € N* et 1 € Og(z) = {S™(z),n € N*}

olt Og(x) est l'orbite de la fonction S définie sur RT par S(z) = £ + (%t +

1)sin*(2%) , g € 2N*+1. Et j’en déduis une preuve de la conjecture de Syracuse.
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Introduction, notations et définitions :
La conjecture de Syracuse, introduite par Lothar Collatz et ouverte depuis 1928
(2], [3], [1]) est encore appelée conjecture de Collatz, conjecture d’Ulam, conjec-
ture tcheque ou probleme 3x+1.
Le but de cet article est de démontrer cette belle conjecture dont Paul Erdos a
dit [4] " les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels problémes " .
La suite de Syracuse d’un nombre entier N est définie par récurrence, de la
maniere suivante :

) R si u,, est pair
ug = N, et pour tout entier n > 0, up41 =

3uy +1  siuy, est impair

Je définis la fonction S définie sur R* par S(z) = £ + (z + 1)sin?(2%).
Og(x) = {5™(x),n € N*} est 'orbite de x sous l'action de S.
Si Im € N* tel que S™(x) = =, alors l'orbite Og(z) = {S*(z),---,S™(x)} est
dite un cycle de cardinale m.
On dit qu’une orbite est convergente si elle rencontre un cycle . Et on dit qu’une
orbite converge vers a si elle converge vers un cycle contenant a.
D’abord dans le corollaire 2 je démontre que l'orbite de tout nombre non nul
est fini si il ne passe pas par le nombre 1. Puis dans le corollaire 3 je démontre
que le seul cycle qui puisse exister sous I'action de la force syracausienne est le
cycle {1,2} (classiquement c’est le cycle 1 — 4 — 2 ). Et on conclut que tout
nombre non nul (assimilé & un corps), sous 'action de D'attraction de la force

Syracusienne, finira par tomber sur 1 dans le vaste océan des nombres.

FIGURE 1 — Courbe de Sghiar-Syracuse
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Théoréme 1 (Conjecture de Syracuse). Pour tout entier ug = N > 0, il existe

un indice n tel que u, = 1.
La preuve de ce théoreme 1 va résulter de cette proposition 4 :

Proposition 1 (Théoréme de Sghiar-Collatz). Soit S la fonction définie sur
RT par S(z) = £ + (z + §)sin*(23). Six € N*, alors 1 € Og(x)

Lemme 1. Si S est la fonction définie sur RY par S(z) = £+ (z + §)sin*(23),

alors S(z) = x — Zcos(am) + % — Leos(am)

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que cos(2a) = 1 — 2sin?(a)

O

Lemme 2. fo "(@) S(t)dt = 1(S™(2))?+31 5" (x)— & sin(7S™ (x))— 5= 5" (x) sin(mS™ (z))+

ﬁcos(wS”(m)) — %

Démonstration. D’aprés le lemme l,ona: S(t) =t — Leos(tm) + § — cos(tm),
donc ﬁs @ g fo Leos(tm) + 1 — Lcos(tm))dt et le résultat s’en

déduit par intégration.

O

Corollaire 1. Si S"(x) = +oo alors _ lim [ " (x) sfé? di —

57 (2)— 400
Lemme 3. i (a,b) € N* x 2N+ 1), aveca S b, alors on a :
i- S(a) < S(t) < S(b),Vt €la, b si a est pair.
ii- S(a+1) < S(t) < S(b),Vt €la+ 1,b] si a est impair.
iii- De méme S(a—1) < S(t) < S(b),Vt €la — 1,b] si a est impair.

Démonstration. On a : % < S() < ﬁ. Donc § < % < S(t) < % < %T'H,
soit S(a) < S(t) < S(b),Vt
Et V¢ €la+1,b[ on a : 2L

b si a est pair.
< S(t) < 3L < 3L soit S(a+1) < S(t) <

S(b),Vt €]a+ 1,b[ si a est impair. (Voir Figure 1)

€la,
t
<3

O
m—1
Lemme 4. Si S"(z) # 1 Vn € N, alors fs(g 1((5)))1) (Sfﬁdt > 35 pour
Sm=L(x) impair.
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Démonstration. En utilisant le lemme 3 deux cas se présentent :
Cas 1:Si S(S™ !(z) — 1) est pair :

5(8™ Ha)) 5(t) m— m— S(S(S™(@)-1))

fS(Sm 1(z)—1) (8™ (2))? dt > ( (S 1( )) — S(S 1(x) — 1)) (Sm(m))l

Or S(Sm 1( )) (Sm 1(1,) Sm—1($>+% > Sm_l(x) ot S(S(ém(z()ﬂ)cg ) _
sm—1(xy—1 m

3 (g7 et par suite (S(Sm_l(x)) — S8V (w) — 1)) >

l(Sm_l(m))z(lf Sm}l(m)) > é(sg,l(lg))Q car S™1(x) > 2 puisque S™ 71 (z) # 1.

4\ Sm(x)
35™ L(z)+1
2

. Et par suite %(S;;(lx) )2 >

Et comme S™~!(z) est impair, alors S™(z) =

1 2 1
bt 25
Cas 2 : Si S(S™ !(z) — 1) est impair :
5(s™ () S(t) m— m— S(S(S™ H(z)—1)+1)
fS(Sm 1($) 1) (S’”(:E))z dt > (S(S l(x)) - S(S 1(x) - 1)) (Sm(z))

Or S(8™ ()= S(S™(z) 1) = 8™ (x)+4 > 57 (x) et SEELEDH)
m—1,_y_ M1 () _ 3(s™ @) —1)+1 )

% S8 (Sm((a;)))21)+1 > % S(S(sm(;)))2 L) = % (Sm,%x))Q , et par suite (S(Sm_l(x))—
m— S(S(S™ 1 (z)— ST (g ST (g

S5 @) = 1) i > 1 (1 - siy) 2 § (e )? car

S™m=1(z) > 2 puisque S™ 1 (z) #£ 1.

3Sﬂl71(w)+1 Srnfl(x))z
2

Et comme S™~!(z) est impair, alors S™(z) = . Et par suite 2 ( 7)) 2

§( 2 )2 > 3

T > .
8 3t g1y 32
D’ou le résultat.

O

Remarque 1. En prolongeant R par R =< R, +00, —0co > le plus petit anneau
contenant R , 400 et —oo . +00 et —oo sont considérés comme des nombres
et on peut effectuer dans R le méme calcul que dans R, en particulier on a :
1 X (—00) = —00,1 X (+00) = +00,a(—00) = —a(+0),a(+00) + b(+00) =
(@ + b)(+00), a(+00) x b(+00) = (a x b)(+00)? , L) =

R x R x R* . On peut méme aller plus loin : Par exemple :

, Y(a,b,c) €
= [ Ldt et

W= ale

X

lim [ Ldt = hrfoo(f% X [y tdt) = zgrﬁm(?g) X wgrfoo g tdt =

a:~>+oo T—

JoFee et X 1(+00)? = 1.

_ 1
(Fo0)?
= 7(%0)2

En utilisant la remarque 1, on va montrer le corollaire 2 suivant :
Corollaire 2. Siz € N*, et si 1 ¢ Og(x), alors card(Og(z)) < +o0.

Démonstration. En effet, si card(Og(z)) = +oo alors 1" ensemble I = {m €

N, S™~1(x) est impair } est fini car sinon en utilisant le corollaire 1 et la re-

P i S™(z) __S(t) _ : oo S(t)
marque 1 ona: g = SH(il)IEJroc o merd= Sn(il)rﬁm 0 (@it 2
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Sm 1($)) S(t S(Srn 1(1
Zme[ fS Sm=1(z)—1) (S"(z)) dt) > Zme[ Sm(x)>Sn(x) f S(Sm—1(z)—1) (S"’ w))2 dt)

32 x & > 1 (d’aprés le lemme 4), ce qui est absurde, et il s'en suit que
P = {m € N, S™" (z) est pair } est fini. Donc card(Og(z)) # +oo, ce qui
est absurde.

O

Lemme 5. Si S™(z) = x avec x € N™™* alors Vi € {0,...,n — 1}, il existe un
unique couple (A, _;, Bn_;) tel que S" " (x) = A,_;x + B,_; avec B,_; +1 <
A,_;, A, =1cet B, =0. Et les A,_; sont minimales.

De plus si 3i € {1,...,n — 2} tel que S"~*(z) = 25" 11 (2) = 2(A,_(i_1yz+
By_gi—1y), alors By +1 % Aj.

Enfin (Ar, B1) = (3, 3)

272
Démonstration. - Ona A, =1,B, =0, et B, +1 < A,, . Montrons le résultat
par récurrence .

SiB, ;+1<A,_;avec S"‘(x) = A, ;v + B,_; , alors , comme

Sn=i(x) = S(S"HF)(z) ;on a

Soit S"~ Uit (z) = 2(A,_ix 4+ B,_;) = 2A,_x + 2B,_; = 25" (x) avec
2Bn i+ 15 24,

Soit Snf{iJrl}(x) _ Q(Anfﬂ-‘anfz‘)—l _ 2A§L7ix+ 2Bn§i_1 avec QBngi_l +1<

2A5_;
3

Dans le premier cas :
Ap_fiv1y =24, et By _(ip1y = 2B,

Et dans le deuxieme cas :

An_i _ 2Bn_i—1
5= et Bufivn) =~

Ay gipy =2
- L’unicité se déduit de la minimalité

- SYz)=Ajz+ By = 3z + 3} . Donc By = (é—A )z + 3 .

OrBi+1< A4, = (f — Az + <A =3 3 < Ay, donc (A4, By) = (% %)
par minimalité.

O

Corollaire 3. Six € N\{0, 1,2} alors S™(x) # x, ¥n € N*

Démonstration. 1 cas : Sin >3
Si S"(z) = x alors du lemme 5, si 3i € {1,...,n—2} tel que S"(z) =
257 i-1}(g) = 2(A,—gi—1yx + By_i—1y), alors B1 +1 5 Ay, or si x est impair
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,ona By = % et A, = % (car S(x) :%xx—&—% ), maisonn’apas: Bi+135 Ay
. Et si x est pair alors By = 0 et A1 = 1 (car S(z) = £ ), mais on n’a pas :
Bi+1s A

Donc Vi € {1,...,n—2}, S""i(z) = M?W avec B,_; +1< A, _;.
Mais dans ce cas la récurrence impose que Vi € {1,...,n —2}, B,_; < 0 et
Api S % pour i > 2.

Pour i = 1, on aura : S 1(x) < x et S"1(z) = % En poursuivant comme
dans la preuve du lemme 5 on aura S'(z) = Ajz + By avec By +1 S Ay . Or
du lemme 5 S'(z) = 32+ 1 maisonapas By +135 A; .

On conclut donc que dans ce cas on ne peut pas avoir S™(z) = x.

2cas:Sin<2

Dans ce cas S"(z) =z =z € {0,1,2}

Preuve de la proposition 4 :

Démonstration. Si x € N*, alors 1 € Og(z) : En effet le résultat est évident

pour z € {1,2}.

Si z € N\{0, 1,2}, du corollaire 2, si 1 ¢ Og(x) alors card(Og(z)) < +00. Donc

il existe un y € Og(x), tel que S™(y) = y avec y € N* (Facile a voir), or du

corollaire 3 y € {0,1,2} donc y € {1,2}, et 1 € Og(y). Et par suite 1 € Og(x).
O

Si ’on remplace 3n+1 par gn+1 ou g € 2N*+1, ¢ > 5 dans la suite de Syracuse
on peut trouver (voir [1],[5], [6]) des orbites finis qui ne passent pas par 1 : par
exemple pour le cas bn + 1 on a :

13 = 33 — 83 — 208 — 104 — 52 — 26 — 13.

17 — 86 — 43 — 216 — 108 — 54 — 27 — 136 — 68 — 34 — 17

Et l'on peut se demander pourquoi avec gn +1 ou q € 2N*+1, ¢ > 5ily a
des trajectoires ne passant pas par 1 alors que pour 3n + 1 tout les trajectoires
(d’un point non nul) passent par 17 la réponse est que dans le raisonnement de
la preuve du corollaire 3 (ou du lemme 5 ) on a % +1 % 4 alors que pour le cas

3n+lonnapasi+15 3.
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Autrement dit contrairement au cas 3n+1 , dans le cas gn+1 ot g € 2N*+1, ¢ >
5 , la possible présence des cycles autres que le cycle {1,2} risque d’empécher
litération S™(x) d’arriver toujours a 1.

Par ailleurs pour le cas 5n + 1 la trajectoire du nombre 7 semble étre divergente
car le calcul de ses termes a été poussé jusqu’a son 21 millioniéme terme sans
converger (c’est a dire sans rencontrer un cycle fini), cela laisse penser qu'il y a
des trajectoires divergentes avec 5”2—“ .

Un autre remarquable cas [1] est le probléme 7n+ 1, pour lequel il peut ne pas y
avoir de trajectoires cycliques infinies. Ce qui rend le probléme 7n + 1 d’autant
plus intéressant, c’est 'observation empirique que le nombre m = 3 donne lieu a
une trajectoire atteignant 102°°° sans aucune tendance apparente pour revenir.
Contrairement a ces apparences, en appliquant les preuves faites dans le cas

3n + 1 on peut annoncer le corollaire osé suivant :

Corollaire 4. Soit S la fonction définie sur R par S(z) = £ + (Gle +
1 ™

$)sin*(x%) , ¢ € 2N* + 3. Six € N*, alors Og(x) est convergent (mais pas

toujours vers 1 contrairement au cas ¢ =3) .

Conclusion :

Les difficultés rencontrés pour démontrer la conjecture de Syracuse, en dépit de
I’application acharnée de méthodes mathématiques puissantes par des esprits
brillants a conduit certains chercheurs a se demander si la conjecture de Syra-
cuse est un probléme indécidable. D’autres, comme Paul Erdos qui a dit de la
dite conjecture [4] " les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels
problémes " | pensaient que la preuve de cette conjecture ne rentre pas dans les
trajectoires mathématiques.

J’ai prouvé dans cet article que, comme les nombres qui ne peuvent pas s’échap-
per a la force Syracusienne et finiront par tomber sur le nombre 1, la preuve de
la conjecture Syracusienne, elle aussi, ne peut s’échapper a la force des mathé-
matiques contrairement & se que a dit Paul Erdos et d’autres [4] .
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