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1 Introduction

Considérons un systeme dans lequel des composent&rg tomber en panne. Il est possible de
maintenir des éléments pour éviter les pannes cedasa un codt. Pour que le bon fonctionnement ne
soit pas affecté en cas de défaillance, on souhadti@tenir une partie aussi petite que possible du
systéme pour gu’en cas de panne dans l'autre plrtsystéme puisse toujours opérer dans de bonnes
conditions. Autrement dit, on veut sélectionner padie aussi grande que possible du systemeres'il
sera pas nécessaire de maintenir, et ainsi protdgeninimum d’éléments sans perturber le bon
fonctionnement du systéme.

Supposons que le systéme puisse étre modéliséhgaapheG = (V,E) dans lequel les sommets sont
les composants et tel que le systeme ne fonctiQneesi ces sommets forment un ensemble stable. Le
systéme fonctionne tant qu’il existe un stable a@elioal maximala(G). Soitd un entier tel que<d

< a(G). On souhaite déterminer le plus grand ensembbodenetd- tel que tout stable de cardirdhl

de G[F] peut étre complété en un stable optimal3d& I'aide de sommets dé- F. Ce probléme est
une variation des problemes d’extension de coudldde 3], [4], [5]).

2 Définitions
SoitG = (V,E) un graphe non orienté. On définit une partitier’dnsemble des sommets@e
- Les sommetforcéssont les sommets qui appartiennent a tous lesestalel cardinal maximal
deG. L'ensemble des sommets forcés est ().
- Les sommetexclussont les sommets qui n'appartiennent & aucun stiebtardinal maximal
deG. L'’ensemble des sommets exclus est H¥(i®).
- Les sommettibres sont les sommets qui ne sont ni forcés ni exclisdemble des sommets
libres est noté& (G). Le nombre de sommets libres est n@td) = |(G)|.
Les sommets exclus n'appartiennent a aucun stabtaudiinal maximal. lls ne peuvent donc pas étre
utilisés pour étendre un stable et ne peuvent pascéntenus dans un stable de cardihdlun d-
extensible. On peut donc les retirer du graphe sDes sections suivantes, les graphes ne contiennen
plus de sommets exclus. Remarquons qu’'alors lesnstenforcés sont des sommets isolés. Pour tout
sommetullV on notel (u) 'ensemble de ses voisins. Pour tout sous-engeWllV on notel (W)
'ensemble des voisins des sommetd\dgui n'appartiennent pas\W . SoitF OV . Un stableS OF de
G est ditextensible par rapport a i il existeT//(V —F) tel queST est un stable de cardinal maximal
deG. Soit un entied tel que ¥ d <a(G). Un ensembl&[1V est und-extensible dé& si tout
stableSde G[F] de cardinal est extensible par rapporfa

3 Une caractérisation des stables dans les grapHapartis
Nous présentons ici une caractérisation des stalelesrdinal maximal issue de [2] qui sera utilisée
dans les sections suivantes.

Propriété 1 [2] Soit un graphe biparti G= (B,R,B dont tous les sommets sont libres. Il existe une
partition{ V1, ..., \k} des sommets de G telle dBé& Vi| = R\ Vi| et pour tout stable de cardinal maximal
S*de G, soit S¥Vi=R\ Vi, soit SA Vi=B\ V.



On noteCi = G[V{] le sous-graphe d& induit par 'ensemblé/i. Le sous-graph€i est appelé une
composantele G. Construisons le graphe orief@é= (Vc,Ac) de la fagon suivante :

Ve={Ci i =1, ...,.K, Ac={(Ci,G) tel quei #j et il existexy OE avecx OVi\ B ety Vi\ R}. Ce graphe

est appel@raphe des composantésG.

Pour tout sommetde G on noteC(x) la composante qui contient le sommeSoient deux composantes
C(x) etC(y) deGc. On noteC(x) — C(y) le fait qu'il existe un chemin dg&(x) aC(y) dansGc, le chemin
pouvant étre de longueur nulleix) = C(y). On noteV (Ci) I'ensemble des sommets contenus dans la
composant€i.

Propriété 2[2] Soient Sun stable de cardinal maximal de G et x et y demxrsets de_$els que @X)
- C(y). Si xUIB alors ylIB. Si y[IR alors xUR.

4 d-extensibles de stables dans les graphes bipartis

Dans cette section, nous nous intéressonglaxtensibles dans les graphes bipartis. Apres avoir
donné quelques propriétés structurelles, nousmétens une borne inférieure du cardinal maximal
d’'un d-extensible, puis nous décrivons des cas partrsytielynomiaux.

4.1 Graphes bipartis dont tous les sommets sont ts
Dans cette section, on considére un graphe biBart{B,R,B dont tous les sommets sont libres.

Propriété 3 Soit FO (BUR). Un stable SIF est extensible par rapport & F si et seulemepbsir tout
couple de somme(x, y) de G tels que @) - C(y), on a

1. sixUS\B et yll F\ B alors yOIS

2. sixOF\R et y1 S\R alors X1S

3.sixOF\RetydF\Balors SY{x, y =00

4.sixOF\BetyIF\R alors|S{x, | <1

Preuve :(idée de la preuve)

Soit Sun stable extensible par rappoft.aCommeS est extensible[]1S stable optimal d& tel queS\
F =S Soit un couple de sommets f) deG tels queC(x) — C(y). Supposons que] S\Bety O F\
B. D’'apres la Propriété 2, %] Salorsy] S. Or S\ F = Sdoncy [JS. Le premier point est donc
vérifié.

Les autres points sont démontrés de fagon similaire

Dans la suite de la preuve, nous considérons bieSae G[F] qui respecte les quatre points de la
propriété et montrons qu’il est extensible par ppF. Pour cela, nous construisons un st&ble
optimal deG tel queS\F =S

A l'aide de la propriété précédente, on peut fac#iat démontrer les deux propriétés suivantes.

Propriété 4 Pour d=2, si FO(B O R) est un d-extensible de G alors il est aussi unt&resible de G
pour k > d.

Propriété 5F [J(B O R) est un d-extensible de G si et seulement si patictuple(x, y) de sommets
de F tels que &) - C(y)

— Si Gx) # C(y) et(xy) JE :

1. SixO Retyd Balorsa(G[F — {x, W}]) <d

2.SixdBetydBalorsa (G[F- ({y}d rx)) <d

3.Sixd RetydR alorsa (G[F-{>x3OT (y)]) <d

4.SixOBetyll Ralorsa(GIF-(T x)OT (y)) <d

— Si@x) =C(y) :

1.SiXx1I BetylBalorsa (G[F-({y} 0T (X)]) <deta(G[F-({x O )] <d



2.SixdRetyll Ralorsa (GIF-({y} OT (X))]) <deta (G[F-{xOT (y)]) <d
3.SixdOBetyld RouxO R ety Balorsa (G[F —{x, W}]) <d et, si xy_E alors
a@GIF-T ®OT (y)] <d.

La Propriété suivante fournit une borne inférieduecardinal maximal d’ud-extensible.

Propriété 6 Soit G=(B,R,E) un graphe biparti tel que @rifie [Vc| = 1 Il existe un d-extensible
F vérifiant|F| = 2 - 1

Preuve : (idée de la preuve)
Dans cette démonstration, nous construisons umineé tel que fF| = 2 — 1 puis, a l'aide de la
Propriété 5, nous prouvons que c’est biem+axtensible.

La propriété suivante consideére le cas de classdisydiére de graphe est est démontrée a l'aida de
Propriété 5.

Propriété 7 Déterminer un d-extensible peut étre réalisé erpgepolynomial :
— dans une grille
— dans un cycle

La propriété suivante considére une classe pagreutie graphe dans le ahs 1. Elle est démontrée a
I'aide de la modélisation par la programmation réathatique en nombre entier qui, dans ce cas, aboutit
a un programme mathématique pour lequel la matgtéotalement unimodulaire.

Propriété 8 Soit G= (B,R,B un graphe dont tous les sommets sont libres.c®isGun arbre, alors
trouver unl-extensible optimal de G est un probléme polynaomial

4.2 Graphes bipartis contenant des sommets forcés

Dans cette section, on considere un graphe bi@éBiR,B qui contient des sommets libres et des
sommets forcés. Rappelons que les sommets exdlesoretirés. Les sommets forcés sont donc isolés.
Les propriétés de cette section se démontre &l'délla caractérisation des stables dans les graphe
bipartis.

Propriété 9 Soit F un d-extensible de G. SfF=(G) #0; alors|F|<2d - [F N = (G)|.

D’aprés la Propriété 6, on sait gu'il existe diextensible de5 de cardinal d — 1. On en déduit le
corollaire suivant :

Corollaire 1 Si d<gg) 2alors il existe un d-extensible optimal F de Gaeé FJ1 ®(G).

Propriété 10Si d>@g) 2alors il existe un d-extensible optimatle G est formé de tous
les sommets libres de G et(de- qc) 2) sommets forcés. Ainsi| =d + @) 2.

5 d-extensibles de stables dans les arbres

Dans cette section, on considére un atbre(B,R,B dont tous les sommets sont libres, dan&) =

|B| = R|. Dans ce ca$cest un arbre orienté et les composa@ieke G contiennent deux sommets : un
sommet deB et un sommet dB. La propriété suivante se démontre de la mémenfgge la Propriété
6 et fournit une autre borne inférieure du cardmakimal d’und-extensible. La propriété qui suit porte
sur la structure ded-extensibles dans les arbres. Enfin, la derniéoprpté s’'intéresse a des cas
particuliers polynomiaux. Notons que le cas degtéresibles dans les arbres est traité par la Fatépri
8.

Propriété 11 Tout d-extensible optimalde G vérifiglF| =2d.



Les propriétés suivantes sont démontrées a I'addPdopriétés 3 et 5.

Propriété 12 Soit F un d-extensible de G tel d&¢> 2d.
— Pour toute composante C de|&(C) (F|< 1.
— Soient x, y deux sommets de F. (&) C C(y), C(x) # C(y) et si xR alors y/B.

Propriété 13 Déterminer un d-extensible de cardinal maximalugsprobleme polynomial
dans les cas suivants :

— G est une arborescence

— Gest constitué d'une arborescence et d’'une anti-ssbcence

— Si l'arbre est un homard

6 Conclusions et perspectives

Nous avons proposé une caractérisation des stakiessibles et ded-extensibles dans les graphes
bipartis, ainsi que des bornes inférieures du naftanaximal d’'urd-extensible dans le cas d’'un graphe
biparti quelconque et dans le cas d’'un arbre. Regarticuliers ont été résolus, les grilles, igdas et
certaines classes d’arbres comme les homards.g8apde biparti contient des sommets forcés, nous
avons montré comment déterminer diaxtensible optimal pousi d<@c) 2. Nous avons également
montré que pour les graphes bipartis dont le gral@secomposantes est un arbre, déterminer un 1-
extensible optimal est un probléeme polynomial.

Le probleme reste ouvert dans de nombreux castt @) /2.

Pour les graphes bipartis quelconques, le probisnencore ouvert. C'est aussi le cas dans lessarbr
sid>1.
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