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Resumo. Propõe-se neste trabalho uma formulação inelástica de 2ª ordem da Teoria Generalizada de 

Vigas (GBT), baseada na teoria de escoamento J2, e que constitui uma promissora alternativa ao MEF 

de casca. A sua aplicação é ilustrada na análise de uma viga em I e de uma coluna em C-reforçado. 

São validados resultados da GBT por comparação com os obtidos através do Abaqus (trajectórias de 

equilíbrio, configurações deformadas e perfis de deslocamentos), tendo-se concluído que a natureza 

modal da GBT permite (i) obter resultados precisos com apenas 22% do número de graus de liberdade 

usado no Abaqus, bem como (ii) compreender a mecânica comportamental do elemento em qualquer 

regime elasto-plástico (através da análise dos diagramas de participação modal). 

1. Introdução 

A elevada resistência e ductilidade dos metais (e.g., aço, alumínio), bem como os recentes avanços na 

tecnologia de produção, têm permitido a construção de sistemas estruturais altamente eficientes (gran-

des rácios resistência/peso). Em particular, os elementos de parede fina constituem uma solução cons-

trutiva bastante económica (tempos de transporte e construção reduzidos) em diversas áreas das enge-

nharias Aeronáutica, Civil, Mecânica, Química e Offshore [1]. A sua elevada esbelteza global e/ou 

local conduz a um comportamento estrutural dominado por uma forte interacção entre efeitos de plas-

ticidade e de 2ª ordem, o que torna a sua análise uma tarefa bastante complexa. Uma vez que a inves-

tigação experimental é deveras limitada devido ao custo e duração bastante elevados, abordagens al-

ternativas devem ser consideradas. A mais utilizada universalmente, recomendada como opção de di-

mensionamento para estruturas em aço (e.g., [2, 3]), é a realização de análises (de pós-encurvadura) de 

elementos finitos de casca (AEFC) utilizando leis constitutivas não-lineares – importa relembrar que o 

conhecimento preciso do comportamento de uma estrutura requer também a simulação da resposta 

pós-colapso ao nível de cada elemento estrutural [4]. No entanto, as AEFC têm alguns inconvenientes, 

nomeadamente (i) o grande número de graus de liberdade (g.l.) envolvido e (ii) a natureza nodal dos 

resultados, em vez da mais tradicional e perceptível “linguagem modal” normalmente adoptada pela 

comunidade técnico-científica (e.g., esforço normal/extensão axial, momento torsor/rotação de tor-
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ção). Uma alternativa muito promissora aos métodos de análise mencionados, a qual permite eliminar 

os seus inconvenientes, é a utilização da Teoria Generalizada de Vigas (GBT). Apesar do domínio de 

aplicação corrente (membros prismáticos de parede fina, de eixo recto e sem perfurações) e dissemi-

nação serem bastante limitados, a GBT tem sido reconhecida internacionalmente como potente, versá-

til, elegante e eficiente para analisar elementos/sistemas estruturais de parede fina. A sua elegância e 

eficiência provêm sobretudo da sua natureza modal única – o campo de deslocamentos é expresso 

como uma combinação linear de modos de deformação da secção cujas amplitudes variam continua-

mente ao longo do comprimento da barra. Esta característica permite (i) adquirir um conhecimento 

aprofundado sobre a mecânica comportamental do elemento estrutural e (ii) judiciosamente excluir, 

em análises semelhantes, os modos de deformação que tenham um papel desprezável no comporta-

mento em questão, reduzindo ainda mais o número de g.l. envolvidos na análise da GBT (i.e., aumen-

tando a sua eficiência computacional). Formulações (e aplicações) da GBT têm sido extensamente 

desenvolvidas na Universidade Técnica de Lisboa [5]. Elementos finitos de viga (EFV) para análises 

elasto-plásticas de 1ª e 2ª ordem foram recentemente propostos por Gonçalves & Camotim [11, 12], 

baseados na teoria de escoamento J2. Em paralelo, Abambres et al. [8-13] desenvolveram e validaram 

formulações inelásticas altenativas, também baseadas na teoria J2 mas distinguindo-se das anteriores 

no facto de (i) os modos de deformação serem determinados pelo procedimento proposto por Silva et 

al. [14], e (ii) existir um novo g.l. (rotação de empenamento). Muito recentemente, a GBT foi pela 

primeira vez aplicada (e validada) à análise de pós-encurvadura de elementos constituídos por materi-

ais que exibem endurecimento, nomeadamente colunas tubulares em aço inoxidável [10]. 

Este trabalho visa (i) apresentar os principais aspectos da formulação inelástica da GBT para análi-

ses de 2ª ordem, e (ii) mostrar a sua aplicação e potencial através da discussão de resultados da análise 

de 2 perfis de parede fina – uma viga em I encastrada-apoiada, e uma coluna bi-encastrada com secção 

em C-reforçado. Apenas as imperfeições iniciais de carácter geométrico foram incorporadas nas análi-

ses − tensões residuais e o efeito dos cantos arredondados da secção foram desprezados. O carácter 

modal da GBT é realçado através da (i) análise de diagramas de participação modal e (ii) comparação 

de resultados para diferentes conjuntos de modos de deformação. Para efeitos de validação, alguns 

resultados da GBT (trajectórias de equilíbrio, configurações deformadas, perfis de deslocamentos) são 

comparados com os obtidos em AEFC do Abaqus [15]. 

 

 

2. Formulação elasto-plástica de 2ª ordem da GBT 
 

Por questões de limitação de espaço, e uma vez que a formulação da GBT já foi devidamente descrita 

noutros trabalhos [8, 13, 16], apenas as suas principais linhas orientadoras são aqui apresentadas.  

 

2.1 Cinemática e equação geral de equilíbrio 

 

Considere-se o referencial local (x, s, z) na superfície media de cada parede de um perfil de 

parede fina, apresentado na Fig. 1, onde x, s e z são as coordenadas longitudinal (0 ≤ x ≤ L − L 

é o comprimento do perfil), transversal (0 ≤ s ≤ b − b é a largura da parede), e com a direcção 

da espessura (-e/2 ≤ z ≤ e/2 − e é a espessura da parede), respectivamente − os deslocamentos 

correspondentes são u (axial ou empenamento), v (transversal) e w (flexão). A análise da GBT 

divide-se em duas etapas principais, as análises (i) da secção e (ii) da barra. Enquanto que na 

primeira se determinam os modos de deformação, i.e., os seus perfis de deslocamentos ao longo 

da linha média da secção (z=0) – uk(s), vk(s) e wk(s), onde k representa um modo genérico, na 

análise da barra determinam-se as funções que definem a variação longitudinal desses perfis, 

k(x), vindo o campo de deslocamentos de membrana dado pela combinação linear 

)()(),( , xsusxu xkk =        )( )(),( xsvsxv kk =        )( )(),( xswsxw kk =  ,   (1) 
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onde k é um índice mudo. A análise da secção implementada foi baseada na proposta de Silva et 

al. [14], a qual considera 4 famílias de modos de deformação: convencionais, corte, extensão 

transversal e fluxo de corte celular – informação detalhada sobre a sua determinação pode tam-

bém ser obtida em [16]. As análises da secção da GBT propostas até então, (i) consideram três 

(u, v, w) ou quatro (u, v, w, θx − rotação em torno do eixo x) g.l. nodais, e (ii) requerem um nível 

de discretização elevado de modo a capturar as variações não-lineares dos perfis de desloca-

mentos axiais que resultam da deformação por corte e/ou espalhamento de plasticidade. Por este 

motivo, a análise da secção proposta neste trabalho adopta um novo g.l., o qual corresponde a 

uma rotação em torno do eixo local z (Fig. 1(a)), denominada “rotação de empenamento” (θz) − 

em cada nó, considera-se uma rotação independente por parede (direcção) convergente. A utili-

zação deste g.l. permite aproximar cada perfil de empenamentos uk(s) através de polinómios 

cúbicos (em vez de funções lineares) em cada sub-placa da secção discretizada − ver as configu-

rações dos modos de corte apresentadas na sub-secção 3.1. 

 

 
Fig. 1: (a) Referencial local na superfície média de cada parede, (b) carga exterior distribuída genérica 

q(x,s) e (c) componentes de tensão não-nulas (hipótese de estado plano de tensão). 

 

Com base na hipótese fundamental da GBT de estado plano de tensão, a equação geral de 

equilíbrio obtida através do Princípio dos Trabalhos Virtuais vem dada por 

( ) ( ) ( ),         + + = + +      xx xx ss ss xs xs x i i x s i z i i

L b e L b

dz ds dx q u q v q w ds dx  ,   (2) 

onde (i) σxx, σss e σxs são as components de tensão axial, transversal e de corte do tensor 2º Pio-

la-Kirchhoff (ver Fig. 1(c)), (ii) qx, qs e qz são as components locais de uma força exterior distri-

buída genérica aplicada na superfície média da barra (ver Fig. 1(b)), e (iii) δεxx, δεss e δγxs são as 

componentes virtuais de deformação do tensor Green-Saint-Venant (funções não-lineares dos 

deslocamentos u, v e w – ver Eq. (1)). Refira-se ainda que esta formulação permite considerar (i) 

imperfeições iniciais (geométricas e tensões residuais) e (ii) carregamentos arbitrários dependen-

tes de um único parâmetro de carga (λ), incluindo forças/momentos concentrados. 

 

2.2 Elemento finito de viga não-linear 

 

A determinação rigorosa de configurações de equilíbrio numa análise não-linear requer a utili-

zação de uma estratégia incremental-iterativa. O método do comprimento de arco cilíndrico [17] 

é adoptado e a sua implementação envolve (i) o estabelecimento de equações de equilíbrio in-

cremental com base na matriz de rigidez tangente (Ktan), e (ii) a determinação do vectores de 

forças internas (f int) – a estratégia iterativa adoptada denomina-se caminho independente [18]: 

os incrementos de deformação em cada ponto de integração de Gauss são calculados em relação 

à configuração de equilíbrio inicial do incremento corrente. Os resultados apresentados na sec-

ção 3 foram obtidos através de aproximações das funções de amplitude modais no domínio de 

(c) 

σss σss 

σxx 

σxx 

σxs 

(b) (a) 

e 

x(u) 

s(v) 

z(w) 

dx 

ds 
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q 
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qs 

q 
qz 



IX Congresso de Construção Metálica e Mista  
Porto, Portugal 

I Congresso Luso-Brasileiro de Construção Metálica Sustentável 

 

4 
 

cada elemento finito de viga (EFV), definidas com base em polinómios cúbicos de Hermite 

através de 

( ) ( ), 0=v w

k,x H kζ x =Ψ x d                          ( ) ( ), 0v w

k H kζ x =Ψ x d  ,   (3) 

onde (i) HΨ  é o vector (1x4) dos polinómios de Hermite, (ii) dk é o vector (4×1) de deslocamen-

tos relativo à aproximação do modo k, (iii) a primeira expressão diz respeito apenas aos modos 

de extensão axial e de corte (sem deslocamentos no plano da secção: v=w=0), e (iv) a segunda 

expressão aplica-se a todos os restantes modos de deformação (v≠0 e/ou w≠0). Definida que 

está a aproximação do EFV, a sua introdução na Eq. (2) (L≡Le) origina 
int = f f  ,   (4) 

onde f  é o vector de forças externas para λ=1. A i-ézima “componente” do vector de forças 

internas (sub-vector 4×1 associado ao modo de deformação i) pode ser obtida através de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )int int int int int int, , ,= + + = =  
e

i mni xx i ss i xs i mn i mn

L b e

f f f f f F dzdsdx mn xx ss xs  ,   (5) 

onde Fint
i(mn) é um vector 4×1 – note-se que todos os vectores de deslocamentos (ver Eq. (3)) e 

componentes de tensão (ver Eq. (5)) dizem respeito a uma “configuração de equilíbrio” gené-

rica (enquanto o critério de convergência do processo iterativo não for verificado, esta confi-

guração não satisfaz equilíbrio para o carregamento exterior aplicado). Uma vez definido o 

vector de forças internas, a equação de equilíbrio incremental do EFV para uma configuração 

deformada arbitrária (j) vem dada por 

tan  = 
j

K d f  ,   (6) 

onde (i) d é o vector de deslocamentos, e (ii) a (i, p)-ézima “componente” (sub-matriz 4x4) da 

matriz de rigidez tangente, associada aos modos de deformação i e p, vem definida por 

( ) ( ) ( )
int int intint int

,tan ,
   

= + +
    

=
i xx i ss i xsi i

p pl pl pl pl

ip

f f ff f

d d d d d
K  ,   (7) 

a qual corresponde à matriz Jacobiana da i-ézima componente do vector de forças internas em 

relação ao vector de deslocamentos do modo p, cujas componentes são dpl (l=1,…,4). As co-

lunas dessa matriz são definidas pela segunda expressão da Eq. (7), vindo cada termo definido 

por (recorde a Eq. (5)) 

( )
( )

( ) ( )
int int

int , , ,



   

= + = 
    

  
e

i mn i mnmn
mni mn

pl pl plL b e

f F
F dzdsdx mn xx ss xs

d d d
  ,   (8) 

com as tensões, gradientes de tensões e vectores de deslocamentos calculados na configuração 

de equilíbrio j. Para um material elasto-plástico arbitrário, os gradientes de tensões em qual-

quer ponto material são definidos por 

      

  

      
= + +

      

mn mn xx mn ss mn xs

pl xx pl ss pl xs pld d d d
 ,   (9) 

onde os gradientes de deformação ∂ε/∂dpl são obtidos após escrever as relações deformação-

deslocamentos em função da aproximação do EFV dada pelas Eqs. (3). Os valores das compo-

nentes de tensão (Eqs. (5) e (8)) e dos gradientes ∂σ/∂ε (Eq. (9)) em regime elasto-plástico são 

obtidos através (i) da teoria de escoamento J2 com escoamento associado e (ii) de um método de 

integração numérica implícito e/ou explícito – o método de Euler regressivo foi utilizado nas 

análises abordadas na secção 3. Uma vez que uma descrição detalhada do modelo de plasticida-

de implementado pode ser encontrada na literatura (e.g., [10, 11, 17, 19]), a correspondente 

formulação não é aqui apresentada. 

Por último, no que respeita à imposição de condições de fronteira, foi concluído em análises de 

2ª ordem que a melhor forma de minimizar o efeito de shear locking (para além do refinamento da 
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malha na zona afectada) em secções impedidas de empenar e sujeitas a tensões de corte (σxs) – resul-

tante da incapacidade da GBT em garantir simultaneamente a compatibilidade cinemática e estática, 

consiste em satisfazer as condições de fronteira cinemáticas, i.e., impor k,x=0 (ver Eq. (1)). 

 

 

3. Exemplos ilustrativos 
 

A aplicação da formulação elasto-plástica de pós-encurvadura da GBT, implementada em Matlab 

R2010b [20], é agora ilustrada através de dois exemplos numéricos, nomeadamente (i) uma viga em I 

encastrada-apoiada, sujeita a uma carga concentrada no banzo superior (ver Fig. 2) e caracterizada por 

uma imperfeição geométrica com a forma do modo crítico de instabilidade (flexão-torção – λcr=3.10) e 

amplitude (máximo deslocamento no plano) de 3.02 mm, e (ii) uma coluna bi-encastrada uniforme-

mente comprimida com secção em C-reforçado (carga F está distribuída na secção – ver Fig. 3), a qual 

exibe uma imperfeição geométrica dada pelo modo crítico de instabilidade (distorcional com 3 semi-

ondas − λcr=125.14) com amplitude de 2.06 mm (foram desprezadas tensões residuais e cantos arre-

dondados da secção em ambos os exemplos). O modelo material adoptado nos dois problemas é bi-

linear, estando as propriedades indicadas na Tab. 1 (E – módulo de Young, Esh – declive de endureci-

mento, ν – coeficiente de Poisson, σ0
y – tensão de cedência inicial). Os resultados da GBT (trajectórias 

de equilíbrio, diagramas de participação modal, mecanismos de colapso e perfis de deslocamentos) 

são discutidos nas secções 3.2-3.3, e validados por comparação com resultados de AEFC do Abaqus, 

onde a curva tensão-deformação deve ser introduzida pelos valores da tensão e extensão plástica ver-

dadeiras (σ t e ε t(p)) relativas ao comportamento à compressão, obtidas em função dos valores absolu-

tos da tensão e extensão nominais (σn e εn) por  

( )
ln (1 )


 = − − −

t
t p n

E  
( )1  = −t n n

 
.   (10) 

 
Tabela 1: Exemplos ilustrativos: propriedades materiais 

Exemplo 
E 

(N/mm2) 

Esh 

(N/mm2) 
ν 

σ0
y 

(N/mm2) 

Viga em I 210000 E / 100 0.3 235 

Coluna em C 200000 0 0.3 450 

 

Tabela 2: Exemplos ilustrativos: discretização das malhas de EF e nº de g.l. 

Exemplo 

    GBT ABAQUS Número de g.l. 

EFV Sub-Placas EFC (x) EFC (s) GBT ABQ GBT/ABQ (%) 

Viga em I 

68 

6: x≤0.04L 

25: 0.04L≤x≤0.45L 

12: 0.45L≤x≤0.55L 

25: x≥0.55L 

39 360 39 18659 86280 21.6 

Coluna em C 86 (uniforme) 42 244 42 13527 62953 21.5 

 

No que respeita às malhas de EF adoptadas em cada modelo, a Tab. 2 indica o número de (i) sub-

placas (ver discretização da secção na sub-secção 3.1) e EFV utilizados na GBT, (ii) EFC (tipo S4) 

utilizados no Abaqus nas direcções longitudinal (x) e transversal (s) – originando malhas praticamente 

uniformes, e (iii) g.l. utilizados na GBT e no Abaqus. Relativamente ao número de pontos de integra-

ção de Gauss utilizado na GBT por EFV, os valores (2, 5, 3) e (2, 3, 3) dizem respeito às direcções (s, 
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z, x) de cada sub-placa (ver Fig. 1(a)) dos modelos da viga e da coluna, respectivamente (no Abaqus 

adoptaram-se os mesmos valores da GBT na direcção z). 
 

 
Fig. 2: Viga em I encastrada-apoiada: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensões da secção (linha média).  

 

 
Fig. 3: Coluna em C bi-encastrada: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensões da secção (linha média).  

 

Quanto aos resultados apresentados nas sub-secções 3.2-3.3, importa referir que: (i) dizem res-

peito a pontos localizados na superfície média do perfil, (ii) os pontos indicados nas trajectórias de 

equilíbrio como BP (before peak), P (peak – carga última) e AP (after peak) são estados de equilí-

brio utilizados posteriormente na comparação de resultados, e (iii) o diagrama de participação modal 

da GBT (definição em [12]) traduz a evolução da configuração da secção mais deformada ao longo 

da trajectória de equilíbrio, sendo a contribuição de cada modo quantificada pelo rácio entre o seu 

deslocamento máximo e a soma de todos os deslocamentos modais máximos nessa secção (não ne-

cessáriamente relativos ao mesmo ponto) – note-se ainda que as imperfeições geométricas não fo-

ram incluídas no diagrama. 

 

3.1 Modos de deformação da GBT 

 

No que respeita aos modos de deformação da GBT utilizados em cada análise, apresenta-se de seguida 

(i) o número de modos por tipo (ver Tab. 3): globais (G), distorcionais (D), locais (L), corte (C) e exten-

são transversal (ET), e (ii) as configurações no plano e perfis axiais dos modos mais relevantes (ver Figs. 

4-5) − a discretização da secção está indicada junto da configuração dos modos de ET. Relativamente ao 

critério de selecção dos modos, importa referir que: (i) os modos globais, distorcionais e locais mais rele-

vantes, são facilmente escolhidos em função do carregamento e imperfeição inicial, e 

 

 
Tabela 3: Número de modos de deformação da GBT usados em cada análise. 

(a) (b) 

y 

δy 

142.5 

1425 1425 

z 

p=2 λ/3 N/mm2 

p 

δz 

δz 

x 

[mm] 

150 t = 4 

75 

δy 

102.8 

126.6 t =2 

(b) 

13.6 

δx z 

y 

x 

F=1000 λ N 

(a) 

x 

[mm] 
2200 

Δ 
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Exemplo G D L C ET Usados / Total 

Viga em I 4 0 13 81 39 137/202 

Coluna em C 2 1 6 47 23 79 / 219 

 
Global 2 Global 3 Global 4 Locais 8 + 9 

     

Corte 18 Corte 19 Corte 20 + 21 Extensão Transversal 99 + 100 (metade da secção) 

     
Fig. 4: Viga em I: Configurações no plano e perfis axiais dos 11 modos de deformação da GBT mais relevantes. 

 

 

Global 1 Global 2 Distorcional 3 Local 4 Local 5 

 
 

     

Local 6 Local 7 Local 8 Local 9 Corte 10 Corte 11 Corte 50 

       

Corte 55 + 56 Extensão Transversal 58 + 59 (metade da secção) 

  
          

Fig. 5: Coluna em C: Configuração no plano e perfis axiais dos 16 modos de deformação da GBT mais relevantes. 

 
(ii) os restantes modos, maioritariamente utilizados para captar efeitos física e/ou geométricamente 

não lineares “de ordem superior”, são seleccionados com base em (ii1) bom senso, excluindo modos 
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com energia de deformação elevada, (ii2) considerações de simetria (e.g., a maioria dos modos para a 

secção em C são simétricos em relação ao eixo horizontal – ver Fig. 5), e/ou (ii3) experiência adquirida 

– e.g., os modos de corte associados a modos globais de flexão são fácilmente identificados. 
 

3.2 Viga em I 

 

A Fig. 6(a) apresenta as trajectórias de equilíbrio λ(|δy|) da GBT e do Abaqus, onde |δy| é o deslo-

camento lateral a meio vão do ponto indicado na Fig. 2(b). As Figs. 6(b) e 7(a) representam o dia-

grama de participação modal da GBT e o mecanismo de colapso da viga (configuração de equilíbrio 

AP). A observação destes resultados permite tirar as seguintes conclusões: 

(i) As curvas da GBT e do Abaqus apresentam uma concordância muito boa – a diferença má-

xima é de 4.8%, verificando-se num estado avançado de pós-colapso (ponto AP). 
 

(a)  

(b)      

|δy| 

Fig. 6: Viga em I: (a) trajectória de equilíbrio  vs. |δy|, e (b) diagrama de participação modal da GBT. 

 

(ii) O comportamento da viga é maioritariamente de natureza global, nomeadamente devido à 

participação dos modos 2 (flexão na maior inércia – 15.4-60.7%), 3 (flexão na menor inércia – 12.0-

28.7%) e 4 (torção – 21.6-44.9%). Os modos de extensão transversal 99 (alma) e 100 (banzo superior) 

apresentam uma participação conjunta que cresce gradualmente ao longo da trajectória de equilíbrio 

até ao valor de 13% − a sua exclusão da análise conduziria a um aumento significativo de rigidez da 

resposta, devido à restrição que provocaria aos deslocamentos significativos da secção no seu plano 

(ver Fig. 7(a)). Quanto aos modos 8 e 9, associados à flexão transversal do banzo superior/carregado 

(ver Fig. 4 − note que os modos opoêm-se no banzo inferior), apenas exibem alguma relevância na 

fase ascendente da trajectória (máxima participação conjunta de 4.3%). 
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GBT

 

ABAQUS

  
(a) (b) 

Fig. 7: Viga em I: (a) mecanismo de colapso (configuração AP), e (b) trajectórias de equilíbrio  vs. |δz|. 
 

(iii) Para além da notável semelhança entre os mecanismos de colapso obtidos pela GBT e pelo 

Abaqus, note-se que (iii1) surge uma linha de cedência no banzo superior da secção mais deformada, e 

(iii2) ao contrário do banzo inferior, o banzo superior empena consideravelmente no apoio rotulado, 

consequência da oposição dos modos 3 e 4 no banzo inferior (ver Fig. 4). 

No que respeita ao deslocamento vertical a meio vão (|δz|) do ponto indicado na Fig. 2(b), a Fig. 

7(b) mostra as trajectórias de equilíbrio obtidas pelo Abaqus e três análises da GBT, as quais adoptam 

(i) os 137 modos inicialmente selecionados (ver Tab. 3), correspondendo a 18659 g.l., (ii) os 43 modos 

mais relevantes (4 globais, 3 locais, 15 de corte e 21 de extensão transversal), incluindo os representa-

dos na Fig. 4 e envolvendo 5837 g.l., ou (iii) 50 modos (6762 g.l.), incluindo todos os modos de exten-

são transversal e apenas 4 globais, 2 locais e 5 de corte (os mais relevantes do conjunto anterior). A 

comparação das quatro curvas mencionadas origina os seguintes comentários: 

(i) As diferenças entre as curvas do Abaqus e da GBT (137 modos) não excedem os 4.9%. Os valores 

{|δz|, λ} correspondentes aos pontos BP, P e AP indicados são: (i1) {0.71, 1.06}GBT e {0.72, 1.07}ABQ, 

(i2) {1.19, 2.40}GBT e {1.20, 2.40}ABQ, e (i3) {10.36, 1.79}GBT e {10.55, 1.88}ABQ, respectivamente. 

(ii) A tendência oposta da variação (aumento/redução) das participações dos modos 4 (torção) e 2 

(flexão na maior inércia) até à carga última (ver Fig. 6(b)), é responsável pelo aumento de rigidez da 

resposta e subsequente reversão do deslocamento observados na Fig. 7(b). 

(iii) A relevância dos modos de extensão transversal é traduzida pela melhoria clara da 

curva da GBT quando são usados 50 modos em vez de 43. 
 

3.3 Coluna em C  

 

A Fig. 8(a) exibe as trajectórias de equilíbrio λ(Δ) do Abaqus e da GBT, onde Δ é o deslocamento axi-

al da extremidade da coluna. Foram realizadas duas análises da GBT, incluindo (i) 128 modos inici-

almente seleccionados (4 globais, 1 distorcional, 7 locais, todos os de corte e 27 de extensão transver-

sal), totalizando 21941 g.l., ou (ii) os 79 modos especificados na Tab. 3 (13527 g.l.): os modos simé-

tricos mais relevantes do conjunto anterior, e todos os de corte e de extensão transversal associados a 

deformações localizadas nos reforços dos banzos. A Fig. 8(b) representa o diagrama de participação 

modal da GBT (análise com 79 modos), concluindo-se da análise destas Figs. que: 
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(a)  

(b)   

        Δ 
Fig. 8: Coluna em C: (a) trajectória de equilíbrio  vs. Δ, e (b) diagrama de participação modal da GBT. 

 

(i) A curva λ(Δ) da GBT obtida com 128 modos compara bastante bem com a obtida no Abaqus 

– p.e., as cargas últimas apenas diferem 3.7% (λu,GBT=152.37 e λu,ABQ=147.00), e os valores {Δ, λ} 

dos pontos BP, P e AP assinalados são: (i1) {1.25, 78.83}GBT e {1.24, 78.40}ABQ, (i2) {2.82, 

149.89}GBT e {2.85, 147.00}ABQ, e (i3) {4.27, 114.89}GBT e {4.24, 112.00}ABQ, respectivamente. 

(ii) As curvas da GBT obtidas com 128 e 79 modos, praticamente coincidem em quase todo o do-

mínio − os 49 modos adicionais têm uma influência diminuta numa fase avançada de pós-colapso. 

(iii) A Fig. 8(b) mostra claramente que os modos 1 (extensão axial – 3.8-29.4%), 2 (flexão na me-

nor inércia – 2.3-18.9%), 3 (distorcional – 47.9-74.7%), 4 (local – 3.1-13.8%) e 5 (local – 0.7-5.8%) 

dominam o comportamento da coluna. A natureza distorcional é preponderante pelo facto do modo 

crítico de instabilidade ser distorcional (apesar da pequena contribuição de modos locais) e a sua carga 

ser consideravelmente inferior à do primeiro modo local (λcr,dist=125.14 vs λb,loc=158.61). 

(iv) A participação do modo 2 (flexão na menor inércia) aumenta visivelmente um pouco antes da 

carga última, tendência que se extende para a trajectória descendente. Este comportamento é conse-

quência da excentricidade de carga que surge devido ao deslocamento do centro de rigidez da secção 

em direcção à alma – há uma redistribuição de tensões normais associada à ocorrência de deformações 

locais e/ou distorcionais. A cedência da superfície média da coluna inicia-se na região dos reforços 

(sensivelmente a partir da linha vertical indicada na Fig. 8(b)), facto que também contribui para a refe-

rida excentricidade. 

(v) Após início da cedência, participações crescentes dos modos 2 (flexão na menor inércia) e 4-

9 (locais) substituem gradualmente a do modo 3 (distorcional) – o mecanismo de colapso da coluna 

ilustrado na Fig. 9(a), evidencia a ocorrência de instabilidade local da alma a meio vão. 

Por último, a Fig. 9(b) ilustra os perfis de deslocamentos axiais referentes ao nó de ligação banzo 

superior-reforço (ver Fig. 3(b)), e para os estados de equilíbrio BP, P e AP – conclui-se que: 



Tema a definir pela Comissão Cientifica 

 

11 

 

(i) Os perfis de deslocamentos da GBT obtidos com 128 e 79 modos de deformação estão prati-

camente coincidentes – a excepção é o estado AP, onde as diferenças não excedem os 2%. Conse-

quentemente, a análise da GBT com 79 modos pode ser tomada como “exacta” (note-se a seme-

lhança com os resultados do Abaqus). 

(ii) A perda de rigidez axial na zona de meio vão quando se evolui na trajectória de equilíbrio, 

traduz o desenvolvimento do mecanismo de colapso apresentado na Fig. 9(a), o qual é caracterizado 

pela (ii1) concentração de deformações plásticas na região central da coluna (note-se as linhas de 

cedência em ambos os banzos), e (ii2) ocorrência de descargas elásticas nas zonas adjacentes (note-

se a redução do declive dos perfis axiais entre os estados P e AP). 

 

 

 

GBT 

 
ABAQUS 

(a) (b) 
Fig 9: Coluna em C: (a) mecanismo de colapso (estado de equilíbrio AP), (b) perfis de deslocamentos axiais (δx) 

do nó de ligação banzo superior-reforço (configurações BP, P e AP). 

 

 

4. Conclusões 
 

Após apresentação de uma formulação da Teoria Generalizada de Vigas (GBT) para análises inelásti-

cas de pós-encurvadura, válida para materiais isotrópicos com endurecimento arbitrário, ilustrou-se o 

seu potencial através da análise de uma viga em I e de uma coluna em C-reforçado. Após discussão e 

validação dos resultados (trajectórias de equilíbrio, mecanismos de colapso e perfis de deslocamentos) 

por comparação com simulações de EF de casca do Abaqus, conclui-se que: 

(i) A análise de diagramas de participação modal e de resultados da GBT obtidos com vários con-

juntos de modos de deformação, permitem aprofundar o conhecimento sobre a mecânica comporta-

mental da barra em qualquer regime elasto-plástico. 

(ii) A GBT constitui uma alternativa muito promissora aos modelos de EF de casca na análise do 

comportamento estrutural de perfis de parede fina, uma vez que foram obtidos resultados muito preci-

sos com apenas 22% do número de graus de liberdade requerido pelo Abaqus. 
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