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Résumé. — Etant donné une extension de type fini K du corps des nombres
rationnels et une variété abélienne C' sur K, nous considérons la classe de toutes les
variétés abéliennes sur K isogenes (sur K) & une sous-variété abélienne d’une puissance
de C'. Nous expliquons comment définir, dans cette classe et de maniere naturelle, une
variété abélienne C” dont I’anneau des endomorphismes contréle toutes les isogénies
entre éléments de la classe, au sens suivant : si d désigne le discriminant de ’anneau
des endomorphismes de C? alors, pour tout couple de variétés abéliennes isogenes
dans la classe, il existe une isogénie entre elles dont le noyau est d’exposant au plus
d. En outre, nous montrons que ce nombre d permet de majorer plusieurs invariants
attachés a un élément quelconque A de la classe, comme le plus petit degré d’une
polarisation sur A, le discriminant de son anneau d’endomorphismes ou le cardinal de
la partie invariante sous Galois du groupe de Brauer géométrique de A. Lorsque K est
un corps de nombres, le théoréme des périodes appliqué & CP et & sa période canonique
fournit une borne explicite pour d en termes du degré de K, de la dimension de C” et
de la hauteur de Faltings de C'. Nous en déduisons donc des majorations explicites des
quantités mentionnées ci-dessus pour les isogénies, polarisations, endomorphismes et
groupes de Brauer, qui améliorent considérablement les résultats antérieurs.

Abstract. (New isogeny theorems) — Given a finitely generated field extension K
of the rational numbers and an abelian variety C' over K, we consider the class of all
abelian varieties over K which are isogenous (over K) to an abelian subvariety of a
power of C. We show that there is a single, naturally constructed abelian variety C”
in the class whose ring of endomorphisms controls all isogenies in the class. Precisely,
this means that if d is the discriminant of this ring then for any pair of isogenous
abelian varieties in the class there exists an isogeny between them whose kernel has
exponent at most d. Furthermore we prove that, for any element A in the class, the
same number d governs several invariants attached to A such as the smallest degree
of a polarisation on A, the discriminant of its ring of endomorphisms or the size of
the invariant part of its geometric Brauer group. All these are bounded only in terms
of d and the dimension of A. In the case where K is a number field we can go further
and show that the period theorem applies to C? in a natural way and gives an explicit
bound for d in terms of the degree of K, the dimension of C” and the stable Faltings
height of C. This in turn yields explicit upper bounds for all the previous quantities
related to isogenies, polarisations, endomorphisms, Brauer groups which significantly
improve known results.

MSC 2020 : 11G10 (14K02, 11R54, 14K15).

Mots-clefs : variété abélienne, isogénie, ordre maximal, ordre principal, anneau de Lefschetz, module
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Motivation

Un théoréeme d’isogénie a pour objet de répondre a la question : étant donné deux
variétés abéliennes isogenes A et B sur un corps K, comment controler le plus petit
degré d’une isogénie p: A — B entre elles? Dans les années 90, Masser et Wiistholz
(voir [MWZ2]) ont montré que, lorsque K est un corps de nombres, on peut borner
deg ¢ en fonction du degré [K : Q] de K, de la dimension de A et de sa hauteur
de Faltings stable hp(A). Dans un travail précédent (voir [GR2]), nous avons donné
une version explicite de ce résultat. La démonstration repose de fagon cruciale sur
un énoncé appelé le théoreme des périodes mais le passage de celui-ci au théoréme
d’isogénie était tres indirect.

Nous proposons ici une approche nouvelle de ce passage que nous pouvons
décomposer en deux étapes : (1) nous introduisons une quantité naturelle T qui
controle le degré d’isogénie et (2) nous montrons que le théoréme des périodes donne
de maniere directe une majoration de Y. Le premier avantage de cette démarche est
de fournir de meilleures bornes mais un autre atout est que la partie (1) s’exprime
de manieére bien plus générale : le corps de base n’a pas besoin d’étre un corps de
nombres, notre construction est valide pour tout corps K de caractéristique nulle sur
lequel une certaine classe d’isogénie est finie. Par exemple, on sait d’apres Faltings
que c’est le cas si K est une extension de corps de type fini de Q. En outre, notre
quantité T s’exprime aussi de fagon intrinseque en termes de 'action du groupe de
Galois Gal(K/K) sur les modules de Tate f-adiques.

Enfin, si nous n’avons parlé jusqu’ici que de degré d’isogénie, nous donnerons en
fait toute une série de résultats montrant que Y controle aussi d’autres invariants
associés a une variété abélienne A sur K comme le plus petit degré d’une polarisation
sur A, le volume (ou discriminant) de son anneau d’endomorphismes End A ou le
cardinal de la partie invariante de son groupe de Brauer géométrique. Nous verrons
qu’ils sont tous majorés uniquement en fonction de Y et de dim A.

Dans la suite de cette introduction, nous définissons T de la fagon la plus
économique pour énoncer nos résultats dans la généralité ci-dessus. Ensuite, nous
nous spécialiserons au cas des corps de nombres et, pour terminer, nous entrerons un
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peu plus dans les détails pour donner d’autres descriptions de Y. Le lecteur intéressé
seulement par les majorations explicites dans le cas des corps de nombres peut se
reporter directement au théoreme 1.9 ci-dessous.

1.2. Notations et conventions

Dans ce texte, le corps de base de référence pour nos variétés abéliennes s’appel-
lera toujours K, si bien que lorsque cela ne sera pas précisé une variété abélienne sera
toujours une variété abélienne sur K. Plus occasionnellement, nous serons amenés a
considérer, pour un corps L contenant K, I'extension des scalaires Ay d’une variété
abélienne A sur K & L. Cependant, nous ne confondrons jamais A avec son exten-
sion de sorte que, par exemple, ’anneau des endomorphismes de A, noté End A, est
bien formé uniquement des morphismes A — A de schémas en groupes au-dessus de
Spec K. De la méme facon, si B est une seconde variété abélienne sur K, nous notons
Hom(A, B) l'ensemble des morphismes A — B de variétés abéliennes et A et B sont
dites isogenes si cet ensemble contient une isogénie. En toute cohérence, ceci s’ap-
plique aussi & la notion de sous-variété abélienne de A (un sous-schéma en groupes
connexe de A, pas d’une quelconque extension) ou de simplicité (A est simple si ses
deux seules sous-variétés abéliennes sont 0 et A).

Considérons maintenant un corps de caractéristique nulle K et une variété
abélienne non nulle C' sur K. Nous lui associons ’ensemble C de toutes les variétés
abéliennes qui sont isogenes a une sous-variété abélienne d’une puissance de C. En
d’autres termes, il existe des variétés abéliennes simples C1, ..., deux a deux non
isogenes et des entiers ¢1,...,q > 1 tels que C' est isogéne a

q1 qt
Ct x - xCf
et C est alors I’ensemble de toutes les variétés abéliennes isogenes a I'un des produits
mi Mt
Ci" x - xCy

ou my,...,m; parcourent tous les entiers naturels. Nous notons aussi C’ 'ensemble
des variétés isogenes a un tel produit ou les m; sont tous non nuls. Notre objectif est
de controler la totalité de ’ensemble des éléments de C a 'aide d’une unique classe
d’isogénie Cy C C que nous introduisons maintenant.

Comme K est de caractéristique nulle, le rang du Z-module End C; satisfait
rg End C; | 2dim C;. Nous pouvons donc définir Cy comme la classe d’isogénie de

Cl2dimC1/rgEndC1 . CfdimCt/rgEndCt.

Pour alléger, nous notons dans cette introduction n la dimension commune des
éléments de Cy c’est-a-dire

Z dlm C
B — g End C;
Nous faisons maintenant I’hypothese cruc1ale que

Cp est finie.
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Comme nous 'avons déja mentionné ci-dessus, ceci est automatique si le corps K est
une extension de type fini de Q (voir [Fa, p. 211]).

Pour une variété abélienne A et un nombre premier ¢, nous notons 7;(A) le module
de Tate ¢-adique de A. Si A € Cy, on vérifie que Ty(A) ® Q¢ est un module libre de
rang 1 sur la Q-algebre End A ® Q. Nous notons Co 4 la partie de Cy formée des
variétés abéliennes A telles que, pour tout nombre premier ¢, le module de Tate Ty(A)
est un module libre (nécessairement de rang 1) sur End A ® Z,. Nous verrons plus bas
que Co 4 est non vide. La finitude de Cy entraine celle de Cy » et permet d’introduire
la quantité suivante.

Notation 1.1. — Nous posons d = max{disc(End A) | A € Cy »} € N\ {0}.

Nous rappelons que, lorsque O est un anneau et un Z-module libre de rang fini,
son discriminant disc(O) est la valeur absolue du déterminant de la matrice de terme
général Tro(z;2;) pour une base 1, ...,z de O sur Z ou Trp est la trace intrinseque
sur O c’est-a-dire que Trp(z) est la trace de 'endomorphisme O — O, y — zy.
Lorsque O = End A, ce discriminant est a rapprocher du volume vol(Q) défini a
travers une métrique de Rosati (voir les parties 2 et 3 de [GR2]) : en effet vol(O)? est
donné par la méme formule que disc(O) a ceci prés que Trp est remplacée par la trace
Tr relative & la variété abélienne A (voir page 2067 de [GR2]). Dans le cas particulier
ou A € Cy on vérifie que ces deux traces coincident de sorte que disc(End A) =
vol(End A)%. En général, il n’y a pas égalité (on pourra consulter le lemme 2.10 de
[R2] ou la partie 3 de [OSZ] pour des comparaisons) et nous utiliserons dans la suite
le volume qui a I'avantage de vérifier par exemple vol(End A™) = vol(End A)m2 pour
tout m > 1.

Le nombre d suffirait a énoncer tous nos résultats mais pour avoir des bornes un
peu meilleures (en particulier pour le degré des isogénies) nous utiliserons une seconde
quantité T. Elle fait intervenir les analogues de n et d pour une partie finie non vide
T C {1,...,t} : en effet, la finitude de Cy entraine celle de la classe d’isogénie CéT) de

H 012 dim C;/rg End C;

i€T
et nous notons nr la dimension des éléments de C(()T) et dp = max{disc(End A) | A €
C(()T#} ol C(()Q est défini comme Co » par liberté des modules de Tate.

Notation 1.2. — Nous posons T = max{le/Z"T [0£T cC{1,...,t}}.

Bien entendu, cette définition fournit immédiatement lencadrement Y? < d <
Y27 et donc toute borne en fonction de Y entraine une borne en fonction de d et
réciproquement.

Lorsque A est une variété quelconque de C, donc isogéne & C7"* x --- x C{™** pour
des entiers mq, ..., m; > 0, nous posons

Xt: 2m;(dim C;)?2

~ (rgEnd C; - -1g Z(End C;))1/2
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ou Z(End C;) est le centre de 'anneau End C;. Comme End C; ® @ est un corps, sa
dimension sur son centre Z(End C;) ® Q est un carré. Ceci montre que la racine carrée
au dénominateur est un entier, qui divise rg End C; donc 2 dim C;. Par suite, e(A) est
également un entier et I'on vérifie que I'on a dim A < e(A) < 2(dim A)? ainsi que
e(4) < ndim A.

Nous appelons exposant d’une isogénie ¢ l'exposant du groupe fini Ker ¢ et nous
notons exp ¢ = exp Ker . Nous dirons qu’'une variété abélienne A est a multiplication
maximale ou en abrégé que A est MM lorsque I'anneau End A est un ordre maximal
(voir chapitre 2). Cette notion, qui a été étudiée dans [R1] (sans introduire la termi-
nologie), joue un role fondamental dans le présent travail. Rappelons ses propriétés
les plus utiles. Si A est une variété abélienne MM alors toute sous-variété abélienne
B de A est également MM et est de plus facteur direct de A [R1, théoréeme 1.2]. Ceci
entraine directement que A est un produit de variétés abéliennes simples. En regrou-
pant les facteurs isogénes, nous constatons aussi que toute variété abélienne MM est
le produit de ses composantes isotypiques (voir le chapitre 3 pour des rappels sur
celles-ci). Enfin, toute variété abélienne est isogéne & une variété abélienne MM [R1,
théoréme 1.1]. Cette derniére propriété entraine que la classe d’isogénie Cy contient
une variété abélienne MM. De plus, si A € Cy est MM, alors A € Cy 4 car, pour tout
nombre premier £, I'ordre End A ® Z, est principal (voir le corollaire 2.4). Nous en
déduisons en particulier que Cy » est non vide.

1.3. Résultats

Voici comment nous controlons isogénies, polarisations et endomorphismes en fonc-
tion de T et d.

Théoréme 1.3. — Soit A une variété abélienne dans la classe C, de dimension g.
(1) Si B est une variété abélienne isogéne & A, il existe deux isogénies A — B et
B — A toutes deuz de degré au plus Y2¢Y et d’exposant au plus d.
(2) 1l emiste un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec h°(A,N) <
(89)9/4T36(A>/2.
(3) L’entier vol(End A)? divise d8Frd 4,

Toutes les bornes peuvent étre améliorées si nous supposons que A est a multipli-
cation maximale.

Théoréme 1.4. — Soit A une variété abélienne MM dans C, de dimension g.
(1) Si B est une variété abélienne isogéne a A, il existe deux isogénies A — B et
B — A toutes deuz de degré au plus T et d’exposant au plus d*/?.
(2) Il emiste un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec h°(A,N) <
(8g)9/4re(A),
(3) Nous avons vol(End A) < YTreFndA/2,

Notre résultat suivant fait intervenir, pour une variété abélienne A de C, 'action
du groupe de Galois absolu Gal(K/K) sur les points de m-torsion de A(K) (notés
A[m]), sur le module de Tate ¢-adique de A (noté T;(A)) et sur le groupe de Brauer
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géométrique (noté Br(Az) = HZ (A%, Gm)). Par un léger abus de langage, nous di-
sons qu’un entier naturel divise d'/? (respectivement 2d®/?) si son carré divise entier
d (respectivement 4d?).

Théoréme 1.5. — Soit A une variété abélienne dans C, de dimension g.
(1) Pour toute variété abélienne B de C et tout entier m > 1 Uezposant du conoyau
de Uapplication naturelle

Hom(A, B) — Homg, /) (Alm], B[m])

divise d*/2.
(2) En notant Gy limage de la représentation

Gal(f/K) — Au'ﬁzZ Tp(A)

pour un nombre premier £ et Zy[Gy) la sous-Zg-algébre de Endy, Ty(A) en-
gendrée par Gy, nous avons

[ dise(z(Gd]) | d.
V4

Si Ael, iy a égalité. -
(3) Si End Az = End A alors l’ezposant du groupe fini Br(Az) M E/K) divise
2d%/? et son cardinal divise (4d3)92*1.

Dans Dassertion (2), le discriminant d’une Z¢-algebre libre de rang fini est défini
comme sur Z par le déterminant de la forme trace mais en prenant I'inverse de la
valeur absolue f-adique (de sorte & obtenir une puissance entiere positive de £). Le cas
d’égalité dans cette assertion (2) fournit une autre définition possible de d en termes
galoisiens.

1.4. Divisibilité
Nous verrons que, si A et B sont deux variétés abéliennes isogenes sur K, il existe
deux variétés abéliennes A; et B; et une suite d’isogénies

(*) A5 45 B 5B

de sorte que :
e Ay et By sont MM ;
e A, et B; sont similaires ce qui signifie qu’il existe un entier m > 1 tel que A7
et B}" sont isomorphes [R1, p. 1174];
e l'isogénie ¢ engendre le End Aj-module & gauche Hom(A4, 4,);
e l'isogénie x engendre le End Bi-module & droite Hom(Bj, B).

Nous exprimerons la condition sur ¢ en disant que l'isogénie ¢ est nucléaire a
gauche (et dualement x est nucléaire a droite). Cette notion sera étudiée en détails
dans le chapitre 5. Remarquons déja que si ¢ est nucléaire (& gauche ou a droite) elle
est de degré minimal. Ainsi, dans le cas ol une telle isogénie existe (ce n’est pas vrai
en général), le théoreme d’isogénie consiste & majorer son degré. Dans le cas général,
nous utiliserons la factorisation (x) pour majorer, de deux maniéres tres différentes,



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d’une part les degrés nucléaires deg ¢ et deg x et d’autre part le degré entre similaires
deg 1. Les autres assertions du théoreme 1.3 s’établissent aussi en se ramenant au cas
MM par une isogénie nucléaire (ce qui explique que les bornes soient plus petites si
nous partons d'une variété qui est déja MM).

Ici, nous nous intéressons au fait que les isogénies nucléaires satisfont des propriétés
supplémentaires de divisibilité.

Théoréme 1.6. — Soit C1 une classe d’isogénie contenue dans C. Il existe deux
isogénies nucléaires 4 gauche p1 et o entre éléments de Cy telles que, pour toute
isogénie nucléaire o gauche v entre éléments de Cy, on ait deg® | degp; et exp ) |
exp pa2. De plus exp 2 | d.

Un exemple de Masser [Ma] montre qu’un résultat de ce type est impossible sans
I’hypothese de nucléarité. Dans son texte, il établissait une divisibilité (pour le degré)
en supposant que 'anneau des endomorphismes de la variété abélienne était de la
forme

H Mo, (Z)

pour des entiers s,ai,...,as > 1. En remarquant que ceci est un exemple d’ordre
principal (au sens qui sera précisé dans le chapitre 2), nous pouvons donner une
généralisation de son énoncé.

Théoréme 1.7. — Soit A une variété abélienne dans la classe C.

(1) Si End A est principal, il existe deux isogénies ¢1: By — A et pa: By — A
telles que, pour toute variété abélienne B isogéne a A, il existe une isogénie
¥: B = A avec deg1p | degpr < T et exp) | exp o | dY/2.

(2) S7il existe un ordre principal O tel que O ® Q ~ End A ® Q alors il existe un
entier ¢ < Y2¢(4) de sorte que, pour tout couple B, B' de variétés abéliennes
isogénes a A, il existe une isogénie : B — B’ avec deg ) | ¢ et exp | d.

Nous déduirons ceci du méme principe que le théoreme précédent car I’hypothese
de principalité permet d’assurer qu'une isogénie de degré minimal est nucléaire (voir
lemme 5.5). Pour retrouver un résultat qui étend exactement le théoréme 2 de [Mal],
il convient bien stir, dans le cas des corps de nombres, de combiner ces divisibilités
avec la majoration de T (et donc de d) que nous donnons ci-dessous.

1.5. Cas des corps de nombres

Nous supposons dans ce paragraphe que K est un corps de nombres. L’hypotheése
de finitude de la classe d’isogénie Cy faite plus haut est donc automatique ici (par le
théoreme de Faltings). Nous faisons & nouveau intervenir la variété abélienne C' fixée
initialement et qui n’avait servi qu’a définir la classe C. Nous utilisons sa hauteur de
Faltings stable hp(C) (avec la normalisation initiale de Faltings) dont on trouvera
par exemple une définition au paragraphe 2.3 de [GR1].
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Théoréme 1.8. — Lorsque K est un corps de nombres, nous avons
- 3
T < 241(en)*n’[K : Q] max <1,10g[K : Q] hp(C) + 5dimC> .

Cette estimation, jointe & d < Y27, se combine directement avec les théorémes 1.3
a 1.7 pour donner des versions explicites de tous ces énoncés dans le cas des corps de
nombres. Nous obtenons de cette fagon des majorations brutes assez pointues. Nous
allons maintenant formuler des résultats un peu moins fins mais plus simples d’emploi
et qui nous permettront aussi de comparer avec les estimations connues jusqu’ici.
L’idée consiste a majorer toutes les quantités impliquées uniquement en fonction de
[K : Q] et de la dimension et la hauteur de Faltings de la variété abélienne A qui nous
intéresse. Essentiellement, il s’agit de choisir C' = A comme variété de référence puis
de majorer n et e(A) par 2(dim A)2. De fagon précise, nous posons lorsque A est une
variété abélienne sur K de dimension g

292

2(4) = ((79)*"[K : Q] max(1,log[K : Q, hr(4)))
Nous allons donc énoncer nos résultats en fonction de cette quantité. En fait, nous
pouvons aussi autoriser dans certains cas une extension du corps de base. En effet,
alors que dans les paragraphes précédents une telle extension était impossible parce
que le parameétre T était trés sensible aux extensions (méme la valeur de n pou-
vait changer), ici en revanche 'influence du corps n’apparait qu’a travers son degré.
Concretement, nous utilisons les résultats de [R3] pour atteindre des isogénies qui
n’apparaissent qu’apres extension des scalaires ou pour supprimer ’hypothese sur les
endomorphismes dans le cas du groupe de Brauer.

Théoréme 1.9. — Soient A une variété abélienne de dimension g sur le corps de
nombres K et L/K une extension quelconque de K.

(1) Si B est une variété abélienne sur K telle que Ay, et By, sont isogénes, il existe
deuz isogénies A, — Br et By — Ay toutes deuz de degré au plus Z(A)?
(respectivement Z(A) si Ar, est MM).

(2) Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec degy A <
Z(A)%/? (respectivement degy A < Z(A) si A est MM).

(3) Nous avons vol(End Ap) < Z(A)9/? et, lorsque Ap est MM, nous avons
vol(End Ap) < Z2(A)1/2,

(4) Pour tout entier m > 1, l’exposant du conoyau de l'application naturelle

End A — EndGal(?/K) (A[m])

est au plus Z(A).
(5) Nous avons

[ disc(Ze[tm(Gal(K/K) — Autz, Te(A))]) < Z(A)%.
4

Gal(K/K)

(6) L’exposant du groupe fini Br(Az) est magjoré par Z(A)3 et son cardinal

par S(A)69° 393,
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L’assertion (1) améliore le théoreme 1.4 de [GR2] ol1 la borne Z(A4)? était remplacée
par

w(4) = ((149)9°[K : Q] max(1. og[K : QL. hp(4))?)

qui elle-méme améliorait les résultats antérieurs de Masser et Wiistholz (non tota-
lement explicites). L’assertion (2) raffine quant & elle le théoréme 1.1 de [GR2] qui
donnait deg, A < k(A). Dans le cadre de (3), nous pouvions montrer vol(End Ay ) <
k(A)? & partir des méthodes de [GR2] : voir la proposition 2.12 de [R2] qui est
énoncée avec le discriminant mais dont la démonstration s’applique aussi au volume.

Les majorations (4), (5) et (6) sont les premiéres versions explicites dans cette
généralité. Pour (4), Masser et Wiistholz avaient obtenu dans [MW1] une premiére
majoration avec un exposant exponentiel en g (et la constante n’était pas explicite).
Cantoral-Farfdn, Tang, Tanimoto et Visse ont considéré (4) et (6) dans [CTTV]
lorsque A est une surface abélienne (¢ = 2) principalement polarisée : ils montrent
alors que des bornes explicites existent mais sans donner de formule compacte; a
titre d’exemple, leur théoréme 2.13 fournit (si End Az = Z) un exposant de 512 pour
la hauteur de Faltings dans (4) 14 ol nous obtenons 8. Enfin, disons que I’assertion
(6) (et avant elle lassertion (3) du théoréme 1.5) est inspirée par les travaux de
Skorobogatov et Zarhin [SZ] qui ont montré la finitude du groupe Br(Az)%a(K/K)
et plus particuliérement par leur article [OSZ] avec Orr.

Répétons que, si les majorations du théoreme 1.9 sont plus simples a énoncer,
la combinaison des théoremes 1.3 & 1.5 avec le théoreme 1.8 fournit la plupart du
temps de bien meilleures estimations surtout si des propriétés supplémentaires de A
sont connues. Illustrons brievement ceci sur deux exemples (pour les isogénies). Tout
d’abord si A est une courbe elliptique, on distingue deux cas : si End A = Z alors A est
MM et e(A) = 2;si End A # Z alors e(A) = 1; de cette fagon, les théorémes 1.3 et 1.4
donnent la borne Y2 dans les deux cas pour le degré d’isogénie ce qui conduit & un
exposant 2 pour la hauteur de Faltings alors que le théoreme 1.9 fournit ’exposant 4
dans le cas le pire. Remarquons que cet exposant 2 est le méme que celui obtenu dans le
théoreme 1.4 de [GR1] car la méthode que nous développons ici redonne exactement
Pargument elliptique de cet article (son intérét est d’amener le cas général au niveau
de précision du cas elliptique). Comme second exemple, considérons A = Aj* ou
m > 1 et Ag est une surface abélienne avec rg End Ag = 2 mais non MM. L’exposant
de la hauteur dans le théoreme d’isogénie du théoreme 1.9 est 4(dim A)? = 16m? alors
que si nous revenons au théoreme 1.3 il est abaissé a 2e(A) = 8m. Nous détaillerons
d’autres cas particuliers dans le chapitre 17 ci-dessous.

Mentionnons pour conclure ce paragraphe la conjecture de Coleman qui fait I’objet
de [R2] et [OSZ]. Elle affirme que si K est un corps de nombres alors pour toute
variété abélienne A sur K le volume vol(End A) est borné uniquement en fonction de
[K : Q] et de dim A. Nous remarquons ici que cette conjecture équivaut & dire que T
est borné uniquement en termes de [K : Q] et de n. En effet si T est ainsi controlé alors
lassertion (3) du théoréme 1.3 montre que vol(End A) l'est tandis que dans Pautre sens
on utilise la majoration T < d?" puisque d lui-méme est un volume d’endomorphismes.
En particulier, toutes les majorations du théoreme 1.9 deviennent uniformes si la



1.6. PRINCIPE DES DEMONSTRATIONS 17

conjecture de Coleman est vraie (pour le groupe de Brauer ceci était déja établi dans
[OSZ]). On pourrait méme se demander s'il est raisonnable de conjecturer que T est
borné uniquement en fonction de [K : Q).

1.6. Principe des démonstrations

Nous esquissons dans ce paragraphe les constructions fondamentales de notre ar-
ticle autour de deux objets centraux notés A(A) et A# associés & une variété abélienne
A. Ceux-ci permettent de montrer les propriétés suivantes de T (ou de d), déja
évoquées plus haut, qui conduisent a nos théoreémes principaux.

(P1) T controle le degré des isogénies nucléaires entre éléments de C,

(P2) T controle le degré minimal d’une isogénie entre deux éléments MM similaires

de C,

(P3) T est controlé de maniere directe par un théoreme des périodes lorsque K

est un corps de nombres.

Nous supposons que K est un sous-corps de € (on se ramene facilement a ce
cas). Pour une variété abélienne A sur K, nous notons simplement Q4 le réseau des
périodes du tore complexe Ag obtenu par extension des scalaires de K a C. Il s’agit
d’un Z-module libre de rang 2dim A qui posseéde aussi une structure naturelle de
End A-module & gauche (conformément & nos conventions générales, nous parlons
bien de End A et non de End A¢ méme si celui-ci agit aussi sur Q4).

Nous appelons anneau de Lefschetz de A I'anneau

A(A) = EndEndA QA.

Nous étudierons les propriétés remarquables de cet anneau. Par exemple, si A et B
sont deux variétés abéliennes dans ’ensemble C’ introduit au paragraphe 1.2, alors il
y a un isomorphisme canonique entre A(A) ® Q et A(B) ® Q qui permet d’identifier
ces deux Q-algebres. Puisque dans ce cas nous avons A x B € ¢/, A(A x B) ® Q
est aussi canoniquement isomorphe & A(A) ® Q. Par identification, nous voyons donc
A(A), A(B) et A(A x B) comme trois ordres d'une méme Q-algebre et nous avons
alors A(A x B) = A(A) N A(B). Une autre conséquence de cette identification est
que, comme la définition fait de 24 un A(A)-module & gauche, nous obtenons une
action de A(4) ® Q sur Q5 ® Q qui donne un sens & A(A)Q g, le sous-A(A)-module
de Qp ® Q engendré par Qp.

Lorsque ¢: B — A est une isogénie nucléaire & gauche et que A est MM nous
établirons que ¢ induit un isomorphisme entre A(A)Qp et Q4 (lemme 9.9). Ceci
donne un isomorphisme entre le noyau de ¢ et A(A)Qp/Qp. On en déduit facilement
la divisibilité des exposants

exp ¢ = exp(A(A)Qp/Qp) | exp(A(A)/A(A x B))

(il suffit de vérifier que A(A x B) = A(A) N A(B) est formé des éléments de A(A) qui
laissent stable Q). Nous avons donc un contréle de I'exposant de ¢ en termes des
anneaux de Lefschetz. Comme deg ¢ | (exp ¢)?9™ 4 nous en déduisons pour le degré

degg | [A(A) : A(A x B)?dim4
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(nous montrerons en fait, par un argument un peu plus technique, un résultat plus
fin pour le degré mais cette version suffit ici pour expliquer la démarche).

La caractéristique la plus importante de Panneau A(A) est qu’il s’incarne dans une
variété abélienne : nous montrerons en effet (théoreme 9.5) 'existence d’une variété
abélienne A% sur K avec

Que ~A(A), AA#)~A(A) et EndA* ~ A(A)°P.

Ici, O°P désigne I'anneau opposé d’un anneau O, les deux derniers isomorphismes
sont des isomorphismes d’anneaux et, modulo ceux-ci, le premier est compatible aux
deux structures de module de Q4% sur A(A#) et End A#. En fait la variété A% est
uniquement déterminée a isomorphisme pres et est donc canoniquement associée a la
variété abélienne A (le seul choix sous-jacent est celui d’un plongement de K dans
©). La construction montre aussi que A* est isomorphe & une sous-variété abélienne
de A2 dim A.

Lorsque A parcourt C’, toutes les variétés A% obtenues sont isogénes entre elles.
Elles sont donc contenues dans une unique classe d’isogénie qui est exactement la classe
Cy et elles se trouvent méme dans la partie Cy 4 C Cy introduite pour définir d car la
liberté du End A#-module a# entraine celle des modules de Tate Tg(A#) ~ Qax®Zy
(si A€ C\C alors A% ¢ C(()Q& pour T une partie stricte de {1,...,t} comme dans
la définition de T). En particulier si A € C’ alors dim A#* = n, rgA(A) = 2n et
disc A(A) = vol(End A#)? < d (cette derniere inégalité vaut méme pour tout A € C).

Lorsque A, B € C', il existe une isogénie canonique 0: (A x B)# — A# : c’est la
seule qui induit sur les réseaux des périodes (4 py# — Q4% l'inclusion A(A x B) C
A(A) de fagon compatible aux actions des anneaux de Lefschetz (lemme 9.10). En
particulier, 'indice [A(A) : A(A x B)] peut se lire comme le degré de cette isogénie 6.
Revenons maintenant & la situation considérée précédemment ou p: B — A est une
isogénie nucléaire & gauche avec A MM. Nous supposons A € C’ pour simplifier. Par
ce qui préceéde, nous avons donc disc(A(A x B)) = (vol End(A x B)#)? < d puisque
(A x B)* € Cy. Avec

disc(A(A x B)) = (disc A(A))[A(A) : A(A x B)]? = (vol End A#)?(deg6)?,
nous trouvons pour l'isogénie nucléaire ¢
degtp | (degG)QdimA < ddimA.

Cette majoration montre que le degré d’une isogénie nucléaire a gauche est borné en
termes de d (et donc de Y), ce qui remplit notre objectif (P1) au moins si le but est
MM.

Pour (P2), nous procédons complétement différemment. Nous utilisons la majo-
ration volEnd A# < d%/2 pour une variété abélienne MM. En fait, puisque A est
produit de variétés abéliennes simples, il suffit de traiter le cas simple c’est-a-dire
de considérer deux variétés abéliennes MM simples A et B similaires et de controler
le degré d’une isogénie 1): A — B en fonction de volEnd A#. Par simplicité, tout
élément non nul de Hom(A, B) est une isogénie donc le premier théoreme de Min-
kowski permet de trouver un v dont la norme de Rosati est majorée par le volume de
Hom(A, B) pour cette méme norme. Celle-ci dépend d’un choix de polarisations sur
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A et B mais nous montrerons qu’il est possible de renormaliser le volume pour qu’il
devienne indépendant des polarisations (chapitre 10). Ceci conduit & une majoration
de deg en fonction de ce volume renormalisé vol Hom(A, B) (qui coincide avec le
volume usuel de End A si A = B). Ensuite, 'hypothése de similarité donne lexistence
d’un entier m > 1 avec A™ ~ B™ qui entraine

vol Hom (A, B) = vol Hom(A, B™)"/™ = vol Hom(A, A™)'/™ = vol End A.

Enfin, nous verrons aussi que lorsque A est simple et MM, la variété A% est similaire
4 une puissance de A (lemme 9.7) donc vol(End A#) est une puissance de vol End A et
nous pouvons comme prévu écrire la majoration de deg ) en fonction de vol(End A%).
Ceci répond donc au probleme (P2).

Jusqu’ici, nous avons employé la définition de d sous la forme discEnd A# < d
des que A € C’. En fait, nous pouvons préciser cette inégalité de deux fagons : d’une
part nous avons méme la divisibilité disc End A# | d et d’autre part il existe une
variété abélienne pour laquelle 1’égalité est atteinte. Le premier fait montre que la
majoration deg ¢ < d4™ 4 vue ci-dessus pour (P1) se raffine en deg ¢ | d™ 4 et nous
voyons apparaitre le principe des résultats du paragraphe 1.4 : les bornes pour les
isogénies nucléaires s’améliorent en des divisibilités. En revanche, il n’est pas possible
de transformer la majoration pour (P2) (basée sur le théoréme de Minkowski) en une
divisibilité.

Pour I’égalité, nous verrons qu'il existe une unique variété abélienne de Cy notée C°
telle que d = disc End C” et (C*)# = C”. La variété abélienne C* est aussi caractérisée
par

AC™) = [ MA).

Aec’

En particulier, si A € C’, il existe une isogénie canonique ': C* — A# (analogue &
0 ci-dessus) qui correspond & l'inclusion A(C”) C A(A) sur les réseaux des périodes.
Nous avons alors deg ' = [A(A) : A(C”)] d’olt la formule d = disc A(A)(deg’)? qui
donne la divisibilité annoncée.

L’existence de C? est aussi & la base de la propriété (P3) car c’est & elle que nous
appliquons le théoreme des périodes. La raison est que toute variété abélienne de la
forme A# (et donc en particulier C”) posséde une période canonique notée id qui
provient de lidentité Q4 — Q4 dans A(A) & travers l'isomorphisme Q44 ~ A(A)
et celle-ci a la propriété fondamentale de n’étre contenue dans le réseau des périodes
d’aucune sous-variété abélienne stricte de A# (lemme 9.6). L’application du théoreme
des périodes (voir I'introduction de [GR1]) donne donc une majoration de h®(A%, L)
en fonction de la norme [|id||z de la période canonique pour tout faisceau inversible
ample £ sur A%, Un argument de géométrie des nombres permet de construire £ de
sorte que h(A#, £) soit de l'ordre de vol(End A#)|id||24m 4% (sans entrer dans les
détails, disons simplement que 1’on traite d’abord le cas MM puis 'on se ramene au
cas général par isogénie) et donc le théoréme des périodes conduit apres calculs & une
majoration de vol End A#. Dans le cas de C” c’est la majoration de d souhaitée pour
(P3).
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Notons encore que cette application directe du théoreme des périodes évite to-
talement le recours & l'astuce de Zarhin (polarisation principale sur (A x A)%) qui
intervenait dans [MW2] et [GR2] et expliquait en partie la taille de I’exposant
dans k(A). D’un autre coté, le lecteur aura remarqué que nous avons esquissé les
grandes lignes des démonstrations de (P1), (P2) et (P3) en ne faisant apparaitre que
le parametre d. Nous les avons pourtant énoncées avec Y car c’est sous cette forme
qu’elles apparaitront effectivement. Ce parametre Y correspond a 'usage d’une notion
de degré pondéré (chapitre 4) qui permet de séparer les contributions des différentes
composantes isotypiques. Bien que compliquant légerement la formulation de certains
énoncés intermédiaires dans le texte, cet outil est a 'origine de raffinements signifi-
catifs. Sans lui, par exemple, nous ne pourrions obtenir les exposants avec e(A) dans
le théoréme 1.3 et, par suite, 'exposant dans Z(A) serait un multiple de g2 et non de

92

Pour conclure cette présentation, signalons encore que C' b contient une information
de nature galoisienne : nous verrons en effet que, pour tout nombre premier ¢, nous
avons A(C®) ® Zy ~ Z[Gy] avec les notations de 1’assertion (2) du théoréme 1.5 qui
devient une conséquence facile de cet isomorphisme.

1.7. Organisation du texte

Passons a présent en revue le contenu de notre article. Nous commengons par
des préliminaires algébriques sur les ordres (chapitre 2). Nous introduirons ensuite
la notion de support d’une variété abélienne (chapitre 3) qui facilite la description
des classes de variétés abéliennes qui nous intéressent : par exemple, les ensembles C
et C’ utilisés dans cette introduction deviendront simplement ’ensemble des variétés
abéliennes de support contenu dans (pour C) ou égal & (pour C’) celui de la variété de
référence C. Dans le chapitre 4, modulo le choix d’un ordre total sur le support et d’une
fonction de poids sur celui-ci, nous définissons le degré pondéré d’une isogénie ou d’une
polarisation. Nous étudions ensuite en détails les propriétés des isogénies nucléaires
(chapitre 5) puis nous examinons (chapitre 6) différentes propriétés de factorisations
de morphismes ou de familles de morphismes entre variétés abéliennes qui conduisent
en particulier & la suite d’isogénies (x) mentionnée plus haut. Le chapitre 7 développe
quant a lui les manipulations de noyaux d’isogénies a la base du théoreme 1.6 de
divisibilité.

Le coeur technique du texte est formé par les chapitres 8 et 9. Dans le second, nous
définissons A(A) et A¥ et étudions leurs propriétés jusqu’au théoreme 9.12 qui est
létape principale vers lassertion (P1) décrite ci-dessus. Une partie de ces résultats
sur A(A) s’établissent par localisation et nous ont donc conduits & présenter d’abord
(chapitre 8) un avatar ¢-adique Ay(A) de A(A) défini en termes du module de Tate
Ty(A) et qui contient déja 'essentiel de I'information sur A(A) puisque A(A4) ® Z; ~
Ay(A) pour tout nombre premier £.

Le chapitre 10 décrit ensuite le volume normalisé utile pour montrer (P2) tandis
qu’au chapitre 11 des arguments de géométrie des nombres (améliorant ceux de la
partie 4 de [GR2]) fournissent une petite polarisation sur une variété abélienne simple.
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Le chapitre 12 contient les estimations pour les isogénies, polarisations et volumes
qui sont regroupées dans les théoremes 1.3 et 1.4. Les majorations du théoreme 1.5
sont elles démontrées dans le chapitre 13 ou nous établissons aussi I'existence de
C* (& la notation prés). Les trois chapitres suivants s’articulent autour du théoreme
des périodes. En guise de préliminaires, nous montrons l'existence du faisceau £ sur
A# auquel nous I'appliquerons (chapitre 14). Nous énoncons ensuite (chapitre 15)
le théoréme des périodes précis que nous utilisons : basé sur celui de [GR1], il doit
étre un peu raffiné pour inclure le degré pondéré et surtout pour ne faire intervenir
que les sous-variétés abéliennes de la variété A sur K a laquelle il est appliqué (alors
que dans [GR1] toutes les sous-variétés abéliennes de I'extension Az intervenaient).
Enfin, nous employons le théoréme au chapitre 16 pour montrer le théoreme 1.8.

A ce stade, 'essentiel de nos résultats sont établis. Il nous reste, au chapitre 17, a les
reformuler légerement pour aboutir exactement aux théoremes ci-dessus et a donner
quelques calculs pour le théoreme 1.9. Nous faisons aussi a ce moment-la le lien entre
les notations de I'introduction et celles utilisées plus loin : I'usage de C, C, Cy et C’
disparait au profit d’un support T', T se note plutt Y(T') et C” devient T%; de la
méme facon, la lettre n n’est plus réservée a la dimension des éléments de Cy puisque
celle-ci peut étre notée dim 7”. Nous mentionnons encore dans ce chapitre d’autres cas
particuliers de nos théorémes (comme les puissances des courbes elliptiques) en vue
d’applications. Finalement, le dernier chapitre contient des exemples pour illustrer le
calcul de A(A) et A# dans quelques cas de variétés abéliennes A.

Meéme si cela sera bien siir reprécisé au cours du texte, signalons que ’hypothese sur
le corps de base des variétés abéliennes se restreindra progressivement : il sera quel-
conque jusqu’au chapitre 6 et dans le chapitre 8, deviendra un corps de caractéristique
nulle au chapitre 7, un sous-corps de C du chapitre 9 au chapitre 14 puis un corps de
nombres aux chapitres 15 et 16.

Nous remercions Pascal Autissier pour ses remarques sur une version antérieure de
notre texte.






CHAPITRE 2

ORDRES PRINCIPAUX ET MAXIMAUX

Nous rassemblons dans ce chapitre divers résultats préliminaires sur les ordres qui
se déduisent assez directement du livre de Reiner [Re]. Lorsque R est un anneau de
Dedekind de corps des fractions K, nous appellerons R-ordre une R-algebre O qui,
comme R-module, est de type fini et sans torsion et telle que, pour toute extension
L (corps commutatif) de K, la L-algébre O ®p L est semi-simple (si K est de ca-
ractéristique nulle, il suffit de vérifier que O ® K est une K-algebre semi-simple, voir
[Re, p. 99-100]). L’absence de torsion montre que O est un sous-anneau de O ® K ;
on dit aussi que O est un R-ordre de la K-algebre O ® K. Un R-ordre O est dit
maximal lorsque le seul R-ordre O' de O @ K tel que O C O’ est O lui-méme. Les
cas que nous utiliserons correspondent & R = Z (on abrege alors Z-ordre en ordre) et
aux anneaux d’entiers ¢-adiques R = Z; (pour tout nombre premier ¢). Le lien avec
les variétés abéliennes vient bien stir du fait que si A est une variété abélienne (sur
un corps quelconque) alors anneau des endomorphismes End A est un ordre.

Lorsque M est un sous- R-module de type fini de O ® K, nous définissons ses ordres
a gauche et & droite par

OyM)={z€cORK |aMc M} et OyM)={zc0OxK|Mzc M}

On vérifie que ce sont bien des R-ordres de la K-algebre O @ K (voir [Re, p. 109]).
Remarquons une fois pour toutes que 'hypothese de semi-simplicité que nous avons
imposée dans la définition d’'un R-ordre O entraine que 'algebre O ® K est séparable
selon la terminologie de Reiner (voir [Re, (7.18)]) et nous permet donc d’utiliser tous
les énoncés de son livre qui reposent sur cette hypothese comme c’est le cas de ceux
des paragraphes 10, 11 et 22 par exemple.

Un anneau O est dit principal & gauche si tous ses idéaux a gauche sont principaux
c’est-a-dire s’écrivent Ox pour x € O. Il est dit principal a droite si tous ses idéaux a
droite s’écrivent O pour z € O. Dans le cas des R-ordres (R et K étant fixés comme
ci-dessus), nous disposons des propriétés suivantes.

Proposition 2.1. — Lorsque O est un R-ordre, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
(1) O est principal a gauche.
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(2) O est principal a droite.

(3) Tout idéal & gauche T de O tel que T @ K = O ® K est principal.

(4) Tout idéal a droite T de O tel que T @ K = O ® K est principal.
De plus, si O vérifie ces conditions, il est mazximal.

Démonstration. Commencgons par établir que (3) entraine la maximalité de O. D’apres
le corollaire (10.4) de [Re], il existe un R-ordre maximal O’ tel que O C O’ C O® K.
Comme le R-module O’ est de type fini, il existe r € R\ {0} tel que rO0’ C O. Alors
Z = rO' est un idéal & gauche de O qui vérifie Z ® K = O ® K. Par (3) il existe
x € O avec 10’ = Oz. Notons y = r "tz € O ® K. L’inclusion O C O’ = Oy donne
1€ Oy douy e (0O® K)* et y ! € O. Puisque O est un anneau, y?> € O’ = Oy
dotty = (y2)y~! € O. Ainsi y € O* donc O = Oy = O’ est bien maximal. Montrons
maintenant (3) = (1). Soit Z un idéal & gauche de O. Parce que la K-algebre
O ® K est semi-simple et artinienne, I'idéal & gauche Z ® K de O ® K admet un
supplémentaire (voir I'implication (i) = (iv) de [Re, (7.1)]) c’est-a-dire un idéal &
gauche J de O ®@ K tel que O @ K = (Z ® K) ® J. Considérons alors les idéaux a
gauche I/ = 7 NO et ZHZ' de O. Puisque (Z#7Z') ® K = O ® K, 'hypotheése (3)
montre qu'il existe z € @ avec T ® I’ = Oz. Ecrivons z = a+b avec a € T et b € T'.
Une vérification directe fournit Z = Oa. Nous avons donc bien (3) = (1) et méme
(3) < (1) puisque 'autre implication est tautologique. En considérant I'anneau
opposé, nous en déduisons (4) <= (2). Il reste seulement & voir (3) < (4) ou
méme seulement (3) = (4) par le méme argument d’anneau opposé. Supposons donc
(3) et soit Z un idéal & droite de O tel que Z® K = O @ K. D’apreés le corollaire
(22.8) de [Re], I7! = {x € O® K | Z2Z C I} a pour ordre a gauche O donc il existe
r € R\ {0} tel que rZ~! C O est un idéal & gauche de O. Par hypothese, 17! = Ox
pour x € O. Par le théoréme (22.7) de [Re], Z = (Z7!)~! = (Oxr~ 1)~ = ra10.
Cette principalité clot la démonstration. O

Au vu de ces propriétés, nous dirons simplement qu'un R-ordre est principal lors-
qu’il satisfait les conditions (1) & (4). Contrairement & la terminologie dans le cas
commutatif, nous ne demandons pas qu’'un R-ordre principal soit integre.

Lemme 2.2. — Soient O et O’ des R-ordres.
(1) O et O sont principaux si et seulement si O x O’ est un R-ordre principal.
(2) Si O est principal alors, pour tout entier n > 1, lalgébre de matrices M, (O)
est un R-ordre principal.
(3) Si O est un R-ordre principal, tous les ordres mazimauz de O ® K sont prin-
CIpau.

Démonstration. (1) Tout idéal & gauche de O x O’ s’écrit comme le produit de deux
idéaux & gauche de O et O’ respectivement. (2) Comme la multiplication & gauche
autorise les opérations élémentaires sur les lignes, un idéal & gauche de M, (O) est
entierement déterminé par le sous-O-module de O™ engendré par les lignes des ma-
trices de l'idéal. Il est principal si et seulement si ce module est engendré par n
éléments de O™, propriété qui est satisfaite si O est principal. (3) Soit O;1 C O ® K
un ordre maximal. Il existe un idéal a gauche Z de O tel que O; soit 'ordre & droite
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de I : 01 = O4(7) (voir [Re, (22.21)]). Par hypothese, nous pouvons écrire Z = Oa
avec a € (O ® K)* done O1 = O4(Oa) = {z € O® K | Oaz C Oa} = a~'Oa. Ainsi
O; est conjugué donc isomorphe a O et en particulier il est principal. O

En général, il existe des R-ordres maximaux non principaux (par exemple si R = Z,
choisir pour O I'anneau des entiers de Q(1/—2019)) mais ce n’est pas vrai dans le cas
local.

Proposition 2.3. — Soient R un anneau de valuation discréte complet et O un
R-ordre. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) O est mazimal.

(2) O est principal.

(3) I existe un isomorphisme de R-algébres

i=1

our >0 etny,...,n. > 1 sont des entiers et chaque A; est un R-ordre principal
qui est un anneau local intégre.

Démonstration. (3) = (2) découle du lemme précédent et (2) = (1) résulte de
la proposition 2.1. Montrons (1) = (3) : par semi-simplicité O ® K s’écrit comme
[1;—, Mn,(D;) ot D; est un corps (gauche). La projection de O sur M,,(D;) est un
R-ordre O; de sorte que O C [[;_, 0;. La maximalité entraine qu’il y a égalité et que
chaque O; est maximal. D’apres [Re, (12.8)], D; contient un unique R-ordre maximal
A; et celui-ci est local, integre et principal (tous les idéaux sont méme bilateres et
puissances de l'idéal maximal). Ensuite [Re, (17.3)] montre que tout ordre maximal
de M,,,(D;) est isomorphe & M, (A;) (précisément (17.3) suppose que K est le centre
de D; mais (10.5)(iii) montre que c’est vrai sans cette hypothese). O

Mentionnons le principe local-global (dans le cas qui nous intéresse).

Corollaire 2.4. — Si O est un ordre, il y a équivalence entre :
(1) O est mazimal.
(2) O ®Zy est mazimal pour tout nombre premier £.
(3) O®Zy est principal pour tout nombre premier £.

Démonstration. (1) <= (2) est conséquence de [Re, (11.6)] tandis que (2) <=
(3) découle de la proposition précédente. a

Enfin nous utiliserons un énoncé de structure de modules sur des anneaux de
matrices.

Lemme 2.5. — Soient A un R-ordre integre et principal, n > 1 un entier et M un
M, (A)-module a gauche de type fini. Si M est sans torsion comme R-module alors il
existe un entier m > 0 tel que l'on ait un isomorphisme de M, (A)-modules a gauche
M ~ M, n(A).
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Démonstration. Supposons dans un premier temps n = 1. Puisqu’il est sans R-torsion,
M s’injecte dans le A ® K-espace vectoriel & gauche M ® K de dimension finie notée
m. Si m > 1, nous pouvons lui appliquer le théoréme (27.8) de [Re] qui montre que
M ~ A™~1@® T pour un idéal & gauche (non nul) I de A. Par hypothése I est principal
et, comme A est integre, I ~ A. Ainsi M ~ A™ (y compris si m = 0) d’ou le résultat.
Lorsque n est quelconque, notons e; € M, (A) pour 1 < ¢ < n la matrice dont le
seul coefficient non nul est celui d’indice (7,7) égal a 1. Puisque la somme des e; vaut
la matrice identité, nous avons M = @@, e;M. Chaque e;M est un A-module a
gauche et ils sont tous isomorphes comme on le voit en faisant agir les matrices de
permutations. D’apres le cas n = 1, e; M est isomorphe & A™ pour un entier m > 0.
Ceci fournit un isomorphisme M ~ A™" de A-modules et ’on vérifie que la structure
de M, (A)-module est bien celle donnée par la multiplication matricielle & gauche sur
Mn,m(A)‘ O



CHAPITRE 3

SUPPORT D’UNE VARIETE ABELIENNE

Nous introduisons dans ce chapitre des notations qui facilitent considérablement
la manipulation des composantes isotypiques des variétés abéliennes.

Un corps de base K étant fixé une fois pour toutes, nous ne considérons que des
variétés abéliennes sur K sans le repréciser et cela vaut aussi pour les notions de
simplicité ou d’isogénie.

Définition 3.1. — Nous notons S l’ensemble des classes d’isogénie de variétés abé-
liennes simples. Si A est une variété abélienne, son support est la partie de S formée
des classes des sous-variétés abéliennes simples de A. Nous le notons Supp A C S.

On vérifie directement que deux variétés abéliennes isogenes ont le méme support
(ainsi Supp A= Supp A pour la variété duale), que si B est une sous-variété abélienne
ou un quotient de A alors Supp B C Supp A et que le support d’un produit est 'union
des supports.

Nous rappelons qu'une variété abélienne est dite isotypique si elle est isogene a la
puissance d’une variété abélienne simple. Les composantes isotypiques d’une variété
abélienne sont ses sous-variétés abéliennes isotypiques maximales (pour une liste de
propriétés élémentaires de celles-ci, nous renvoyons au paragraphe 3.2 de [R2]). Ainsi,
d’apres notre définition, une variété abélienne est isotypique si et seulement si son
support est un singleton. Plus généralement, le support d’une variété abélienne est en
bijection avec I’ensemble de ses composantes isotypiques : en effet, toute sous-variété
abélienne simple est contenue dans une composante, deux sous-variétés abéliennes
simples isogenes sont contenues dans la méme composante et réciproquement toute
composante isotypique contient au moins une sous-variété abélienne simple et si elle
en contient deux elles sont isogenes. En particulier, le support est toujours une partie
finie de S.

Notation 3.2. — Soient A une variété abélienne et T une partie de S. Nous notons
A7 la plus grande sous-variété abélienne de A dont le support est contenu dans T.
Lorsque T est un singleton {z} nous écrivons A, = Ar.
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Cette notation rend explicite la bijection précédente : elle s’écrit a présent = — A,
et nous avons Supp A = {z € S | A, # 0}. De la méme fagon, pour une partie T’
de S, nous constatons Ar = 3 As. L’application de somme de I'assertion (2) du
lemme 3.2 de [R2] se voit comme une isogénie canonique

Dy H Az — A
€S
ou dans le produit seuls un nombre fini de facteurs sont non nuls. Cette écriture des
composantes isotypiques sous la forme A,, x € Supp 4, n’est bien stir qu'un moyen
canonique de les énumérer mais il s’avere fort commode, par exemple lorsque nous
disposons de deux variétés abéliennes A et B : tout morphisme ¢: A — B respecte
les composantes isotypiques et ceci s’écrit simplement ¢(A4,) C B, pour tout z € S.
Un peu plus généralement, introduisons encore une notation qui sera importante des
le chapitre suivant.

Notation 3.3. — Soient ¢: A — B un morphisme de variétés abéliennes et T une
partie de S. Nous notons pr: Ar — Br le morphisme induit par p.

De maniere cohérente, nous notons aussi ¢, = @, pour z € S. Voici quelques
propriétés élémentaires de ces morphismes induits entre composantes isotypiques.

Lemme 8.4. — Soit ¢p: A — B un morphisme de variétés abéliennes.
(1) @ est surjectif si et seulement si @, est surjectif pour tout x € S.
(2) Kerp est fini si et seulement si Ker o, est fini pour tout x € S.
(3) ¢ est une isogénie si et seulement si @, est une isogénie pour tout x € S.

Démonstration. Ces trois propriétés découlent immédiatement du fait que

®po (H%) =pody

zeSs
sachant que ®4 et ®p sont des isogénies. O

La formule que nous venons d’écrire montre aussi que, pour tout couple de variétés
abéliennes A et B, 'application

Hom(A,B) — [] Hom(4,, B.)
zeS
p (‘pac)zeS

est injective et de conoyau fini (généralisation de l'assertion (7) de lemme 3.2 de [R2])
puisque si nous identifions son but a

Hom <H AL T Bz>

xzeS xzesS

alors elle s’écrit ¢ — @1}1 oo ®y, clairement injective et de conoyau annulé par
deg D 4.

Voici encore la traduction en termes de morphismes de quelques relations entre
supports.
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Lemme 3.5. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.
(1) Nous avons Supp A N Supp B = 0 si et seulement si Hom(A, B) = 0.
(2) Nous avons Supp A C Supp B si et seulement s’il existe un entier n et un
morphisme surjectif B™ — A.
(3) Nous avons Supp A N Supp B C Supp C' si et seulement si le sous-Z-module
Hom(C, B) o Hom(A, C) de Hom(A, B) est d’indice fini.

Démonstration. (2) S’il existe un morphisme surjectif B" — A alors, par l’assertion
(1) du lemme précédent, I’application induite Bl — A, est surjective pour tout = € S.
Ainsi A, # 0 force B, # 0 ce qui signifie bien Supp A C Supp B. Réciproquement, si
cette inclusion vaut, pour x € Supp A, les deux variétés A, et B, sont isogenes a des
puissances non nulles d’'une méme variété abélienne simple donc il existe un entier
n, et une surjection BP* — A,. Avec n = max{n, | * € Supp A}, nous avons un
morphisme surjectif B — A, pour tout x € S donc une surjection

(%) — 114

z€eS zeS

puis le résultat souhaité grace aux isogénies ®p et ®4. (3) Nous avons vu que
Hom(A, B) était d’indice fini dans le produit des Hom(A,, B,). En utilisant ceci
pour les trois modules d’homomorphismes, nous devons montrer que l'inclusion de
I’énoncé vaut si et seulement si Hom(Cy, B;) o Hom(A,, C;) est d’indice fini dans
Hom(A,, B;) pour tout z € S, ou méme pour tout x € Supp A N Supp B puisque
sinon A, = 0 ou B, = 0 donne Hom(A4,, B;) = 0. En d’autres termes, il s’agit de
voir que pour z € Supp A N Supp B le sous-module Hom(C}, B;) o Hom(A,,C,) de
Hom(A,, B;) est d’indice fini si et seulement si C, # 0. En remplagant chaque com-
posante isotypique par une variété isogene, cela découle du fait immédiat que, pour
une variété abélienne non nulle D et trois entiers n,m,{ avec nm # 0, I'inclusion
Hom(D*, D™) o Hom(D", D*) € Hom(D™, D™) est une égalité si £ # 0 mais I'inclu-
sion du sous-module nul dans un module infini si £ = 0 (on peut par exemple écrire
Hom(D",D™) = My, »(End D) et ainsi de suite). Enfin (1) est un cas particulier
(facile) de (3) avec C = 0. a

La conclusion de l'assertion (2) signifie aussi que A est isogéne & une sous-variété
abélienne d’une puissance de B. Remarquons que cette condition (sous la forme
de I’énoncé) apparait dans le lemme 2.2 de [R1] dont la derniére phrase peut étre
reformulée en disant que 'application en question est injective si et seulement si
SuppC C Supp A. De son coté, l'assertion (3) permet de renforcer le lemme 3.4
de [GR2] : au lieu de I'hypothése ad hoc que A ou B est isogéne & une sous-
variété abélienne de C, il est valable sous la condition plus faible (et minimale)
que Supp A N Supp B C SuppC (puisque la démonstration utilise seulement que
Hom(C, B) o Hom(A, C) engendre Hom(A4, B) ® Q).

Notation 3.6. — Pour une variété abélienne A nous notons da application

S — N, r+— dim A,.
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On constate que deux variétés abéliennes A et B sont isogenes si et seulement si
da = dp. Par suite, I’ensemble des classes d’isogénie est en bijection avec I’ensemble
des applications f: S — N presque nulles (c’est-a-dire dont le support {z € S |
f(z) # 0} est fini). Un peu plus généralement dg < da équivaut a l'existence d’un
morphisme B — A de noyau fini ou encore d’une surjection A — B.

Nous pouvons distinguer les éléments de S suivant le type d’endomorphismes des
variétés simples correspondantes. Nous souhaitons en particulier isoler ceux ayant
multiplication complexe. Comme nous ne faisons pas d’extension de corps, nous tra-
vaillons avec la propriété suivante.

Définition 3.7. — Une variété abélienne A est dite CM’ si End A contient un ordre
commutatif de rang 2dim A (comme Z-module).

On vérifie que cette notion est stable par isogénie, produit ou passage a une sous-
variété abélienne, ce qui entraine qu’il existe une partie Scyr de S telle qu'une variété
abélienne A est CM’ si et seulement si Supp A C Scwr-

Usuellement on dit plutot que A est CM lorsque Az est CM’. Par exemple, une
courbe elliptique sur K = Q peut étre CM ou non mais elle n’est jamais CM’ (en fait
si K = Q lensemble Scy est vide). Nous avions introduit dans [GR3] (et utilisé
dans [R2]) une autre propriété : nous disions que A est CCM (complétement CM)
lorsqu’elle est CM et que End A = End Az. Nous avons directement les implications
suivantes :

ACCM = ACM = A CM.

Il nous semble que cette notion intermédiaire CM’ est plus pertinente que CCM. En
premier lieu, elle dépend uniquement de A sans aucune référence a Az. Nous verrons
plus bas que c’est aussi la définition qui intervient naturellement dans ce travail. Ici
remarquons que tous les résultats de [GR3] énoncés avec ’hypothese CCM sont en
fait valables sous la condition plus faible CM’ : il suffit de le voir pour la proposition et
la démonstration de celle-ci s’adapte presque sans changements (les variétés abéliennes
A; qui interviennent ne sont plus nécessairement géométriquement simples mais elles
sont CM’ ce qui suffit & assurer que FE; est un corps CM et le théoreme fondamental
de la multiplication complexe s’applique méme si 'image de ¢ n’est pas End Ag @ Q
tout entier).

En revanche, dans [R2], ce probleme de définition a entrainé une confusion que
nous corrigeons ici : la proposition 2.6 est incorrecte telle qu’énoncée, il faut rem-
placer CCM par CM’ (Uerreur est dans le paragraphe qui précede : 'égalité de = 2g
n’entraine pas End A7z = End A ; en revanche elle signifie exactement que A est CM’).
Heureusement, ceci n’a aucune influence sur les autres énoncés de [R2] puisque, lors
des deux applications de cette proposition 2.6 (dans les démonstrations des propo-
sitions 1.2 et 2.9), on utilise (& travers la proposition 2.7) le résultat de [GR3] qui,
comme nous venons de le voir, reste valide avec CM’ au lieu de CCM. Remarquons
encore que, dans le langage du présent texte, la proposition corrigée s’énonce : si A
est MM et Supp A N Scyr = () alors toute isogénie cyclique de source A est nucléaire
a droite (voir ci-dessous la définition 5.1).

Nous terminons par un lemme technique qui nous sera utile par la suite.
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Lemme 3.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes. Il existe un unique élément
a € (Hom(A, B)oHom(B, A))®Q tel que pour tous ¢» € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B)
on ait poa =1 et a«op=p. De plus a est un élément central de End B ® Q et on
a a=idp si et seulement si Supp B C Supp A.

Démonstration. Montrons d’abord I'unicité. Si « et 8 sont deux éléments vérifiant les
conditions demandées, nous pouvons les écrire

a=Y oty et B=) @od
i=1 i=1
ol p;, ¢; € Hom(4, B) ® Q et ¢;,9; € Hom(B, A) @ Q; alors

n m
R SR
i=1 i=1
Pour I'existence, notons T' = Supp A N Supp B. Puisque application de restriction
End B — End Bt x End BS\T

est injective et de conoyau fini, nous pouvons définir o par ar = idp, et as\r = 0.
De plus, dans le diagramme

(Hom(A, B) o Hom(B, A)) ® Q — (EndB)® @

(Hom(Arp, Br) o Hom(Br, Ar)) @ @ — (EndBr)® Q,

les fleches de gauche et du bas sont des isomorphismes (pour la seconde cela découle
de lassertion (3) du lemme précédent) donc o € (Hom(A, B) oHom(B, A)) ® Q. Pour
vérifier les relations de ’énoncé (¢ = aop et ¢ = 1hoa) et la centralité (vox = xoa
pour x € End B) il suffit de les montrer apres application de (-)r et (-)s\r ol elles
deviennent évidentes (pg\r et Yg\r étant nuls). Enfin la construction montre aussi
a = idp si et seulement si Bg\7 = 0 soit Supp B = T" ou encore Supp B C Supp A. O






CHAPITRE 4

DEGRES PONDERES

En nous appuyant sur le formalisme du chapitre précédent, nous introduisons main-
tenant des notions de pondération des degrés d’isogénies et de faisceaux inversibles qui
seront cruciales pour séparer les contributions des composantes isotypiques. Lorsque
A est une variété abélienne, < un ordre sur S et x € S, nous notons A<, la sous-
variété abélienne Ay eg)y<ay et de méme pour A, ou <, et Y-, lorsque ¢ est un
morphisme de variétés abéliennes.

Définition 4.1. — Soient < un ordre total sur S et p: S — R une application.
(1) Pour une isogénie ¢: A — B entre variétés abéliennes, on pose

de - p(x)
D(g,=p) =[] (ﬂ) :

ses \degw=a

(2) Pour un faisceau inversible ample L sur une variété abélienne A, on pose

hO(A<z ﬁ))?(r)
D(L,Z,p) = (7— - :
== (aga. 2

(3) Pour une variété abélienne A, on pose

D(Aa jvp) - H Card(Aw N A<m)p(:1:)'
€S

La finitude du support assure que chaque produit est un produit fini (puisque si
x ¢ Supp A le facteur correspondant vaut 1) et donc que ces formules définissent bien
des nombres réels strictement positifs. Lorsque p est la fonction constante égale a 1,
nous trouvons avec les notations de (1) et (2) : D(yp, =,p) = degy et D(L,=,p) =
hO(A, L) (pour tout ordre). Notons aussi que D(p o1, <,p) = D(p, X, p)D(¥, <, p) si
@ et 1 sont des isogénies.

Voici quelques propriétés élémentaires de ces degrés.

Lemme 4.2. — Soient <X et p comme dans la définition, A et B deur variétés

abéliennes, p: A — B une isogénie et deuz faisceaux inversibles amples L sur A et
M sur B.
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(1) On a D(A,=,p) =D(®4,=,p).
(2) On a D(p*M, =,p) = D(p, %,p)D(M, <, p).
(3) Ona

D(B,=,p)

p(x)

€S

D(p,=,p) =

et
D(L,=.p) = D(A, =,p) " [] h0(As, £)7@).
zeS

Démonstration. (1) Si z € S, l'isogénie (P 4)<, s’écrit comme composée des applica-
tions de somme

T4 — Az x Ax — Az,

y=z
Comme la premiere fleche s’écrit (P 4) <, xid 4, et que la seconde a un noyau isomorphe
a AL,y N Ay, nous trouvons deg(®4)<, Card(Ax; NA,) = deg(P4)<, d'ou le résultat.
(2) Puisque (¢*M)|a, = ©5:(M)p,.), nous avons h"(Ar, p* M) = (deg o1 )h°(Br, M)
pour tout 7' C S. On en tire les formules voulues en prenant T'= {y € S | y < 2} puis
T ={yeS|y=<z}pourtout z € S.(3) La premieére assertion découle de (1) et de la
formule ®go ([I,cq ¥z) = @oPa. Pour la seconde, on emploie (1) et (2) pour obtenir
D(L,=,p)D(A, <, p) = D(®% L, <, p) qui est bien le produit des h°(A,, L)P®). O

Le passage a une isogénie duale revient a renverser ’ordre sur S.

Lemme 4.3. — Soient < un ordre total sur S, = l'ordre opposé, p: S — R une
application et ¢: A — B une isogénie. Alors D(,=X,p) = D(p, =, p).
Démonstration. Dans le diagramme a lignes exactes
0 — Ay — A — A/Ar — 0
Jw l«p lx
0 — Br — B — B/Br — 0
les trois fleches verticales sont des isogénies qui vérifient degp = (degor)(deg )

(puisque leurs noyaux forment aussi une suite exacte par le lemme du serpent).
Lorsque nous dualisons le second carré,

B/Br — B
LG
AJAp — A

les applications horizontales sont injectives. Nous pouvons donc identifier A/Ar a
une sous-variété abélienne de A. Or A/Ar est isogene & A/Ar donc a Ag\p (quasi-
supplémentaire de Ar) puis & (A)g\r (car A et A sont isogenes). Puisque la seule

sous-variété abélienne de A isogene & (A)g\p est (A)g\7, c’est & celle-ci que nous

avons identifié A/Ar. La méme chose valant pour B, 'isogénie p) correspond donc &
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(@)s\r et nous concluons deg ¢ = (deg or)(deg Pg\7). Si x € S, nous utilisons cette
formule pour T ={y € S|y >z} et T ={y €S|y > x} pour obtenir

deg P<» _ degpro

degP<r  degpny
qui donne directement le résultat. g

Des manipulations analogues avec la dualité donnent 1’énoncé suivant ou nous
utilisons la notation classique (voir [Mu, p. 60]) ¢s: A — A pour le morphisme
associé & un faisceau inversible £ sur A (caractérisé par ¢o(x) = 7L @ LO7! €
Pic’(Aw) = A\(F) ol 7, Az — Az est la translation par z € A(K)).

Lemme 4.4. — Soient X un ordre total sur S, = l'ordre opposé, p: S — R une ap-
plication, L un faisceau inversible ample sur A et ¢p: A — A la polarisation associée
alors D(¢r, X,p) = D(L, %, p)D(L, =, p).

Démonstration. La composée
Ap PX (A)y ~ AJAg s — A7

coincide avec ¢z, ~donc nous avons deg(¢z)r = hO(Ar, £)? Card(ArNAg\r) ! puis
par quotient

deg(qﬁg)T - hO(AT,E)2
deg(de)s\vr hO(As\1, £)?
Nous écrivons ceci pour T ={y € S|y 2z} et T ={y € S|y = x} et multiplions.
Cela donne D(¢r, =, p)D(¢r, =,p) = D(L,=,p)*D(L, =, p)%. Avec qu = ¢, (voir
[EMG, (7.8)]) et le lemme précédent, il reste seulement & prendre la racine carrée. [







CHAPITRE 5

ISOGENIES NUCLEAIRES

Nous passons ici en revue les définitions et propriétés de base.

Définition 5.1. — Soit ¢: A — B une isogénie entre deuz variétés abéliennes sur
un corps. L’isogénie ¢ est dite nucléaire a gauche si Hom(A, B) = End B-¢, nucléaire
a droite si Hom(A, B) = ¢ - End A.

Remarquonb 1mmed1atement que ¢ est nucléaire a droite si et seulement si l'isogénie
duale ¢: B — A est nucléaire gauche. Ce fait nous permettra de ne citer que les
énoncés pour les isogénies nucléaires a gauche, quitte a en déduire si nécessaire les
résultats correspondants a droite par dualité.

Deux familles d’exemples d’isogénies nucléaires a droite se déduisent des résultats
de [R2] : d’une part, nous avons déja rappelé au chapitre 3 (lors de la discussion de la
multiplication complexe) une condition suffisante pour qu’une isogénie cyclique soit
nucléaire a droite ; d’autre part, pour toute variété abélienne A, I'isogénie canonique
® 4 du produit des composantes isotypiques de A vers A est nucléaire & droite comme
le montre Pargument (immédiat) donné dans la démonstration de la proposition 3.4
de [R2].

La terminologie nucléaire s’explique par la caractérisation suivante en termes de
noyaux.

Lemme 5.2. — Soit ¢: A — B une isogénie. Il y a équivalence entre :
(1) ¢ est nucléaire a gauche ;
(2) Ker g est lintersection des Kerv pour ¢ € Hom(A, B) ;
(3) Ker g est lintersection des noyauz des isogénies A — B.

Démonstration. (1) <= (2) découle de I’équivalence ¢ € End B - p <= Kerp C
Ker1. (2) = (3) est évident. Pour déduire (2) de (3), nous écrivons ¢ = (nyp + ) —
((n=1)¥+¢) donc Ker(ny+¢)NKer((n—1)1p+¢) C Ker ) pour tous 1p € Hom(A, B)
et n € Z. 1l reste & remarquer que, pour n assez grand, ny + ¢ et (n — 1) + ¢ sont
des isogénies puisque n — deg(ny + ¢) est un polyndéme non nul (deg ¢ # 0). a

Pour plus de souplesse dans la suite, nous introduisons une variante locale.
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Définition 5.3. — Soit £ un nombre premier. Une isogénie ¢: A — B est dite (-
nucléaire & gauche si Hom(A, B)®Zy = (End BRZ¢)-p, a droite si Hom(A, B)®Zy =
v (End A® Zy).

Bien entendu, la remarque ci-dessus pour @ vaut encore pour la -nucléarité. Nous
obtenons sans difficulté un principe local-global.

Lemme 5.4. — Soit ¢: A — B une isogénie. Il y a équivalence entre :
(1) ¢ est nucléaire a gauche ;
(2) ¢ est L-nucléaire a gauche pour tout nombre premier £ ;
(3) ¢ est L-nucléaire 4 gauche pour tout nombre premier € divisant deg .

Démonstration. (1) = (2) est clair, (2) = (3) tautologique. Pour voir (3) = (1),
notons G le groupe abélien fini Hom(A, B)/(End B - ¢). Comme la multiplication
[degp]: A — A se factorise a travers ¢, nous avons (degy)Hom(A4,B) C End B -
¢ donc l'exposant de G divise deg . Maintenant (3) signifie que la composante ¢-
primaire G ® Z; est nulle pour tout ¢ | deg ¢ et entraine bien G = 0 soit (1). a

En particulier, une isogénie de degré premier a ¢ est f-nucléaire & gauche (et &
droite).

En général, si A et B sont isogenes, il n’y a pas d’isogénie nucléaire entre eux
puisque le End B-module Hom(A, B) n’est pas nécessairement libre. C’est toutefois
le cas sous une condition de principalité (voir chapitre 2).

Lemme 5.5. — Soient ¢: A — B une isogénie et { un nombre premier.
(1) Si ¢ est nucléaire (a gauche), elle est de degré minimal.
(2) Si End B est principal et ¢ de degré minimal, alors ¢ est nucléaire d gauche.
(3) Si End B ® Z; est principal et si la valuation (-adique ve(deg ) est minimale
alors ¢ est L-nucléaire a gauche.
(4) Si End B est mazximal et si degy divise tous les degrés d’isogénies A — B
alors ¢ est nucléaire a gauche.

Démonstration. (1) Vu la définition, degp | degt pour toute isogénie ¢: A — B.
(2) Choisissons une isogénie x: B — A. L’idéal & gauche Hom(A, B)x de End B
est principal donc Hom(4, B)x = End B - X' ot x' € End B. En particulier, X’ =
a o x d’ou l'on tire Hom(A,B) = EndB - . Par ¢ = S0« pour un § € End B
nous voyons que « et B sont des isogénies et, par minimalité de degyp, f est un
isomorphisme; ainsi End B- o = End B - foa = End B - ¢. (3) Nous avons de méme
Hom(A, B) ® Zy = (End B ® Z¢)a pour a € Hom(A, B) ® Zg. Si ¢ € Hom(A, B)
vérifie a — 4 € £ - Hom(A, B) ® Z, alors Hom(A, B) ® Zy = (End B ® Z¢)1. Ensuite
p s’écrit Bory ou S € EndB®Zy et § € End B® Q. Ainsi deg 8 € Q N Z, puis, par
minimalité de ve(deg o), nous voyons ve(deg 3) = 0. Alors 3 est un élément inversible
de End B ® Z; et donc ¢ = 3 o9 vérifie bien Hom(A, B) ® Z; = (End B ® Zy). (4)
s’obtient grace au lemme précédent en faisant varier ¢ dans (3) (voir corollaire 2.4). O

Examinons maintenant le comportement des isogénies nucléaires par rapport & la
composition.
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Lemme 5.6. — Soient : A — B et ¢: B — C deux isogénies et { un nombre
premier tels que p o est £-nucléaire & gauche. Alors

(1) ¢ est L-nucléaire 4 gauche;

(2) si @ est L-nucléaire & droite, 1) est £-nucléaire & gauche.

Démonstration. (1) Si f € Hom(B, C) ® Z; alors fot € Hom(A,C)®Z; = (EndC®
Zy)porp d'ou f € (End CQ®Z¢)p. (2) Sig € Hom(A, B)®Z¢, pog € Hom(A,C)@Z =
(End C ® Zg)p o1 donc, comme (End C ® Z;)p = Hom(B, C) ® Z¢ = ¢(End B ® Zy),
il vient g € (End B ® Zg)1. O

En faisant varier £ par le lemme 5.4, cet énoncé vaut a l'identique sans ¢ mais il
permet aussi d’établir le résultat suivant.

Lemme 5.7. — Soient p: A — B et ¢: B — C deux isogénies de degrés premiers
entre euz. Alors p o est nucléaire a gauche si et seulement si @ et Y le sont.

Démonstration. Par le lemme 5.4, il suffit de démontrer I’assertion avec f-nucléaire
pour £ premier. Si @ot) est £-nucléaire & gauche, il en va de méme de ¢ (lemme 5.6, (1)).
Si ¢ fdeg, ¥ est f-nucléaire & gauche. Si £ | degt) alors ¢ [ deg par hypotheése
donc ¢ est f-nucléaire & droite puis ¢ est f-nucléaire & gauche (lemme 5.6, (2)).
Réciproquement, supposons ¢ et v f-nucléaires a gauche. Si £ f degp alors =1 €
Hom(C, B) ® Z; donc Hom(A, C) ® Zy = pp~t Hom(A,C) ® Z, C ¢ - Hom(A, B) ®
Zy = ¢(End B ® Z¢)y = o(End B ® Zg)p~tpyp € (EndC ® Zg)ptp. Si £ f degp
on a de méme Hom(A, C) ® Z, = (Hom(A, C) ® Zg) ™'y C (Hom(B,C) ® Z)y =
(End C @ Zg) . a

Nous aurons également besoin d’un résultat sur le produit fibré sous une condition
similaire de coprimalité.

Lemme 5.8. — Soient f: B — A et g: C — A deux isogénies de degrés premiers
entre euz.
(1) Le produit fibré D = B x 4 C est une variété abélienne, les morphismes struc-
turauz f': D — C et ¢': D — B sont des isogénies avec Ker f' ~ Ker f et
Ker g’ ~ Kerg.
(2) Si f est nucléaire a gauche, il en va de méme de f.

Démonstration. Nous réalisons D comme le noyau du morphisme de variétés abélien-
nes (f,—g): BxC — A. Ceci fournit directement Ker f' = DN (B x 0) ~ Ker f et de
méme Ker g’ ~ Ker g. Comme D a la méme dimension que A, B et C, il reste seulement
& voir que D coincide avec sa composante neutre D°. Or f/(D°) = f/(D) = C par
dimension donc D/D° s’identifie a Ker f’/(D° N Ker f’). Ceci fournit Card(D/D°) |
deg f. On a de méme Card(D/D°) | degg d’ott D = D° par coprimalité. (2) Fixons
un premier £ et montrons que f’ est f-nucléaire a gauche. Si £ ) deg f = deg f’, il
n’y a rien a faire. Sinon ¢ }degg d’ott Hom(D,C) ® Zy = g~ ' (Hom(B, A) ® Z;)g' =
g ' EndA®Z)fog =g ' (EndA®Zy)go f = (EndC @ Z,) f'. a

Nous avons encore un énoncé sur les puissances.
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Lemme 5.9. — Soit ¢: A — B une isogénie nucléaire a gauche. Pour tout n > 1,
X" A™ — B™ est nucléaire a gauche.

Démonstration. Dans Hom(A"™, B™) ~ M, (Hom(A, B)), la puissance ¢*" s’identifie
a la matrice diagonale de coefficients diagonaux égaux a ¢. Il est alors clair que
cette matrice engendre M, (End B - ¢) comme module & gauche sur M, (End B) ~
End(B"). O

Rappelons que, comme dans [R1], deux variétés abéliennes isogénes sont dites
similaires lorsqu’elles ont des puissances isomorphes.

Corollaire 5.10. — Soient A et B deuz variétés abéliennes similaires. S’il existe
une isogénie nucléaire a gauche B — A alors c’est un isomorphisme. Si End A est
principal alors A et B sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiere assertion puisque lorsque End A
est principal toute isogénie de degré minimal est nucléaire a gauche (assertion (2) du
lemme 5.5). Soit donc ¢: B — A une isogénie nucléaire a gauche. Par hypothese, il
existe n > 1 tel que A™ et B™ sont isomorphes. Par suite les seules isogénies B™ — A™
nucléaires a gauche sont les isomorphismes. D’apres le lemme 5.9, nous avons donc
(deg )™ = 1 puis ¢ est un isomorphisme. O

Plus généralement, ces arguments (et la dualité) permettent de montrer que si A
et B sont deux variétés abéliennes isogenes dont I'une a un anneau d’endomorphismes
principal alors, pour tout entier n > 1, le degré minimal d’une isogénie A™ — B™ est
le degré minimal d’une isogénie A — B élevé a la puissance n.

Considérons une variété abélienne A telle que End A = Z et B une variété abélienne
qui lui est isogéne mais non isomorphe (en particulier End B = Z). D’apres 1’assertion
(2) du lemme 5.5, il existe deux isogénies ¢: A — B et ¢: B — A nucléaires & gauche.
En revanche ¢ x ¢p: A x B — B x A n’est pas nucléaire a gauche puisque son but
et sa source sont isomorphes. Cet exemple montre que le produit de deux isogénies
nucléaires a gauche n’est pas en général nucléaire a gauche. C’est toutefois le cas
lorsque leurs sources sont a supports disjoints.

Lemme 5.11. — Soient ¢o: A — B et: C — D deux isogénies nucléaires a gauche.
Si Hom(A, C) =0 alors ¢ x ¢ est une isogénie nucléaire & gauche.

Démonstration. C’est immédiat puisque I'hypotheése entraine que Hom(A, D) et
Hom(C, B) sont nuls et donc que tout morphisme A x C' — B x D s'écrit f x g avec
f € Hom(A, B) et g € Hom(C, D). O



CHAPITRE 6

FACTORISATIONS

Une isogénie nucléaire factorise tous les morphismes entre deux variétés abéliennes
fixées mais une telle isogénie n’existe pas toujours. En faisant varier 'une des deux
variétés dans une famille, nous obtenons un résultat inconditionnel de factorisation.

Pour Dénoncer, nous considérons une famille (stable par isomorphismes) A de
variétés abéliennes (toutes sur le méme corps de base qui reste fixé) et les axiomes de
stabilité suivants :

(Al) Si Al,Ag € A alors A; x As € A.

(A2) Si A€ Aet A est une sous-variété abélienne de A alors A’ € A.

Nous avons aussi la propriété duale de (A2) :

(A2)* Si A€ Aet A’ est une sous-variété abélienne de A alors A/A" € A.

Si nous définissons A* = {A | A € A} alors A vérifie (A1) si et seulement si A*
vérifie (A1) tandis que A vérifie (A2) si et seulement si A* vérifie (A2)* (en effet,
si A’ est une sous-variété abélienne de A alors ﬁ/A’ est la duale d'une sous-variété
abélienne de A).

Proposition 6.1. — Soient A une famille non vide de variétés abéliennes vérifiant
(A1) et (A2) et B une variété abélienne quelconque. Il existe C € A et un morphisme
surjectif f: B — C' tel que tout morphisme B — A avec A € A se factorise a travers

Démonstration. Considérons la famille de tous les sous-schémas en groupes de B qui
s’écrivent comme noyau d’un morphisme B — A avec A € A puis leur intersection G.
Le quotient f: B — C = B/G vérifie clairement la propriété de factorisation donc il
suffit de vérifier que C' est une variété abélienne élément de A. Or, par noethérianité,
G est une intersection finie de Ker f; ou f;: B — A;, A; € Apuis G = Ker(f1,..., fn)
ot (fi,...,fn): B—> Aavec A=A; x- - x A, € Apar (Al). Ainsi C s’identifie &
I'image de ce morphisme donc & une sous-variété abélienne de A qui appartient a A
par (A2). O

Le couple (C, f) est unique & isomorphisme prés. De maniére compacte, nous pou-
vons écrire sa propriété sous la forme Hom(B, .A) = Hom(C, A) - f. Nous dirons dans
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cette situation que f engendre ou est un générateur de Hom(B, A). Nous déduisons
aussi de la proposition sa version duale : si A vérifie (Al) et (A2)*, il existe D € A
et g: D — B de sorte que Hom(A, B) = ¢g - Hom(A, D).

Nous introduisons maintenant des familles auxquelles s’applique ce résultat.

Définition 6.2. — Soient A et B deur variétés abéliennes. Nous dirons que B
est une descendante de A & gauche (respectivement, a droite) s’il existe un entier
naturel n et une sous-variété abélienne C de A™ telle que B ~ C (respectivement,
B~ A™/C). Nous dirons que B est une descendante de A s’il existe un entier naturel
n et deuzr sous-variétés abéliennes emboitées C C D de A™ telles que B ~ D/C.
Nous notons D(A) (respectivement Dy(A), Dy(A)) l'ensemble des descendantes de A
(respectivement, des descendantes a gauche, & droite).

Ces familles sont en fait minimales pour les propriétés précédentes.

Lemme 6.3. — Soit A une variété abélienne.
(1) Dy(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (A1) et (A2).
(2) Dy(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (A1) et (A2)*.
(3) D(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (A1), (A2) et (A2)*.

Démonstration. 11 s’agit d’une suite de vérifications tres élémentaires. Contentons-
nous de montrer a titre d’illustration que D(A) vérifie (Al) et (A2). SiC C D C A™
et ' C D' C A™ alors C x C' C D x D' C A"™™ et D/C x D'/C’ est isomorphe &
(DxD")/(CxC"). D’un autre coté, toute sous-variété abélienne de D/C s’écrit E/C
pour CC ECDcCA™ O

Ce lemme contient aussi les inclusions suivantes (trés simples par ailleurs) : si x €
{g,d,0} alors D.(A) C D(A) et si B € D,(A) alors D.(B) C D.(A). Les définitions
donnent aussi directement D, (A"™) = D,(A) et Pon en déduit que si A et B sont
similaires alors D,(A) = D,(B). Par dualité, nous avons Dy(A) = {B | B € D,(A)}.
Le lecteur trouvera dans le chapitre 18 divers exemples de variétés abéliennes pour
lesquelles nous explicitons les ensembles correspondants D, (+).

Faisons a présent le lien avec les isogénies nucléaires.

Lemme 6.4. — Dans le cadre de la proposition 6.1, si B est isogéne a un élément
de A, alors f est une isogénie nucléaire o gauche.

Démonstration. Soit g: B — A une isogénie avec A € A. Il existe donc ¢: C' — A tel
que g = po f puis Ker f C Ker g est fini. Comme f est surjectif, c’est une isogénie et
elle est nucléaire a gauche car tout morphisme B — C' se factorise & travers f. (|

Dans le cas des descendantes a gauche, nous obtenons une équivalence.

Lemme 6.5. — Soit ¢p: A — B une isogénie. Elle est nucléaire & gauche si et
seulement si elle factorise tous les morphismes de Hom(A, Dy(B)).

Démonstration. Un sens découle du lemme précédent. Pour 'autre, supposons ¢
nucléaire & gauche et soient C' € Dy(B) et ¢p: A — C. Par définition nous dispo-
sons d’une injection ¢: C' — B"™ et 1 induit n morphismes A — B qui se factorisent
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tous par . Nous avons donc ¢ ot = x o ¢ pour un morphisme y: B — B™. Alors
X(B) C ¢(C) donc x s’écrit Lo X avec A: B — C' et nous trouvons bien ¢ = Aop. O

En particulier, lorsque deux variétés abéliennes A et B sont isogenes, il n’existe pas
en général d’isogénie A — B nucléaire a gauche mais il existe toujours une isogénie
A — C nucléaire a gauche vers une descendante a gauche C' de B qui factorise tous
les morphismes A — B.

Nous utiliserons principalement ce qui précede en lien avec la notion de variété
abélienne MM (définie dans I'introduction).

Lemme 6.6. — Toute variété abélienne admet dans sa classe d’isogénie une des-
cendante a gauche MM et une descendante a droite MM.

Démonstration. Le c¢oté gauche découle de la proposition 2.3 de [R1], le droit s’en
déduit par dualité. O

En revanche, il n’y a pas en général de variété MM non nulle dans Dg(A) N Dy(A)
(voir Pexemple des variétés A, développé dans le chapitre 18).

Lemme 6.7. — Soit A une variété abélienne MM. Nous avons Dg(A) = Dg(A) =
D(A). Toutes les descendantes de A sont MM. Deuz descendantes isogénes de A sont
similaires.

Démonstration. Si B € D(A) nous écrivons B ~ D/C ou C C D C A™ sont des
sous-variétés abéliennes. Par le théoreme 1.2 de [R1], C' et D sont MM et C' est un
facteur direct de D. Par suite, B est isomorphe a une sous-variété abélienne de D
donc de A" d’ot B € Dy(A). Comme B est facteur direct de A™, nous avons aussi
B € Dy(A). Le méme résultat montre que B est MM. Enfin, la derniére assertion
résulte de la proposition 1.5 de [R1] appliquée & une puissance de A. |

Ainsi la relation de descendance devient symétrique dans une classe d’isogénie de
variétés MM : si A et B sont MM et isogénes alors B € D(A) si et seulement si
A € D(B) puisque ceci équivaut & dire que A et B sont similaires.

Corollaire 6.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes isogénes. Si B est MM,
il existe un entier n > 1 et une isogénie A™ — B™ nucléaire a gauche.

Démonstration. Nous avons vu qu'il existait C' € Dy(B) et ¢: A — C nucléaire a
gauche. Par le lemme précédent, B et C' sont similaires d’oi C" ~ B"™ pour un entier
n > 1. Ainsi la composée de p*™: A™ — C™ et de 'isomorphisme C™ ~ B™ répond
au probléme par le lemme 5.9. O

Le lemme 6.7 permet aussi de voir que, si A est simple et End A principal, alors
les descendantes de A sont les puissances de A. En effet, une sous-variété abélienne B
d’une telle puissance est isogéne a A™ pour un certain entier m € IN (puisque A est
simple). Par le lemme 6.7, elle est donc similaire & A™. Comme End A™ = M,,,(End A)
est principal (lemme 2.2), le corollaire 5.10 montre que B est isomorphe & A™.

Mentionnons un résultat de finitude.
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Lemme 6.9. — Soient A une variété abélienne et d un entier. Il n’y a qu’un nombre
fini d’éléments (a isomorphisme prés) de D(A) de dimension au plus d.

Démonstration. 11 ’agit d’une généralisation assez directe de la proposition 1.4 de [R1]
et de sa démonstration. En effet, cet énoncé donne le résultat pour D, (A4) et donc en
particulier le présent lemme si A est MM. Si A est quelconque, nous choisissons une
variété abélienne A’ isogene & A et MM puis deux isogénies p: A — A’ et 1p: A’ — A
telles que p o) est la multiplication par un entier N > 1. Si B € D(A), il existe n > 1
et C C D C A" avec B ~ D/C. Posons B’ = (p*™)(D)/(¢*"™)(C) € D(A’). Par le
cas MM, il n’y a qu'un nombre fini de choix pour B’ lorsque dim B = dim B’ < d.
Puisque ¢*™ induit une isogénie B’ — B de noyau contenu dans Ker[N], il n’y a
également qu'un nombre fini de choix pour le quotient B. O



CHAPITRE 7

FAMILLES PRIMAIRES

Ce chapitre s’articule autour de la définition suivante.

Définition 7.1. — Une famille G de classes d’isomorphie de groupes abéliens finis
est dite primaire si pour tout couple de groupes abéliens finis G et G' de cardinauz
premiers entre eux nous avons : G x G' € § — G,G' €G.

Dans un premier temps, nous traduisons cette notion en termes numériques.

Définition 7.2. — Une partie N' de N\ {0} est dite primaire si, pour tout couple

d’entiers naturels non nuls n et n’ premiers entre euzs, nous avons : nn' € N <
n,n’ € N.

Il revient au méme de dire que la famille de groupes {Z/nZ | n € N'} est primaire
au sens précédent ou encore que la fonction caractéristique de N est multiplicative
(au sens de la théorie analytique des nombres).

Lemme 7.8. — Une partie primaire de N \ {0} est stable par pged et ppcm. En
particulier son plus petit élément est le pged de tous ses éléments et, s’il existe, le plus
grand élément en est le ppcm.

Démonstration. Elémentaire. O

Nous notons rad: N\ {0} — N\ {0} Iapplication qui & un entier associe son radical
(le produit des nombres premiers qui le divisent) et exp 'application qui & un groupe
fini associe son exposant.

Lemme 7.4. — Soit u une application de l’ensemble des classes d’isomorphie de
groupes abéliens finis vers N \ {0} telle que
(1) radou | exp;
(2) si G et G' sont deux groupes abéliens finis de cardinauz premiers entre euxz,
u(G@ x G") = u(G)u(@).
Si G est une famille primaire comme dans la définition 7.1 alors u(G) est une partie
primaire de N\ {0}.
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Démonstration. Soient n et n’ deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
Supposons dans un premier temps nn’ € u(G). Ecrivons nn’ = u(G") avec G” € G puis
G" = G x G’ de sorte que les couples (Card G, Card G’), (Card G, n') et (n,Card G')
soient premiers entre eux (cela signifie seulement que 1’on regroupe les composantes
primaires de G” en mettant celles correspondant & des premiers divisant n dans G
et les autres dans G'). Alors G, G’ € G et nn’ = u(G)u(G’) par (2). D’apres (1), les
couples (u(G),n’) et (n,u(G’)) sont premiers entre eux ce qui entraine n = u(G) et
n' = u(G’) donc n,n’ € u(G). Réciproquement, supposons n,n’ € u(G). Nous écrivons
n =u(G1) avec G; € G puis G; = G X G3 o rad Card G | n et pged(n, Card G2) = 1.
Par (2), n = u(G)u(G2) et u(G2) est premier & n d’aprés (1). Ainsi n = u(G). De
méme, nous pouvons écrire n’ = u(G’) avec G’ € G et rad Card G’ | n. En particulier,
Card G et Card G’ sont premiers entre eux donc, par (2), nn’ = u(GxG') € u(G). O

Nous utiliserons ce lemme pour v = Card ou u = exp mais il s’applique aussi a des
variantes comme u = rad exp, ou u = Card / exp voire v = pged(exp?, 2019).

Dans le reste de ce chapitre, nous montrons que certaines familles de noyaux
d’isogénies sont primaires. Nous supposons que le corps de base K de nos variétés
abéliennes est de caractéristique nulle afin de pouvoir sans risque identifier un noyau
d’isogénie au groupe abélien fini de ses K-points. Voici tout d’abord un résultat
préliminaire de fission d’isogénie.

Lemme 7.5. — Soient f: A — B une isogénie et Ker f = G®G' une décomposition
de son noyau telle que les cardinaur de G et G' sont premiers entre eux. Il existe
une factorisation de f en deux isogénies p: A — C et ¢: C — B pour lesquelles
Kerp = G et Kery ~ G'. De plus C est isomorphe a une sous-variété abélienne de
A X B.

Démonstration. Puisque pged(Card G, Card G') = 1, nous pouvons écrire G = Ker fN
Ker[Card G| qui montre que G est défini sur K et que C = A/G est 'image du
morphisme ([CardG], f): A — A x B. La factorisation est immédiate et Kervy =
Ker f/G ~G'. a

Citons aussi une variante sans fixer I'isogénie de départ.

Corollaire 7.6. — Soient A et B deux variétés abéliennes isogénes et n > 1 un
entier. Il existe une sous-variété abélienne C de A x B et deuz isogénies ¢: C — A
et : C — B telle que raddeg ¢ | n et degt) est premier a n.

Démonstration. 11 suffit de choisir une isogénie quelconque f: A — B et une décom-
position Ker f = G ® G’ ot rad Card G | n et Card G’ est premier & n. Le lemme
fournit le résultat quitte & renverser l'isogénie entre A et C' (ce qu’il est possible de
faire sans changer le radical de son degré). O

Tout est maintenant en place pour montrer que les familles de noyaux d’isogénies
qui nous intéressent sont primaires. Pour énoncer le résultat, nous introduisons une
notation : dans le cadre de la proposition 6.1, le noyau de f ne dépend que de B et
A, nous le notons Ker(B, A).
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Théoréme 7.7. — Soit B une famille de variétés abéliennes telle que

(1) si B € B et B’ isogéne a B alors B’ € B;

(2) si By, By € B, il existe B € B et des morphismes By — B, By — B de noyauz

finis.

Alors la famille de tous les noyauz d’isogénies nucléaires a gauche entre éléments de
B est primaire. Si de plus A est une famille de variétés abéliennes vérifiant (A1)
et (A2) telle que tout élément de B est isogéne a un élément de A alors la famille
{Ker(B, A) | B € B} est primaire.

Démonstration. Pour alléger et traiter en parallele les deux résultats, nous dirons ici
qu’une isogénie est convenable si elle est nucléaire a gauche entre éléments de B dans
le premier cas et si elle remplit les conditions de la proposition 6.1 entre sa source
dans B et A dans le second cas. Par le lemme 6.4, une isogénie convenable est toujours
nucléaire a gauche. Nous notons G la famille des noyaux des isogénies convenables.
Nous devons montrer que G est primaire. Soient donc deux groupes abéliens finis G
et G’ de cardinaux premiers entre eux. Supposons tout d’abord G x G’ € G. Fixons
une isogénie convenable f: B — A avec Ker f ~ G x G’. Le lemme 7.5 fournit une
factorisation f = pop ot p: B — C et p: C — A vérifient Ker ¢ ~ G et Kery ~ G'.
Pour établir G’ € G montrons que v est convenable. Pour cela notons d’abord que
C € B par (1) puisque C est isogéne & B € B. Par le lemme 5.7, ¢ est nucléaire &
gauche. Cela suffit dans le premier cas, dans le second nous considérons un morphisme
g: C — A’ avec A’ € A. Nous savons que g o ¢ se factorise & travers f = 1) o ¢ donc
g se factorise & travers 1. Ceci montre que v est convenable et donc G’ € G. Par
symétrie G € G. Pour la réciproque supposons a présent G,G € G. Fixons des
isogénies convenables f: B — A et f': B’ — A" avec Ker f ~ G et Ker f' ~ G'. Par
(2), choisissons C' € B tel que A et A’ sont isogeénes & des sous-variétés abéliennes de
C. Dans le second cas, nous imposons méme C € A. Sélectionnons encore des variétés
abéliennes simples D1, ..., D, vérifiant les propriétés suivantes : Ax Dy X ---x D, est
isogene a C'; si D; est isogeéne a une sous-variété abélienne de A alors D; est isomorphe
a une sous-variété abélienne de A ; sinon D; est isomorphe & une sous-variété abélienne
de C. Ces conditions assurent que A=Ax Dy x -+ x D, est un élément de B et,
dans le second cas, de A. De méme B=DBx D; x --- x D, € B. Montrons alors que
f = f xid: B A (de noyau G) est convenable. Soit g: B - E ou E = A dans
le premier cas et F € A dans le second. Nous devons montrer que g se factorise a
travers f Or g est la donnée de morphismes B — E et D; — E donc il suffit de voir
que ceux-ci se factorisent & travers les facteurs de f Pour D; c’est immédiat puisque
tout D; — E se factorise a travers idp,. Montrons donc seulement qu’un morphisme
B — FE se factorise a travers f. Dans le second cas, cela revient exactement a dire que
f est convenable. Dans le premier cas, B — E se décompose en morphismes B — A et
B — D;. Si D; n’est pas isogéne a une sous-variété abélienne de A alors le morphisme
B — D; est nul. Nous pouvons donc nous limiter & un morphisme h: B — D avec
D C A (ceci inclut D = A). Comme f est nucléaire & gauche, t o h = x o f pour
linclusion ¢t: D < A et un endomorphisme x de A. Ensuite, x(A) C D donc x
s’écrit ¢ o A pour A: A — D et nous avons bien la factorisation cherchée h = Ao f.
Ceci termine la démonstration du fait que f est convenable. De méme, nous pouvons
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remplacer f’ par une isogénie convenable, de méme noyau G’ et de but isogene a C.
En d’autres termes, nous aurions pu faire notre choix initial d’isogénies convenables
f et f en imposant de plus A et A’ isogénes. Nous le supposons désormais.
Appliquons & présent le corollaire 7.6 aux variétés A et A’ et n = Card G’. Notons
p: A" — Aet ¢: A” — A’ les isogénies obtenues. Nous avons A” € B et, dans le
second cas, A” € A (par A” C A x A’). Formons alors les trois carrés cartésiens :

B L op

B/
lfé Jf{ lf’
;L (AN
@’ ®
=

B — A

et posons [ = fiofs: B” — A”.Lelemme 5.8 s’applique aux trois carrés (coprimalité
des degrés) et en particulier toutes les isogénies f1, fa, f1, f4 sont nucléaires & gauche.
Il en va donc de méme de f” (lemme 5.7). De plus Gx G’ ~ Ker fo®Ker f5 C Ker f” et
il y a égalité puisque deg " = deg fo-deg f5. Ceci termine de prouver G x G’ € G dans
le premier cas. Dans le second, nous devons encore établir que f” est convenable. Soit
donc g: B” — E € A. Nous devons montrer que g se factorise a travers f” c’est-a-dire
Ker " = Ker fo @ Ker fj C Kerg et par symétrie il suffit d’établir Ker f C Kerg.
Comme f5 est de degré premier & N = deg ¢’ o f}, on a N Ker fo = Ker f donc il suffit
méme de voir N Ker fo C Ker g soit Ker fo C N~!Ker g = Ker Ng. Or Ng se factorise
a travers ¢’ o f} en un morphisme ¢’: B — E qui lui-méme (f étant convenable) se
factorise & travers f en g"”: A — E. Nous avons alors Ng = g"" o po f{ o fo qui donne
bien Ker fo C Ker Ng comme prévu. O

Les conditions (1) et (2) du théoreéme sont satisfaites par exemple si B est formée
d’une seule classe d’isogénie ou bien si B est stable par isogénies et produits. Lors-
qu'une famille A vérifiant (Al) et (A2) est fixée (comme par exemple A = Dy(A)
ou A = D(A)) nous pouvons remplir simultanément les conditions (1) et (2) et ’hy-
pothese que tout élément de B est isogene a un élément de A en choisissant pour B
la réunion des classes d’isogénie d’une partie idoine de A comme :

— un singleton,

— A tout entier,

— {AeAjda< f}ouf:S—NU{oo} est une application arbitraire.



CHAPITRE 8

ANNEAUX DE LEFSCHETZ /-ADIQUES

Dans ce chapitre, la lettre ¢ désigne toujours un nombre premier différent de la
caractéristique du corps de base K (fixé) de nos variétés abéliennes. Lorsque A est
une variété abélienne (sur K donc), nous notons T;(A) son module de Tate f-adique
qui est un Zg-module libre de rang 2 dim A. L’anneau des endomorphismes End A agit
naturellement sur 7;(A) et, pour ¢ € End A, nous notons encore ¢ ’endomorphisme
induit de Tp(A).

Définition 8.1. — Dans ce cadre, nous appelons anneau de Lefschetz £-adique de A
Uanneau des endomorphismes du End A® Zg-module Ty(A) et nous le notons Ag(A) =
Endgna aez, (Te(A)).

Comme sous-Zg-module de Endg, (T;(A)), 'anneau Ay(A) est notamment un Z,-
module libre de rang fini.

La terminologie s’inspire de celle de Milne [Mi] qui appelle groupe de Lefschetz le
groupe des symplectomorphismes de A;(A4) ® Q (voir ci-dessous).

Lemme 8.2. — Si A et B sont deuz variétés abéliennes, nous disposons d’un mor-
phisme d’anneaur naturel A¢(A x B) — Ag(A) dont le conoyau est fini. De plus ce
morphisme est injectif si et seulement si Supp B C Supp A.

Démonstration. Nous écrivons Ty(A x B) = Ty(A) @ Ty(B) et, pour définir notre
morphisme, nous montrons que, si u est un End(A X B) ® Z-endomorphisme de
T,(A)®Ty(B), il laisse stable le sous-module Ty(A) et 'application induite est (End A®
Zy)-linéaire. En effet, si nous notons p;: A x B — A X B le projecteur sur le premier
facteur, son action sur Ty(A x B) correspond au projecteur sur 7;(A) et la formule
©op; = p; ou donne bien la stabilité. De méme pour ¢ € End A la relation u o

(¢ x idp) = (¢ x idp) o u entraine que l'application induite respecte 'action de
@ sur Ty(A). Pour établir le reste de 1’énoncé, nous utilisons le lemme 3.8. Il nous
donne deux entiers n, N > 1 ainsi que des morphismes ¢1,...,p, € Hom(A4, B) et

¥1,...,¥, € Hom(B, A) tels que I'élément 8 = > ;| ; 0¢; € End B est central et
vérifie Y o B = Nt et 8o p = Ny pour tous ¢ € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B) (le
lien avec I'élément o de I’énoncé du lemme 3.8 est donné par § = Na).
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Afin de montrer la finitude du conoyau, nous montrons qu’il est de N-torsion c’est-
a-dire que pour v € Ay(A) nous devons montrer que Nv provient d’un élément de
A¢(A x B). Posons pour cela w = Y i, ¢; o v o). Vérifions en premier lieu que
w € Ay(B) : cela signifie w o x = x o w pour tout x € End(B) et résulte du calcul
suivant ol nous avons omis de noter la composition pour alléger

Nwx =Y @wNpix = > _gihixB=Y_ > pivixpi;
i=1 i=1

1= 3 =1 j=1

n n n n
=Y > pibixeivl; = Y Bxeju; = Y Nxpjuh; = Nxw.
i=1j=1 j=1 j=1
De maniere analogue, nous montrons
n n
Yw =Y Pl =Y vppiy; = Nog
i=1 i=1
pour tout ¢ € Hom(B,A) et wo ¢ = po Nv pour p € Hom(A4, B). Ces égalités
montrent que 'endomorphisme Nv xw de T¢(A)®Ty(B) définit un élément de Ay(A x
B) d’ou le résultat pour le conoyau.
Supposons a présent Supp B C Supp A. Nous conservons les notations précédentes

et nous avons maintenant 8 = [IN]. Soient u un élément du noyau de Ay(A x B) —
A¢(A) et y € Ty(B). Nous avons

Nu(y) = eaauly) = > piulti(y)) =0
=1 i=1

car ¥;(y) € Ty(A) et u est nul sur T;(A). Nous avons donc u(y) = 0 (car Tp(A x B)
est sans torsion) et ainsi u est également nul sur 7;(B) d’ott u = 0.

Réciproquement, supposons que notre application Ay(A x B) — Ay(A) soit in-
jective. Pour avoir I'inclusion Supp B C Supp A, nous devons montrer § = [N]. Or
Iélément x = S—[N] du centre de End(B) définit un élément de A,(B). Par construc-
tion, il vérifie xy o ¢ = 0 et 1 o x = 0 pour tous ¢ € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B).
Ceci signifie que le produit 0 x x définit un élément de Ay¢(A x B) et notre hypothese
d’injectivité fournit donc bien x = 0. a

La premiére partie du lemme permet de voir T;(A) et symétriquement 7y (B) comme
A¢(A x B)-modules et donc de formuler le résultat important suivant.

Proposition 8.3. — Soient A et B deuz variétés abéliennes. L’application naturelle
Hom(A, B) ® Zz — HomAg(AXB) (T[(A), TZ(B))
est un isomorphisme.

Démonstration. Nous pouvons voir cette application comme 1'une des quatre compo-
santes de

EIld(A X B) ® Zp —> EndAg(AxB)(TE(A X B))
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en vertu de la décomposition End(A x B) ~ End A @ Hom(A, B) ® Hom(B, A) @
End B et de méme pour End(7;(A) & T¢(B)). Il nous suffit donc en fait de montrer
la bijectivité de

a: EndA®Z;, — EIldAZ(A) (Tg(A))

pour toute variété abélienne A (c’est le cas A = B de 'énoncé sachant que A,(A2)
agit sur Ty(A) & travers Ay(A)). Nous pouvons méme nous contenter d’établir que
a ® idg, est un isomorphisme car nous savons que End A ® Z, — Endg, (T¢(A)) est
un morphisme injectif dont 'image est un Z,-module saturé (voir [EMG, (12.10)]).
Maintenant 1’isomorphisme

EndA® Qg — EndAg(A)@Q[ (Tg(A) X Qg)

est une conséquence du résultat de bicommutation dans une algebre centrale simple
(théoreme 4.10 page 222 de [Jal]) : dans la Q-algebre B = Endg,(T¢(A) ® Q)
centrale simple, nous voyons 2l = End A ® Q, comme sous-Q-algebre semi-simple ;
alors le commutant de 2 dans B s’identifie & Endy (7;(A) @ Q) ~ Ar(A) @ Qg et le
bicommutant & Endy,a)eq, (Te(A) ®Qe) ; le théoreme affirme que ce dernier coincide
avec 2. O

L’écriture dans cette démonstration de Ay(A)®Q, comme commutant montre aussi
qu’il s’agit d’une Q,-algébre semi-simple (exercice 12 page 226 de [Ja]) et donc que
Ay(A) est un Zg-ordre au sens du chapitre 2.

Dans le cadre du lemme 8.2, si Supp B C Supp A, nous avons un isomorphisme
Ay(A X B)® Qp = A¢(A) @ Q. Par suite, lorsque Supp A = Supp B, nous trouvons
en composant un isomorphisme naturel Ay(A4) @ Qy ~ Ay(B) @ Q. 1l est facile de voir
(en considérant A x B x C) que si Supp A = Supp B = Supp C les trois isomorphismes
naturels entre Ayp(A) ® Qp, Ae(B) @ Qp et Ay(C) @ Q¢ sont compatibles, ce qui nous
permet d’identifier ces espaces. Formellement, nous associons a chaque partie finie T°
de S la Q-algebre

We(T) = lim  Al(A) ® Q.
Supp A=T

Chaque projection m4: We(Supp A) — A¢(A) ® Q¢ est un isomorphisme et nous
pouvons alors identifier sans risque Az(A) & son image réciproque 7" (A¢(A)) dans
We(Supp A). Par exemple, lorsque Supp B C Supp 4, I'application du lemme 8.2
§’écrit maintenant comme une inclusion Ay(A x B) C Ay(A). Au-dela, ces identifica-
tions autorisent une formulation simple des faits suivants.

Lemme 8.4. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.

(1) SiSupp A = Supp B alors Ay(A x B) = Ag(A) N Ay(B).

(2) SiSupp B C Supp A, Ay(A x B) = {u € Ay(A) | w(Te(B)) C Te(B)}.

(3) S’il existe une isogénie A — B de degré premier a £ alors Ay(A) = Ag(B).

(4) Sil’on a une suite exacte 0 — A — B — C' — 0 avec Supp A = Supp B alors
A(B) C Ag(A).

(5) Sil’on a une suite exacte 0 = A — B — C' — 0 avec Supp B = Supp C alors
Ao(B) C A(C).
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Démonstration. Grace & notre identification, si Supp A = Supp B et u € Ap(A) ®
Q: = A¢(B) ® Q¢ nous avons u(p(z)) = p(u(z)) pour tous ¢ € Hom(A4, B) ® Q¢
et z € Ty(A) ® Q. Dans ce cas, pour montrer que v € Ay(A) il suffit de montrer
que, comme endomorphisme de Ty(A) ® Qy, il laisse stable le sous-module Ty(A4). (1)
Nous avons Ay(A x B) C Ag(A) N Ag(B) et réciproquement si u € Ag(A) N Ay(B)
il laisse stable Ty(A) et Ty(B) donc Ty(A x B) = Ty(A) ® T;(B). (2) L’action de
Ay(A) sur Ty(B) @ Qg est donnée par Iapplication Ay(A) @ Q¢ = Ay(A X B) @ Qy —
A¢(B) ® Q. Ainsi u € Ay(A) laisse stable T;(A) @ Ty(B) si et seulement si son action
sur T;(B) ® Qg laisse stable T¢(B). (3) Immédiat puisque l’isogénie en question induit
un isomorphisme Tp(A) — Ty(B). (4), (5) La suite exacte induit une suite exacte de
Zg-modules 0 — Ty(A) — Ty(B) — Ty(C) — 0. Notons ¢t: A — B et n: B — C.
Soit u € A¢(B). Si Supp A = Supp B et z € T;(A) alors t(u(x)) = u(e(z)) € Te(B)
donc u(z) € Ty(A4) = (Ty(A) ® Qr) N HTy(B)); ainsi u € Ay(A) dans ce cas. Si
Supp B = SuppC et z € Ty(C) on écrit z = w(y) pour y € Ty(B) puis u(z) =
u(m(y)) = m(u(y)) € Te(C) donc u € Ay(C). O

Dans (5) il est indispensable que A soit une variété abélienne : si B — C' est un
morphisme surjectif dont le noyau n’est pas connexe, nous n’avons pas en général
A¢(B) C A¢(C) (Vobstruction pour faire la méme démonstration est que T;(B) —
T,(C) n’est pas surjectif).

Lorsque A et B sont a supports disjoints, ’égalité End(A x B) = End A x End B
entraine Ay(A x B) = Ag(A) x Ay(B). Nous en déduisons que si T et U sont deux
parties finies disjointes de .S, I’algebre W, (T'UU) s’identifie canoniquement au produit
Wi(T) x We(U). Par suite

wi(r) = ] Wel{e}).

zeT

Nous pourrions aller plus loin et définir un unique espace

wi(S) = [[ we({=}) = lim  Wy(T) = lim A¢(4) © Q
zeS TCS fini A

puis remplacer Ay(A) par son image réciproque dans W;(S) (isomorphe & Ag(A) x
W¢(S\ Supp A)). Avec cette convention, le lemme précédent deviendrait valable sans
aucune condition de support.

Si 2 est une R-algebre, une anti-involution de 2 est un automorphisme involutif
: A — A de R-modules tel que (uv)t = viu® pour tous u,v € A. Rappelons que, pour
toute variété abélienne A, on dispose d’un accouplement parfait ep: Ty(A) x T;_/(,Z) —
Zy [Mu, p. 186].

Lemme 8.5. — Soit T une partie finie de S. Il existe une anti-involution T sur
Wi(T) vérifiant la propriété suivante : pour tout w € Wy(T), pour toute variété
abélienne A de support T, pour tous x € Ty(A) @ Qg et y € Tg(ﬁ) ® Qe, on a
eo(z,u(y)) = es(ul(@),y). De plus A(A) = Ag(A)t pour toute variété abélienne A
avec Supp A =T.
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Démonstration. Fixons une variété abélienne A dont le support est T'. Si u € Wy(T),
la non-dégénérescence de ey permet de définir, par la formule de 1’énoncé, ut comme
application Ty(A)® Qe — Ty(A) ® Q. Pour vérifier ut € Wy(T), nous devons montrer
que si ¢ € End A alors u'op = poul. Or, pour z et y comme dans I’énoncé, la formule
(I) de [Mu, p. 186] donne

eo(u! (p(2)),y) = ee(p(@), uly)) = ee(@, Gu(y)))

= eo(z,u(B(y))) = ee(ul (2), 5(y)) = erlp(ul(2)),9)

d’ou le résultat. Si maintenant B est une seconde variété abélienne dont T est le
support, il existe une surjection ¢: A™ — B pour un entier n > 1 convenable. L’égalité
& établir vaut pour A™ par somme directe des modules de Tate. Pour B, si 2’ €

~

Tv(B) @ Qe et y' € To(B) @ Qu, il existe x € Ty(A™) ® Qg avec 2’ = ¢(z) et donc

ee(@’ u(y)) = ee(z, $(u(y')))

= eo(z,w(B(Y))) = er(u’ (2), §(y)) = ex(poul(x),y)
ol les premier et cinquieéme ey correspondent & B, les trois autres a A™. Comme
uf € Wy(T), nous avons ¢ o ul(z) = ul o p(z) = ut(2), ce qui démontre la formule
pour B. Enfin, pour la derni¢re assertion, nous avons si u € Wy(T)

-~ -~ -~ -~

u€ A(A) <= w(Ty(4)) CTy(A) <= er(Ti(A),u(Te(A))) C Zy

puisque I'accouplement est parfait. Par la formule d’adjonction, ceci est encore équi-
valent & uf(Ty(A)) C Ty(A) soit ul € Ay(A). O

Nous pouvons aussi formuler ceci en termes de forme de Riemann f¢-adique : si
u € Wy(T), SuppA =T, x,y € Ty(A) @ Qg alors pour tout faisceau L € Pic(A) on
aeg(z,uly)) = es(uf(z),y). Ceci résulte immédiatement de la définition ey (z,y) =
ee(z,0c(y)) [Mu, p. 186] puisque u commute & @r.

Ce lemme permet des raisonnements par dualité : par exemple les assertions (4)
et (5) du lemme 8.4 deviennent duales 'une de l'autre. Il fait aussi le lien avec les
définitions de Milne [Mi] qui (au moins lorsque K est algébriquement clos) appelle
groupe de Lefschetz le groupe (algébrique dont les K-points sont) {u € Ay(A) ® Qg |
wut =1}

Nous terminons cette étude f-adique par un résultat technique que nous pourrons
interpréter dans le chapitre suivant comme un contréle de la ¢-partie d’'un noyau
d’isogénie. Avant de ’énoncer nous donnons un lemme auxiliaire.

Lemme 8.6. — Soient Aq,..., A des anneaux locauzx, ay,...,as et by,... bs des
entiers naturels et N un sous-groupe d’indice fini de M = [[;_; My, p,(A;). Nous
supposons que N engendre M en tant que module & gauche sur O = Hle M., (A;)
et nous posons S ={ue€ O |uN C N}. Si0<j <s, écrivons

M] = H Mai,bi(Ai) cM et 0] = H Mal(Ai) coO

1<i<j 1<i<y
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puis Ny = NN M; et S; =S N0O;. Alors pour tous 0 < j < h < s nous avons

Carth/Nh< Card O, /S, max{bj1,bn}
Card M;/N; — \ Card O;/S; ’

Démonstration. Fixons temporairement un indice . Vérifions d’abord que, de toute
famille génératrice du M,, (A;)-module My, »,(4A;), on peut extraire une famille a b,
éléments qui 'engendre. L’anneau A; étant local, le lemme de Nakayama [Re, (6.11)]
montre que ’on peut, pour cette assertion, remplacer A; par son corps résiduel. Or,
si A; est un corps, tout sous-M,, (A;)-module de My, p, (A;) est un A;-espace vecto-
riel & gauche dont la dimension est un multiple de a; (méme argument que dans la
démonstration du lemme 2.5). Ceci permet d’extraire la famille cherchée en deman-
dant simplement que chaque élément évite le module engendré par les précédents. Ap-
pliquons maintenant ce résultat & la famille m;(N) ot m;: M — Mo, 5, (4;) est la pro-
jection sur le i-eme facteur. Nous obtenons des éléments ny, . .., np, de m;(IV) tels que le
morphisme ;1 My, (A;)% — My, b, (A;) défini par @;(us, ..., up,) = uing+- - -+up, np,
est surjectif. Nous avons S;N C N; d’ou m;(S;)n; C mi(N;) C M, »,(A;) pour tout
1 < j < b;. Nous en déduisons ¢;(m;(S;)%) C m;(N;) et donc ; induit un morphisme
de groupes surjectif

(Ma, (A0)/7:(8:))" — Ma, b, (8)/mi(N3).
Nous retenons que le cardinal du but est plus petit que celui de la source. De

plus, comme m;(N;) ~ N;/N;_1, le quotient M,, . (A;)/m;(N;) est isomorphe &
(M;/N;)/(M;—1/N;—1) ce qui nous permet d’écrire

h
Card ]\/[}L/N},
—_—— = Card(Mg, b, (A;)/mi(N;)).-
Card M; /N H (Mo b, (D) /75 (N3))
1=j5+1
Le résultat découle alors de la majoration obtenue pour le membre de droite modulo
une formule entierement analogue pour O et S. a
L’exposant max{b;1,...,bs} ne peut pas étre remplacé par une quantité plus

petite, comme on peut le voir & partir de lexemple suivant (qui se généralise
immédiatement & plusieurs facteurs ou & un anneau local & corps résiduel fini) : si A
est un corps fini, M = M, ;,(A) et N le sous-groupe de M des matrices dont toutes
les lignes sauf la premiere sont nulles, alors N engendre M sur O = M,(A), S est
I’ensemble des matrices de O dont tous les éléments non diagonaux de la premiere
colonne sont nuls et donc M/N ~ Al@=Db 0/S ~ A*-1,

Lorsque B est une variété abélienne et = € Supp B, la variété abélienne B, est
isotypique donc la @Q-algebre End B, ® @ est simple. En particulier, son centre
Z(End B, ® Q) est un corps de nombres et la dimension de End B, ® @ comme
espace vectoriel sur celui-ci est un carré. Ceci nous permet d’associer & B la fonction

fBIS — N
z — [EndB,®Q: Z(End B, ® Q)]'/?

avec la convention g(x) = 0 si x € Supp B.
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Théoréme 8.7. — Soient A et B des variétés abéliennes telles que Supp B C
SuppA L’ezposant du groupe fini Ag(A)Ty(B)/Ty(B) est inférieur a celui de

Ay(A)/A¢(A x B). Si End(A) ® Zy est maximal, pour tout ordre total < sur S et tout
x € S, nous avons

Card((Ag(A)Te(B) N (Te(B=a) ® Qe))/Te(B=s))
Card((A¢(A)Ty(B) N (Te(B<z) ® Q¢))/Te(B<y))
(
(

(Card( o(Azo)/Ne(A X B) N Ag(Aza )))5B<I>
Card(A(A<,) /Ad(A X B) N Ay(Ay)) :

Ag(AYT, (T,
Ad(AYT, (T,

Démonstration. La premiere assertion est élémentaire : si m est l'exposant de
A¢(A)/A¢(A x B), nous voyons que mAy(A) laisse T;(B) stable donc mAy(A)T,(B) C
Ty(B) d’otut le résultat. Pour la seconde, rappelons que nous avons une application
injective de conoyau fini End A — [],.qEnd A, (voir chapitre 3). Notre hypothese
de maximalité entraine End A ® Z, ~ er sEnd A, ® Z; et que chacun des fac-
teurs est un Zg-ordre maximal. Nous leur appliquons la proposition 2.3 pour écrire
End A ® Zg ~ [[;_; My, (A;) olt les A; sont des Zg-ordres locaux, intégres et princi-
paux et nous choisissons l'ordre des indices de sorte que I'application qui a i associe
x € S tel que M, (A;) est un facteur de End A, ®Z, soit croissante pour 'ordre donné
sur S. Fixons maintenant un x € S comme dans I’énoncé et notons {j + 1,...,h} les
indices qui lui correspondent. En tant que End A ® Zy-module & gauche, Ty(A) s’écrit
[1;-, T; ot T; est un M, (A;)-module & gauche. Par le lemme 2.5, T; ~ M, 4,(A;)
pour un certain entier a; ou l'action de M,,(A;) est donnée par multiplication
matricielle & gauche. L’écriture du module de Tate Ty(A) ~ [[;_; My, q;(Ai) permet
le calcul de 'anneau de Lefschetz ¢-adique de A et nous trouvons

A) ~ HM (A;)°
i=1

(anneau opposé) o, cette fois, la structure de Ay(A)-module & gauche de T;(A) s’ob-
tient par multiplication matricielle a droite. De plus, ces manipulations préservent le
lien entre les facteurs et les composantes isotypiques. En particulier, si O = A¢(A)
et que nous utilisons la notation du lemme précédent pour les produits partiels, nous
avons
Oj = Ag(A_QC) et Oy = Ag(Ajz)

Considérons & présent le O-module & gauche M = Ay(A)T;(B). En utilisant le
lemme 2.5 comme ci-dessus, nous pouvons écrire M ~ Hle My, o;(A;) pour certains
entiers b;. Nous pouvons toujours identifier les facteurs associés a x :

Mj=MN(Te(B<) ®Qe) et My =M (Ty(B<z) @ Qo).

Notons encore N = T;(B) C M. Comme Ty(B<,) est un sous-Zg-module saturé de
Ty(B) (le quotient s’identifiant & Ty(B/B<,)), nous avons

Nj=NNM;=Nn(Ty(Bz:) ® Q) = To(B<y)

et, de méme, Nj, = Ty(B<,). Puisque Ay(A x B) = {u € Ay(A) | u(Te(B)) C Te(B)},
tous les ingrédients du lemme précédent sont réunis (quitte & transposer les matrices)
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et sa conclusion donnera notre résultat si nous montrons max(bj1,...,bs) < &p(x).
Or lécriture de M comme produit donne en particulier Tp(B)@Qe =~ [[i_; My, a0, (Ai®
Q) dont nous tirons (proposition 8.3)

End B® Qg ~ EndA[(B)@)Qe (TZ(B) (2] Qg)
= Endy, (a)eq, (T:(B) ® Q) ~ [ [ M, (Ai ® Qo).
i=1

Les facteurs correspondent & nouveau aux composantes isotypiques donc

h
End B, @ Q ~ H My, (A; @ Q).
i=j+1

En écrivant cette algebre comme

(End B, ® Q) ®z(End B.oq) (Z(End B, ® Q) ® Q)
c’est-a~-dire comme le produit tensoriel d’une algebre centrale simple de dimension
¢p(x)? par un produit de corps, nous voyons que chacun de ses facteurs est une
algebre simple de dimension p(z)? sur son centre (voir [Ja, p. 219]) d’ol &5 (z)? =
b2[A; ® Qe Z(A; ® Q)] puis b; < Ep(z) pour tout i avec j < i < h. O

L’argument de cette démonstration montre en particulier que si 'anneau End ARZ,
est principal alors il en va de méme de Ay(A4). En fait, le raisonnement est par-
faitement réversible : si Ay(A) est principal, nous pouvons l’écrire sous la forme
[T7_, Ma, (A;)°P et alors le Ag(A)-module Ty(A) est isomorphe comme ci-dessus a
un produit [];_; My, q,(A;) pour certains entiers n; de sorte qu'avec End A @ Z; ~
Endy,a) T¢(A) nous trouvons bien que End A ® Z; ~ [1;—, My, (A;) est principal.



CHAPITRE 9

ANNEAU DE LEFSCHETZ

Dans ce chapitre, nous supposons que le corps de base K de nos variétés abéliennes
est un sous-corps de C. Lorsque A est une variété abélienne sur K, nous notons {24
le réseau des périodes et t4 l'espace tangent de la variété abélienne complexe Ag,
qui s’écrit donc t4 /24 comme tore complexe. Méme si nous utilisons lextension des
scalaires de K & C pour nos définitions, nous ne confondons en aucune facon A et Ag
et, en particulier, la notation End A désigne toujours 'anneau des endomorphismes
de A, qui peut étre plus petit que End Ag. Nous voyons donc ¢4 et 24 comme End A-
modules a gauche et nous noterons plus bas d: t4 — t4 'application induite par
¢ € End A.

Définition 9.1. — Nous appelons anneau de Lefschetz de la variété abélienne A
Uanneau des endomorphismes du End A-module Q4 et le notons A(A) = Endgpaa Qa.

Cette notion joue bien stir un role completement analogue a son avatar ¢-adique
étudié dans le chapitre précédent. Sans surprise, ses propriétés de base s’énoncent de
maniere identique. En fait, dans la plupart des cas, nous pouvons méme les déduire du
cas f-adique puisque I'isomorphisme naturel Q4 ® Zy ~ Tp(A) fournit immédiatement
A(A)®Zy ~ Ay(A) pour tout nombre premier ¢ (isomorphisme de comparaison). Ainsi,
lorsqu’un résultat se teste localement, nous obtiendrons directement la version globale.
Dans les autres cas, une preuve exactement semblable fonctionne. Ces remarques
permettent d’énoncer rapidement les faits ci-dessous.

Lemme 9.2. — Si A et B sont deuz variétés abéliennes, nous disposons d’un mor-
phisme d’anneauz naturel A(A x B) — A(A) dont le conoyau est fini. De plus ce
morphisme est injectif si et seulement si Supp B C Supp A.

L’anneau A(A) est un ordre. Lorsque Supp A = Supp B, nous disposons d’un iso-
morphisme canonique A(A) ® Q ~ A(B) ® Q qui nous permet de poser

W)= lim A4)eQ
Supp A=T
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pour une partie finie T de S et d’identifier A(A) & son image dans W (Supp A). Cette
Q-algebre W(T') est la somme des W ({z}), # € T et posséde une anti-involution f}
correspondant & ’adjonction par rapport a4 une forme de Riemann quelconque sur ¢ 4
pour tout A de support 7.

Lemme 9.3. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.
(1) Si Supp A = Supp B alors A(A x B) = A(A) N A(B).
(2) On a A(A) = A(A)T.
(3) Sil’on a une suite exacte 0 - A — B — C' — 0 avec Supp A = Supp B alors

A(B) Cc A(A).

(4) Sil’on a une suite exacte 0 - A — B — C' — 0 avec Supp B = Supp C' alors
A(B) C A(C).

(5) L’application naturelle Hom(A, B) — Hompaxpy(Qa,02B) est un isomor-
phisme.

(6) La variété abélienne A est MM si et seulement si A(A) est un ordre mazimal.
Le dernier énoncé du chapitre précédent admet lui aussi une traduction directe.

Proposition 9.4. — Soient A et B deux variétés abéliennes sur K telles que
Supp B C Supp A. L’exposant de A(A)Qp/Qp divise celui de A(A)/A(A x B). Si A
est MM, nous avons pour tout ordre total <X sur S et tout x € S
Card A(A)Qp N (Up_, ® Q)/Qp., | (Card A(A<,)/A(A x B) N A(A<,)\ "™
Card A(A)Qp N (2B, ®Q)/Q5_, Card A(A<;)/A(A x BN A(A<,) '

Démonstration. La divisibilité correspond & une inégalité entre ¢-parties pour tout ¢
et la {-partie d'un groupe fini s’obtient par produit tensoriel avec Z;, : il suffit donc
d’appliquer le théoreme 8.7. O

Nous passons maintenant aux résultats spécifiques & A(A) (qui vont nous per-
mettre en particulier d’'interpréter les groupes de la proposition comme des noyaux
d’isogénies). Ils reposent tous sur le fait que A(A) ® R/A(A) admet une structure
naturelle de variété abélienne complexe provenant d’une variété sur K.

Théoréme 9.5. — Si A est une variété abélienne, il existe une variété abélienne
A# unique & isomorphisme prés telle que :

(1) Supp A# = Supp 4,

(2) A(A#) = A(A) et

(3) Qa# =~ A(A) comme module sur A(A#) = A(A).
De plus, A# est isomorphe & une sous-variété abélienne de A24mA,

Démonstration. L'unicité résulte de I’assertion (5) du lemme 9.3 : en effet, si A%
vérifie (1), (2) et (3) et si Supp B = Supp 4, nous avons

Hom(A#, B) ~ Hompayna () (A(A4), 25)

donc, si A vérifiait les mémes propriétés que A¥, nous aurions Hom(A#,B) =~

Hom(A, B) pour tout B et cet isomorphisme de foncteurs force A* ~ A. Pour l'exis-
tence, considérons d’abord le tore complexe A’ = Endg t4/ Endz Q4 ol la structure
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complexe sur Endpg t 4 est celle héritée de t4 au but, c’est-a-dire que si u € Endg t 4
nous définissons tu par (iu)(z) = i(u(z)) pour tout x € t4. Notons g = dim A et
choisissons une base ey, ..., ez, de Q4. Elle fournit par u — (u(e1),...,u(ezq)) des
identifications Endz Q4 ~ Qi‘g et Endg t4 ~ tig , la seconde étant un C-isomorphisme
d’apres le choix effectué. Ainsi A’ ~ Aég est une variété abélienne complexe. Mainte-
nant A(A) ® R = Endgng AgR t4 est un sous-espace vectoriel complexe de Endg ¢4
(car End A ® R agit C-linéairement sur t4) et son intersection avec Q4 = Endyz Q4
coincide avec A(A). Par conséquent A(A) @ R/A(A) est une sous-variété abélienne
complexe de A’. En fait A(A) ® R est méme intersection des noyaux de toutes les
applications C-linéaires

Endrtsy — Endgrta
u +— wodp—dypou

lorsque ¢ parcourt End A. Par suite A(A) @ R/A(A) est la composante neutre de I'in-
tersection des noyaux des applications A,: A" — A’ induites. Nous voulons mainte-
nant définir A# comme sous-variété de A9 de sorte que dans I’isomorphisme A’ ~ A?Cg
la sous-variété A(A)@R/A(A) sidentifie & A%. Pour cela, il suffit de vérifier que les A,
définissent des morphismes A%g — Aég provenant d’applications p,: 429 — A2%9 par
extension des scalaires (puisqu’alors A* sera la composante neutre de l'intersection
des Ker p,). Or, si nous notons M, € Msy(Z) la matrice de ¢ € End A dans la base
de Q4 fixée, le calcul montre que u, = [M,] — ©*29 convient ot [M,]: A% — A%
est I'application induite par la matrice M.,.

Il reste & montrer que la variété abélienne A# ainsi construite vérifie les propriétés
requises. Nous avons déja Supp A# C Supp A d’apreés Uinjection A# C A?9 qui en-
traine aussi A(A x A%) = A(A) par le lemme 9.3, assertions (1) pour A(A29+1) =
A(A) et (3) pour A(A29+1) C A(A x A#). Considérons alors les deux morphismes
a: A(A) = A(A x A*) — A(A#) (lemme 9.2) et B: A(A¥) — Qs = A(A) donné
par B(v) = wv(idg,) pour v € A(A#). On constate que § o o est l'identité sur
A(A) : en effet, Paction de A(A) sur Q44 induite par « est la restriction de celle
sur Q4 = Endz Q4 qui est naturellement donnée par composition (u(u') = u o v’
siu € A(A) et v € Endz Qa4); par suite S(a(u)) = a(u)(idg,) = vwoidg, = wu.
Nous savons que a est de conoyau fini donc A(A) et A(A#) ont le méme rang et
B oa = id entraine que « et B sont des isomorphismes. L’injectivité de a donne
Supp A C Supp A# (lemme 9.2) et sa surjectivité fournit bien A(A) = A(A¥). Enfin
légalité o o = id traduit exactement I’isomorphisme de modules de (3). O

Dans la suite, nous considérons Iisomorphisme Q% ~ A(A) comme fixé (ce qui
rend A% unique & unique isomorphisme prés) et nous nous autorisons donc & identifier
Qa# et A(A). En particulier A# possede une période privilégiée correspondant &
l'unité de A(A) que nous notons simplement id € Q2 4.

Lemme 9.6. — Soit A une variété abélienne.
(1) Si B est une sous-variété abélienne de A% telle que id € Qp alors B = A%,
(2) L’application f — d f(id) donne un isomorphisme Hom(A#, A) — Q4.
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Démonstration. (1) Puisque B C A%, nous avons A(A# x B) = A(A#) donc Qp
est un sous-A(A#)-module de Q4 % = A(A#). Comme il en contient un générateur,
Qp = Q% puis B = A¥. (2) D’aprés I'assertion (5) du lemme 9.3 (comme au début
de la démonstration du théoréme) l’application f +— d f est un isomorphisme de
Hom(A#, A) dans Homy (4)(A(A), Q24) d’ot le résultat. O

Voici quelques autres propriétés élémentaires de A# (nous traitons ici de faits
généraux ; pour des exemples explicites, voir le chapitre 18).

Lemme 9.7. — Soient A et B deux variétés abéliennes a supports disjoints.

(1) (A x B)* ~ A# x B#,

(2) End A% ~ A(A#)°P et donc rg End A% = 2dim A%.

(3) A est MM si et seulement si A% est MM. Lorsque c’est le cas (A,)* = (A%),
pour tout x € S.

(4) (A™)Y* = A% (AM)# = A% pour tout n > 1.

(5) Si A est simple alors A% est isogéne ¢ A* otk = 2dim A/rgEnd A. Si de plus
A est MM alors A% et A* sont similaires.

Démonstration. (1) Nous avons en effet A(A x B) ~ A(A) ® A(B). (2) Application de
lassertion (5) du lemme 9.3. (3) L’équivalence est une traduction de l'assertion (6)
du méme lemme. La seconde partie découle de (1) puisque A est le produit des A,.
(4) Reformulations de A(A%) = A(A) et A(A") = A(A). (5) Puisque A¥ a le méme
support que A, elle est isogene a une puissance de celle-ci. D’autre part, Q4 ® Q est
un End A ® Q-espace vectoriel a gauche de dimension k donc A(A) ® Q est isomorphe
4 My(End A ® Q)°P. Cela donne rg A(A) = 2k dim A soit dim A% = dim A*. Si A est
MM, le lemme 6.7 conclut puisque A% € Dy(A) d’apres le théoréme 9.5. O

L’existence de A# permet de démontrer la caractérisation suivante des descen-
dantes de A.

Théoréme 9.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes de méme support. Alors
A(A) C A(B) si et seulement si B € D(A).

Démonstration. Si B € D(A) nous pouvons écrire B ~ D/C pour des sous-variétés
abéliennes C € D C A"™. Alors SuppA = SuppA™ = SuppD = SuppB et le
lemme 9.3 permet de conclure : A(A) = A(A™) par l'assertion (1), A(A") C A(D)
par lassertion (3) et A(D) C A(B) par lassertion (4). Réciproquement, supposons
A(A) C A(B). Cette inclusion confere & Qp une structure de A(A)-module (de type
fini) donc il existe un morphisme surjectif A(A)" — Qp de A(A x B)-modules.
Nous le voyons comme un élément de Homp(axp) (%4, 25) ~ Hom((A#)", B)
d’aprés Dassertion (5) du lemme 9.3. Alors le morphisme ¢: (A#)* — B ob-
tenu est surjectif car d: t(q4#)n — tp Uest et son noyau (d¢) ' (Qp)/Qar)y =
(Kerdp + Qazyn)/Qazyn =~ Kerdp/(Kerdp N Qy%)n) est une sous-variété
abélienne de (A#)". Ainsi B € Dy(A#) et, comme A#* € D,(A), nous avons bien
B e D(A). O
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Si nous supposons seulement Supp B C Supp A alors nous pouvons écrire B €
D(A) < A(A x B) = A(A) (en effet dans ce cas B € D(A) < Ax B €
D(A) <= A(A) C A(A x B) et nous avons toujours A(A x B) C A(A)).

Nous avons aussi une description d’un morphisme factorisant Hom(B, D(A))
comme dans la proposition 6.1.

Lemme 9.9. — Soient A, B et C trois variélés abéliennes telles que C € D(A) et
1 B — C une isogénie. Alors 1 engendre Hom(B, D(A)) si et seulement st Q¢ est
le A(A)-module engendré par dy(Qp).

Démonstration. Comme C € D(A), nous avons A(A x C') = A(A) donc Q¢ est un
A(A)-module. Notons ' le sous-A(A)-module engendré par d)(Q2p) et choisissons
une présentation finie

AA)™ L5 A — ' — 0

(suite exacte de A(A)-modules) pour des entiers n,m > 1. Nous allons appliquer de
maniére répétée 'assertion (5) du lemme 9.3. Tout d’abord, le morphisme de A(A)-
modules f s'écrit d a pour un morphisme a: (A#)™ — (A#)". Nous définissons la
variété abélienne D comme le quotient (A#)"/a((A#)™). Par construction D € D(A)
et Qp s’identifie & Q. Alors le morphisme de A(A x B)-modules Qg — €’ induit par
d) se releve en une isogénie p: B — D et de méme 'inclusion ' C Q¢ provient
d’une isogénie x: D — C avec 1) = x o . Pour établir I’énoncé, nous devons montrer
que 9 engendre Hom(B, D(A)) si et seulement si y est un isomorphisme. Pour cela,
il suffit en fait de montrer que ¢ engendre Hom(B,D(A)). Soit donc w: B — D’
un morphisme quelconque avec D’ € D(A). Puisque A(A x D') = A(A), Qps est un
A(A)-module donc contient A(A) dw(Qp) = dw(A(A)Qp) = dw((de) (Qp)) ce qui
montre que w se factorise a travers 1'isogénie . O

En raisonnant par dualité ou par une démonstration directe analogue, on montre
que si C € D(A) alors ¢: C — B factorise Hom(D(A), B) si et seulement si d(2¢)
est le plus grand A(A)-module contenu dans Q. L’isogénie du lemme 9.9 (qui est en
particulier nucléaire & gauche, lemme 6.4) a pour noyau le groupe A(A)Qp/Np qui
fait 'objet de la proposition 9.4. D’apres les lemmes 6.5 et 6.7, nous savons méme
que toute isogénie nucléaire & gauche vers une variété abélienne MM s’écrit sous cette
forme. Nous connaissons donc un contréle du noyau de ces isogénies par un groupe
de la forme A(A)/A(A x B). Nous interprétons également celui-ci comme un noyau
d’isogénie.

Lemme 9.10. — Soient A et B deux variétés abéliennes telles que Supp B C
Supp A. Il existe une isogénie canonique 0: (A x B)# — A% vérifiant d0(id) = id.
Elle est nucléaire a gauche et U'on a Ker6 ~ A(A)/A(A x B).

Démonstration. L’existence de 6 découle une nouvelle fois de l'assertion (5) du
lemme 9.3 : dans 'isomorphisme

Hom((A x B)#, A%) — Homp(ax5)(A(A x B), A(A)),
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nous définissons 6 comme 'antécédent de 'inclusion A(A x B) C A(A). Le lemme
précédent montre alors que @ engendre Hom((A x B)#, D(A#)) donc est nucléaire &
gauche (lemme 6.4). O

En particulier, si A et B ont le méme support alors A# et B# sont isogenes. Ce
fait et les assertions (1) et (5) du lemme 9.7 entrainent

. 2(dim A,)? 2(dim C;,)?
# _ z) z
dim A Z rgEnd A, Z rg End C,

z€Supp A xESupp A

ou C, est une variété abélienne quelconque de support {z}. On comparera cette
dimension avec la fonction v(-) utilisée dans [GR2, p. 2091] (dans un but analogue)
meéme s’il n’y a pas ici d’extension a la cloture algébrique.

L’anneau A(A) permet également de caractériser les variétés CM’.

Lemme 9.11. — Soient A et B deux variétés abéliennes.
(1) A(A) est commutatif si et seulement si A est CM’.
(2) Si A et B sont MM, CM’ et isogénes alors elles sont similaires.

Démonstration. (1) Comme A et A# ont le méme support, 'une est CM’ si et seule-
ment si Pautre est. Par définition, A% est CM’ si End A% ~ A(A) contient un ordre
commutatif de rang 2 dim A#. Etant donné que l'on a toujours rg End A# = 2 dim A#
(lemme 9.7), cela revient bien a demander que A(A) soit commutatif. (2) Ici A(A)
et A(B) sont deux ordres maximaux de la Q-algebre A(4A) ® Q = A(B) ® Q. Par la
premiére assertion, celle-ci est commutative donc un produit de corps de nombres. Un
tel produit contient un unique ordre maximal (le produit des anneaux d’entiers) d’ou
A(A) = A(B). Par le théoréme 9.8 nous avons B € D(A) et le lemme 6.7 entraine
alors que A et B sont similaires. O

Pour conclure ce chapitre, nous reformulons la proposition 9.4 sous la forme qui
nous servira plus tard (chapitre 12) & l'aide des lemmes 9.9 et 9.10 et en termes de
degrés pondérés (chapitre 4).

Théoréme 9.12. — Soient A et B deux variétés abéliennes sur K telles que
SuppB C SuppA. Notons 0: (A x B)* — A¥ [’isogénie canonique et ¥ un
générateur de Hom(B, D(A)). Alors exp | expf. Si de plus A est MM, nous avons
pour tout ordre total < sur S et toute application p: S — [0, +o0]

D(¢7 jvp) S D(97 jvpr)

Démonstration. Le noyau de 1 est isomorphe & A(A)Qp/Qp (lemme 9.9), celui de

0 & A(A)/A(A x B) (lemme 9.10). De plus, si T est une partie de S, le réseau des

périodes de I'image de ¥r s’identifie & (A(A)Qp) N (Qp, @ Q) (dans Qp @ Q). Ainsi
Ker¢r ~ A(A)25 N (LB ® Q) /25,

Lorsque A est MM, (A%)7 et (Ar)# coincident (lemme 9.7) donc d 7 induit sur les
réseaux des périodes I'injection de A(Ax B)N(A(A7r)® Q) = A(Ax B)NA(Ar) dans
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A(Ar) ce qui permet d’écrire

Ker 61 ~ A(AT)/A(A X B) n A(AT)
En utilisant alors T ={y € S |y X2} et T ={y € S| y < «} dans ces deux formules,
nous voyons que la divisibilité de la proposition 9.4 élevée & la puissance p(x) donne
bien par produit 'inégalité des degrés pondérés voulue. O

Dans les cinq chapitres suivants, nous conservons 1’hypotheése que K est un sous-
corps de € (méme si ce n’est pas utile partout).






CHAPITRE 10

VOLUME NORMALISE

Soient A et B deux variétés abéliennes isotypiques. Lorsque A et B sont respective-
ment munies de polarisations £ et M, nous avons défini dans la partie 2 de [GR2] une
métrique de Rosati sur Hom(A4, B)®IR et donc un covolume euclidien vol(Hom(A, B)).
Ici nous modifions ce volume (dans le cas isotypique) en posant

~ hO(A, L£)/29

VOl(HOm(A, B)) = W VOl(HOm(A, B))
ou g =dim A, h = dim B, r est le rang du Z-module Hom(A, B) et ’on convient que
lexpression vaut toujours 1 lorsque r = 0 (c’est-a-dire y compris lorsque gh = 0).
Cette renormalisation permet de s’affranchir du choix des polarisations.

Proposition 10.1. — La quantité \;EI(HOIH(A, B)) est indépendante des polarisa-
tions L et M wutilisées pour la définir.

Démonstration. Soient L et £ deux polarisations sur A et M, M’ de méme sur B.
Nous désignons par (-,-)z am et (-,-)z s les deux produits scalaires associés sur
Hom(A4,B) ® R, par Vz a et Verae les volumes de Hom(A, B) correspondants.
Notons ¢1, ..., ¢, une base de Hom(A4, B) puis ¢ = ¢Z,1 o¢gr € (EndA) @ Q et
X = Py © quwl € (End B) ® Q. Par définition, Vg’,M’ est égal au déterminant de la
matrice de terme général

(0o = Tr(piodz! opjodm)
= Tr(pioyods opjoxodm)
= (pioy,xopj)em-
Nous en déduisons
V2w = det(ot) det(xo)V o
ou oy et xo désignent les endomorphismes de Hom(A, B) ® Q donnés respectivement
par ¢ — @ o1 et ¢ — x o . Maintenant ’application (End A) ® Q — @ décrite

par ¢ — det(othy) est une norme de la Q-algebre (End A) ® @ au sens de la page
178 de [Mu] tout comme D'application usuelle de degré v; — deg(¢1). L’hypothese
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que A est isotypique signifie que lalgebre (End A) ® @ est simple donc par le lemme
page 179 de [Mu] les deux normes précédentes sont toutes deux puissances d’une
méme norme réduite. Comme, pour la multiplication par un entier n, nous avons
deg[n] = n?9 et det(o[n]) = n”, nous en déduisons det(o;) = deg(¢)"/?9. Ceci
fournit det(oy)) = hO(A, £)"/9h°(A, L')~7/9 et, de maniére totalement analogue sur la
variété abélienne isotypique B, det(xo) = hO(B, M')"/"hO(B, M)~"/" (avec degx =
deg X). En reportant dans la formule pour les volumes, nous voyons apparaitre ’égalité

hO(A, L)y hO(A,L))9 ,

hO(B, M!)r/h LM = ho(B, M)r/h LM
qui montre bien que les deux facons de calculer vol conduisent au méme résultat. [

Si nous voulions étendre ceci au cas général non isotypique, il faudrait utiliser des
degrés pondérés mais nous n’en aurons pas besoin dans ce texte. La normalisation
rend le volume invariant par dualité.

Propoi'étion 10.2. — SL'A et B sont deux variétés abéliennes isotypiques, nous
avons vol(Hom(A, B)) = vol(Hom(B, A)).

Démonstration. Soient L et ./\/l des polarlsatlons sur A et B. Comme page 2075 de
[GR2], nous pouvons choisir £ et M sur A et B avec bpodr = [m] et g odm =[]
pour des entiers m,n > 1. Puisque ¢zg, © ¢z = [mn], nous pouvons remplacer

L par Lo et M par ME™ de facon & supposer m = n. Alors, en écrivant r, g,
h comme dans la définition, m?9 = deg ¢, deg bp = hO(A, £)2h0(A, £)? et m?h =
hO(B, M)2h°(B, M)? d’on

hO(Ajﬁ)r/zg 3 h()(§7 M\)r/Zh

hO(B,M)T/% - h()(g7 E)T/Qg ’

La formule & montrer se réduit donc & vol(Hom(A, B)) = vol(Hom(B, A)) pour ces
choix particuliers de polarisations. Or pour ¢, € Hom(A, B) nous avons

(g0 em = Tr(@ogz othodu)
Te(p o gz 0 fm]~ 0 o gL o m))
= Tr(podzovody)
= Tr(ogtopopy)
= (5,9) NE
donc I'isomorphisme Hom(A, B) — Hom(B, A), ¢ — @ est une isométrie. d
Nous avons aussi un résultat pour le produit.

Lemme 10.8. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes telles que A x C' et B
sont isotypiques. Alors vol(Hom(A x C, B)) = vol(Hom(A, B))vol(Hom(C, B)).
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Démonstration. Le fait que A x C soit isotypique montre que AU ot CUm A gont
isogenes donc
rgHom(A,B) rgHom(C,B) rgHom(A x C,B)
dim A - dim C N dim A x C
Ceci entraine la formule puisqu’en choisissant des polarisations quelconques sur
A, B, C et la polarisation produit sur A x C, nous avons vol(Hom(A x C,B)) =
vol(Hom(A, B)) vol(Hom(C, B)). O

Bien entendu, le résultat analogue pour Hom(B, A x C) vaut également soit par la
méme démonstration soit en utilisant la dualité.

Corollaire 10.4. — Soient A, A', B et B’ quatre variétés abéliennes isotypiques.
Si A et A' d’une part et B et B’ d’autre part sont similaires alors vol(Hom(A, B)) =
vol(Hom(A’, B")).
Démonstration. Le lemme précédent (et assertion symétrique) montre
vol(Hom(A™, B™)) = vol(Hom(A4, B))"™
pour tous entiers naturels n,m > 1. Par similarité, nous pouvons choisir ces entiers
avec A" ~ (A")" et B™ ~ (B")™ d’ou le résultat. |
Examinons a présent la variation par isogénie.
Lemme 10.5. — Soient A, B, C des variétés abéliennes isotypiques et ¢: C — B
une isogénie. Si h = dim B et r = rgHom(A, B) alors
vol(Hom(4, B)) < (deg ¢)"/*"vol(Hom(A, C)).
Démonstration. Nous fixons des polarisations £ et M sur A et B et équipons C de
©*M. La formule de projection h?(C,¢*M) = degp - h%(B, M) montre qu’il suffit
de vérifier vol(Hom(A, B)) < vol(Hom(A, C)) pour ces polarisations. Or I'injection

Hom(A,C) — Hom(A, B), 1 — @ o1 préserve les normes de Rosati d’apres la pro-
position 2.8 de [GR2]. O

Par dualité, nous avons de méme
vol(Hom(C, A)) < (deg ¢)"/?"vol(Hom(B, A)).

Plusieurs formules de [GR2] s’expriment plus simplement avec le volume normalisé
vol. C’est par exemple le cas de la notation W; page 2084, du théoréeme 4.5 ou de
I’énoncé suivant (basé sur le premier théoréme de Minkowski).

Lemme 10.6. — Si A et B sont deuz variétés abéliennes simples isogénes alors il

existe une isogénie A — B de degré au plus \;(;I(Hom(A,B))Qg/d ot g = dim A et
d=rgEnd A.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la premieére assertion de la
proposition 4.1 de [GR2] sachant que d | 2¢g puisque nous sommes en caractéristique
nulle. (]
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Gréace au corollaire 10.4, nous utiliserons ce lemme sous la forme : si A, B et C
sont trois variétés abéliennes simples similaires alors il existe une isogénie B — C' de
degré au plus vol(End A)29/9,



CHAPITRE 11

PETITE POLARISATION DANS LE CAS SIMPLE

Nous commengcons par un résultat de géométrie des nombres.

Thégrémg 11.1. — Soient A un réseau et C C A ® R un céne convexe ouvert tel
que CN—=C = {0}. Alors il existe v € ANC tel que vol(C N (z — C)) < vol(A).

Démonstration. Notons E = A ® R, n = dim F et fixons un produit scalaire (-, ) sur
E. Les hypothéses sur C entrainent que le cone (fermé) dual C' = {¢ € EY |Vz € C
£(xz) > 0} est d’intérieur non vide (on montre que cet intérieur contient (y,-) si y
est le point de norme minimale de I’enveloppe convexe de {x € C | |jz| = 1}).
Choisissons ¢ dans U'intérieur de C’ tel que A N Ker? = {0}. Il existe £ > 0 tel que
pour tout z € E \ {0} la forme linéaire ¢ — e(x/||z||,-) appartient encore & C’. Par
suite, si € C, il vient £(z) — €||z]| > 0. Ceci montre que pour tout a > 0 'ensemble
{z € C | {(z) < a} est borné (contenu dans la boule de rayon a/e centrée en l'origine)
donc {z € ANC | £(z) < a} est fini. En particulier, ¢ atteint son infimum sur
A N C (intersection qui est non vide puisque le céne ouvert contient des boules de
rayons arbitraires) et en un unique point z puisque ANKer¢ = {0}. Nous avons donc
ANCN{ye E|L(y) <{l(x)}={a} don

AN(C-z)n{ye E[ly) <0t ={0} =An(z—-C)Nn{y € E|L(y) =0}
par symétrie centrale avec A —x =x — A = A. 1l vient
0} =An(((C-a)n{ye Bl Ly) <0 U (- C)n{ye B|ly) = 0}))

DANC—-2)N(z—0C).

Maintenant (C'—z)N(z—C') est un corps convexe symétrique ne contenant aucun point
de A\ {0}. Par le premier théoreme de Minkowski, nous avons vol((C' —z)N(z—C)) <
2" vol(A). Par translation et homothétie,

Vol((C — ) A (z — C)) = vol(C' A (20 — C)) = 27 vol(%C N (- %C’)).

La conclusion s’obtient simplement par (1/2)C = C puisque C est un cone. O
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Cette démonstration est une adaptation de celle de Rogers donnée page 368 de
[GL]. Il serait intéressant de savoir quelle hypothese rajouter au théoréme pour obtenir
une famille libre maximale d’éléments z vérifiant la méme inégalité (suffirait-il que
A\ {0} ne rencontre pas la frontiere de C'?).

Nous appliquons ceci dans un cadre matriciel ou les notations sont celles de la page
2074 de [GR2]. Les dimensions sont sur R.

Théoréme 11.2. — Considérons un corps K € {R,C,H}, deuz entiers r,§ > 1
et un réseau Q du R-espace vectoriel Hs(IK)" muni de la norme de Hilbert-Schmidt.
Alors il existe x € Q) défini positif tel que

. (r/2) dim H; (K)
im im Ma dim H& K +1
NMaté(IK)*/JR(QT)d Ha(K)/ dim Mats (K) < <%) vol(§2).

Démonstration. Le cone C' C Hs(K)" des éléments définis positifs vérifie les hy-
pothéses du théoréme 11.1 qui fournit donc z € QN C avec vol(C'N (z — C)) < vol(Q).
Ecrivons & = 42 avec y défini positif puis CN(z—C) = y(y*Cy NI —y~1Cy= 1))y
ot I est 'unité (Is,...,I5) de Mats(IK)". On constate y~1Cy~! = C donc si ¢ est
Papplication H;s(K)" — Hs(K)", z — yzy alors vol(C' N (z — C)) = det ¢ - vol(C' N
(I — C)). Maintenant I’écriture de la norme de Hilbert-Schmidt en termes de va-
leurs propres montre que si A € Hs(K) vérifie |A — (1/2)Is||lus < 1/2 alors A
est défini positif; comme |[(Is — A) — (1/2)Is|lus = ||A — (1/2)Is]jus il en va de
méme de 5 — A. Par suite, si B est la boule ouverte de Hs(K) de centre (1/2)I5
et de rayon 1/2 alors B" C C'N (I — C) donc vol(C'N (I —C)) > vol(B)". Or dans
R™ la boule B(0,1/2) est de volume (7/4)*/2/T(n/2 +1) > ((n + 1)/2)~"/? donc,
ici, vol(B)~! < ((dim Hs(IK) + 1)/2)(1/2) dim#Hs(K) pyis en combinant nos inégalités,
det o < ((dim Hs(K) + 1)/2)(/2) dimHs(K) y01(Q2). Pour calculer det ¢, diagonalisons
y :y = p lup ou pp* = I et u diagonale. Alors ¢ est la composée de z — p~lzp,
z > uzu, z — pzp~ ! donc det ¢ est le déterminant de z — uzu. Lorsque r = 1, u est
une matrice de diagonale (ug,...,us) avec u; > 0 et le déterminant de z — uzu se
calcule facilement comme

5 2+(6—1)[K:R] s (2/8) dim H5 (K)
i=1 i=1

s S[K:R] s (1/6) dim Mats (K)
Niats (k)R (1) = (H uz) = (H uz) .
i=1 =1

Comme la norme de x est le carré de celle de u, nous trouvons bien dety =
Ntaty (k) /w ()30 o (K)/ dimMats () Jorsque 7 = 1 et ceci s’étend par produit & r
quelconque. O

tandis que

En utilisant ce résultat au lieu du lemme 4.4 de [GR2], nous obtenons la version
suivante du théoreme 4.5 de [GR2].
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Théoréme 11.3. — Soient A une variété abélienne simple, g sa dimension, d le
rang de End A et h le rang de NS(A). Il existe une isogénie ¢: A — A et un faisceau
inversible N' ample et symétrique sur A avec

(deg )" hO(A, N)?! < (8¢)9"/>vol(Hom(A, A))%.

Démonstration. Nous utilisons le lemme 4.3 de [GR2] et ses notations. Commengons
par préciser (3). Nous avons |¢.|? = Tr(¢, o ngL) =Tr(peo¢s' o bro ¢7) = Tr(¢pz o
¢z) = Tr([m]) = 2gm tandis que |[o(dz)||fig = m||I||fs = rém. Par proportionnalité
le(2)llus = (r6/29)*/2|| pour tout ¢ € Hom(A, A) ® R. Par ailleurs, pour un tel ¢
et avec la notation 6 introduite dans la démonstration du lemme 4.3 de [GR2],

Nivtats (1) /R (L(9)) = Nind aer/r (0()) = (deg 8(¢)) ™/

~ ~ \ d/2g
deg -\ V% hO(A, L)
_ d/2g L _ d/2g ’
(degp) (79 ) (deg ) W(A.L)

(nous avons N agq/q = degd/ 29 car deux normes sur l'algébre simple End A ® Q
sont puissances l'une de autre [Mu, p. 179]). Par définition, d = dim Mats(K)" et
h = dim Hs(K)". Nous appliquons alors le théoréme 11.2 au réseau Q = {i(pn) | N €
Picgym(A)} de Hs(IK)". Nous obtenons donc A ample et symétrique avec

hO(A, L)

h/2g
ho(“LN)h/g <hO(AL')> = NMaca(lK)r/]R(LWN))h/d < ((h/r+ 1)/2)h/2 vol(Q2).

Autrement dit, nous avons

o (BN (0 0\
hO(A,N)h§< . ) ( A) vol(2)2.

Par le lemme 4.2 de [GR2], tout élément ¢ € Hom(A, A) avec $ = ¢ vérifie 2c(p) €
donc

vol(€2) < 2" vol(¢(Hom(A, A)) N Hs(K)").
Si nous notons As(IK) les matrices anti-hermitiennes de Mats(IK), nous avons une
somme directe orthogonale Mats(KK) = H;s(K) @ As(K) qui se transporte par ¢!
dans Hom(A, A) ® R. Nous en déduisons

vol({p € Hom(A, A) | § = ¢}) Vol({c,zi € Hom(A, A) | § = —¢})

vol(Hom(A4, A))

= [Hom(4, 4) : { € Hom(4, 4) | § = ¢} & {» € Hom(4, 4) | = —}]
< 2min(h,d7h).
En utilisant ||¢()||las = (r6/29)/?|p| nous trouvons
@) e 2min(h,dfh) VOI(HOID(A.‘ A\))
g vol({s € Hom(A, 4) | 5= —g})

vol() < (
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Si h = d le dénominateur vaut 1. Lorsque h < d, nous obtenons

h —~
vol(Q) < (277“5) /2 2min(h,d—h)(d _ h)(dfh)/Z vol(Hom(4, A))

g |gp|d="
si 1 est choisi de norme minimale non nulle sous la condition 12 = —1 (premier
théoreme de Minkowski). Lorsque h = d, nous choisissons arbitrairement ¢ (par

exemple 1) = ¢nr) et admettons par convention (d — h)@="/2 = 1, de sorte que la
formule est encore valable. Par la proposition 2.11 de [GR2], nous avons

-~

~ 1/2¢
12 (20)'7 (m) (deg )"/

h d—h (d—h)/2g
vol(Q2) < (@) ? gmin(h,d—h) (d h)( 7 (é 9
“\y 29 hO(A, L)

x (deg ¥)=D/29 yol(Hom(A, A)).

En reportant dans la majoration de h°(A, N)2", nous trouvons bien une expression
de la forme voulue

11 vient

(d—h)+h
ho(A, L —~
(deg )4 "n0(A,N)2h < c9h % vol(Hom(A, A))%9
h(A, L)
= cghvol(Hom(A A))%
ou il reste & majorer la constante
d—h)/h
_hfr+1 (m«s) min(id ) /h (dh)( "
2 9 29

Pour cela, nous distinguons suivant les quatre cas de la classification d’Albert. Nous
rappelons h =d =r et § = 1 dans le cas I; h = 3r, d = 4r et § = 2 dans le cas
II; h=1r,d=4r et § =1 dans le cas III; h = 762 et d = 2162 dans le cas IV. En
substituant, ¢ vaut selon les cas

2 e\ e\t 2288 1 1)
g’ g ’ g) "’ 9 '

De plus, on a selon les cas

r<g, 2r<g, 4r<g, ri°<g

(voir le théoreme 7.3 de [R1] et en particulier (4) pour le cas IIT). Ainsi ¢ est majoré
par 4 dans les trois premiers cas et 2(d + 1/9) dans le dernier. Lorsque g > 2, nous
obtenons ainsi ¢ < /8¢ dans tous les cas. Si g = 1, I’énoncé est trivial pulbqu ‘une
courbe elliptique admet une polarisation principale ¥ = @ (et vol(Hom(A A))

volEndA > 1). O
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Si nous minorons simplement degt par 1, nous obtenons un faisceau ample et
symétrique de degré au plus g!(8¢g)9/*vol(Hom(A, A))9/" alors que le théoreme 4.5 de

[GR2] fournissait le majorant g!(7¢g3/2)9vol(Hom(A, A))9. Mais nous pouvons exploi-
ter la présence de deg .

Corollaire 11.4. — Soient A une variété abélienne simple, g sa dimension et h le
rang de NS(A). Soit x: B — C une isogénie ot B est similaire ¢ A et C similaire &
A. 1l existe un faisceau inversible N' ample et symétrique sur A avec

hO(A,N) < (89)9/*(deg x)*/? vol(End A)9/".

Démonstration. Par les résultats du chapitre précédent (similarité : corollaire 10.4,
isogénie : lemme 10.5) vAoll(Hom(A7 A)) = \gl(Hom(B7C)) < (deg x)*?9 vol(End A).
Vu le résultat & montrer, nous pouvons supposer x de degré minimal parmi toutes les
isogénies d’une variété abélienne similaire a A vers une variété abélienne similaire &
A. En particulier deg x < deg. La conclusion découle alors d’un calcul direct. O






CHAPITRE 12

ESTIMATIONS GENERALES

Dans ce chapitre, nous allons combiner les résultats des trois chapitres précédents
afin de donner des majorations pour les degrés minimaux d’isogénies et de polarisa-
tions ainsi que pour les volumes d’endomorphismes en fonction d’'une quantité que
nous pourrons par la suite controler grace au théoreme des périodes. Cette quantité
doit comporter un facteur de la forme D(0, <, -) pour majorer le degré d’une isogénie
nucléaire par le théoreme 9.12 ainsi qu'un facteur de volume pour estimer le degré
d’une isogénie entre similaires (voir le lemme 10.6 et le commentaire qui le suit).
Ces deux ingrédients apparaissent aussi dans le corollaire 11.4 qui nous permettra
de batir une petite polarisation. La maniere exacte dont ils sont combinés dans la
définition 12.1 ci-dessous s’expliquera lors de I'application du théoréme des périodes
(voir chapitre 16).

Lorsque p et ¢ sont deux fonctions S — IR dont 'une est de support fini, nous
posons peq = > o p(x)q(z). Nous définissons une fonction v: S — N par la propriété
v(z) = dim C# pour tout x € S et toute variété abélienne C de support {x}. Nous
fixons aussi une partie finie 7" de S.

Définition 12.1. — Nous notons Y(T') le supremum des nombres réels de la forme

1/pev
(D(av j7p) H VOI(EHd A#)p(w))

€S

ot A et B sont des variétés abéliennes avec Supp B C SuppA C T, A est MM,
0: (A x BY#* — A¥* Uisogénie canonique, < un ordre total sur S et p: S — [0, +oo[
une fonction croissante pour <, a support fini et telle que p e v # 0.

Nous n’excluons pas pour le moment que Y(T') puisse étre infini (auquel cas les
énoncés qui suivent sont creux) mais notons Y(7T) > 1. Nous donnerons dans le
chapitre suivant un critére pour la finitude & la fois de Y(T') et de la quantité d(T')
que nous introduisons maintenant, avec la convention que le ppcm d’une famille non
bornée d’entiers est infini.
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Définition 12.2. — Nous notons d(T) le ppem des entiers naturels de la forme

(deg 0)* H vol(End A%)?
zeS
ot A et B sont des variétés abéliennes avec Supp B C Supp A C T, A est MM et
0: (A x B)#* — A% est 'isogénie canonique.

Nous verrons en fait plus loin que le ppcm peut aussi étre remplacé par un maxi-
mum en cas de finitude. Nous rappelons que, pour une variété abélienne A, une
fonction £4: S — N a été définie avant le théoréme 8.7. Si A et A’ sont isogeénes, nous
avons 4 = Ear.

Voici le théoréme d’isogénie en fonction de Y(T') et d(T).

Proposition 12.3. — Soient A et B deur wvariétés abéliennes isogénes avec
Supp A C T. Il existe deux isogénies A — B et B — A de degré au plus A et
d’exposant au plus 6 ot

(1) A=T(T)54* et 6 =d(T)"/? si A est MM,

(2) A =T(T)%4% et § = d(T) en général.

Démonstration. (2) découle de (1) en choisissant une variété abélienne MM isogene a A
et B (voir lemme 6.6) et en composant les isogénies. Dans (1) il suffit méme d’exhiber
une isogénie B — A, autre s’en déduisant par dualité (A est MM). Choisissons alors
un générateur ¢: B — D de Hom(B,D(A)) ainsi qu'un ordre total < sur S tel que
&4 est croissante. Le théoreme 9.12 appliqué avec la fonction p = 14 caractéristique
de Supp A (elle aussi croissante) donne

degy =D(¥,<,14) < D(0,%,€a)
et

exp ) < expl < degf

ot §: (A x B)#* — A# est Iisogénie canonique. Par le lemme 6.7, D est similaire &
A. En vertu de la proposition 1.7 de [R1], il existe pour tout x € Supp A un entier
n, > 0 et trois variétés abéliennes simples similaires U, V,,, W, avec A, ~ Ul* x V,,
et D, ~ UJ'* x W,. Par la remarque qui suit le lemme 10.6, il existe une isogénie
W, — V, de degré au plus vol(End U,)*+ ot k, est lentier 2dimU,/rgEnd U,.
Comme A¥ ~ U# est similaire & U+, nous avons vol(End U, )"+ = vol(End U#)'/*=
(voir le lemme 10.3 et le corollaire 10.4). En faisant le produit des isogénies D, — A,
et en composant avec ¢ nous obtenons une isogénie B — A de degré au plus

D(0, =,€4) [ ] vol(End A#)!/%
zeS
et d’exposant au plus
deg | | vol(End A%)!/*=.
z€eS
Il reste seulement & majorer 1/k, <1 < £4(z) pour voir apparaitre A et d. O

Passons aux polarisations. Nous introduisons une nouvelle fonction £;: S — Q en
posant £ (x) = €a(x) si Ay est CM et £ (x) = £4(x)/2 sinon.
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Proposition 12.4. — Soit A une variété abélienne MM de dimension g sur K avec
Supp A C T'. Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec

RO(A,N) < (89)9/4Y(T)sa%v.

Démonstration. Puisque A est produit de simples et que &’y est la somme des fonctions
£ assocides a ces facteurs, il suffit de montrer ceci lorsque A est simple. Dans ce cas,
le corollaire 11.4 donne N avec

hO(A,N) < (89)%*(deg x)/? vol(End A)9/ 78 NS(4)

-~

ol nous pouvons choisir x comme un générateur de Hom(A4, D(A)). Nous majorons
donc degx par D(,=,£4) = (deg0)é4® (théoreme 9.12) pour 8: (A x A)# —
A\#, < un ordre quelconque et y 'unique élément du support de A. D’autre part
vol(End A#) = vol(End A)k2 ou k =2g/rgEnd A donc

(deg x)'/2 vol(End A)9/ e NS(4) < D(0, <, p) vol(End A% )P®)

ou p est nulle en dehors de y et

(rg End A)2) .

1
p(y) = max (§§A(y)7 49 rgNS(A)

Il nous reste seulement & voir p = &’4. Nous le vérifions dans les quatre cas de la
classification d’Albert. Avec les notations du tableau page 202 de [Mu], nous avons
€a(y) = d, rgEnd A = ed? et rgNS(A) = ned? donc p(y) = (d/2) max(1,ed/2ng). Si
Aest CM alors d = 1, e = 2g et n = 1/2 (cas IV) d’'ou p(y) = 1 = &, (y). Dans
tous les autres cas, de est un diviseur strict de 2g (voir le corollaire page 182 et la
définition page 183 de [Mu]) donc ed/2ng < 1/2n. Ceci est majoré par 1 sauf dans le
cas IIT ot n = 1/4 : ici d = 2 et 2e divise strictement g (voir le théoréme 7.3 de [R1],
assertion (4) pour ed? # 2g) donc ed/2ng = 4e/g < 1 également. Ainsi, si A n’est pas
CM’, p(y) = d/2 = €aly)/2 = E4(y). 0

Une combinaison immeédiate (par image réciproque) avec la borne d’isogénie montre
que le résultat vaut pour A quelconque en remplagant 'exposant par (§4 + &) o v.
Nous pouvons faire un petit peu mieux (pour la contribution des composantes CM’).

Proposition 12.5. — Soit A une variété abélienne de dimension g avec Supp A C
T. Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec

hO(A,/\/') < (89)9/4T(T)(2§A—524).V.

Démonstration. Parmi tous les couples (B, ) oll B est une variété abélienne MM et
1: A — B une isogénie, nous en fixons un tel que deg v soit minimal. Ceci entraine que
¢ engendre Hom (A, D(B)) puisque tout générateur de cet ensemble est une isogénie
(lemme 6.4) et de but MM (lemme 6.7). Pour = € Supp B, écrivons B, ~ UJ* x V,
ou ny > 0 et Uy, V, sont simples et similaires (proposition 1.7 de [R1]). Notons
Xz: Uz — W, un générateur de Hom(UmD(ﬁ;)). En particulier, W, et [/J; sont
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similaires (lemme 6.7). Par le corollaire 11.4, il existe un faisceau inversible ample et
symétrique L, sur U, avec

WUy, Lo) < (8dim U,) ™ Y/*(deg xa)'/? vol(End U, ) #m Ur/ ra NS(Uz),

Comme W, est similaire a V., le méme corollaire donne un faisceau M, sur V, pour
lequel h°(V,, M,) est majoré par exactement la méme quantité. Nous avons

VOl(End Uz)dim U,/ rgNS(Uy,) < VO](End Uj#)djm (x)

par le calcul fait dans la démonstration précédente. Si nous notons A la polarisation
sur A obtenue par image réciproque de la polarisation produit de tous les £, (n, fois)
et My, il vient

hO(AN) < (89)"*(degw) [ (degxo)™ /2 vol(End Bf )¢5,
xESupp A

Si A, est CM’, il en va de méme de B, et donc de U, ; par suite U, et [/]; sont

similaires (lemme 9.11) donc degyx, = 1 (idy, € Hom(U,, D(U,)) se factorise a
travers le générateur y,). D'un autre c6té, pour tout R C Supp A, l'isogénie

I [Jue+ — [ we=t

TER TER TER

est nucléaire & gauche d’aprés les lemmes 6.5 (pour x.), 5.9 (pour x?=*1) et 5.11 (pour
le produit). En particulier, elle est de degré minimal donc par la proposition 12.3 de
degré au plus Y(T)*4r*". Si nous choisissons R comme I’ensemble des z € Supp A
tels que A, n’est pas CM’ alors

I (degxa)™*t = [ (degxa)* < T(T)or" = T(T)Er-Ewer,
zESupp A TER

Il reste a majorer par le théoreme 9.12

oil, ici, 6 est I'isogénie canonique (B x A)#* — B et < un ordre sur S tel que &4 est
croissante puis
(deg ) H vol(End B#)8a(®) < 1(T)sa%v,
z€eS
En reportant dans la majoration de h°(A, N') nous obtenons le résultat cherché. [

Nous avons ensuite un résultat pour le volume. La fonction d4 a été introduite
page 29 et, pour une fonction f: S — R & support fini, nous abrégeons max(f) =
max{f(z) |z € S}.

Proposition 12.6. — Soit A une variété abélienne avec Supp A C T.
(1) Si A est MM, vol(End A) < T(T) &FrdA/2,
(2) Si A est produit de ses composantes isotypiques, vol(End A) < Y (T)2data,
(3) On avol(End A) < Y(T)2(vea) max(da/v),
(4) On avol(End A) < T(T)dastatvela)max(daga/v),
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Démonstration. Pour établir (1), nous pouvons supposer que A est isotypique. La
formule & montrer vaut pour A si et seulement si elle vaut pour 'une de ses puissances
A™ (n > 1) et elle est aussi invariante par similarité. Par suite, comme une puissance
de A est similaire & une puissance de A#, il suffit de ’établir pour A#. Dans ce cas,
nous avons vol(End A#) < T(T)dim A% par définition de Y(T). I reste donc seulement
4 rappeler rg End A# = 2dim A#.

Remarquons que si A est isotypique alors les majorations (2), (3) et (4) sont
identiques. En particulier (2) est par produit conséquence de chacune des assertions
(3) et (4) que nous démontrons maintenant. Nous choisissons pour cela une variété
abélienne B MM isogéne a A, un générateur ¢: A — Dy de Hom(A,D(B)) et un
générateur ¥: A — Dy de Hom(g,D(E)). Nous avons bien sir ¢ o Hom(Dl,l/)\z) o
¢ C End A. Fixons de plus une polarisation M sur D; et notons £ = ¢*M puis
N = 12;*[: = (po @)*M sur l/)\g Avec ces choix de polarisations, nous avons, pour
tout x € Hom(Dy, 1/3\2)7 I’égalité des normes de Rosati |1Zo X o | =|x| : en effet, par
la proposition 2.8 de [GR2], ceci se traduit par

29 * g—1 * .k 29 g—1
o @M XN = (M XN
(p* M) (M9)
(ot g = dim A) et découle directement de la formule de projection. Nous en déduisons
donc

vol(End A) < vol(Hom(Dy, Ds)).
Le membre de gauche est bien la quantité que nous voulons majorer (indépendante
de la polarisation £, voir proposition 2.9 de [GR2]) tandis que, puisque D; et Dy
sont MM donc produits de leurs composantes isotypiques, le membre de droite est le
produit des

h0((D2)a, No)

rg End A, /2dim A,
h°<<D1>z7Mm>>

vol(Hom((D1)s, (D2).)) = <

x vol(Hom((D1)z, (D2)z))
pour z € Supp A. Nous utilisons rgEnd A, /2dim A, = (da/v)(z), Np = (¢z ©
(¥)z)* M, et le corollaire 10.4 ((D1)y, (D2), et B, sont similaires) pour réécrire
ceci
(deg ¢y - deg(@)m)w"‘/”)(z) vol(End B,).
Par conséquent, nous avons pour tout ordre < sur S
vol(End A) < vol(End B)D(p 0 ¢, <, da/v).

Nous procédons différemment & ce stade pour établir (3) et (4). Dans le premier cas,
nous écrivons

D(p o, <,da/v) < deg(p o )™ @4/) = (deg ¢ - deg 1p)™ex(da/v),

Vu le choix de ¢ et 1) comme générateurs et si ; et O3 sont les isogénies canoniques
(B x A)# — B¥ et (B x A)# — B¥ | le théoréme 9.12 fournit

deg@ = D(Q@a j7 1A) < D(eh j7 £A)
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et, de méme, degy) < D(0s,=,£4). Par ailleurs, en raisonnant comme en (1), nous
avons

max(da/v)

vol(End B) = [ vol(End B )@a/m@?* < (H vol(End Bf)5A<f>)
zes xzeS

car da/v < 4. En combinant nos inégalités, nous obtenons

max(da /v)

vol(End A) < (D(Gl, =<,&4) [ vol(End Bf)fA@) D(By, =, £q)Pox(da/v),
z€eS

Il reste donc a choisir P'ordre < de sorte que &4 soit une fonction croissante pour

reconnaitre que le terme entre parentheses et D(s, <,£4) sont tous deux majorés par

Y(T)¥*¢4, ce qui donne (3). Pour (4), nous écrivons avec le lemme 4.3

D(p o, %, dafv) = Dlp,%,da/v)D($, =, da/v) = Dlp, %, da/v)D(, =, da/v).
En utilisant les mémes notations 6; et 05, nous majorons

D(p,=,da/v) < D(b1,2,daka/v)
et
D, =, da/v) < D(, =, 14/E4) "84/ < DGy, 1=, 1) mx(Aa84/),
Comme D(fs,>,14) = degfy = D(62,=,14), nous pouvons renverser l’ordre. Avec
la formule pour vol(End B) et da/v < €4, nous majorons finalement vol(End A) par

(D(Hl, =,data/v) [] vol(End Bf)@AEA/"W) D(B, =, 1 4)mex(dasa/v),
zeS
Si nous choisissons ordre < de sorte que d4&4 /v soit croissante alors 14 est automa-

tiquement croissante et donc la définition de Y(7") majore le terme entre parentheses
par T(T)%4%¢4 et D(0y,<,14) par Y(T)"*'4, d’ott le résultat. O

Observons que le renversement de lordre présent dans cette démonstration (expli-
cite dans (4), implicite dans deg ¥ = deg ) pour (3)) est nécessaire car nous ne saurions
pas traiter une majoration plus naturelle comme D(601, X, da€a/v)D(02, =, daéa/V)
dans la mesure ou, sauf dans des cas tres particuliers ou elle est constante, la fonction
da&a/v ne peut pas étre croissante pour les deux ordres opposés < et =. Notons aussi
qu’il n’y a pas de comparaison possible entre les majorations (3) et (4) : il est facile
de trouver des variétés abéliennes pour lesquelles 'exposant dans (3) est strictement
supérieur & celui de (4) et inversement. Mentionnons encore ici un lemme qui nous sera
utile plus tard et qui donne en particulier une majoration de ’exposant de ’assertion

(3).

Lemme 12.7. — Si A est une variété abélienne, on a les inégalités €4 < da et
(v e &a)max(da/v) < max(1, (dim A4)3/2).

Démonstration. La premiere inégalité découle de €4(x)? | rgEnd A, | 2da(x) pour
tout z € Supp A. Pour la seconde, nous pouvons supposer g = dim A > 2. Notons alors
x € Supp A un élément qui réalise le maximum de d4 /v puis B = Ag\ (23 et h = da(x).
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Nous avons v e {4 = v e &p + v(x)és(z) < 2(dim B)? + hv(z) = 2(g — h)? + hv(x).
Ainsi (v @ £4) max(da/v) < 2h(g — h)? + h? < ¢3/2 en majorant h(g — h) < g%/4 et
h? < g*h/2 (puisque g > 2). O

Nous examinons pour terminer ce chapitre une notion liée au volume qui nous
sera utile dans le chapitre suivant. Lorsque A est une variété abélienne, nous notons
Tr: End A ® Q — Q la trace associée (voir définition 2.1 de [GR2]) que l'on peut
décrire comme la restriction & End A ® Q C EndQ4 @ Q ~ Masqim 4(Q) de la trace
matricielle. En particulier Tr(id4) = 2dim A. Si maintenant O est un ordre de End A®
@, nous notons OV le sous-groupe {¢ € End A® Q | Tr(pO) C Z} et nous définissons
lexposant volumique de O comme 'exposant du groupe fini OV /O (Iinclusion O C
OV c’est-a-dire l'intégralité Tr(O) C Z provient du fait que O préserve un réseau
004 de Q4 ® Q). Le lien avec le volume apparait dans la premiere des propriétés
ci-dessous de cet exposant volumique que nous notons evo(Q).

Lemme 12.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes a supports disjoints et
O C O deuzx ordres de End A @ Q.
(1) evo(O) | vol(0)? | evo(O)&ErdA car vol(0)? = Card OV/O.
2) evo(O') | evo(O) | evo(O') exp(O’/O)?.
) evo(End A) = evo(End A™) pour tout n > 1.
) evo(End A x B) = ppem(evo(End A), evo(End B)).
5) evo(End E) = evo(End A).

Démonstration. (1) Le volume de O, calculé comme toujours relativement & une
métrique de Rosati, est indépendant du choix de la métrique et nous avons vol(0)? =
| det M| lorsque M est la matrice de terme général Tr(p;p;) ol ¢1,...,pq est une
base de O sur Z (voir la proposition 2.9 de [GR2] et sa démonstration). Or, dans
cette base de End A ® Q sur @, linclusion O C OV devient Z¢ ¢ M~'Z? ce qui
donne bien | det M| = Card OV /O. Nous avons donc montré la seconde formule et la
premiere en découle puisque OV et donc OV /O est engendré par d = rg O = rg End A
éléments. (2) Nous avons O C O’ C (0')Y C OV et exp(O'/O)OV C (O")Y di-
rectement sur la définition. (3) Parce que la trace (donnée par A™) d’une matrice de
M, (End A2 Q) ~ End A" ® Q coincide avec la somme des traces (données par A) des
coefficients diagonaux, une telle matrice (p;;) appartient & (End A™) si et seulement
si
Tr((pij) © Ma(End A)) CZ <= Y Tr(pi; 0 End A) C Z.
i

Ceci entraine (End A™)Y = M,,((End A)Y) donc le groupe (End A™)Y/End A™ est la
somme de n? copies du groupe (End A)Y/End A d’ol I’égalité des exposants. (4) Ici
End A x B ~ End A x End B et la trace d’un couple (¢,v) € End A x B est la somme
des traces de ¢ et 1. On en déduit (End Ax B)V ~ (End A)Y x (End B)" et le résultat.
(5) L’anti-isomorphisme End A — End A, ¢ — $ conserve la trace. O

Ces faits de base permettent déja de nous ramener & A# dans le cas MM.
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Corollaire 12.9. — Si A est une variété abélienne MM, on a evo(End A) =
evo(End A%).

Démonstration. Comme A et A# sont toutes deux le produit de leurs composantes
isotypiques respectives, 1'assertion (4) du lemme montre qu’il suffit de traiter le cas
oit A est isotypique. Le résultat provient de I’assertion (3) puisqu’alors Adi™ A" ot
(A#)dim A gont similaires. O

Nous étendons les notions de volume et d’exposant volumique a I’anneau de Lef-
schetz A(A) pour une variété abélienne quelconque. Le plus simple est de dire que nous
les définissons comme les quantités déja associées & 1’anneau opposé A(A)°P ~ End A#
(lemme 9.7) : vol(A(A)) = vol(End A#) et evo(A(A)) = evo(End A#). Cependant, si
nous reprenons les définitions en termes de la trace End A# @ Q@ — @ associée &
A# nous constatons que ces définitions deviennent entiérement intrinseques & Ian-
neau A(A) : en effet, cette trace provenant de A# coincide avec la trace intrinseque
A(A) ® Q — Q donnée par la représentation réguliere (& droite ou & gauche).
Nous pouvons donc définir A(4)Y C A(A) ® Q puis evo(A(A)) et vol(A(A)) sans
référence & A#. Ceci a aussi avantage de définir un volume sur I'espace vectoriel
réel W (Supp A) ® R sans référence & A. Par exemple si B est une seconde variété
abélienne de méme support alors vol(A(A x B)) = [A(A) : A(A x B)]vol(A(A)). Nous
voyons ainsi apparaitre un lien direct avec d(T) : en effet [A(A) : A(A x B)] est le
degré de Iisogénie canonique 6: (A x B)# — A% tandis que si A est MM alors

vol(A(A)) = vol(End A#) = [ vol(End A%)
€S

ce qui nous donne (définition 12.2) vol(A(A x B)) | d(T)*/? des que Supp A C T.

Lemme 12.10. Lentier d(T) est le ppem des vol(A(A))? = vol(End A%#)? ou A
parcourt les variétés abéliennes de support inclus dans T. C’est aussi vrai si l'on se
restreint auz variétés de support égal a T'.

Démonstration. D’apres ce qui précede, la définition 12.2 se réécrit

d(T) = ppem vol(A(A x B))?
ou A et B parcourent les variétés abéliennes avec A MM et Supp B C Supp A C T.
Pour la premiére assertion, il s’agit de voir que pour toute variété abélienne B de
support inclus dans 7' l'entier vol(A(B))? divise un entier de la forme précédente
vol(A(A x B))? : il suffit pour cela de choisir A de méme support et MM. Pour
obtenir la deuxiéme assertion, nous constatons que, si B est une variété abélienne
de support inclus dans T et C une variété arbitraire de support T\ Supp B, alors
vol(A(B x O)) = vol(A(B)) vol(A(C)) et donc vol(A(B))? divise bien un entier de la
forme vol(A(A))? pour A= B x C. d

Les informations sur I'exposant qui nous seront utiles dans la suite sont regroupées
dans I’énoncé suivant.
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Lemme 12.11. — Soit A une variété abélienne. Il existe une descendante B €
D(A), MM et isogéne a A, et un ordre mazimal O C End A ® Q de sorte que O ~
End B et exp(A(B)/A(A))O C End A. De plus evo(End A) | vol(A(A))2.

Démonstration. Nous choisissons D € D(A), MM et isogéne & A, puis un
générateur ¢: A — B de Hom(A,D(D)). Ceci assure B € D(A) et B est MM
par le lemme 6.7. Comme A(A) C A(B) (théoreme 9.8), 'isogénie canonique
0: (Ax B)#* = A#* — B# = D# a pour noyau A(B)/A(A). Le théoréme 9.12 montre
que l'exposant de 1 divise N = exp(A(B)/A(A)). En particulier Nv~! € Hom(B, A)
donc Tordre maximal O = ¢! o End B o ¢ de End A ® Q vérifie NO C End A.
Ainsi 'exposant de O/O N End A divise N et assertion (2) du lemme 12.8 donne
evo(End A) | evo(O N End A) | N2evo(O). Le corollaire 12.9 pour B entraine
evo(O) = evo(End B#) | vol(End B#)? = vol(A(B))? et comme N divise [A(B) :
A(A)] nous trouvons evo(End A) | [A(B) : A(A)]? vol(A(B))? = vol(A(A))2. O

Les divisibilités vol(End A)? | evo(End A)'8Erd4 et vol(A(A)) |
binent avec ce lemme pour donner un contréle de volume vol(End A
indépendant de la proposition 12.6.

d(T)Y/? se com-
) ‘ d(T)rgEndA/Q






CHAPITRE 13

ACTION DE GALOIS

Nous établissons dans ce chapitre plusieurs énoncés quantitatifs ot intervient 1’ac-
tion du groupe de Galois G = Gal(K/K) sur des objets associés & une variété
abélienne (K étant toujours un sous-corps de C). Pour les formuler, nous avons besoin
d’une propriété de finitude que nous examinons maintenant. Lorsque 7" est une partie
finie non vide de S, nous posons avec les notations du chapitre 9 :

NI =[] AMA)cCW(TD).
Supp A=T

Nous utilisons cet anneau pour donner le critere de finitude des quantités Y(T') et
d(T) annoncé au début du chapitre 12.

Proposition 13.1. — Soient T une partie finie de S et A(T') ’ensemble des variétés
abéliennes de support T'. Les sept assertions suivantes sont équivalentes.

(1) A*(T) est un réseau de W(T).

(2) 1 existe une variété abélienne A € A(T) avec A(A) = A°(T).

(3) Il existe une variété abélienne A € A(T) telle que A(T) C D(A).

(4) L’ensemble {A(A) | A € A(T)} de sous-anneauz de W (T') est fini.

(5) Chagque classe d’isogénie contenue dans A(T) est finie.

(6) La quantité Y(T) est finie.

(7) La quantité d(T) est finie.

Démonstration. (6) = (5) est une conséquence du théoréme d’isogénie fourni par
la proposition 12.3 puisqu’une variété abélienne fixée A n’a qu'un nombre fini de
quotients par un groupe fini de cardinal au plus A. (5) = (4) L’ensemble des A% pour
A € A(T) est contenu dans une classe d’isogénie donc est fini. Il en va donc de méme de
'ensemble des A(A) = A(A#) (théoréme 9.5). (4) = (2) Notons Ai,..., A, € A(T)
des variétés telles que {A(A) | A € A(T)} = {A(A1),...,A(A,)}. Ainsi A(T) =
A(A)) NN A(A,) = A4 x -+ x Ay) (lemme 9.3). L’équivalence de (2) et (3)
découle immédiatement de la caractérisation de D(A) par le théoréme 9.8 tandis que
Iimplication (2) = (1) est immédiate. De son coté, (1) = (7) est une conséquence
du lemme 12.10 puisque si A € A(T) linclusion A*(T) € A(A) donne vol(A(A))? |
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vol(A?(T))2. Tl nous reste donc & voir (7) == (6). Fixons pour cela A, B, 6, < et p
comme dans la définition 12.1 et nous constatons

1/pev
(D(@, <,p) [ ] vol(End Ajj)p(f)) <d(T)Y/?

zesS

grace a D(0, <,p) < D(0, =, lA)“‘ax(p) et max(p) < pev. O

Nous supposons dans toute la suite de ce chapitre que T' C .S remplit ces conditions.
Rappelons que d’apres un théoreme de Faltings c’est toujours le cas lorsque K est
une extension de corps de type fini de @ (voir le corollaire page 211 de [Fal).

Parmi toutes les variétés abéliennes A vérifiant la condition (2), il en existe une
privilégiée a savoir celle qui vérifie A ~ A% : elle ne dépend que de la partie 7.

Notation 13.2. — Nous notons T° lunique variété abélienne de support T telle que
(T*)# =T et A(T) = A(T).

Dés que A vérifie (2) nous avons A# = T°. La variété abélienne T° satisfait
également Iassertion (3) de la proposition et D(T”) est I'ensemble de toutes les variétés
abéliennes de support contenu dans T (en effet une telle variété est trivialement des-
cendante d’une variété de support 7' donc de Tb). Si T" est une partie de T, elle
vérifie aussi les conditions (1) & (7) (par exemple car Y(7") < Y(T) se lit sur la
définition 12.1) et A’(T') est un sous-anneau de A”(T") x AP(T'\ T") (strict en général,
voir exemple a la fin du chapitre 18).

Lemme 13.3. — Nous avons d(T) = vol(A(T?))?.

Démonstration. Nous avons vu d(T) | vol(A*(T))? dans la démonstration de (1) =
(7) ci-dessus a partir du lemme 12.10 et I’égalité en découle puisque le ppcm est atteint
pour A =1". O

De la méme facon, nous pouvons écrire

d(T) = max vol(A(A))? = max vol(End A%)?
Supp ACT Supp A=T
et, dans la définition 12.2, le ppcm peut également étre remplacé par un maximum.
Notons aussi ’encadrement,

T(T)Q S d(T) S T(T)2dime

ou la premiere inégalité a été vue dans la démonstration de (7) = (6) ci-dessus
tandis que la seconde s’obtient en choisissant p = 14 dans la définition 12.1.

Lorsque A est une variété arbitraire de support 7', nous avons (A x Tb)# =T
(puisque A(A) N A(T”) = A(T")) et nous disposons donc, par le lemme 9.10, d’une
isogénie canonique 0: T" — A#.

Proposition 18.4. — Il existe une partie non vide T' C T telle que, pour tout ordre
total < sur S pour lequel la fonction caractéristique p = 1/ est croissante et toute



CHAPITRE 13. ACTION DE GALOIS 87

variété abélienne A de support T et MM, nous avons

1/pev
T(T) = (D(e, =,p) [ vol(End Af)p(f”)) = d(T")}/2dim(T")’
zeS

ot 0: T* — A# est lVisogénie canonique.

Démonstration. Dans la définition 12.1, il n’y a pas de restriction & limiter le supre-
mum aux variétés A de support égal a T puisque remplacer A par son produit avec
une variété abélienne MM de support T'\ Supp A augmente la quantité considérée.
De méme, nous pouvons de plus nous limiter & B = T” car l'isogénie canonique
0: T® — A# se factorise A travers toutes les isogénies canoniques (Ax B)#* — A% en
vertu de A(T”) € A(Ax B) C A(A). Montrons & présent que, pour p et < quelconques,
le nombre
a<,=D(9,=,p) H vol(End A% )P(®)
zeS

est indépendant du choix de la variété abélienne A de support T' et MM. En revenant
a la définition 4.1 du degré pondéré, il suffit de voir que c’est le cas de

B = (deg 07/) vol(End A%,)
pour toute partie 7" de T'. Formons pour cela le diagramme

0 — T — T° — (T\T)Y — 0

AT
0 — A, — a* — A%

T — 0

olt 6 est I'isogénie canonique (associée au support T \T") et T° — (T \T')" est la
composée de T® — (T)" x (T'\T")* (donnée par A’(T) € A*(T") x A*(T\T")) et de la
seconde projection. Notre diagramme de variétés abéliennes correspond (en passant
aux réseaux des périodes) a un diagramme de Z-modules libres

0 — ANDONW(T) — A1) — ANT\T) — 0

0 — A(AT/) — A(A) — A(AT\T’) — 0.

On constate que ce diagramme est commutatif et que la seconde ligne est exacte (elle
est méme scindée). Comme les trois fleches verticales sont toutes des injections entre
modules de méme rang et que A*(T) N W (T") est visiblement saturé dans A’(T),
la premieére ligne est exacte si 'on omet le 0 final. Enfin le morphisme d’anneaux
A*(T) — AY(T'\ T") est surjectif car son image, étant le réseau des périodes d’une
variété abélienne (1°/(T°)7+) de support T \ T’ est un sous-A’(T \ T")-module et
contient 1.
Tout ceci entraine

Br

[A(A7+) : A°(T) N W (T")] vol(A(Az))
vol(A?(T)) vol(A>(T'\ T"))~*
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puis

=TI (m )M i (vol (N({yeT|y »x}))) "
s\ Ry e lyra))
Nous voyons que ces quantités sont bien indépendantes du choix de A et si T” est une
partie de T telle que 17+ est croissante pour < alors a< 1., = vol(A*(T")). Comme une
fonction croissante p: S — [0, +oo[ & support dans 7" est une combinaison linéaire &
coefficients positifs de telles fonctions caractéristiques croissantes et que p — log a<

et p — p e v sont deux formes linéaires a coefficients positifs, nous constatons que le
1/pev

maximum de « <p

est atteint pour un tel p = 1p-. (|

Cette démonstration montre aussi que Y (7)) est égal au maximum des nombres

réels d(T")'/? dim(T")" lorsque T” parcourt les parties non vides de T'.
Pour énoncer nos résultats quantitatifs, nous notons

8> = ppem{exp(A(A)/A°(T)) | A € A(T), A est MM}
et
A’ =[A(A) : A°(T)] = deg b

pour une variété abélienne A de support T et MM (ou 6: T> — A% est Iisogénie
canonique). Cette seconde définition ne dépend pas du choix de A car tous les ordres
maximaux de A’(T) ® Q ont le méme volume (voir [Re, (25.3)]). Nous avons

5b ‘ Ab | d(T)1/2 < T(T)dime.

De plus si nous remplacons T par T’ C T alors 6° est remplacé par un diviseur et de
méme pour A (il suffit de faire un produit par une variété MM de support T\ T” de
la méme fagon que dans la démonstration du lemme 12.10).

Si A est une variété abélienne et m > 1 un entier, nous notons A[m| le groupe des
K-points de m-torsion sur lequel agit G = Gal(K/K). Si B est une seconde variété
abélienne, nous notons Homg(A[m], B[m]) I'ensemble des morphismes de groupes
A[lm] — B]m] qui respectent 'action de G. Tout ¢ € Hom(A, B) induit un tel mor-
phisme donc nous avons une application naturelle Hom (A4, B) — Homg(A[m], B[m]).

Proposition 13.5. — Soient A et B deux variétés abéliennes de supports inclus
dans T. Alors 8" Homg(A[m], B[m]) est contenu dans l’image de Hom(A, B) pour
tout m > 1.

Démonstration. Soit u € Homg(A[m], B[m]) et notons I' C A[m] x B[m] son graphe.
Puisque u est G-équivariant, I' est stable par G donc le quotient 7: A x B —
C = (A x B)/T existe comme variété abélienne sur K. D’apres le lemme 12.11, il
existe une variété abélienne MM D € D(C') et un ordre maximal O de EndC ® Q
tels que exp(A(D)/A(C)O ¢ EndC. Ici A’(Supp(A x B)) ¢ A(C) c A(D) donc
exp(A(D)/A(C)) | 6°. En particulier 6’0 C End C. Comme I' N (0 x B) = 0, nous
pouvons identifier B & une sous-variété abélienne de C. D’apres le corollaire 1.3 de
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[R1], il existe une sous-variété abélienne B’ de C' avec C' = B+ B’ et BN B’ C B[¢’].
Par suite C/(B’ 4+ B[6"]) ~ B/B[5"] ~ B et la composée

AxB-C-—B

s’écrit comme (—y, [6°]) pour un certain x € Hom(A, B). Par conséquent, I' =
Kerm est contenu dans le noyau de ce morphisme donc si z € A[m] nous avons
(—=x, [6°]) (2, u(x)) = 0 soit &*u(z) = x(x) d’olt le résultat. d

Cette démonstration peut étre vue comme une simplification de l’argument prin-
cipal de [MW1]. On sait que la proposition 13.5 entraine I'isomorphisme conjecturé
par Tate

Hom(A, B) ® Z¢ ~ Homeg (Ty(A), T¢(B))

pour tout nombre premier ¢ et toutes variétés abéliennes A et B de supports inclus
dans T. Lorsque A = B, il est équivalent de dire (par bicommutation) que anneau
Z¢]pe(G)] engendré par I'image de la représentation f-adique pg: G — Autg, (T¢(A))
est d’indice fini dans Ay(A). En fait, si Supp A = T, le morphisme induit p: G —
Wy(T)* est indépendant de A donc 'anneau Z,[p¢(G)] ne dépend que de 7.

Nous allons relier cet anneau & T”. Auparavant, nous incluons, faute d’une référence
adéquate, un fait de base sur les modules de Tate.

Lemme 13.6. — Soient A une variété abélienne, { un nombre premier et M un
sous-module d’indice fini de Ty(A) stable sous l’action de G. Alors il existe une variété
abélienne B et une isogénie p: B — A telles que Ty(p)(Ty(B)) = M.

Démonstration. Si Pentier a > 0 est tel que £*Ty(A) C M alors M/(*T,(A) définit
un sous-groupe fini H de A[¢*] ~ Ty(A)/¢*Ty(A) qui est stable sous G. Nous pouvons
donc former le quotient 7: A — B = A/H comme variété abélienne sur K et nous
notons ¢: B — A l'isogénie telle que mo ¢ = [¢%]. Restreinte aux points de £*-torsion,
cette égalité donne p(B[¢?]) = Kerm = H. En identifiant Papplication B[¢¢] — A[¢%]
induite par ¢ et 'application f: Ty(B)/¢*Ty(B) — Ty(A)/*T,(A) induite par Ty(yp),
nous en déduisons que 'image de f est M/¢*T;(A) d’ou le résultat. O

Voyons maintenant que la Zg-algébre engendrée par 'image de la représentation
galoisienne coincide avec anneau de Lefschetz f-adique de T7.

Proposition 13.7. — Pour toute variété abélienne A de support T' et tout nombre
premier £, nous avons

Zolpe(G)) = N(T) @ Zp = Ao(T).
Démonstration. Les identifications
A(T") = MT") @ B = Qoyse @ T = Qpo @ Ly = Ty(T°)

permettent de voir Ay(7”) comme le module de Tate f-adique de 17”. Comme Zg[p(G)]
est d’indice fini dans Ty(1"), le lemme fournit une isogénie B — T" telle que le module
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de Tate de B s’identifie & Z¢[p¢(G)]. Nous en déduisons (assertion (2) du lemme 8.4)
AT x B) = {u € A(T”) | u(Zielpe(G)])  Zielpe(G)]}
= Zalpe(G)] C Ae(T”).

Par définition de 7”, nous avons A(T” x B) = A(T") N A(B) = A(T") donc, par
extension des scalaires & Zy, on a Ay(T? x B) = Ay(T") qui est Pégalité cherchée. O

Cette propriété permet d’améliorer et de simplifier le théoréme 4.6 de [OSZ] : pour
toute variété abélienne A, il existe une variété abélienne B isogéne & une sous-variété
abélienne de A24™ 4 telle que End B ® Zy ~ Z[pe(G)]°P pour tout nombre premier
{. En effet, il suffit de choisir B = (Supp A)° : on a End B® Z; ~ Ay(B)°P (lemme 9.7
(2)) et B est isogéne & A* C A%2dimA (théoreme 9.5). L’exposant 2dim A améliore
le Q(dim A) de [OSZ] et il n’est pas nécessaire de faire intervenir une algebre de
matrices.

Par ailleurs, nous avons immédiatement un contréle de I'indice de Z¢[p¢(G)] dans
Ag(A).

Corollaire 13.8. — Pour toute variété abélienne A de support contenu dans T

TTIA(A) < Zeloe( G | A | d(T) V2,
4

Démonstration. Par la proposition, le produit vaut [A(A) : A°(Supp A)]. O

Ce corollaire fournit ainsi une version quantitative du théoreme 2.7 de Deligne
[De].

Le dernier objet associé au groupe de Galois que nous pouvons controler est le
sous-groupe invariant Br(Af)G du groupe de Brauer géométrique.

Proposition 13.9. — Soit A une variété abélienne de support inclus dans T telle
que End Az = End A. L’exposant du groupe fini Br(Ax)% divise 26° vol(A(A x A))? |
2d(T)3/2. Par suite, Card Br(Af)G | (2d(T)3/?)(dim A)(2 dim A—1)—rg NS(4)

Rappelons [SZ, (5)] que pour tout entier m > 1 la suite exacte de Kummer en
cohomologie étale fournit une suite exacte

0 — (NS(Ag) ® Z/mZ)® % HE (Age, tm)® — Br(Ag)[m]C.
Nous controlons séparément 1’exposant des conoyaux de a et b.
Lemme 18.10. — Pour tout m > 1, on a 26” Cokera = 0.

Démonstration. D’apres le lemme 2.6 de [OSZ] (donné lorsque m est une puissance
de nombre premier mais qui s’étend directement par somme), nous pouvons écrire un
diagramme commutatif

NS(A4) B Nsa) < Hom(A, A)

|

(NS(A7)®Z/mZ)G SN Hzt(Af,,um)G —  Homg(A[m], A[m]).
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Soit u € Hgt(fl?, pm)€. D’apres la proposition 13.5, liirnage de 6w dans le groupe
Homg (A[m], A[m]) provient d’un morphisme ¢: A — A. L’élément ¢ + $ appartient
4 NS(A) C Hom(A, A) et son image dans Homg (A[m], g[m]) est 26°u car u donne un
élément symétrique de Home (A[m], A[m]) (voir [OSZ, (11)]). Le diagramme montre
alors que 26°u est dans 'image de a d’ott le résultat. O

Dans le deuxiéme cas, la méthode est apparentée a celle de [OSZ] mais nous
employons I'exposant volumique au lieu du discriminant.

Lemme 13.11. — Pour tout entier m > 1, on a evo(End(Az x A\f)) Cokerb = 0.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas o m = ¢ pour un nombre premier £ et n > 1.
Si nous notons Y le Z¢[G)-module HZ (Az, Z¢(1)) alors Y ® Zg/mZe ~ HZ (Az, fim)
donc en formant la suite exacte de Zy[G]-modules libres

0 —NS(Ax)®Z%Z — Y — Z — 0,
nous avons Z ® Zg/mZ, ~ Br(Aw)[m| et ainsi b est (Y/mY)® — (Z/mZ)¢. En

abrégeant O = End(Az x Ag), il va nous suffire de montrer qu’il existe un morphisme
de Z¢[G]-modules Z — Y tel que la composée

Z —Y — 7

soit la multiplication par evo(O). En effet si ce morphisme existe la multiplication
(Z/mZ)E — (Z/mZ)C par evo(O) se factorise & travers b d’ot1 le résultat. L’existence
d’un tel morphisme Z — Y est équivalente a celle d'un sous-Z,[G]-module Z’ de Y
tel que evo(O)Y C (NS(Ag) ® Z¢) ® Z' que nous allons maintenant établir.

Nous voyons O comme sous-anneau de O; = Endz(Q4 x Q3) qui est muni de la
trace Tr: O; — Z des Z-endomorphismes. Nous posons O+ = {f € Oy | Tr(fO) = 0},
un sous—Z—n/l\odule saturé de O;. La restriction de Tr: 07 — Z a O est la trace donnée
par A X Az qui nous a servi & définir OV donc evo(O). L’application bilinéaire
O x O = 7, (z,y) — Tr(ry) est non dégénérée (son discriminant étant vol(O)? # 0)
donc © N O+ = 0 et nous pouvons identifier OV & Hom(O,Z). Ainsi si f € O
lapplication O — Z,¢ ~— Tr(fp) correspond & un élément ¢ de OV c’est-a-dire
Tr(fp) = Tr(vp) pour tout p € O. Par définition evo(O)OV C O donc evo(O)f =
evo(0) + evo(O)(f — ) € O & O+. Notons v: O; — O l'application linéaire ainsi
définie par v(f) = evo(O)1. On vérifie qu’elle respecte la décomposition

O, = End(QA) () HOII](QA7 Q;f) D Hom(Qg, QA) &) End(Q;‘\)

ainsi que U'involution de dualité sur Oy : fy(f) = *y/(?) (car Tr(flfg) =Tr(f1f2) et O

est stable par f — f). En faisant le produit tensoriel avec Zg, nous avons evo(0)(O; ®
Zy) C (ORLy) B (O @Zy) C Oy @Zy. Ici Oy @Zy = Endg, (Ty(A) x Ty(A)) admet une
action du groupe G qui laisse stable le sous-module O ® Z, ainsi que 'extension de
la trace Tr: O ® Zg — Zy. Par suite Ot @ Zy = {f € O1 ® Z¢ | Tr(f(O ® Zy)) = 0}
est aussi un sous-Z,[G]-module de Oy @ Z;. Enfin Y = HZ (Aw, Z¢(1)) s’identifie

-~

au sous-Zy[G]-module de O; ® Z; correspondant aux morphismes T;(A) — Ty(A)
autoduaux et NS(Ax) ® Zg = Y N (O ® Z;). Les propriétés de v montrent que
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(y®idz,)(Y) C NS(A%) ® Z, de sorte qu'il suffit de poser Z' =Y N (O ® Z;) pour
avoir evo(O)Y C (NS(Ax) @ Zy) & Z'. O

Démonstration de la proposition 13.9. Puisque nous avons une suite exacte

0 — Coker a — Br(Az)[m]“ — Cokerb — 0,

la combinaison des deux lemmes ci-dessus montre que I'exposant de Br(Az)[m]¢ =

Br(A#)%[m] divise 26 evo(End(Az x ﬁf)) Ceci étant vrai pour tout m > 1 il
en va de méme de 'exposant de Br(Af)G. En outre I'hypothese End Az = End A
entraine End(Az x A\f) = End(A x A) et le lemme 12.11 fournit evo(End(A x A)) \
vol(A(Ax A))2. Ceci donne I'assertion sur I'exposant et celle sur le cardinal s’en déduit
car, comme
Br(Ag) ~ (Q/Z)"

ot r est 'entier rg HZ (A7, Z¢(1)) — rgNS(4) = rg A’ Hom(Ty(A), Z;) — rg NS(A) =
(dim A)(2dim A — 1) — rgNS(A), le sous-groupe Br(Ax)[E] des éléments d’ordre di-
visant un entier F > 1 est isomorphe & (Z/EZ)". a



CHAPITRE 14

UN FAISCEAU SUR A#

Ce chapitre présente un résultat technique qui nous servira dans la suite a majorer
Y(T) via un théoréme des périodes. Il s’agit de construire un faisceau inversible ample
sur A# (lorsque A est simple et MM) qui contréle le volume de End A%.

Nous commencons par un énoncé de géométrie des nombres dont la démonstration
nous a été communiquée par Pascal Autissier. Lorsque (£2, ||-||) est un réseau euclidien,
nous notons p(€2) son rayon de recouvrement c’est-a-dire le plus petit nombre réel p
tel que toute boule fermée de rayon p de @ ® R contienne un point de €.

Proposition 14.1. — Soient (|| - ||) un réseau euclidien de rang n et € un réel
tel que 0 < & < 1. Pour tout réel r > 2p(R) /e il existe une famille libre wy, ..., wy,
d’éléments de Q avec ||w;]| < T pour1 <i<n et

n 1/n
vol <@ Zwi> >r(l-e).
i=1

Démonstration. Nous construisons les w; par récurrence. Pour ¢ > 1, nous supposons
une famille libre wy,...,w;—1 déja construite et notons V; = Vectg (w1, ...,w;—1) C
Q®R (donc Vi = {0}). Fixons un vecteur unitaire e; € V;-. Par définition du rayon de
recouvrement, nous pouvons choisir un élément w; de Q tel que |Jw; — (r — p(Q))e;|| <
p(2). Nous avons bien |jw;|| < r. D’autre part, pour la distance d sur  ® R associée
a la norme | - ||, il vient

d(wi, Vi) 2 d((r — p(Q))ei, Vi) — d((r — p())es, wi) 27— 2p(Q2) 2 r(1 —¢) > 0.

En particulier, la famille wq,...,w; est libre. Finalement, lorsque w,, est construit,

nous obtenons
vol (@ mi) = [[dw:, Vi) = (r(@ = &))"
=1 =1
(]

Comme depuis le début du chapitre 9, le corps de base K est un sous-corps de C et
I’extension des scalaires qui s’en déduit permet de définir, pour une variété abélienne
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A sur K, son espace tangent t 4, son réseau des périodes 4 et par suite A%#. Ici nous
notons de plus || - ||z, pour un faisceau inversible ample £ sur A, la norme hermitienne
associée sur t4 qui est donnée par ||z||%2 = H(z,z) pour z € t4 si H: ty xta — C est
la forme de Riemann de 'extension de £ & C (voir paragraphe 2.4 de [GR1]).

Théoréme 14.2. — Soient A une variété abélienne simple et MM sur K, L un
faisceau inversible ample et symétrique sur A et £ €]0,1[ un réel. Pour tout réel
4dim A
T 5(0a)2
P2 5 g azPEa)

il existe un faisceau inversible N' ample et symétrique sur A¥ wvérifiant |id||3, <
2dim A# -y et

RO (A%, N) > vol(End A%)(p(1 — 6)2)(1111114#4

Démonstration. Notons g = dim A et k& = dim A¥/dim A. Appliquons la proposi-
tion 14.1 au réseau euclidien (Q4, || - ||z) de rang n = 2¢ et au réel . Nous obtenons
une famille libre wy,...,wy, de Q4 vérifiant les conditions de la proposition avec
r = v/kp. Désignons & présent par f; (1 < i < 2g) I'image réciproque de w; par
I'isomorphisme Hom(A#, A) — Q4 du lemme 9.6. Définissons alors

29
N=Q L
i=1

sur A%, Ce faisceau (symétrique) est ample car le morphisme (fi,..., fag): A% — A9
est fini : comme lors de la démonstration du théoreme 9.5, 'application sur les espaces
tangents s’écrit A(A) ® R — t?_\g, u = (u(wi), ..., u(way)) donc est injective. Pour la
norme de 'identité, nous avons

29 29
lid|% =D ld fiGd)Z =D llwillz < 29 = 2dim A% - .

i=1 i=1
Parce que A est MM, A% est similaire & A* donc, par le corollaire 10.4, il vient

— 0(A# 1/k
vol(End A#)1/F = vol(Hom(A#, A)) = % vol(Hom(A#, A))
ou le dernier volume est défini par la métrique de Rosati associée & N et L. Par
I'isomorphisme Hom(A#, A) — Qu et 1’égalité h°(A, L) = vol(24), nous pouvons
écrire
vol(Hom(A#, A)) Q4 @2, Zw;) vol(DF, Zf;) vol(@, Z.f;)

WO(AL)  [Hom(A#, A): @77, Zfi]vol(@;2, Zw;)  vol(@, Zw;)

Nous minorons le dénominateur par (r(1 — €))% par le choix des w;. Pour le
numérateur, les inégalités d’Hadamard et arithmético-géométrique entrainent

2g 2g 2g g 29 g
vol <EB Zﬁ-) <[JIfl < (29)77 (Z Ifz-|2> = (29) 9 Tr (Z flo ﬁ-) :
=1 =1

=1 i=1
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En revenant & la formule pour vol(End A#), nous trouvons donc

hO(A#, N T\ 2gkp(l—e)? )7

Finalement, par définition de Iinvolution de Rosati généralisée 1 sur Hom(A#, A)
(voir page 2064 de [GR2]), nous calculons

29 2g N 29
v = bpr=3 fiodrofi=> dxoflofi
i=1 =1

i=1
donc 2311 fj o f; =ida# a pour trace 2dim A# = 2kg d’oti le résultat. a






CHAPITRE 15

RAFFINEMENTS DU THEOREME DES PERIODES

Nous démontrons ici & partir des résultats de [GR1] une nouvelle version du
théoréme des périodes. En effet, le théoréme 1.2 de [GR1] présente un inconvénient
pour le présent texte : le minimum essentiel §(A,, L,) qu’il utilise est défini en faisant
intervenir toutes les sous-variétés abéliennes de A,. En pratique, cela demande lors
de son application de faire une extension de corps et donc, par exemple, au cours de
la recherche d’une isogénie A — B, nous trouvons plutét une isogénie Az — B
Cette contrainte pouvait étre contournée par un argument de trace dans [GR2] (voir
le lemme 3.3) mais ici notre démarche plus directe interdit ce va-et-vient dans une
extension. Nous devons donc modifier le théoréme des périodes pour faire apparaitre
la quantité (plus petite que §(A4,, L))

05(A, L) =supd(Ay, Ly, By)
B

ol B parcourt les sous-variétés abéliennes de A ((A, £) est une variété abélienne po-
larisée sur K, o un plongement K < C et la définition de §(4,, Ly, B,) donnée page
360 de [GR1] sera rappelée ci-dessous). Heureusement la souplesse du théoreme-clef
4.5 de [GR1] permet cette modification : nous choisirons les sous-variétés abéliennes
Blo] de son énoncé comme extensions de sous-variétés abéliennes de A et il s’agira
essentiellement de minorer £,. Concrétement, nous reprendrons en fait une petite par-
tie de la démonstration du théoréeme-clef au lieu de l'utiliser tel quel afin de réduire
certaines constantes.

Nous commencons par quelques préparatifs avant d’énoncer notre résultat. Nous
fixons un corps de nombres K et une variété abélienne polarisée (A, L) sur K de
dimension g. Pour toute extension K’ de K et toute sous-variété abélienne stricte B
de Ak’ nous posons

o= () - ()"
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ou t = dim A —dim B (par un léger abus de notations nous confondons ici £ avec son
extension & K'). Nous définissons ensuite

— minz(B — minv(B
x rr%nx() et Yy mBlny( )

o, dans les deux cas, B parcourt toutes les sous-variétés abéliennes strictes de A Le
réel z est celui défini page 362 de [GR1] (puisque toutes les sous-variétés abéliennes
de Ag proviennent de Az). Avec deg, B = (g — t)!h%(B, L) et g!/(g — t)! < ¢*, nous
obtenons z < y < gz tandis que le choix B = 0 donne y < y(0) = h%(A4, L)~/ (en
particulier y < 1).

L’intérét d’employer y plutdét que x s’explique par le fait suivant, qui nous per-
mettra de nous restreindre aux sous-variétés abéliennes de A et donc de ne pas faire
d’extension de corps.

Proposition 15.1. — Il existe une sous-variété abélienne stricte B de A avec y =
y(B).

Démonstration. Choisissons une sous-variété abélienne stricte By de A telle que y =
y(Byp) et de dimension minimale pour cette propriété. Si By s’écrit By pour une sous-
variété abélienne B de A, nous avons terminé. Sinon il existe o € Gal(K/K) tel que
o(By) # By. Notons alors B; la composante neutre de ByNo(By) et By = By+0(By).
D’apres la proposition 3.1 de [R2], nous avons

hO(Bl, [,)hO(BQ, ,C) S ho(.BO7 ﬁ)hO(O'(Bo), ﬁ) = hU(B(), [,)2
En divisant par h%(A, L), ceci devient
(BT By (By)om B < y ()2

ol, pour couvrir le cas By = A, nous donnons une valeur arbitraire a y(A), disons y.
Ceci permet d’écrire dans tous les cas y < y(Bs). En utilisant y(By) = y, dim By +
dim By = 2dim By et ¢ — dim B; > 0, il vient y(B;) < y donc y(B;) = y. Mais
dim B; < dim By contredit le choix de By : cette absurdité donne la proposition. [

Voici le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 15.2. — Si (A, L) est une variété abélienne polarisée de dimension g
sur un corps de nombres K, nous avons

1 1
e D g < 10(eg)™y (hr(A) +1,99° - 0,92glogy) .
K:Q] 2= 5,(AL)7

Comme promis, nous rappelons la définition de §(A,, L5, By) qui intervient dans
05(A, L). Elle repose sur la métrique sur l'espace tangent (associée a la forme de
Riemann) mentionnée avant le théoréme 14.2. Comme ici K n’est plus un sous-corps
fixé de € mais que nous faisons varier le plongement o: K < C, nous notons | - ||z«
la norme sur t4_ donnée par I'extension L, de £ a A, et dz , la distance associée.
Alors nous définissons

0(As, Ly, By) = min{dg o (w,tp,) |w € Qa, \ OB, }.
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Lorsque B est nulle, nous retrouvons le diametre d’injectivité p(Ay, L) autrement
dit la plus petite norme d’une période non nulle de A,. Le lemme matriciel suivant
du a Autissier controle ce diametre.

Proposition 15.3. — Sous les mémes hypothéses, nous avons

1 1 1
—_— — §2,3(hF(A)+flogh0(A,£)) +5,59.
0], ., 70, L 2
Démonstration. Lorsque hY(A, £) = 1 I'inégalité découle du corollaire 1.4 de [Au] dans
lequel ¢ est choisi de sorte que 6 = 2,3 x (1 —¢). Le cas général s’obtient par isogénie,
exactement comme dans la démonstration de la proposition 3.6 de [GR1]. O

Pour établir le théoréme 15.2, nous allons suivre [GR1] en commencant par une
réduction du probléeme similaire a celle de la page 363 de op. cit.

Lemme 15.4. — Pour démontrer le théoréme 15.2, nous pouvons supposer g > 2
et y <1/3798.

Démonstration. Si g = 1 et Ly désigne la polarisation principale sur A, nous avons
3o (A, L) = 6(As, L5,0)2 = p(Ay, (L0)s)?/y pour tout o: K — C. 1l suffit alors
d’observer que 'inégalité souhaitée

R, 2o A < ) 19

o: K—C P
est une conséquence directe du lemme matriciel qui donne la borne (positive)
2,3(hp(A) + 2,4). Supposons maintenant ¢ > 2 et y > 1/3798. Cette valeur
numérique est choisie pour avoir 2,3 < 10(eg)?9y. Comme p(A,, L,) < d,(4, L) (en
considérant B = 0 dans la définition) il suffit ici d’établir

1 1
e Y s < 2,3(hp(A) = 0,92glogy + 1,99%).
- 2
(K : Q] o KoC p(As, Lo)
Ceci découle immédiatement du lemme matriciel qui, grace 4y < h(A, £)~/9, fournit
le majorant 2,3(hp(A4) —0,5glogy + 2,4g). |

Nous entamons maintenant la démonstration du théoreme 15.2. Pour cela, nous
choisissons, pour chaque o: K — C, une sous-variété abélienne B[o| de A, qui pro-
vient d’une sous-variété abélienne de A et qui vérifie y(B[o]) = y. Ceci est possible
en vertu de la proposition 15.1. Nous pouvons aussi assurer que B[o] et B[7] se cor-
respondent comme dans I’énoncé du théoréme 4.5 de [GR1] dont nous reprenons
les notations J, et &, et dont nous allons suivre la démonstration de tres pres pour
montrer

1 -\’
K Q) > <§—) < 56,1¢%z x 1,1199¢> (hr(A) — 0,92glogy + 1,9¢°)
' o: K—C “

lorsque g > 2 et y < 1/3798. Nous suivons pas & pas [GR1] : le paragraphe 4.3.2 per-
met de remplacer K par une extension pour prouver cette formule puis nous procédons
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exactement comme dans la partie 6 de la page 368 a la page 379. Notons que pour as-
surer la formule (2) page 369, il est nécessaire de corriger légérement la présentation :
il convient de fixer le parametre n (début de 6.2) avant le choix du modele de Moret-
Bailly (début de 6.1) afin de prendre un modele de (A, L2™) pour obtenir (2) (voir
[BG] ou ceci est rétabli dans le bon ordre). Cette correction ne modifie en rien les
calculs qui suivent.

Par ailleurs, nous notons que dans la proposition 4.3 de [GR1] nous pouvons
remplacer deg, B par h°(B, L) puisque I'on a en fait b < h9(B, £)? (voir le paragraphe
2.2). Nous répercutons ceci apres U'inégalité (7) page 375 lors de l'usage de cette
proposition en remplagant deg, B[o] par h®(B[o], L,). Cette altération se propage
de fagon transparente dans les formules (8), (11) et (13). Nous arrivons ainsi a la page
379. Dans la premiere formule, nous choisissons 78 au lieu de 105 ce qui remplace
280 par 208 (deux fois). On vérifie par le calcul que ce changement ne modifie pas
la valeur 13,2 qui suit (nous avons le droit d’utiliser x < 1/2141 puisque nous avons
méme x <y < 1/3798). De cette fagon, nous obtenons une inégalité (17) modifiée ou
106 est remplacé par 79 et ot la seule autre différence est la présence de h°(B[o], £,)
dans N;. Ensuite nous modifions réellement les ultimes calculs. Vu la formule que
nous voulons montrer, il suffit de combiner cette version de (17) avec l’estimation
ci-dessous qui remplace la proposition 6.8.

Lemme 15.5. — Nous avons

1 3
max (79, R+ 2+ ”4933) < 1,1199¢2 (hr(A) — 0,92glogy + 1,99%) .

Démonstration. Les inégalités hp(A) > —3¢/2, g > 2 et y < 1/3798 entrainent
1,1199¢* (hp(A) — 0,92glogy + 1,9¢%) > 4(4 x 1,9 — 3+ 1,841og 3798) > 79.

Nous majorons ensuite les différents termes qui apparaissent dans l’expression de N;.
La minoration hp(A) > —3¢/2 montre que le majorant dans la proposition 4.6 de
[Ga] est positif donc, avec h®(A4, £) < y~9, nous obtenons

o 2
gmax(0, fimax (%)) < (0,69 + 1)hp(A) + g>log(15,2g) — % (g + 1> log y.

Par ailleurs, le lemme matriciel (proposition 15.3) et le lemme 3.19 de [BG] couplé &
la minoration hp(A) > —3¢/2 qui assure 2,3hp(A) + 5,59 > e conduisent &

Rog D losmex (1’ ﬁ)

o: K—C
g 1 1
< =Zlogmax | e, —= _—
2 ( [K : Q] U:;—NU p(Aa’l:g)2)
< glog(Q, 3hp(A) —1,15glogy + 5, 59).

Nous majorons alors ce logarithme en utilisant 'inégalité loga < ea — log(ec) vraie
pour tous a,& > 0. Maintenant, par le choix de B[], nous constatons h°(B[o], £) =
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y9~dimBlelp0(4 £) < y~dimBlel < =(=1) En majorant encore 2¢, < g9 et en
regroupant nos estimations, nous arrivons a

2
Ny < g(0,69 +1+1,15¢) hp(A) — g (gz +g(2,5+0,575¢) — 2) logy
log 12

299
Choisissons alors e = 1/29. Avec g > 2, nous voyons que le facteur devant logy est
plus petit que 0,92¢%(0,6g + 1+ 1, 15¢) tandis que la somme des cinq derniers termes
est majorée par 1,85¢%(0,6g + 1 + 1,15¢). Finalement z < 1/3798 entraine de méme

3mgx
4

+ ¢3log(15,29) + 2glog g + 2, T5eg? — % log(e) +

<1,9¢%(0,6g 4+ 1 +1,15¢)

3 1
1,859°(0,69 + 1+ 1,15¢) + - +
qui donne le résultat en observant 0,69 + 1 + 1,15¢ < 1,1199¢. O

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du théoreme 15.2. Grace au
lemme 15.4, nous supposons g > 2 et y < 1/3798 ce qui permet d’utiliser la majoration
de la moyenne des (&,/9,)% que nous venons d’établir. Par ailleurs, le fait que B[o]
provienne d’une sous-variété abélienne de A assure 6, = §(A,, Lo, Blo]) < 6,(4, L).
Ceci étant rappelé, le théoreme 15.2 découle donc du lemme suivant et de l'inégalité
2l % 1,1199 < 10.

Lemme 15.6. — Pour tout plongement o: K — C, nous avons
x e9
§y ~ 2mg*

Démonstration. Notons ici b = dim Blo]. Par définition de &, (page 362 de [GR1]) et
I'inégalité y(B[o]) = y < gz, il vient

_ 2(g—b

T z(Blo])*9—") < Aloh)-1 z(B[o])\*" ):gz(g—b)—1£
2y  a?b-ly — y(Blo]) g%

Par b! < ¢°, cette expression est majorée par g29~1/g!? et I'on conclut par I'inégalité

de Stirling g! > (g/e)9/27g. a

Si, au lieu de reprendre une partie de sa démonstration, nous avions utilisé le
théoreme 4.5 de [GR1] tel quel avec ce lemme, nous aurions obtenu & la place du
théoreme 15.2 que nous venons d’établir ’estimation un peu moins précise en g

1 1
—_— — < 3,67(eq)?g*y max(1, hp(A log /m,log g! — glo
[K:Q}U:;qﬁa(A,E)z’ < 3,67(eg)*g"ymax(1, hp(A) + glog /7, log g! — glogy)
(avec deg Blo] < deg A < gly™9 et 23/27 < 3,67).

En plus d’étre un théoreme des périodes ne nécessitant pas d’extension de corps,
notre théoréme 15.2 présente un autre avantage (par rapport au théoréme 1.2 de
[GR1]) du fait que nous avons conservé y au lieu de le remplacer par son majorant
hO(A, L£)~1/9. Ceci nous autorisera & considérer d’autres majorants de y. Ce n’est
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pas possible directement sur ’énoncé du théoreme 15.2 mais le devient sur la version
légerement affaiblie suivante.

Corollaire 15.7. — Si (A, L) est une variété abélienne polarisée de dimension g
sur un corps de nombres K, nous avons
1

1
Z ——— < 10(eg)*?ymax (hp(A) + 1,99° — 0,92glog y, 0,92g).
. 2 — ’ i g}
[K : Q} o: K—C 6J(A’£)

En effet, on vérifie sans peine que le membre de droite de I'inégalité du corollaire est
une fonction croissante de y (car c’est le cas de |0, +oo[— R,y — ymax(1,c — logy)
quel que soit le réel ¢). Cette remarque permet d’introduire un degré pondéré dans le
théoreme des périodes.

Lemme 15.8. — Pour tout ordre =< sur S et toute fonction croissante p: S —
[0, +0o[ avec peda # 0, on a

D(C,j,p)l/p.dA Syil-

Démonstration. Si la formule est vraie pour deux fonctions p et g, elle ’est aussi pour
p + q ainsi que pour ap ou « > 0. Par suite, il suffit de la montrer lorsque p est une
fonction caractéristique croissante, disons p(w) =1 si w > v et p(w) = 0 si w < v on
v € S est fixé. Or dans ce cas

RO(A<u, L) B hO(A, L)

RO(ALy, L) hO(Az,, L)

D(L,=,p) =
w=v
tandis que pedy = >, ., dimA, = dimA,, = g — dim A<, d’ont le résultat par
définition de y. |



CHAPITRE 16

APPLICATION DU THEOREME DES PERIODES

Nous combinons maintenant les résultats des deux chapitres précédents pour majo-
rer Y(T) (définition 12.1) lorsque K est un corps de nombres. Pour que cette définition
ait un sens, nous fixons un plongement privilégié o: K < C qui permet de voir K
comme sous-corps de € et donc de disposer de A# et des objets associés pour une
variété abélienne A sur K. Lors des applications des énoncés du chapitre précédent
(théoreéme des périodes ou lemme matriciel), nous ne garderons que la contribution
de o dans les expressions en moyenne sur tous les plongements.

Pour controler Y(T'), nous avons besoin (comme dans U'introduction) de fixer une
variété abélienne de référence de support 7. Dans la suite, C' sera donc une variété
abélienne quelconque sur le corps de nombres K et nous majorerons Y (Supp C). Nous
associons a C les notations suivantes :

n = dim C# et H = max (hF(C)—i-gdimC,log[K:Q},l) .

Théoréme 16.1. — Pour toute variété abélienne C sur K, nous avons

T (Supp C) < 241(en)*"n’[K : Q]H.

Nous écrivons pour alléger Y = T(SuppC) et C* = (SuppC)" (notation 13.2).
La majoration de T passera ci-dessous par une inégalité de la forme (en premiere
approximation) T < a + blog T o a,b > 0 s’expriment en fonction de n, [K : Q], H.
Celle-ci entraine clairement une majoration de T parce que nous savons a priori que
T est fini (voir chapitre 13). En réalité, notre démonstration (comme celle initiale de
Masser et Wiistholz ou celle de [GR2]) pourrait redonner cette finitude. Il s’agirait
de garder trace des variétés impliquées afin de ne manipuler que des quantités finies.
Nous préférons toutefois ne pas alourdir I'argument et utilisons donc le théoreme de
Faltings de finitude des classes d’isogénie sur un corps de nombres plutét que de le
réétablir.

Nous donnons deux estimations préliminaires avant d’entamer la démonstration du
théoreme 16.1. La premiere concerne les hauteurs de Faltings.
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Pour z € S, nous choisissons une variété abélienne A, sur K, simple et MM, de
support {z} et dont la hauteur de Faltings est minimale dans sa classe d’isogénie.
Une telle variété existe par le corollaire 1.3 de [R4].

Lemme 16.2. — Nous avons
(1) X rcsuppc hr(Az) + 5 dim A, < hp(C) + 5 dim C.
(2) hp(C®) < (n/2)(2H — 3 +1logY).

Démonstration. (1) Soit D une variété abélienne MM isogene & C et telle que hp(D) <
hr(C) [RA4, corollaire 1.3]. Comme D est MM, elle est isomorphe & un produit H§:1 D;
de variétés abéliennes simples D; [R1, théoréme 1.6]. Notons x; 'unique élément du
support de D; de sorte que SuppC = SuppD = {z1,...,2:} (les z; ne sont pas
nécessairement distincts). Nous avons donc hp(D;) > hp(A,,) et dim D; = dim A,,.

i

En tenant compte de I'inégalité de Bost, nous obtenons ainsi

3 ' 3 3
hp(D)+§d1mD:ZhF(Di)+§d1mDi >y hp(Ag) + 5 dim A,
i=1 z€Supp C
et cela donne la conclusion par le choix de D. (2) Posons A = [ [, g, ¢ Az L'isogénie

canonique §: C° — A% est de degré A" < Y™ (chapitre 13) donc
hp(C?) < hp(A*) + glog T.

Puisque A, est simple et MM, A% est similaire & A®= (lemme 9.7 (5)) pour un entier
k, > 1 donc sa hauteur de Faltings vaut k,hp(A4,). Comme k, < dim A# = n, nous
déduisons de (1)

3 3
# i
hr(A )+§n E ks <hF(A$)+§d1mA$>

xz€Supp C

IN

n <hF(C) + gdim0> <nH.
|
Nous considérons a présent un réel € avec 0 < € < 1 et nous lui associons la quantité
= %’ZI"S)T”/? (1K : Q] (2H + 4n® +0,92n% log 1)) *" .

Elle permet d’énoncer la version suivante du théoreme 14.2.

Proposition 16.3. Pour tout élément x € Supp C, il existe un faisceau inver-
sible N ample et symétrique sur A% avec |id|3., , < 2dim A% - et hO(A#,N,) >

vol(End A#)(u(1 — £)2)dim AT

Démonstration. Fixons x € Supp C et posons A = A, ainsi que g = dim A. Nous
choisissons un faisceau ample et symétrique £ sur A avec h°(A, £) minimal et nous
lui appliquons le théoreme 14.2. 11 s’agit donc simplement de vérifier que I’expression
4gp(924)%/(€? dim A#) est majorée par p. Supposons tout d’abord g > 2. D’aprés le
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lemme 1 de [Ba], on a p(Q4) < /9/2X24(24) 0t Ay (Q4) est le plus grand minimum
du réseau euclidien 24 muni de la forme de Riemann de £,. Nous majorons alors ce
minimum au moyen du second théoreme de Minkowski, le covolume du réseau étant
égal & h°(A, L), et nous obtenons

0 1/g g—1/2
A2g(Q4) < (29)¢ <%) hO(A, L)z,

Le quotient du milieu peut étre majoré avec le théoréme 15.2 appliqué a la variété
abélienne simple (A, £). En effet, dans ce cas, on a y = h%(A4,L)~Y9 et §,(A, L) =
p(As, L) si bien que le théoréme donne

ho(A, L£)Ye

oAy L2 = 10[K : Q](eg)® (hr(A) +1,99% +0,92log h°(A, L)) .

Par ailleurs la proposition 12.4 montre h%(4, £) < (8g)9/4T5/A"’, Nous avons ici &y ®
v =& (x)v(z) < n&y(x) (puisque SuppA = {z}). Si A n’est pas CM’, &4 (x) =
a(x)/2 < g/2. Si A est CM’, &4(x) = 1 < g/2. Ainsi, dans tous les cas, nous
avons h?(A, £) < (8¢)9/4Y9"/2. En particulier, avec le point (1) du lemme précédent
combiné & 1,9¢% + 0, 23glog(8g) — 3g/2 < 2¢2 et g < n, nous en déduisons

hO(A, L)'

DA L) = 10[K : Q)(eg)? (H +2n* + 0,460 log T) .

En reportant ces estimations dans la borne pour p(€24) et en utilisant g < dim A%, il
vient

4g 911/449/4
Y o A B BN A
g2 dim A# p(2a)" = g2

x ([K: Q] (2H +4n? +0,92n> logT))Qg_l.

(10g(eg)29)2971 /2

Il reste & constater que la fonction de g dans ce majorant est plus petite que exp(4, 1g®)
(pour g > 2) et a utiliser g < n pour observer que ce majorant est inférieur & pu.
Lorsque g = 1, nous procédons de méme mais h°(A4,£) = 1 et la majoration du
rayon de recouvrement s’améliore en p(24)? < p(A,, L) ~2/2 (voir la démonstration
du lemme 3.28 de [BG]). Pour le lemme matriciel, nous utilisons p(4,,L,)"2 <
[K : Q](2hp(A) 4+ 6,1) (voir page 358 de [GR1]) et notre lemme 16.2 pour majorer
hp(A) < H —3/2. Ainsi

4g

2[
€2 dim A% p

K: Q]

(Q4)? < 5= (H+3,1) <.

Nous entamons maintenant la démonstration du théoreme 16.1.
Puisqu'il s’agit de majorer Y, nous utilisons la proposition 13.4 avec la variété
abélienne MM A = [, cq,ppc Az Ainsi, si 0 désigne l'isogénie canonique ' —

A# =T, csupp ¢ A¥, il existe un ordre total < sur S et une fonction p: S — [0, +o0],



106 CHAPITRE 16. APPLICATION DU THEOREME DES PERIODES

croissante pour <, nulle en dehors de Supp C' et telle que p e v # 0 de sorte que

1/pev
1= (D(@ <0 [] vol(EndAf)p(z))

zeS
(nous ne faisons pas usage du fait que p peut méme étre choisie comme la fonction
caractéristique d’une partie de Supp C).

Pour tout z € Supp C, la proposition 16.3 fournit un faisceau N, sur A%. Nous
formons le faisceau produit N sur A% = Hzesuppc A# et nous allons appliquer le
théoreme des périodes (théoréme 15.2) & la variété abélienne polarisée (C”,0*N) de
dimension n. Nous avons tout d’abord grace au lemme 9.6

b . . .
5, (C* 0N < [dllfen = Ko = D lidlX, o
z€Supp C

<2 Z dim A% - i = 2np.
zE€Supp C
D’un autre coté,
D(0"N,=,p) = D(0,%,p)DWN,=,p)
= D0,=2.p) [[ W°(AF NP
€S
D(6, <, p)(p(1 —)*)P* ] vol(End AF)*).
zeS

Y

Comme la fonction p est croissante, nous pouvons utiliser le lemme 15.8 pour majorer
D(O*N, =, p)/P*» < y~1 onl y est associé au couple (C”,0*N). Ainsi y~! > (1 —
€)2Y. Gréce & la croissance de son second membre, nous pouvons remplacer y par
(u(1 —£)?7)~! dans le corollaire 15.7. En nous limitant & la place o, il vient
p(l—e)*1
[K : Q]6,(CP,0*N )2

< 10(en)?" max (07 920, hp(C”) + 1,902 + 0,920 log(u(1 — g)zr)).

Nous employons §,(C”,0*N)? < 2nu et la majoration de hp(C?) donnée par le
lemme 16.2. Nous en déduisons

20n[K : Q]
= Ti-ep

g (2H — 3 +1og T) + 1,902 +0,92nlog (u(1 — £)T) )

De plus comme H > 1, on a (2H — 3)/2+ 1,9n > 0,92 et si nous supposons € < 1/2
pour assurer (1 — )2 > 1, le maximum est réalisé par le second terme. Réécrivons
alors la majoration en factorisant le terme n/2 :

T < 10(en)?"n?[K : Q)
- (1-¢)?

T (en)* max (07 92n,

(2H — 34 2,84log T + 3,8n + 1,84 log(p(1 — £)?)) .
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Il reste a injecter la définition de p, & choisir une valeur pour € et & nous débarrasser
des termes logarithmiques en Y. Pour cette partie calculatoire, nous supposons ici
n > 2 et nous traiterons le cas n = 1 différemment. Nous aurons recours plusieurs fois
au lemme technique (mais élémentaire) suivant.

Lemme 16.4. Soient a,a, N des nombres réels positifs tels que Nao > 1 et P
et Q deuz polynomes de degré au plus a a coefficients réels positifs. Posons f(z) =
P(2)+Q(2)log Nz. Si f(a) > exp(a+1/log Na) alors la fonction z — 27! log f(2) est
décroissante sur [a, +oo[. C’est en particulier le cas sia =3, Na > 2e et f(a) > 37.

Démonstration. Montrons que la dérivée (22f(2)) 1 (zf'(2) — f(2)log f(2)) est néga-
tive sur l'intervalle indiqué. Or zf’(z) vaut

f(2)

2P'(2) + 2Q'(2)log Nz + Q(2) < aP(2) + aQ(z)log Nz + Tog N2

= (“ + loglNa) 1)

Puisque f est croissante, ceci est bien majoré par f(z)log f(z). La derniére assertion
résulte de l’estimation numérique log 37 > 3 + 1/ log 2e. (|

Nous fixons ¢ = 1/100 et nous raisonnons par l’absurde en supposant T >
241(en)?"n’[K : Q]H. Gréce a la valeur de p (et & la majoration 1,84 x 4,1 < 7,55),
I'inégalité précédant le lemme entraine
10(en)?*"n?[K : Q)

1<
=T ey

1
(2H —3+(2,84+0,92n)log T + 3,68log (g — 1)

+7,55n% 4+ 3,8n + 1,84(2n — 1) log ([K : Q](2H + 4n”* + 0,92n%log 1)) )

Isolons dans cette formule la quantité M = 2H + 4n2 +0,92n2 log Y. Remarquons en
vue d’appliquer le lemme que M > 75. Ainsi nous en déduisons que (log M)/YT est
une fonction décroissante de Y sur [, +0o[ ott o = 241(en)?"n®[K : Q]H (ici N = 1).
Comme c’est également le cas de (logY)/7T, il en est donc de méme du membre de
droite de I'inégalité ci-dessus. Par conséquent, dans le cadre de notre démonstration
par l’absurde, nous pouvons supposer que nous avons égalité T = 241(en)?"n°[K :
QJH. Avec la majoration 2,84 + 0,92n < 2, 34n, nous obtenons

10

1< —
~ 241(1 — €)?n3H

<2H —3+4+2,34n((2n + 5)logn + 2n + log(241[K : Q]H))

. 1
+7,55n° + 3,8n + 3,68 log (g - 1) +1,84(2n — 1) log[K : Q]M)

ou maintenant M s’écrit
M = 2H + 4n% +0,92n2((2n 4 5)logn + 2n + log(241[K : Q]H)).

Nous continuons sur le méme principe : le membre de droite de la nouvelle inégalité
est une fonction décroissante de n sur [2,+oo[; ici, nous réemployons le lemme 16.4
(o = 2, N = e) pour voir que n~'log M décroit puisque M est bien de la forme
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P(n) + Q(n)log(en) avec deux polynémes de degré au plus 3; les autres termes se
traitent en combinant la décroissance des fonctions n +— (2n — 1)/n%, n + (logn)/n>
et n+— (14 logn)/n. Il suffit donc de traiter le cas n = 2. Notre inégalité devient

5
1< ———(2H+4 log2 + 4+ log(241[K : Q|H
< ST e (2 4,080 1082 + 4 + log(241[K + Q)

1
+ 65 + 3,68log (g - 1) +5,52l0g[K : Q]M) .

Voyons & présent ceci comme une fonction du parametre H (le degré [K : Q] étant
fixé). La fonction (log241H)/H est décroissante sur [1,+oco[ et nous traitons H
(log M)/H par le lemme 16.4 avec o = max(1,log[K : Q]) et N = 241. Nous pouvons
donc supposer H = max(1,log[K : Q]). Considérons ensuite la variation de notre
second membre avec [K : Q]. Si [K : Q] <2, ona H = 1 donc nous avons trivialement
une fonction croissante de [K : Q]. D’un autre c6té, si [K : Q] > 3, il vient H =
log[K : Q] : nous constatons ici que les fonctions (log241H)/H et (log M)/H sont
décroissantes en [K : Q] ; dans le second cas, le lemme 16.4 s’applique avec z = log[K :
Q] > a=1log3 et N = 241 car M s’écrit maintenant

M =22+16+3,68(91og2 + 4+ z + log 241z).

Cette étude en [K : Q] montre que nous pouvons supposer [K : Q] € {2,3}. Une
simple vérification numérique conduit alors a une contradiction dans les deux cas.
C’est le cas [K : Q] = n = 2 qui détermine le choix de ¢ et la valeur 241 : si elle était
remplacée par 240, aucun réel € ne permettrait d’obtenir la contradiction. Nous avons
donc terminé la démonstration du théoreme 16.1 lorsque n > 2.

Enfin, si n = 1, la démarche se trouve grandement simplifiée puisque nous pouvons
employer un lemme matriciel au lieu du théoreme des périodes. En effet, comme nous
I’avons vu dans la démonstration du lemme 15.4, le second membre du théoréme 15.2
peut étre remplacé par 2,3y(hr(A) + 2,4) lorsque A est une courbe elliptique. En
appliquant ceci & la courbe elliptique C” et avec les mémes estimations y~! > wu(l —
€)%Y et 0,(C”,0*N)? < 2u (il se trouve qu'ici la valeur de y est indifférente), nous
aboutissons a

T <2,3[K:Q)(1—¢)"2(2H +1,8+1ogY).
Nous pouvons faire tendre ¢ vers 0. Montrons ¥ < 17[K : Q]H. Nous pouvons
supposer Y = 17[K : Q]H par décroissance. Toujours par la méme méthode, nous
nous limitons successivement & H = max(1,log[K : Q]) puis 2 < [K : Q] < 3. Il reste
donc deux calculs directs qui donnent la contradiction souhaitée.



CHAPITRE 17

SYNTHESE ET COMPLEMENTS

Le but de ce chapitre est de démontrer les théoremes de I'introduction et de donner
quelques énoncés supplémentaires.

Dans un premier temps, nous établissons (principe de Lefschetz) qu’il suffit de
prouver les théoremes 1.3 & 1.7 lorsque K est un sous-corps de C, afin de pouvoir
nous placer dans le cadre des chapitres 12 et 13. Nous utilisons donc les notations de
I'introduction et disposons en particulier de la classe C de variétés abéliennes sur le
corps K de caractéristique nulle. Notons C un ensemble de représentants des classes
d’isomorphie dans C. Nous considérons 1’ensemble de tous les objets suivants :

— les variétés abéliennes A de C, ,

— les morphismes ¢: A — B pour A, B € 5,

— les faisceaux inversibles symétriques N sur A € C.

D’une part, cet ensemble est dénombrable : C lest car il ne contient, a dimen-
sion bornée, qu'un nombre fini de classes d’isogénie et chacune d’entre elles est
dénombrable puisque le nombre d’isogénies de source fixée et de degré borné est fini;
lorsque A et B sont fixés, les groupes Hom(A, B) et Picgym(A) sont dénombrables
comme Z-modules de type fini. D’autre part, chaque élément de cet ensemble pro-
vient (comme tout objet algébrique) d’un sous-corps de type fini de K. En prenant
le compositum de tous ces corps, nous pouvons donc fixer un sous-corps Ko C K,
de degré de transcendance dénombrable sur @, tel que chaque objet de notre en-
semble provient d’un objet sur K. Ces propriétés étant conservées par une extension
algébrique, nous supposons sans restriction que Ky est algébriquement clos dans K.
Comme K est de degré de transcendance dénombrable, il est isomorphe a un sous-
corps de C.

Il reste a vérifier que si les théoremes 1.3 a 1.7 sont vrais pour Ky alors ils le sont
pour la classe C sur K. Pour cela remarquons que, si nous partons de la classe des
variétés abéliennes A sur Ky telles que Ax € C, alors les définitions du paragraphe 1.2
donnent les mémes valeurs pour n, d, T que celles obtenues pour C et e(Ax) = e(A).
De méme, comme les ensembles de morphismes sont conservés par extension a K,
nous constatons que A est MM si et seulement si Ax l'est ou qu'une isogénie ¢ sur
K est nucléaire a gauche si et seulement si pg 'est. Ces faits permettent de voir



110 CHAPITRE 17. SYNTHESE ET COMPLEMENTS

immédiatement que les théoremes 1.3, 1.4, 1.6 et 1.7 s’étendent. Pour les assertions
faisant intervenir action de Galois (théoreme 1.5), nous utilisons de plus que Ky est
algébriquement clos dans K. Ceci signifie que, pour des clotures algébriques Kq C K
de Ky et K, nous avons K N Ky = K,. Nous obtenons par conséquent un morphisme
surjectif
Gal(K/K) — Gal(KKy/K) ~ Gal(K,/Ko)

a travers lequel Gal(K/K) agit sur les objets provenant de Kp. Si A est une variété
abélienne sur Ky avec Ax € C, cest le cas des points de torsion A(Kp)iors =
AK(F)mrS de sorte que pour tout entier m > 1 nous avons

Homg, ) k) (Ax[m], Bk[m]) = Homg,, %; k) (Alm], Blm])

ou B est une seconde variété abélienne sur Ky avec By € C. De la méme fagon, 'ac-
tion galoisienne sur les deux modules de Tate Ty(A) = Ty(Ak) est la méme donc le
groupe Gy de l'assertion (2) du théoréme 1.5 peut étre défini indifféremment & I’aide
de A ou de Ag. Enfin les deux groupes de Galois agissent également de fagon com-
patible sur Br(Ag) = Br(Ag) de sorte que Br(Ag) GalK/K) = Br(AKfD)Gal(KO/KO).
La conjonction de ces faits montre bien que le théoreme 1.5 s’étend lui aussi a K et
donc que nous pouvons remplacer K par K dans tous les énoncés de I'introduction
sans perte de généralité.

Nous supposons donc dorénavant que K est un sous-corps de C. Notre se-
conde tache consiste a faire le lien entre les notations 1.1 et 1.2 d’une part et les
définitions 12.1 et 12.2 d’autre part. Pour cela, nous notons T le support de la variété
abélienne C' utilisée dans l'introduction. De cette fagon, la classe C est formée des
variétés abéliennes de support contenu dans T' tandis que C’ correspond aux variétés
de support égal a T. De son coté, Cy est la classe d’isogénie contenant toutes les
variétés abéliennes A% pour A € C’. On remarque que d’apres la proposition 13.1 la
finitude de Cy est équivalente a celle des quantités Y (T') et d(T) (car la démonstration
de (5) = (4) donne en fait (5) = Cp finie = (4)). Montrons maintenant d = d(T).
Nous avons

d= sup disc(End A) et d(T) = sup disc(End A%)
A€Co, 4 Aec’

(voir la notation 1.1 et la formule qui suit le lemme 13.3). Pour toute variété abé-
lienne A, le réseau des périodes Q 4% est un module libre sur End A# (théoreme 9.5 et
assertion (2) du lemme 9.7) donc Ty (A#) ~ Q # ® Z; est libre sur End A# ® 7, pour
tout nombre premier £. Dés lors si A € C alors A% € Cg 4 et ceci donne d(T') < d. Pour
établir 'autre inégalité, considérons A € Cp . Ici Ty(A) est un End A ® Z,-module
libre de rang 1 (pour tout £) donc la définition 8.1 donne

AZ(A) ~ Endgnq AR EndA® 7, ~ (EndA ® ZZ)OP.
Par suite

disc(End A) = Hdisc(EndA ® L) = H disc(Ag(A)) = disc A(A).
‘ ¢

Ceci se réécrit en disc(End A) = disc(End A#) et fournit directement d < d(T).
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Nous avons donc bien d = d(T) et 'égalité T = Y(T') s’en déduit en comparant la
notation 1.2 (ot dp = d(T") pour T C T') avec la proposition 13.4 et la remarque qui
la suit (ot dim(7")" = ny puisque (77)° € C((JTI)). Notons au passage que ces égalités
montrent que d(T) et Y(T') ne dépendent pas de la fagon dont K est plongé dans C
bien que celle-ci intervienne dans leurs définitions 12.1 et 12.2. Avant de démontrer
les théorémes, identifions une derniere notation du paragraphe 1.2 : Uentier e(A). Si
x € Supp A, pour toute variété abélienne simple C, de support {z}, la composante
isotypique A, est isogene & C7'= ol n, = dim A,/ dim C,. Ainsi la définition se lit

- 2, (dim C )2
()= > (rgEnd C; - 1g Z(End C;))1/2°

xESupp A

Comme End A, ® Q ~ M, (End C, ® Q), nous avons rg End A, = n2 rg End C, ainsi
que g Z(End A,) = rg Z(End C,,). Par suite

_ rgEnd A4, 12 2(dim A;)?
e(4) = Z (rgZ(EndAm)) rgEnd A4, =Laer.

xESupp A

Munis de ces trois égalités d = d(T), T = Y(T) et e(A) = 4 o v, nous déduisons
tres facilement les résultats du paragraphe 1.3 de ceux des chapitres 12 et 13. En effet,
pour le théoreme 1.3,

(1) découle de l'assertion (2) de la proposition 12.3,

(2) dela proposition 12.5 avec (264 —&/y )ev < (3/2)Ea0v = 3e(A)/2 car &y > €a/2,

(3) de la derniére phrase du chapitre 12.
Dans le théoreme 1.4,

(1) résulte de I’assertion (1) de la proposition 12.3,

(2) de la proposition 12.4 avec &y < &4,

(3) de lassertion (1) de la proposition 12.6.
Pour obtenir le théoreme 1.5,

(1) nous combinons la proposition 13.5 et la divisibilité 8" | d(7)'/?;

(2) lorsque A € C' (c’est-a-dire Supp A = T') la proposition 13.7 donne Z[G¢] =

A(T) ® Zy donc

[ dise(Z[Gy]) = disc A(T) = d(T)
¢

d’ott égalité; si A € C\ C' le produit vaut d(Supp A) qui divise d(T);
(3) nous combinons la proposition 13.9 et la majoration g(2g — 1) — rgNS(4) <
2¢9% — 2.
Nous en venons maintenant aux résultats de divisibilité du paragraphe 1.4. Pour
I’exposant, nous utilisons les estimations suivantes.

Lemme 17.1. — Soit p: B — A une isogénie. Si ¢ engendre Hom(B, D(A)) alors
exp | 8°. Si o est nucléaire & gauche alors exp o | (6°)2.

Démonstration. Choisissons (lemme 6.6) une variété abélienne C' € D(A) isogene a A
et MM. Nous avons

A°(Supp A) € A(A x B) € A(A) C A(C)
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(la derniere inclusion provenant du théoréme 9.8) donc l'exposant du groupe quo-
tient A(A)/A(A x B) divise celui de A(C)/A°(Supp A) qui, par définition, divise 6°.
Si ¢ engendre Hom(B,D(A)), le théoreme 9.12 montre que exp ¢ divise 'exposant
de Ker((A x B)# — A#) ~ A(A)/A(A x B) d’olt la premiere assertion. Pour la se-
conde, considérons des générateurs ¢;: B — Dy de Hom(B,D(C)) et z//); cA - 5\2
de Hom(A, D(C)). Comme D; et Dy sont des descendantes isogenes de C, elles sont
similaires (lemme 6.7) donc il existe n > 1 avec D} ~ D¥ ce qui permet de considérer
la composée 15" 0™ B — A™. D’apres le lemme 5.9, ¢*" est nucléaire & gauche
donc il existe x: A™ — A" telle que ;" o " = x 0 <™. Alors

Xn

expp =expp™” [ exp(y o ¢™") | exp(1h;™) exp(¥y™) = exp(¢h1) exp(t2)

et il reste a appliquer la premiere assertion aux générateurs i, et 1. O

Etablissons le théoréme 1.6. La famille des noyaux des isogénies nucléaires a gauche
entre éléments de C; est primaire d’apres le théoreme 7.7 (avec B = C;). Par le
lemme 7.4 (avec u = deg ou u = exp) il en va de méme des familles de leurs degrés ou
de leurs exposants. Comme ces deux familles sont finies (C; est finie par 1’assertion
(5) de la proposition 13.1), nous pouvons leur appliquer le lemme 7.3 qui fournit
Pexistence de ¢ et ¢o. La divisibilité exp o | d découle du lemme précédent avec
(8")? | d(T).

Pour obtenir 'assertion (1) du théoréme 1.7, nous suivons le méme principe en
appliquant cette fois le théoréme 7.7 & la famille des noyaux Ker(B,D(A)) ou B
parcourt les variétés abéliennes isogenes & A. Nous pouvons identifier cette famille a
celle des noyaux des isogénies pp: B — A ou, pour chaque B isogene & A, nous avons
choisi une isogénie pp de degré minimal parmi les isogénies B — A : en effet, par
principalité, pp est nucléaire & gauche (lemme 5.5) donc engendre Hom(B, Dy(A))
(lemme 6.5) ici égal & Hom(B, D(A)) car A est MM (lemme 6.7). Ainsi la famille des
deg ¢ et celle des exp pp sont primaires d’oti le résultat voulu avec 1 = ¢p,, Y2 =
0B, et 1 = pp. L’inégalité degp; < T4 découle de 'assertion (1) du théoreme 1.4,
la divisibilité exp @ | d*/? du lemme 17.1.

Montrons I’assertion (2) du théoréme 1.7. Par le théoréme 1.1 de [R1], il existe une
variété abélienne Ay isogene a A telle que End Ag ~ O. Nous appliquons ’assertion
(1) & Ag et & sa duale ;15 (dont 'anneau des endomorphismes End ;1\0 o~ O°P est aussi
principal). Nous obtenons en particulier deux isogénies ¢1: By — Ag et p2: By — 1/4\0
qui maximisent respectivement le degré des isogénies vers Ag et E) Notons x1: B —
Ag et xa: B — //1\0 deux isogénies de degré minimal. Par ce qui précede, deg x1 |
degpy < T expxy | dV/2, deg xo | deg o < T4 et exp xo | d'/2. Nous obtenons
donc le résultat souhaité avec 1 = X3 o x1 et ¢ = (deg ¢1)(deg ¢2).

Pour conclure la démonstration des théoremes de I'introduction, il reste & établir
les énoncés du paragraphe 1.5 sur les corps de nombres. S’il n’y a rien a faire pour le
théoréeme 1.8 identique au théoreme 16.1, des calculs supplémentaires sont nécessaires
pour aboutir au théoréme 1.9. Tout d’abord, nous utilisons les résultats de [R3] sous
la forme suivante.
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Lemme 17.2. — Soient A et B deuz variétés abéliennes sur K de dimension g et
L une extension de K telle que Ay et Bp sont isogénes. Il existe un corps L' avec
K c L' CL tel que End(A x B)r, = End(A x B)p, et

(1) [L': K] < (69)%9 dans tous les cas,

(2) [L':K]<12sig=1cet

(3) [L': K] <2 si End A = Z.

Démonstration. Notons K’ la plus petite extension de K telle que Hom(Ag/, Bg/) =
Hom(A, Bg). Cest une extension galoisienne de K, notée K4 p dans [R3] dont
le théoreme 1.2 montre [K’ : K] < F(g,g) avec les notations de cet article. On a
F(1,1) = 12 et V'on vérifie facilement F(g, g) < (6¢)%¢9 pour tout g. Lorsque End A =
7Z (et donc End By = Z) la proposition 1.3 de [R3] fournit [K’ : K] < 2. Posons alors
L’ = K’ N L. 1l nous reste & vérifier End(A x B) = End(A x B)r. Par construction,
nous avons Hom(Ar., Br/) = Hom(Apr, Br). En particulier, il existe une isogénie
A, — Br qui provient donc d’un morphisme 9: Ay, — Bp: qui est automatiquement
une isogénie. Notons N = deg et x: By, — A/ une isogénie telle que x o ¢ = [N].
Si ¢ € End A, le morphisme ¢ op: A, — B provient d’'un morphisme Ar, — Bp
donc de méme N¢ = xr o ¢ o ¢ provient de ¢’ € End Ar,. Comme Ker[N] C
Ker ¢ il existe ¢” € EndAr, avec ¢’ = N¢" et nous obtenons ¢ = (¢”)r. Ainsi
End A, = End Ap. On montre exactement de la méme fagon End By, = End By, et
Hom(By:, Ar/) = Hom(By, Ar) d’ott la conclusion. O

Venons-en a la démonstration du théoreme 1.9 dont les notations sont maintenant
en vigueur. Pour les uniformiser, nous posons B = A dans les assertions (2) a (6).
De plus, comme L n’intervient pas dans (2), (4), (5) et (6), nous pouvons le fixer
arbitrairement dans ces cas-1a : nous prenons L = K pour (2), (4) et (5) mais L = K
pour (6). Notons ensuite L’ I’extension donnée par le lemme pour ces choix de A, B,
K, L. Par construction, il suffit de démontrer (1) et (3) en remplagant L par L. Nous
travaillons donc sur le corps de nombres L’. Posons T' = Supp Ay, .

Lemme 17.3. — Si g > 2, nous avons g!(89)%/4Y(T)29" < Z(A).

Démonstration. Nous employons le théoreme 16.1 avec C' = Ajp,. Nous majorons
n < 2¢% et [L' : Q] < (69)2[K : Q. En particulier H < max(1 + 3¢/2,1 +
2glog6g) max(1, hp(A),log[K : Q]). Le premier maximum vaut 1 + 2glog6g donc
la formule de ’énoncé découle de I'inégalité

g1/ (89)1/%9241(2e4%) 9" (24°)°(69)%9 (1 + 29 log 6g) < (69)%

qui s’obtient de maniere élémentaire. O

Munis de cette estimation, nous déduisons facilement le théoreme 1.9 lorsque g > 2.
En effet, dans son énoncé,
(1) découle de lassertion (1) du théoréme 1.3 (respectivement du théoréme 1.4 si
Ay, donc A est MM) avec e(Ar) < 2¢% et Y(T)29" < E(A).
(2) découle de lassertion (2) du théoréme 1.3 (respectivement du théoréme 1.4 si
A est MM) avec g!(8¢)9/4T(T)29° < Z(A).
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(3) s’obtient dans le cas MM avec l'assertion (3) du théoréme 1.4 et rgEnd Ay, <
2¢? tandis que dans le cas général nous utilisons I'assertion (3) de la proposi-
tion 12.6 combinée & 2(v @ £4, ) max(da, /v) < ¢° (lemme 12.7).

(4) et (5) proviennent des assertions (1) et (2) du théoréme 1.5 avec d < T(T)492 <

=(A)2

(6) se déduit de la proposition 13.9 avec 21/34Y/2 < 21/37(T)20° < Z(A) car

Br(Ax)G(K/K) est un sous-groupe de Br(A) G/ (avec K = I') et, par
choix de L', nous avons End A7 = End Ay puisque L = K dans ce cas-la.

Bien entendu, nous pourrions procéder exactement de méme dans le cas g = 1
avec le théoreme 16.1. Simplement, nous n’obtiendrions pas la constante numérique
7 dans Z(A). Nous allons donc distinguer plusieurs sous-cas et utiliser des résultats
de [GR1] et [GR2] pour aboutir & une constante plus petite.

Nous supposons donc g = 1 et remarquons d’abord que les assertions (2) et (6) du
théoreéme 1.9 sont immédiates puisque d’une part la courbe elliptique A admet une po-
larisation principale et d’autre part Br(Ax) = {0} (on a r = 0 dans la démonstration
de la proposition 13.9).

Examinons en premier lieu le cas ot A est CM’. Ici nous procédons comme lorsque
g > 2 : le théoreme 16.1 avec C = A ot n = 1 et la majoration [L' : Q] < 12[K : Q]
conduisent &

T(T) <241 x 12 x *(1 +log 12)[K : Q] max(hp(A),log[K : Q],1)

< T4470[K : Q) max(hp(A),log[K : @], 1) < E(A)Y2.
Nous en déduisons immédiatement les assertions (1), (4) et (5). Dans (3), nous verrons
dans le chapitre suivant (apres le lemme 18.1) que A/ et A7, sont similaires. Nous
avons alors volEnd A7, = vol End Af, (corollaire 10.4) et vol End Af, < Y(T) par
définition de Y(T"). Nous concluons donc & nouveau par Y(T) < Z(A)Y/2.

Nous supposons dorénavant End Ay, = Z. Ceci rend l'assertion (3) claire puisque
volEnd A; = v/2 (on rappelle que la norme de Rosati de 'identité de Ay est V2 car
sa trace vaut 2g = 2). Il nous reste a établir (1), (4) et (5).

Nous montrons (1) & l'aide des théorémes d’isogénie de [GR1] et [GR2]. Le
théoreme 1.4 de [GR1] fournit une isogénie Ap — By de degré au plus

108K : Q) max(hp(A),log[K : Q],1)* < Z(A).

Si celle-ci provient d'une isogénie Arr — Bps nous avons terminé sinon Az est
nécessairement CM et la proposition 10.2 de [GR2] donne la conclusion (avec 4 x
2,85 x 10° < 10'3 < 716). Dans les deux cas bien entendu une isogénie Ay — Br,
induit par dualité une isogénie de méme degré.

Enfin, pour obtenir les assertions (4) et (5), il suffit, comme plus haut, de vérifier
Y(T) < E(A)Y2. Cela découle de I’énoncé légerement plus précis (2,1 x 106 < 78)
suivant car nous avons L = K dans (4) et (5).

Lemme 17.4. — Si A est une courbe elliptique sur un corps de nombres K, alors

Y (Supp A) < 2,1 x 105K : Q) max(hp(A),log[K : Q],1).
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Démonstration. Nous suivons la méme approche que pour le théoreme 16.1 mais en
raffinant quelques ingrédients. Comme nous avons déja établi ci-dessus une meilleure
borne lorsque A est CM’, nous pouvons supposer End A = Z. Ceci entraine A% ~ A?
(voir si nécessaire le début du chapitre suivant). Nous notons pour alléger T =
Y(Supp A) et H; = max(hp(A),log[K : Q],1). Si 6: A® — A# est lisogénie ca-
nonique, nous avons ¥ = 2(deg)'/? car volEnd A# = 4. Par suite, hp(4") <
hr(A#) + (1/2)logdeg§ < 2H; + log(T/2). La principale différence d’avec le cha-
pitre 16 se situe dans 'usage de ’assertion suivante qui se substitue a la proposi-
tion 16.3 :

() il existe un faisceau inversible ample et symétrique A’ sur A% tel que l'entier
h = hO(A# N) vérifie h < 62[K : Q)2H? et ||id||3, < 2h/+/h — 1/4.

Nous établissons ceci en suivant la construction du paragraphe 7.3 de [GR1]. Soit
donc (w1, w2) une base minimale du réseau 24 muni de la forme de Riemann associée
a la polarisation principale £ de A. Nous avons wy = 7wy ou |7| > 1 et |Re7| < 1/2
tandis que |Jwi1]|% = p(A, £)? = (Im7)~L. Notons f; (1 < i < 2) 'image réciproque
de w; par lisomorphisme Hom(A# A) — Q4 du lemme 9.6, h = [|7]?] et N =
(fi£)®" @ f5L. Nous avons bien h = h(A#,N) tandis que [[id|3, = hlw:]2 +
lwall2 = (h + |7*)p(A, £)? < 2h/\/h —1/4 résulte du calcul fait en haut de la
page 387 de [GR1]. D’un autre coté, la proposition 15.3 (lemme matriciel) fournit
[K : Q7 'p(A, £)"2 < 2,3hp(A) +5,5 < 7,8H, dou h < |72 < (Im7)2 +1/4 <
((7,8)% + 1/4)[K : Q)2H?. L’égalité (7,8)2 + 1/4 = 61,09 conclut la démonstration
de ().

Nous appliquons a présent le théoreme des périodes 15.2 a la surface abélienne
(A®,0*N'). Nous avons (en omettant dans les normes la mention du plongement pri-
vilégié o: K — C)

0o (A°,0°N)? < [lid|[F-pr = [lid]|} < 2h/v/h — 1/4
et, pour un ordre arbitraire <,
D(O*N,=,14) = h°(A°,0°N) = deg 6 - hl°(A# N') = Y2h/4.

Nous pouvons ainsi, grace au lemme 15.8, remplacer y par ('I‘\/E/ 2)~! dans le corol-
laire 15.7 et nous obtenons

1 Jh—1/4 (2 ,
oS 10(2e) (m/ﬁ) ax(hp(A") + 7,6+ 1,841og(TVRh/2), 1,84)
puis (avec hp(A%) < 2H; + log(Y/2))
40(2¢)*

(K : Q)(2H, + 2,8410g(Y/2) + 7,6 4+ 0,921log h).

S -~ 7

V1—1/4h

Comme dans le chapitre 16, il suffit de montrer que ceci conduit a une contradiction
siT=2,1x 105K : QH;. En majorant log[K : Q] < Hy, il vient

40(2¢)*

Hy\/1—1/4h

2,1 x 105 < (4,84H, + 2,84log Hy + 47 + 0,92log h).
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Une étude de fonction en h montre que sur Uintervalle [1, 62H2¢?H1] le second membre
atteint son maximum en I'une des extrémités. Il suffit donc d’aboutir & une contradic-
tion en substituant h = 1 ou h = 62H?2¢?H1. Dans les deux cas, le membre de droite
obtenu est une fonction décroissante de H; donc nous pouvons prendre H; = 1 et un
calcul direct conclut. O

La démonstration du théoreme 1.9 est ainsi terminée. Comme nous l'avons dit
dans I'introduction, les bornes qu’il fournit peuvent tres souvent étre améliorées pour
des variétés abéliennes particulieres. En voici un nouvel exemple, basé sur le lemme
précédent.

Corollaire 17.5. — Soient E une courbe elliptique sur un corps de nombres K,
g > 1 un entier et A une variété abélienne isogene a E9. Alors il existe deux isogénies
A — E9 et B9 — A toutes deux de degré majoré par

(2,1 x 105[K : Q) max(hp(E),log[K : Q],1))%.

Démonstration. Nous combinons la majoration de T du lemme avec I’assertion (1) du
théoréme 1.3 ou 1.4 puisque, si End E = Z, E9 est MM et e(E9) = 2¢g tandis que, si
End E est de rang 2, alors e(EY9) = g. |

Ce résultat est celui évoqué dans la remarque 2.3 de [Lom]| qui se trouve ainsi
justifiée (et légerement améliorée puisque (2,1.10%)2 < 10'3). La dépendance expo-
nentielle en g est optimale car si ¢: E — E’ est une isogénie nucléaire entre courbes
elliptiques alors ¢*9: E9 — (E')9 est également nucléaire (lemme 5.9) donc de degré
minimal (deg )¢ (voir également 'observation qui suit le corollaire 5.10).

Concluons ce chapitre par une variante des théoremes d’isogénie qui tire parti de
I'information sur ’exposant.

Proposition 17.6. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes sur un corps de
nombres K telles que A et B sont toutes deux isogénes a une méme Ssous-variété
abélienne d’une puissance de C. Alors il existe deuz isogénies p: A — B et): B — A
telles que 1 o p = [N] ott N est un entier naturel non nul plus petit que =(C)2.

Démonstration. Par assertion (1) du théoreme 1.3, il existe une isogénie p: A — B
d’exposant N < d. L’inclusion Ker¢ C Ker[N] donne lexistence de ¢: B — A
telle que ¢ o ¢ = [N]. Pour majorer N, nous utilisons d < 2" ou n = dim C# <
2(dim C)? et inégalité Y2(m)* < Z(C) qui découle du lemme 17.3 si dim C > 2 et
du lemme 17.4 si dim C = 1. a

La nouveauté est que la borne pour N ne dépend pas des variétés A et B qui
peuvent étre en particulier de dimension arbitraire.



CHAPITRE 18

EXEMPLES

Nous détaillons dans ce chapitre plusieurs exemples pour illustrer les notions intro-
duites dans le texte. En particulier, pour une variété abélienne A, nous présentons le
calcul de ses descendantes (chapitre 6), de son anneau de Lefschetz A(A) (chapitre 9)
et de la variété abélienne A# associée. Pour disposer de ces deux derniers objets, nous
nous plagons, sauf mention explicite du contraire, sur un sous-corps K de C.

Considérons en premier lieu le cas ou End A = Z. Ici A est simple et MM. Nous
avons donc D(A) = Dy(A) = Dq(A) (lemme 6.7). De plus, si n > 1, toute sous-variété
abélienne de A™ est isomorphe & A™ pour un entier 0 < m < n par principalité de
End A (en effet, le corollaire 5.10 assure que toute variété abélienne similaire & A lui
est isomorphe et 'on applique la proposition 1.7 de [R1]). Par suite

D(A) = {A™ | m € N}.

De son co6té, Q4 est un End A-module libre de rang 2g (olt g = dim A) donc A(A) ~
May(Z). La variété abélienne A% est une descendante de A de dimension rg A(A)/2 =
2¢g% donc A# ~ A9, Remarquons que, si une variété abélienne B est isogene a A sans
lui étre isomorphe, nous avons aussi End B = Z et A(B) ~ M, (Z) mais A(A) et A(B)
ne sont pas égaux (I’égalité donnerait B € D(A) par le théoréme 9.8 puis B ~ A);
nous pouvons cependant écrire A(B) = zA(A)x~! pour un élément inversible = de
A(A)®Q : par principalité, tous les ordres maximaux de Mag(Q) sont conjugués (voir
la démonstration du lemme 2.2).

Nous examinons ensuite la situation ot A est une courbe elliptique CM’. L’ordre
End A est de rang 2 sur Z et c’est un sous-anneau de ’anneau des entiers du corps
quadratique imaginaire End A ® Q. Rappelons quelques faits sur les modules sur un
tel ordre.

Lemme 18.1. — Soient O un ordre tel que O @ Q est un corps quadratique et M
un O-module de type fini sans torsion.
(1) M est somme directe de O-modules de rang 1.
(2) Si M est de rang 1 et que {x € O Q | aM C M} = O alors il existe un
entier n > 1 tel que M™ ~ O".
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Démonstration. Ces deux propriétés sont liées au fait que O est un anneau de Goren-
stein. Nous sommes dans la situation de la partie 7 de [B2] et, de plus, comme tout
idéal non nul de O est un Z-module de rang 2, il est immédiat que la propriété (c) de
cette référence (page 19) est satisfaite. Par suite il en va de méme des propriétés (b) et
(a). L’assertion (a) donne immédiatement notre assertion (1) (voir aussi le théoreme
1.7 de [B1]) tandis que le corollaire 7.3 de [B2] montre que, dans le cadre de (2), M
est un O-module projectif. Il est par conséquent isomorphe & un idéal inversible de O
(voir page 4 de [Se]). Le groupe de ces idéaux inversibles est fini par exemple comme
conséquence du théoréme de Jordan-Zassenhaus [Re, (26.4)] donc il existe un entier
n > 1 tel que M®" ~ O. Le module somme directe M™ est lui aussi projectif donc
d’aprés la proposition 7 de [Se] de la forme O"~! @ P pour un O-module projectif
P. En prenant la puissance extérieure n-éme on constate que P ~ M®" ~ O d’ot1 le
résultat. O

Dans notre situation, le module 24 est de rang 2 sur Z donc de rang 1 sur End A.
Nous avons aussi

EndA={pcEndAQQ|¢-Qa CQa}.

Ceci entraine en particulier A(A) ~ End A. Ainsi A% est une courbe elliptique isogéne
a A, ayant le méme anneau d’endomorphismes que A et telle que € 4% est un End A-
module libre de rang 1. Comme ce n’était pas forcément le cas de €24, nous n’avons
pas en général A# ~ A. Remarquons au passage que la classe d’isomorphisme de
A# dépend de la facon dont le corps K est plongé dans C de méme que la classe
d’isomorphisme de Q4 comme End A-module en dépend (il est donc possible que
A# soit isomorphe & A pour un choix de plongement et non isomorphe pour un
autre). Quoi qu’il en soit, si A et A¥ ne sont pas nécessairement isomorphes, elles
sont toujours similaires : d’apreés Iassertion (2) du lemme ci-dessus, il existe un entier
n > 1 tel que % ~ (End A)™; ainsi les A(A)-modules Qan et Q4% sont isomorphes
et cela nous donne un isomorphisme A” ~ (A#)™ par I’assertion (5) du lemme 9.3.
Déterminons maintenant les descendantes de A. Si B € D(A) alors Qp est un A(A)-
module de type fini sans torsion donc, d’apres P'assertion (1) de notre lemme, il est
somme de modules de rang 1. Cela signifie que B est produit de courbes elliptiques.
Nous en déduisons que D(A) est ’ensemble de tous les produits de courbes elliptiques
E vérifiant End A C End E (puisqu’en appliquant ce qui précede & E cette inclusion
s’écrit aussi A(A) C A(E)). Comme la courbe A est isomorphe & sa duale, nous avons
encore dans ce cas D(A) = Dy(A) = Dy(A).

Les deux exemples précédents couvrent toutes les courbes elliptiques en ca-
ractéristique nulle. Faisons & présent une petite incursion en caractéristique non
nulle pour mentionner le cas des courbes elliptiques supersingulieres. Nous supposons
donc ici, contrairement & notre hypothese générale, que la caractéristique du corps
K est un nombre premier p et que E est une courbe elliptique telle que End E est
de rang 4. Le corps non commutatif End £ ® @ est une algebre de quaternions sur
Q. Lorsque ¢ est un nombre premier différent de p, le module de Tate Ty(E) est
isomorphe & 72 ; comme End E ® Q s’injecte dans 1'algébre des endomorphismes de
Ty(E) ® Q¢ ~ Q2, il y a un isomorphisme End E ® Q; ~ M>(Q,). Par définition de
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lanneau de Lefschetz f-adique, A¢(E) ® Qg est le commutant de End E ® Q dans
Endg, (T¢(E) ® Q). Ici ces deux algebres coincident donc Ag(E) ® Qg est le centre
de M5(Qy) soit Ay(E) @ Qr ~ Qg ce qui entraine Ay(E) ~ Zy. En particulier, il
ne peut pas exister d’analogue de la construction du chapitre 9 en caractéristique p
au sens oil aucune variété abélienne E# sur K ne peut satisfaire Ty(E#) ~ A,(E)
puisque le module de Tate est toujours un Zg-module de rang pair. Par ailleurs E est
MM d’apres le théoreme 4.2 de [Wa] donc D(E) = Dy(E) = Dy(E) et les résultats
de [R1] montrent que D(F) est formé des produits de courbes elliptiques similaires
a E. D’aprés un théoréme de Deligne (voir théoréme 33 de [GS]), un tel produit
est isomorphe & une puissance de E deés qu’il y a au moins deux facteurs donc nous
pouvons méme dire que D(E) est formé des courbes elliptiques similaires & E et des
puissances de E.

Alors que toutes les variétés abéliennes considérées jusqu’ici étaient simples, nous
allons détailler maintenant un exemple de variété non isotypique. Le corps de base K
est de nouveau un sous-corps de C, p est un nombre premier et nous fixons deux p-
isogénies p: 1 — Ey et ¢: E3 — E4 de courbes elliptiques non CM’ avec Supp F1 #
Supp E5 (autrement dit E; et E3 ne sont pas isogénes). Nous supposons Ker¢ C
E(K) et Keryp C E3(K). Soit I ensemble des p — 1 isomorphismes de groupes
x: Keryp — Ker1). Nous associons & chaque x € I son graphe G, C Ker ¢ x Ker
puis la variété abélienne quotient A, = (E1 x E3)/Gy. Identifions tout d’abord les
composantes isotypiques de A,. Elles sont au nombre de deux puisque bien entendu
Supp A, = Supp E; U Supp Es. De plus la composée

Elelx{O}<—>E1><E3—>AX

est injective (G, N (E1 x {0}) = {0}) donc son image est isomorphe & E; et c’est la
composante isotypique de A, correspondant & Supp £;. On obtient bien stir de méme
la seconde composante, isomorphe & E3. En fait, ceci nous montre que le morphisme
quotient By x E3 — A, s’identifie au morphisme canonique ® 4, introduit au cha-
pitre 3 et, en particulier, c’est une isogénie nucléaire a droite. Notons que les deux
composantes isotypiques de A, sont MM mais que A, ne l'est pas (sinon ® 4, serait
un isomorphisme). Nous pouvons déterminer son anneau d’endomorphismes.

Lemme 18.2. — Pour tout x € I, Uanneau End A, est isomorphe a {(a,b) € 72 |

a = blp]}.

Démonstration. Si f € End Ay, le morphisme fo®, : Ey x E3 — A, se factorise en
® 4 ogol g € End(E; x E3) puisque ® 4 est nucléaire & droite. Les hypotheses sur 4
et B3 donnent End(E; x F3) = Z? donc il nous suffit de déterminer & quelle condition
un couple (a,b) € Z? passe au quotient par G, . Cette condition s’écrit (a,b)-G, C Gy
c’est-a-dire (ay,bx(y)) € Gy pour tout y € Ker ¢ ou encore x(ay) = bx(y) pour tout
y € Ker ¢. Comme x est un isomorphisme de groupes, ceci équivaut a (a—b)-Ker ¢ = 0
d’ou le résultat puisque Ker ¢ ~ Z/pZ. |

Examinons ensuite le lien entre les différents A, .

Lemme 18.3. — Soient x,x' € 1.
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(1) Les variétés abéliennes A, et Ay, sont isomorphes si et seulement si x = £x’.
(2) Les variétés abéliennes AY~" et Aifl sont isomorphes.

Démonstration. (1) Par le méme argument que dans la démonstration précédente, tout
isomorphisme A, — A,/ se releve en un isomorphisme E; x E3 — F; x E3 donc de la
forme (+1,+1). Ainsi A, et A,/ sont isomorphes si et seulement s’il existe un choix
de signes tel que (£1,£1)G, = G,-. Il est patent que ceci équivaut & x = £x’. (2) Il
s’agit de trouver un automorphisme o de EP~" et un automorphisme 3 de E5 " tels
que (a, B)(Gf{l) = Gifl. 11 suffit de choisir & = id et 3 induisant 'automorphisme
(x' o x71)P~1 du Fp-espace vectoriel (Ker)P~1. Pour vérifier que ce choix de 3 est
possible notons que det((x’ o x1)P~1) = (det ¥’ o x"1)P~! = 1; or dans la composée

End(EL™Y) ~ M, 1(Z) — M,_1(FF,) ~ M,_,(End Ker 1) ~ End((Ker¢)?~ )

la restriction SL,_1(Z) — SL,_1(IF},) est surjective (on le voit par exemple en uti-
lisant que le but est engendré par des transvections) donc tout automorphisme de
déterminant 1 de (Ker))P~! provient bien d’un automorphisme de E% -1 O

L’assertion (2) établit que A, et A, sont toujours similaires donc elles auront

exactement les mémes descendantes, A(Ay) = A(Ay) et A% = Af,. Nous allons
expliciter ces objets ci-dessous.
On montrerait de la méme fagon que pour tous X, x1,.-.,xn € I (n > 1) il existe

X' €I tel que Ay, x--- X A, ~ AZ*I x A+ (comportement partiellement analogue
a celui décrit par la proposition 1.7 de [R1] bien que nous ne soyons pas ici dans le
cas MM). L’argument de ce lemme va nous permettre de traiter de quotients plus
généraux que les A,. Pour simplifier I’écriture, nous notons (Ai,...,A,) pour des
variétés abéliennes Ay, ..., A, Pensemble des produits A" x --- x A" ot m; € N
pour 1 <i < n.

Lemme 18.4. — Soient a et b deux entiers naturels et H un sous-groupe de
(Ker )@ x (Ker)®. Alors la variété abélienne (E¢ x E8)/H appartient

(Er, By, E3, Eq, {Ay | x € I}).

Démonstration. Notons Hy = HN((Ker ) x {0}*) et Hy = HN({0}* x (Ker 1)) puis
Hj un supplémentaire de H1+Hs dans H (au sens de la structure d’espace vectoriel sur
F, que H hérite de (Ker )® x (Ker)?). Nous avons clairement H = Hy ® Hy & Hs.
Ecrivons encore p;: (Ker)® x (Kerth)? — (Kerg)® et py: (Ker@)® x (Kery)? —
(Ker )? les projections de sorte que par construction py (H) = p1 (H, & H3) ~ H,;® Hj
et po(H) = pa(Hy & Hs) ~ Hy & Hs. Maintenant, suivant le méme principe que
dans la démonstration précédente, nous pouvons faire agir des automorphismes de
déterminant 1 de (Kerp)® et (Kert)® sans changer la variété abélienne quotient.
Par conséquent (en abrégeant h; = dim H; pour 1 < ¢ < 3), nous pouvons supposer
p1(H3z) = (Ker )3 x {0}2"s pi(H;) = {0} x (Ker )"t x {0}2~"17"3 et de méme
p2(Hz) = (Kery))s x {0}0hs py(Hy) = {0} x (Kerw)™ x {0}°~F2~hs. De cette
fagon, la variété abélienne E¢ x ES/H est isomorphe &

(Bt x EY3)/Hg) x By~M=hs « gl x ghhe=hs y phe
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Enfin, si nous écrivons H3 comme somme Hz = H{ ®---@® H, 23 de droites vectorielles,
nous pouvons a nouveau faire agir des automorphismes de déterminant 1 pour avoir
p1(HY) = {0}~ x (Ker ) x {0} et po(HY) = {0}~ x (Ker ) x {0}~ (1 < i < h).
Alors H] s’identifie & un graphe G,,, C Ker ¢ x Ker ) pour x; € I et (Bt x E§3)/H3
est isomorphe au produit des A,,. O

Fixons maintenant x’ € I et déterminons les descendantes & gauche de A = A,/.
Si B € Dy(A) il existe par définition un entier n > 0 tel que B est une sous-variété
de A™. Notons B’ la composante neutre de I'image réciproque de B dans le quotient
E} x Ef — A™. Le noyau de l'isogénie B’ — B est contenu dans G%, C (Ker )" x
(Ker )™ D’un autre coté, comme sous-variété abélienne de E x Ef, la variété B’
est isomorphe & E{ x E} pour des entiers a,b avec 0 < a,b < n (voir le premier
exemple ci-dessus). Nous pouvons donc écrire B’ comme 'image d’un morphisme
injectif v: B¢ x EY — E} x EP. Parce qu'un morphisme injectif a: By — E} est
formé de n entiers premiers entre eux, nous constatons a1 ((Ker )") = Ker ¢ et nous
en déduisons (avec une propriété analogue pour E3) que v~ 1((Ker @)™ x (Ker)") =
(Ker ¢)? x (Ker)?. Ce groupe contient donc H = 'y*l(G;,). La construction montre
donc que B ~ (E¢ x EY)/H est de la forme considérée dans le lemme ci-dessus et
ainsi nous avons établi

Dq(A) C <E/‘1,E/‘2,E‘37EJ47 {AX ‘ X € [}>

Nous voyons aussi facilement (Eq, Es, {4, | x € I}) C Dy(A) puisque E; et Ej
sont isomorphes & des sous-variétés abéliennes de A (ses composantes isotypiques) et
les A, lui sont similaires. En revanche E5 ne peut pas étre isomorphe & une sous-
variété abélienne de A™ puisque, étant isotypique, celle-ci serait contenue dans I'une
des deux composantes isotypiques de A™ isomorphes & EJ et EF et donc nous aurions
E; € D(Ey) ou Ey € D(FE3) qui est absurde dans les deux cas puisque D(E;) = {E}" |
m € N} et D(E3) = {EY* | m € N} (premier exemple). De la méme fagon, il vient
E4 ¢ Dy(A) et nous pouvons conclure

Dy(A) = (E1, E3, {Ay | x € I}).
Pour les descendantes a droite, nous raisonnons par dualité. Comme les courbes el-
liptiques sont autoduales, nous pouvons écrire une suite d’isogénies

EyXx B3 — A— Eyx Ey — A — By x B3

ou la composée des deux premieres fleches est ¢ x ¢ tandis que celle des deux secondes
est § X ¢ ol les p-isogénies @ et 1) sont définies par p o @ = [p] et ¥ o¢p = [p|. Par
conséquent A s’obtient & partir de @ et 1) de la méme fagon que A s’obtient & partir
de ¢ et ¥ (modulo un isomorphisme entre Ker ¢ et Ker1) obtenu par dualité). Ainsi

Dy(A) = (B, Eu, {Ay | x € 1))
et donc

Da(A) = (Ez, Es, {Ay [ x € I}).

Ensuite D(A) = {B | B € Dy(C), C € Dyg(A)} = Dy(Ey x Ey x A) et, si B est
une sous-variété abélienne de EF x E} x A", nous voyons comme ci-dessus dans le
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quotient EZ" x E2" — E¥ x E} x A" que B est de la forme du lemme. Nous pouvons
donc conclure
D(A) = <E1,E2,E3, E47 {AX | X € I})

Notons que A et A donnent ici un exemple de variétés abéliennes isogénes avec A <4
D(A) et A & D(ﬁ) : en effet, A ne peut étre ni un produit de courbes elliptiques
(sinon A en serait un aussi) ni I'un des A, puisque D, (A) # Dy(A) = Dy(Ay).

Utilisons ce calcul de descendantes pour identifier la classe d’isomorphisme de A#.
Comme A% est isogene & (B x E3)# ~ E? x E2 et est une descendante & gauche de
A, il y a trois possibilités :

e A% ~ E? x E32,

o A* ~ A, x A,, pour x1,X2 € I,

e A# ~ F1 x E3 x A, pour x € I.

Le premier cas est exclu car A# serait MM alors que A ne ’est pas. Si nous étions
dans le second cas, nous aurions Dg(A%) = Dy(A) # D(A) alors que la démonstration
du théoréme 9.8 montre Dy(A#) = D(A). Par suite, nous sommes dans le troisieme
cas. Comme dans le cas des courbes elliptiques CM’ il n’est pas possible de préciser
plus le choix de x € I (qui dépend par exemple de la facon dont le corps K est plongé
dans C). Nous en déduisons le calcul de A(A) = (End A#)°P : en raisonnant comme
plus haut, End A% est le sous-anneau de End(E? x E2) ~ My(Z)? formé des couples
de matrices qui laissent stable {0}2 x G, C F; x E3 x F; x E3. Explicitement nous
trouvons (apres transposition pour passer & 'anneau opposé)

A(A) = {((2 Z) 7 (2 £)) € My(Z)? | c7g7d—h€pZ}.

Une conséquence de ce calcul est que U'inclusion (voir chapitre 13)
A’(Supp A) C A’(Supp E1) x A’(Supp FEs)

est stricte : en effet, dans I’écriture matricielle, le membre de droite contient le couple
(id, 0) alors que ce n’est pas le cas du membre de gauche puisque A”(Supp A) C A(A).



INDEX DES NOTATIONS

Dans le tableau suivant, nous rassemblons quelques notations utilisées dans ce
texte. Le numéro a droite correspond a celui de la page ou est introduite la notation.
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