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Résumé - Cet article est consacré à la description du transfert thermique couplé en conduction et en

rayonnement au sein de mousses céramiques solides dans un cas instationnaire. Un modèle, basée

sur des propriétés thermiques et radiatives équivalentes, associe une méthode de volumes finis pour

résoudre l’équation de l’énergie et une méthode de Monte-Carlo pour estimer le terme source radiatif.

Après la validation de la méthode sur des cas de référence, un modèle multi-couche est présenté. Ce

travail constitue une étude préliminaire à la caractérisation thermique de ces matériaux par méthode

Flash.

Nomenclature

C chaleur spécifique, J.kg−1.K−1

T température, K
q vecteur flux W.m−2

T température, K
P puissance, W
N nombre de quanta

I luminance, W.m−2.sr−1

n indice de réfraction

Symboles grecs

ρ masse volumique, kg.m−3

λ conductivité thermique, W.m−1.K−1

Ω domaine

Γ frontières

κ coefficient d’absorption, m−1

τ épaisseur optique

σ écart-type

Indices et exposants

r radiatif

c conductif

ν fréquentiel

1 entrée

2 sortie

i élément de départ

j élément d’arrivée

e émis

a absorbé

ARM Absorption Reciprocity Method

ERM Emission Reciprocity Method

OARM Optimized Absorption Reciprocity Method

0 corps noir

k numéro de l’expérience

1. Introduction

À l’origine, la méthode de Monte Carlo pour résoudre l’Equation de Transfert Radiatif

(ETR) dans les matériaux semi-transparents est apparue en 1964 lorsque les puissances de cal-

culs restaient encore limitées [1]. Après de significatifs progrès, la méthode de Monte Carlo

(MMC) fut utilisée comme référence pour valider d’autres méthodes déterministes basées sur

la discrétisation de l’ETR tels que la méthode des ordonnées discrètes (MOD) ou encore la

méthode des volumes finis (MVF). Actuellement, l’amélioration de la MMC permet une résolution

directe du transfert radiatif couplé à une physique complexe et/ou à une géométrie complexe.

Il y a un intérêt grandissant pour le développement de techniques de modélisations ap-

pliquées à des physiques couplées. La description multidimensionnelle de problèmes, pro-

posant une résolution de L’ETR au sein de composés absorbant-émettants et diffusant avec

d’autres physiques, est encouragée par de nombreuses applications directes dans divers proces-

sus industriels. Nous retrouvons par exemple : les chambres de combustion [2], les interactions



turbulence-rayonnements [3], le blindage par rideaux d’eau [4] ou encore le thermo-formage du

verre [5].

En général, les simulations en régime permanent sont suffisantes pour décrire de très nom-

breux problèmes. Néanmoins, il existe plusieurs applications où une étude transitoire est indis-

pensable. Par exemple, la méthode Flash, utilisée pour la caractérisation de la diffusivité ther-

mique, nécessite la construction d’un modèle décrivant l’évolution temporelle de la température

en face arrière d’un échantillon suite à une excitation impulsionnelle. Le modèle utilisé pour

l’inversion doit donc prendre en compte les physiques impliquées par l’expérience. Des études

sur des matériaux semi-transparents ont conduit au développement de différents modèles conducto-

radiatifs. Lazard et al.[6] ont réalisé un modèle unidimensionnel avec une approche quadripo-

laire pour le verre de silice et le séléniure de zinc. Schick et al.[7] ont publié un modèle tri-

dimensionnel, où le transfert radiatif est décrit par une méthode Pn pour la caractérisation de

liquides à haute température.

Cependant, les deux méthodes d’estimation du transfert radiatif peuvent être limitées par

leurs hypothèses. L’approche quadripolaire représente l’une des rares solution semi-analytique.

Malheureusement, la méthode devient complexe à mettre en œuvre pour des transferts bi ou tri-

dimensionnels. D’autre part, la méthode Pn, approche le terme source radiative en moyennant

la luminance sur l’angle solide et sur le spectre. Par conséquent, ces deux méthodes peuvent

présenter des biais lorsque les gradients de température sont élevés, lorsque l’épaisseur optique

tend vers zéro ou pour décrire le transfert radiatif près des parois.

Le but de ce travail est de développer un modèle s’affranchissant des hypothèses précédentes

et adapté à la caractérisation des propriétés thermiques de mousses céramiques. Il repose sur

une méthode des volumes finies pour résoudre l’équation de l’énergie tandis que le transfert

radiatif est estimé par une méthode de Monte-Carlo. La validation de la méthode est réalisée

par comparaison avec différents cas de référence. Le problème conducto-radiatif est résolu dans

un milieu supposé gris absorbant-émettant avec des conditions aux limites de Dirichlet et de

Neumann. Les résultats sont comparés à des solutions semi-analytiques. Enfin, un modèle 2D

axisymmétrique et multicouche est présenté. Il alimentera l’algorithme d’inversion (Levenberg-

Marcquardt) lors de futures caractérisations. Cet article constitue donc un travail préliminaire.

2. Méthodes

La méthode des volumes finis (FVM) est généralement utilisée pour résoudre les problèmes

reposant sur la conservation de l’énergie :

ρC
∂T

∂t
= λ∆T − div(qr) ∈ Ω (1)

où div(qr) représente un terme source/puit volumique provenant des échanges radiatifs au

sein du milieu. En écrivant (1) en terme de flux :

∫

Ω

ρC
∂T

∂t
dΩ = −

(
∫

Ω

div(qc) dΩ +

∫

Ω

div(qr) dΩ

)

(2)

La discrétisation de ce problème est basée sur la forme conservative suivante :

∫

Ω

ρC
∂T

∂t
dΩ = −

(
∫

Γ

qc.n dΓ +

∫

Ω

div(qr) dΩ

)

(3)



Après la définition de la géométrie (cartésienne, cylindrique ou sphérique) et des conditions

de limites (Dirichlet ou Neumann), nous appliquons un schéma centré en cellule sur le volume

de contrôle. La méthode de Monte Carlo est alors utilisée pour l’estimation du terme source

volumique div(qr).

Etant donné que le domaine est discrétisé en un maillage avec des éléments de volume et

de frontière, l’idée principale de la méthode de Monte-Carlo est de déterminer la puissance

échangée entre deux éléments i et j. Pour se faire, un grand nombre de quanta est envoyé

depuis les différents éléments. Chaque quantum est porteur d’une partie de l’énergie de i et est

défini par une fréquence, une position et une direction. Lors de son déplacement, son énergie

s’atténue selon une loi de Beer-Lambert. Ainsi, un élément j traversé par un quantum absorbe

l’énergie perdue par le quantum.

L’énergie portée par le quantum est initialisée en fonction de la puissance émise par l’élément

i et du nombre de quanta désiré tel que E(s = 0) = P e
i /Nquanta. Le porteur d’énergie échange

avec les cellules j tout au long de son chemin. Nous arrêtons de suivre le quantum lorsque son

énergie devient trop faible (méthode de Roulette Russe) ou quand il sort du domaine (Interac-

tions Murs). Un choix de paramètre efficace est proposé dans l’article de Kobayashi et al. [8].

Pour les interactions entre les murs, un nombre aléatoire Rwall uniformément réparti entre 0 et

1 est comparé à la réflectivité du mur ρwall. Si Rwall ≤ ρwall le rayon est réfléchi, sinon le rayon

est absorbé ou transmis et nous arrêtons aussi son suivi.

Le terme source radiatif d’une cellule i est défini comme le bilan entre l’énergie apportée et

l’énergie reçue (méthode directe) par le reste du domaine tel que :

div(qr)i =

Nelem
∑

i=0

∫ νmax

νmin

(P ea
ij,ν − P ea

ji,ν) dν = P i
e −

N
∑

i=0

∫ νmax

νmin

P ea
ji,ν dν (4)

Depuis, de nombreuses méthodes de réduction de variance ont été proposées pour minimiser

le temps de calcul. Ainsi, il est possible d’obtenir la même qualité d’estimation pour un nombre

bien plus faible de lancé. Ces techniques sont basées sur le principe géométrique de réciprocité

(rapport d’aspect). Jusqu’à présent, deux méthodes dites réciproques ont été développées [9] :

div(qr)
ARM
i =

Nelem
∑

i=0

∫ νmax

νmin

P ea
ji,ν

(

I0ν (Ti, ni)

I0ν (Tj , nj)
− 1

)

dν (5)

div(qr)
ERM
i =

Nelem
∑

i=0

∫ νmax

νmin

P ea
ij,ν

(

1−
I0ν (Tj , nj)

I0ν (Ti, ni)

)

dν (6)

L’Emission Reciprocity Method (ERM) estime le flux radiatif d’une partie du domaine en

calculant l’intégral du flux radiatif absorbé par le reste de l’univers. Réciproquement, l’Ab-

sorption Reciprocity Method (ARM) estime le terme source radiatif en réalisant l’intégral de

l’énergie, provenant de l’univers, absorbée par l’élement considéré. Il est à noter que deux

éléments à la même température possèdent la même luminance et imposent donc, de par cette

formulation, aucun échanges entre les deux éléments. Cela a donc pour effet de réduire drasti-

quement la variance.

Il a été démontré que l’ERM ne permet pas une estimation précise des termes sources radia-

tifs des éléments les plus froids du domaine en raison d’un biais de distribution fréquentiel [10].

Ainsi, les régions froides émettent une gamme spectrale définie aux basses fréquences alors



que la partie principale de l’énergie échangée provient de la région chaude caractérisée par

des hautes fréquences. D’une part, Zhang et al [11] proposent une méthode étendue nommée

Optimized Emission Reciprocity Method (OERM), qui impose une distribution de fréquence

basée sur la température la plus chaude. D’autre part, Dupoirieux et al. [10] proposaient une

amélioration en combinant la force des deux méthodes précédentes. Optimized Reciprocity

Method (ORM) utilise l’ERM dans la partie du domaine où la température est élevée et l’ARM

où la température est basse.

Le calcul de la solution est réalisé par itération en temps. Premièrement, les données géométriques,

thermiques et radiatives sont définies. Ensuite, le maillage et le champ de température sont ini-

tialisés. Un schéma implicite calcule la solution à l’itération n+1 et renvoie un nouveau champ

de température. Ce champ de température est une donnée d’entrée pour la méthode de Monte-

Carlo, qui renvoie le champ des sources/puits correspondant. Finalement, div(qr) est réinjecté

dans l’équation de l’énergie et un nouveau pas de temps est réalisé. Nous pouvons remarquer

que le champ source volumétrique est supposé être constant entre deux intervalles de pas de

temps. Cet algorithme considère donc un couplage faible entre les deux équations (EE et ETR).

Par conséquent, afin d’éviter les instabilités numériques, il est important de prendre un pas de

temps suffisamment petit. Un pas de temps adaptatif est implémenté et impose le critère de

convergence comme :

max
| T n+1

i − T n
i |

T n
i

≤ ǫ (7)

De plus, afin de contrôler la précision, il est nécessaire de définir, à chaque pas de temps,

un critère de convergence de la divergence du flux radiatif. Pour l’ERM, le terme source est

estimé cellule par cellule, nous pouvons donc augmenter le nombre de chemin optique tant

que la variance n’est pas suffisamment faible. L’écart relatif est estimé et comparé à un critère

arbitraire. Lorsque le critère est atteint, nous passons à l’élément suivant.

Pour l’ARM, l’idée est la même, cependant, la comparaison n’est pas faite pour chaque

élément mais en réalisant la moyenne spatiale du champ radiatif estimé. De plus, tous les

éléments de volume et de surface sont traités indépendamment. Lorsque la somme des écarts

relatifs devient inférieure au critère, le champ radiatif est transmis à l’équation de l’énergie et

nous atteignons le temps suivant. Dans certain problème, il est possible que la divergence du

flux radiatif tende vers 0, cela signifie que la puissance radiative échangée est nulle et rend

le critère de convergence impossible à atteindre. Dans ce cas, nous définissons une limitation

uniquement sur l’écart-type tel que :

σi ≤ ǫPr avec ǫ = 10−4 (8)

La partie principale des outils nécessaires est maintenant définie. Dans la partie suivante, le

modèle présenté est validé sur des cas de références avec des solutions fiables.

3. Résultats

3.1. Validation

La géométrie étudiée est une plaque chaude gardée qui contient un milieu gris absorbant-

émettant d’épaisseur optique τ = 1. Les murs sont supposés noirs et la température est im-

posée. Le problème est 1D. Les deux plaques sont donc infinies de températures Tchaud et



Tfroid = Tchaud/2 ou Tfroid = Tchaud/10. Le matériau est à Tfroid lorsque t = 0s. La résolution

est effectuée sur un maillage régulier de 21 nœuds. Cet exemple, initialement présenté par

Viskanta et al.[12] est intéressant car sa solution est semi-analytique. De plus, les auteurs

présentent des résultats pour de forts gradients de température et des transferts radiatifs im-

portants. Définissons le nombre de Stark tel que N = κλ/4σT 3
chaud, qui représente le rapport du

flux par conduction sur le flux par rayonnement. Lorsque N tend vers l’infini, la partie principale

du transfert de chaleur est purement réalisée par conduction. La Figure. 1 montre l’évolution

spatiale de la température adimensionnée (T ∗ = T/Tchaud) le long de la coordonnée spatiale y∗

à l’état stationnaire.
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Figure 1 : Thot = 2.Tcold et N=1, N=0.1 et

N=0.01

Figure 1 : Thot = 10.Tcold et N=1, N=0.1 et

N=0.01

Les différentes méthodes sont en bon accord avec les résultats présentés dans la littérature

pour N ∈ [0.1;+∞]. D’autre part, la figure. 1 indique que le choix entre les différentes

méthodes d’estimation du terme source devient important lorsque les échanges par rayonnement

s’intensifient. En effet, alors que l’ERM sous-estime légèrement le transfert radiatif, l’ARM la

surestime totalement et ne semble absolument pas appropriée.

Afin d’améliorer la stabilité et la précision de la méthode, nous avons décidé d’étendre la

méthode d’absorption dans une version optimisée. Avec la même idée utilisée pour optimiser

l’ERM, nous proposons d’ajouter la méthode Optimized Absorption Reciprocity (OARM) en

choisissant une distribution fréquentielle des échanges avec un facteur de correction dépendant

de l’élément le plus chaud du domaine. Elle se définit comme :

div(qr)
OARM
i =

N
∑

i=0

P e
ji(Tmax)

∫ νmax

νmin

(

I0ν (Ti, ni)

I0ν (Tj, nj)
− 1

)(

I0ν (Tj)

I0ν (Tmax))

)

dν (9)

De plus, avec la même idée utilisée pour la mise en œuvre de l’ORM, nous proposons d’uti-

liser la formulation OERM lorsque Ti ≥ Tj et OARM sinon. Nous nommons cette méthode

ORM2. La Figure 2 indique que l’OARM et l’ORM2 sont en bon accord avec la solution semi-

analytique de Viskanta et al [12].

La figure 3 montre l’écart relatif en fonction de la position lorsque nous répétons une cen-

taine d’expériences numériques. Les résultats dans la zone de texte indiquent la moyenne de

l’écart relatif par rapport à la position. D’une part, les deux méthodes par émission (ERM et

OERM), nous constatons que l’écart relatif est bien plus élevé pour les régions froides. D’autre

part, en terme de biais et d’écart-type, nous constatons que l’OARM apparaı̂t comme une réelle

amélioration de l’ARM. Enfin, l’ORM2 semble représenter un bon compromis avec un écart



Figure 2 : Ecart relatif dans le cas Thot =

10.Tcold et N=0.01

Figure 2 : Méthode Flash Monocouche N = 1 et

τ ∈ [0.1; 1]

relatif faible et équilibré entre les régions chaudes et froides.

La figure 4 démontre la validité de la méthode pour une application instationnaire tel que la

méthode Flash. Dans un cas 1D, mono-couche et conducto-radiatif (N = 1 et τ ∈ [0.1; 1]), nous

comparons la méthode développée avec une approche par quadripôle thermique. L’évolution

temporelle de la température en face arrière d’un échantillon possédant des parois adiabatiques

est représenté. Nous observons une bonne adéquation entre les deux méthodes. Il existe, cepen-

dant, un léger écart aux temps courts qui est justifié par une hypothèse de linéarité du rayonne-

ment dans l’approche par quadripôle thermique.

Une comparaison de la méthode de Monte-Carlo avec d’autres cas-tests ont été effectué. Le cas

d’une enceinte carrée, d’un cylindre infinie ou d’une résolution de l’ETR basée sur la méthode

des harmoniques sphériques (méthode Pn) ne sont pas présentés ici mais valident ce modèle

pour différentes géométries et différentes conditions aux limites.

3.2. Modèle Multi-couches

Dans certains cas, lorsque l’épaisseur optique tend vers 0 ou en raison de la géométrie du

milieu, une partie de l’impulsion thermique traverse l’échantillon et peut directement heurter

l’instrument de mesure. De plus, lorsqu’il s’agit de caractériser un milieu poreux, il est difficile

d’accéder à une mesure de la température surfacique qui soit pertinente. Afin d’éviter cela,

l’échantillon est alors placé entre deux couches d’un milieu très diffusif et opaque comme le

laiton (à l’ambiante) ou le titane (à haute température). Nous considérons la géométrie décrite

dans la figure 3, ce qui correspond à un problème asymétrique 2D et multi-couche. Seul le

média au centre (en rouge) est semi-transparent tandis que les deux couches diffusives sont

représentées en bleu. Le schéma volume fini provenant de la discrétisation de l’équation de

l’énergie est donc différent selon si le noeud considéré se situe en volume/frontière/interface

solide-solide ou dans un matériau opaque/semi-transparent.

Dans un premier temps, une validation du modèle est réalisée sur un logiciel commercial

(FlexPDE c©) en conduction pure. Ensuite, le couplage avec la résolution de l’ETR par méthode

de Monte-Carlo est ajouté. Si la conservation de l’énergie est respectée et si le système est adia-

batique, la température finale atteinte par l’échantillon est indépendante du mode de transport de

la chaleur. La diffusivité et la conductivité thermique sont fixées et nous modifions la valeur de

l’épaisseur optique pour moduler l’importance du transfert par rayonnement devant le transfert

par conduction. Ces résultats sont présentés sur la Figure 3. Nous remarquons la disparition du

saut de température (comme la Figure 2) aux temps courts induit par la présence des semelles



Figure 3 : Schema de la géométrie étudiée

Figure 3 : Méthode Flash tricouche 2D axisymmétrique

absorbantes. Le résultat obtenu est cohérent puisque l’élévation en température augmente avec

la diminution du nombre de Starck. En effet, il est bien connu que le transfert par rayonne-

ment, dont le temps caractéristique est faible, homogénéı̈se et accélère les échanges d’énergie.

Ce modèle est donc validé est sera utilisé pour alimenter les algorithmes d’inversion pour de

la caractérisation à haute température. La force de la méthode de Monte-Carlo réside dans sa

grande flexibilité. Il devient possible de facilement prendre en compte des phénomènes com-

plexes à modéliser tel que la dépendance spectrale des propriétés radiatives, les phénomènes

de diffusions et des conditions aux limites radiatives spéculaire/diffus. De plus, cette approche

demande un temps de calcul plus long qu’une méthode Pn ou quadripôlaire mais s’affranchit de

nombreuses hypothèses.

4. Conclusion

Dans cette communication, un modèle couplant des transferts de chaleur par conduction et

par rayonnement est présenté. L’équation de l’énergie est résolue par la méthode déterministe

des volumes finies tandis que l’ETR est résolue par une méthode stochastique de Monte-Carlo.

Un couplage faible est réalisé entre les deux équations. Nous nous sommes particulièrement

intéressés aux algorithmes de réduction de variance afin d’optimiser l’estimation de la diver-

gence du flux radiatif et ainsi réduire les temps de calculs. A partir d’une modification de la

distribution fréquentielle des porteurs d’énergies, une amélioration de l’Absorption Recipro-

city Method et de l’Optimized Reciprocity Method est proposée. Les résultats obtenus sont

comparés à deux cas-tests présentant une solution semi-analytique. Ce modèle est en bon ac-

cord avec les résultats obtenus sur l’exemple de la plaque chaude gardée (1D stationnaire)

et la méthode Flash (1D instationnaire). De plus, le cas d’un tricouche 2D axisymmétrique

est développé. Il sera utilisé à l’avenir lors de la caractérisation des propriétés thermiques

de mousses céramiques solides à haute température. Les optimisations apportées permettent



de réaliser rapidement plusieurs calculs directs essentiels lors de l’inversion. Actuellement,

des caractérisations ont été réalisées sur des échantillons de mousses en carbure de silicium

à température ambiante. Des essais jusqu’à 1000oC sont prévus prochainement et feront l’objet

d’une étude postérieure.
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