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Résumé — Nous proposons une méthode d’estimation non-paramétrique rapide et efficace pour estimer la distribution des
marques d’un processus de shot-noise exponentiel dans le contexte d’un fort taux d’empilement. A partir d’une formule reliant la
fonction caractéristique des marques a celle du shot-noise et sa dérivée, nous construisons un estimateur de type < plug-in > qui
converge en norme uniforme vers la densité des marques a une vitesse logarithmique. Cette méthode est ensuite validée sur deux

jeux de données simulées.

Abstract — We propose an efficient method to estimate in a nonparametric fashion the marks’ density of a shot-noise process
subject to a high pile-up effect. Based on a formula linking the characteristic function of the mark density to a function involving
the shot-noise characteristic function and its derivative, we construct a “plug-in” estimator which converges to the mark density
in uniform norm at a logarithmic speed. Two limited Monte-Carlo experiments are provided to support our findings.

1 Introduction

1.1 Dispositif expérimental et empilement

Nous nous intéressons a un probléme inverse non-
linéaire qui apparait en physique nucléaire, et plus par-
ticulierement en spectrométrie Gamma ou X. Des par-
ticules (un faisceau de photons) frappent un détecteur.
Chaque interaction est ensuite convertie par le détecteur
en une impulsion électrique proportionnelle a 1’énergie
déposée par le photon correspondant. La forme de
I'impulsion originelle- i.e. I'impulsion observée lorsque
I’énergie déposée vaut 1 eV- dépend du détecteur et de
I’électronique associée. Méme si le dépot d’énergie associé
a un photon s’avere parfois partiel (effet Compton, voir
par exemple [5]), la distribution des énergies déposées
reflete tres étroitement celle des énergies des photons :
I’objectif de la spectrométrie gamma ou X consiste a me-
surer précisement cette dernieére quantité, caractéristique
capitale du faisceau.

Les réactions nucléaires générant les photons étant
indépendantes, on considere que le processus ponctuel des
instants d’interaction faisceau/détecteur est bien modélisé
par un processus de Poisson homogene d’intensité A sur la
droite réelle. Le signal analogique mesuré par le détecteur
correspond alors a un processus de Poisson filtré par la
réponse impulsionnelle- supposée connue- et marqué mul-

tiplicativement par une amplitude aléatoire de distribu-
tion inconnue : en d’autres termes, un processus shot-
noise. Dans ce contexte, nous souhaitons retrouver la dis-
tribution des énergies photoniques a partir du courant
électrique mesuré. Or, les techniques d’instrumentation
nucléaire actuelles ne permettent pas de mesurer cette dis-
tribution lorsque l'intensité A est suffisamment forte pour
que les impulsions, de durée courte mais non nulle, s’em-
pilent : ce phénomeéne est communément connu sous le
nom d’empilement ou de pile-up. Cette superposition de
courants électriques empéche d’une part d’établir une cor-
respondance bijective entre une réponse impulsionnelle et
I’énergie déposée associée et d’autre part limite notre ana-
lyse aux distributions marginales du shot-noise. En pra-
tique, ce probleme d’estimation se complique puisque le
signal observé est échantillonné a une fréquence plus faible
que la fréquence moyenne d’interarrivée de deux photons.

1.2 Modele

Afin de résoudre ce probleéme inverse, nous modélisons le
courant électrique par un processus stationnaire de shot-

noise X = (X;),p défini par :
Xe= Y Yih(t—Ty), (1)
kT <t

ou h représente la réponse impulsionnelle du détecteur
et > . 0(1,,v,) correspond a un processus de Poisson ho-



mogene a valeurs dans R de mesure d’intensité A > 0 de
marques i.i.d. a valeurs réelles admettant une densité 6
par rapport a la mesure de Lebesgue.

Le processus est bien défini si, et seulement si, la
fonction h et la densité 6 vérifient

/min(l, ly h(s)])0(y)dyds < oo . (2)

Lorque la réponse impulsionnelle A est une fonction expo-
nentielle de taux de décroissance o > 0, i.e.

A

h(t) = e 1r, (1), (3)

le shot-noise est dit exponentiel et la condition ([2|) est alors

équivalente a E [log, (|Y1])] < oo. La figure ci-dessous

illustre la trajectoire d’un shot-noise et du processus ponc-
tuel marqué associé.

—shot-noise
——marked point process

FIGURE 1 — Trajectoire d’'un shot-noise exponentiel

Désormais, notre probleme s’apparente a un probléme
inverse non-linéaire et se formule de la maniére suivante :
a partir d’observations Xi,---,X,, d'un shot-noise ez-
ponentiel d’'intensité )\ élevée, notre objectif consiste a
identifier la densité 6 des marques. Nous allons mon-
trer que cette densité peut étre estimée de maniere non-
paramétrique pour un certain espace de fonctions conte-
nant 6. A notre connaissance, l'article qui se rapproche le
plus de ce probléme est [4]. Les auteurs proposent un esti-
mateur non-paramétrique de la fonction & qu’ils nomment
fonction canonique et qui est reliée a la densité 6 par la
formule

k(x)=A<1—/;a(u)du> L zeR. (4

2 Formule d’inversion

La densité de la marginale du shot-noise exponentiel
défini par n’est généralement pas expressible analyti-
quement. En revanche, étant donné qu’un shot-noise peut
étre regardé comme un processus de Poisson filtré, la fonc-
tion caractéristique de X s’écrit, pour tout réel u

©x, (1) = exp (/\ /O h /R (eluehv) 1)9(9:)dxdv> (5)

— exp ()\ /0 h /R (eluze ™ _ 1)9(x)dacdv> . (6)

De plus, si on suppose que E[|Y1[] = [, |z[6(x)dz < oo, la
fonction px, est de classe C! sur R et on a pour tout réel
u

A

o (1) = @xo(u) — (v (u) 1) - (7)
Comme la variable X est infiniment divisible, la fonction
vx, he s’annule pas. Par conséquent, et sous ’hypothese
que @y est intégrable, 'équation permet d’exprimer la

densité 6 connaissant «/\

0(x) = /Re_i”cpy(u)du = /Re_iw (1 + O:LM) du
(8)

Dans la suite du papier, nous supposerons que le rapport
a/X est une constante connue en tant que parametres de
I’appareil de mesure. Cependant, dans le cas ou une incer-
titude surviendrait, il est possible d’estimer ce rapport en
utilisant la propriété ([3][Theoréme 1]) que la distribution
G de X, est & variation réguliere d’indice A/« en 0, i.e.

G(z) ~aML(x) , x—0 (9)

ou L est une fonction a variation lente en 0. L’estimateur
de Hill appliqué a I’échantillon X L. , X1 fournit alors
un estimateur consistant de a/\.

3 Estimation non-paramétrique

Pour u réel, on définit @, (u) 2t > €% comme
la fonction caractéristique empirique basé sur les observa-
tions X1, -+, X, et ¢, sa dérivee. A partir de la formule
d’inversion , nous sommes tentés de définir un estima-
teur 6, en pluggant la fonction caractéristique empirique
dans la formule (8)), comme réalisé dans [2] .

Soient (hn)n>0 €t (Kn)n>0 deux suites de nombres po-
sitifs telles que

lim h, = lim x, =0.
n—oo n—oo

On définit alors Pestimateur 6,, par

N 1t au @ (u

(10)
Le choix de cet estimateur est motivé par des raisons
de stabilité numérique : d’une part,a v fixé, on es-
time 1/¢(u) par 1y, (u)|>x,}/Pn POUr une suite (£, )n>0
strictement positive. Une méthode semblable est uti-
lisée dans [6] pour des observations i.i.d. : les fluctua-
tions de /n (én(u) — @(u)) étant bornées en probabi-
lité, ils proposent de choisir k, = kn /2 pour un
certain k > 0. D’autre part, nous tronquons l’inter-

valle d’intégration R par [—h;* h; '], permettant ainsi

de controler erreur d’estimation ¢ — 6,, en norme uni-
forme. Comme les déviations de y/n (¢n(u) — ¢(u)) sur
[—h;*, hy;t] dépendent de la bande passante hy, le pa-

n
rametre k,, sera choisi légérement plus grand que n~=1/2,



Afin d’évaluer la performance de notre estimateur en
norme uniforme, nous définissons un ensemble de classes
de fonctions auxquelles la densité est susceptible d’appar-
tenir. Pour K, L,m des nombres strictement positifs et
s> 1/2, on définit

O(K,L,m,s) :{6 est une densité de probabilité t.q.
[ wittmotay < k.

/R(l + |ul?)*||FO(u)[*du < L} .

ou F6 représente la transformée de Fourier de 6.

4 Reésultats principaux

Nous ajoutons dans cette section un indice 6 aux
symboles d’espérance et de probabilité afin d’établir des
bornes pouvant éventuellement dépendre de la densité in-
connue . Le théoreme ci-dessous garantit que ’estimateur
proposé converge a une vitesse logarithmique des lors que
la densité 6 appartient & I'une des classes O(K, L, s,m).

Theoréme 1. Soient X le processus de shot-noise expo-
nentiel défini par , K,L,m des nombres strictement
positifs et s > 1/2. Pour tout choix de constantes stricte-
ment positives v, satisfaisant

)\KQ/(4+m)

4o ’
on pose hy, 2 (6 log(n))_l/Q, kin = 07" Y2 et on définit 0,
par . Alors, pour tout M > \/Z/?T,

Py (||9 — 0, > Mh;) —0. (11)

v<1/2-46

lim sup sup
n 0€O(K,L,m,s)

On voit d’apres que l'estimateur 0, dépend seule-
ment des parametres h,, et k, qui a leur tour sont choi-
sis en fonction de K et m. Il est d’ailleurs intéressant de
noter que l’exposant de Sobolev s n’intervient pas dans
la définition de 6,,. En pratique, la connaissance de K
et m sont des hypotheses relativement faibles : dans les
applications en physique nucléaire, Y est borné presque
stirement par une constante connue. Cependant, une esti-
mation trop élevée de la borne supérieure de K2/(4+7) en-
traine nécessairement un choix de § plus petit, et donc un
plus grand h,, : autrement dit, une vitesse de convergence
plus faible. Ainsi, il serait intéressant de pouvoir choisir
ces parametres en fonction des observations Xq,--- , X,.
Pour y parvenir, nous exploitons la formule connue des
cumulants d’un shot-noise (cf. [I] par exemple) qui donne

Var(Xo) 2 0% = AEg [Y?] / e 2t = %Eg [v?] .

0
(12)
Grace a cette relation, nous pouvons formuler une version
adaptée du théoreme précédent avec v = 1/8, m = 1

et un choix de § en fonction des données de sorte que
I’estimateur ne dépende plus de la connaissance de K.

Theoréme 2. Soient X le processus de shot-noise expo-
nentiel défini par , K,L,m des nombres strictement
positifs et s > 1/2. On définit

NORNRLPE

n )\O'X,n
ou 6%{,71 est la wariance empirique des observations
Xi,-++,X,. Posons
3
20 + 1)

1>

On
puLs
N —1/2
h, = (5n log(n)) et kK, =n"3/%.
Alors, pour tout M > \/Z/Tf‘, on a

limsup sup Py (||9 — 0] > Mh;) =0. (13)
n 0€O(K,L,s,1)

Il est d’ailleurs intéressant de noter que la finitude du
moment d’ordre 5 de Y est une condition suffisante au
controle uniforme de la variance empirique 6%, sur la

classe de fonctions O(K, L, s, 1).

5 Algorithme

Dans le cadre des applications en physique nucléaire,
la taille de I’échantillon disponible atteint souvent plu-
sieurs millions. Afin d’estimer d’une maniere rapide et
efficace la loi des marques, nous avons développé une
procédure d’éstimation semblable a celle proposée en
dans laquelle I’ évaluation de la fonction caractéristique
empirique est substituée par la transformation discrete
de Fourier d’un histogramme basé sur les observations
X1, , X

Algorithm 1: Nonparametric mark density estimator

Inputs : Shot-noise observations Xy, -+, X,,, A, a.
1. Choix de A > 0.
2. Calcul de I'histogramme (H;);cz d’intervalle A basé sur
les observations X1, ,Xp :
Hi = {X € [A6; Al + D]}/n
3. Soit (dH;);cz définie par dH; = AiH;
4. Pour N £ 216, on calcule X¢ = FFT(H, N),
dX¢ = FFT(dH,N) Pour k=1,--- ,N, on a
. 27 (k=1 - 2m(k—1
(XO) = @n (2051 ) et (aX9),, = —ig), (- 25 2)
5. Calcul de @y, :

. 2n(k—1)\ _ 2ra(k—1) dX oy
WY,n( NA >—1+ NAX qubZ

On = 2 FFT(¢y,,N)

puis




6 Reésultats numériques

Pour donner quelques ordres de grandeur en instrumen-
tation nucléaire, les détecteurs possedent une résolution
temporelle d’environ 10 MHz tandis que leur réponse
impulsionnelle associée devient négligeable en au plus
quelques microsecondes. Dans un contexte de fort em-
pilement, cette atténuation rapide du courant électrique
n’est pas perceptible du fait d’un taux d’interarrivée entre
deux photons relativement haut, d’environ 10° arrivées
par seconde. Afin d’illustrer la performance de ’estima-
teur 6,, défini en , nous fournissons ci-dessous deux
exemples d’estimation de la loi des marques, & A = 5.10°
et o = 3.10% fixés.

Cas d’un mélange de gaussiennes : Nous

considérons le cas ou la loi des marques suit une mélange
de trois gaussiennes définies par

p=[030502 , p=[41222] , o=[110.5]

ou p,u,o représentent respectivement le poids, la
moyenne et la variance de chaque gaussienne.

0.25 T T T T
estimated mark density
true mark density
0.2F f |
|
0.15+ I\ |
| [l
| \
I\
o1t \u I f
I
\ l
/|
0.05 \“ I“
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\ |
0= \ AVAN 1y - .
0 15 20 25 30 35

FIGURE 2 — Estimation d’un mélange de gaussiennes

Cas d’un mélange de lois Gammal(a,3) : la
loi des marques suit un mélange de trois lois gammas
indépendantes définies par

a=2 , p=1[020305 , B=][3612]
ou a est le parametre de forme commun et p, 3 le vecteur
des poids et des parametres d’échelle de chaque loi gamma.
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