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Abstract

We revisit some papers by Eichler and Shimura in order to give an algebraic formulation
(based on Farey symbols) for the intersection product on the space of modular symbols, as
described by Pollack and Stevens. We define the period homomorphism of an Eisenstein series
(Eisenstein-Dedekind-Stevens symbol) and extend the definition of the intersection product to
these objects. We construct a computationally convenient basis for the space of Eisenstein
series for I'g(N) with rational periods. Given a Farey symbol for a subgroup I" of the modular
group and a subgroup I" of finite index of I', we give an algorithmic construction for a Farey
symbol for I

Résumé

On revisite des articles de Eichler et de Shimura afin de donner une formule algébrique (ba-
sée sur les symboles de Farey) pour le produit d’intersection sur I’espace des symboles modu-
laires tel qu’il est décrit par Pollack et Stevens. On définit I’homomorphisme de périodes d’une
série d’Eisenstein (symbole d’Eisenstein-Dedekind-Stevens) et on étend le produit d’intersec-
tion a ces objets. On construit une base adaptée a un traitement algorithmique de I’espace des
séries d’Eisenstein de période rationnelle pour I'o(N). On donne un algorithme pour construire
un symbole de Farey d’un sous-groupe d’indice fini d’un groupe donné par un symbole de
Farey.

Le but de cette note est de revisiter des articles de Eichler et de Shimura ([4]], [16]) et de
donner une formule pour le produit d’intersection sur I’espace des symboles modulaires tel qu’il
est décrit dans [15]. Ce produit étendu a R ou a C et appliqué aux symboles modulaires associés
a des formes modulaires de poids k& pour un sous-groupe de congruence I" redonne le produit
de Petersson classique. Cette formule se trouve dans 1’article de Eichler [4]. Elle a été reprise
par Haberland [5]] et aussi par Zagier, Pasol-Popa, Cohen, ... ([22], [14], [2]) en passant par les
sous-groupes de congruence de petit niveau comme I'o(2). Ici, comme le font Eichler et Shimura,
nous donnons la formule directement pour les symboles modulaires associés a I' (ou symboles



modulaires généralisés pour tenir compte des symboles d’Eisenstein) en utilisant les notions de
symbole de Farey et de polygone fondamental associé a un sous-groupe d’indice fini de PSL,(7Z)
telles qu’elles sont rappelées dans [1]. Nous avons pris le parti de redémontrer des résultats déja
connus mais pouvant étre formulés différemment et pour lesquels il n’est pas toujours facile de
trouver une référence claire, en citant en méme temps les articles qui nous ont inspirés.

Donnons un apergu sans préciser certaines notations qui seront reprises dans le texte. Dans la
premiere partie, nous reprenons une extension des symboles modulaires dans le langage de Stevens
[18]. Soit k£ un entier > 2. Considérons le (Q-espace vectoriel V; des polyndmes en x et y homogenes
de degré k — 2, muni de la forme bilinéaire (-, -)y, vérifiant

(w432, (W +y) 2y = (=),
et My I’espace des formes modulaires de poids k. Si F appartient a My, 1’ intégrale de Eichler W (F)
est définie pour T appartenant au demi-plan de Poincaré par

T T

W(F)(t) = / (F(t) —ao(F)) (tx+y)*2dr —i—ao(F)/O (tx+y)¥2dr € Vi(C) .
Joo

Les deux théoremes suivants sont des formulations nouvelles de résultats classiques.

Théoreme. 1. L’intégrale définissant W (F') converge absolument et permet de définir une
fonction holomorphe W (F) sur H a valeurs dans Vi, (C) vérifiant

W (F)

L (®) = F(@) (e )2

2. Siye GL;(Q), C(F,y) =W(F) —W(F |y )|y ne dépend pas de . L’application
v (F = C(FY))
définit un cocycle sur GL3 (Q) a valeurs dans Hom(My, Vi (C)).

Soit Z le groupe des diviseurs sur I’ensemble des symboles 7, (s) pour r et s € P'(Q), r # s et
o le sous-groupe des diviseurs de degré O, munis de 1’action naturelle de GL2+ (Q).

Théoreme. 1l existe un unique GL3 (Q)-homomorphisme Per de My, dans Hom(Z, Vi(C)) (ho-
momorphisme de périodes) tel que pour tout F € My, et tout 'y € GL;r (Q),

Per(F)([1(0),7 ' 1(0)]) = C(F,) -

Si F est une forme modulaire de poids k pour un sous-groupe de congruence I, Per(F) appartient
a Homr(Zo,Vi(C)). Si F est parabolique, son image dans H'(T,Vi(C)) est un élément de la
cohomologie parabolique H! (T, V,(C)).

par

Nous construisons ensuite le symbole de Eisenstein-Dedekind associé aux fonctions de (Z/NZ)?
comme le fait Stevens. Notons 7y le Q-espace vectoriel des fonctions sur (Z/NZ)? a valeurs dans
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Qet Fy(C) =C® Fy. Pour f € Fn(C) vérifiant de plus f(0) = 0 si k =2 (on notera ce sous-espace
In(C)p)

is _ ko1 (k=11 / ed)(e —k
Eisk(f)(z) =N 7(_2’%)](((-%‘&22](( ,d)(cz+d)

est une forme modulaire de poids k pour le sous-groupe de congruence I'(N) (la maniére dont la
sommation est faite pour k = 2 sera donnée au paragraphe [1.3.3). Soit % (") I’image par Eis; des
éléments de ,‘FA’, ; invariants par I.

Théoreme (Stevens). L’application ¥y = Per o ‘Eisy définit un homomorphisme de SL;(Z)-modules
Fn(C); — Hom(Z¢, Vi (C)). L'image de Ei(T) par Per dans H' (T, Vi(C)) est en fait incluse dans
H'(T,V}).

Dans la seconde partie, nous donnons la définition de 1’accouplement étudié dans le cadre de
ces symboles modulaires et nous faisons le lien avec le produit de Petersson classique en utilisant
les isomorphismes de Eichler-Shimura. Si D est un domaine fondamental de I" dans H* = H U
P!(Q) et si F et G sont deux formes pour I' dont I’une est parabolique, le produit de Petersson de
F et G est défini par

dxdy 1
2

(F,G)r = /@ FOGEY S = —, /@ F(1)G(7) Im(t)* 2dTAdx .

Théoréme. Soit un symbole de Farey étendu F = (V,*,uy) associé a T. La forme bilinéaire
Homr(Eo,Vk) X Homr(Ao,Vk> — @

définie par

1

{P1.P2)r =5 Y (@i([e(0), YaTte (0)]), P2(@)

acV

se factorise en une forme bilinéaire
H'(T,V;) x Homp(Ag, Vi) — Q

et vérifie les propriétés suivantes :
1. {®, Dy} ne dépend pas du choix du symbole de Farey étendu F .

2. La forme bilinéaire {-,-} induite sur Homr(Ag, Vi) x Homr (Ao, Vi) est antisymétrique
(resp. symétrique) si k est pair (resp. impair).

3. Soient P, € HOIIIF1 (Ao,Vk) etd; € Homr2 (Ao,Vk). Siae MZ(Z)+, ona
{@1|[Mal), P2 br, = {P1, P[0 T ]}, -
4. Soient F une forme modulaire et G une forme parabolique de poids k pour I'. Alors

{fPer(F), Ter(G)}r = ) UE,G)yr, {Per(F),Per(G)}p=0.
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La définition étant algébrique, nous avons pris le parti d’essayer de démontrer les propriétés de
cette forme bilinéaire sans utiliser le lien avec le produit de Petersson classique. Ainsi, pour nous
persuader du bon comportement de 1’accouplement construit par les opérateurs de Hecke, nous
avons eu besoin de redonner 1’algorithme de construction d’un polygone fondamental d’un sous-
groupe d’indice fini de I" & partir d’un polygone fondamental de I sans supposer que I' = SL,(Z).
Par contre, nous ne sommes pas arrivés a démontrer 1’indépendance de 1’accouplement par rapport
au symbole de Farey étendu de maniere algébrique et avons dii passer par le produit de Petersson
classique.

L’accouplement tel qu’il est décrit ici est implémenté dans Pari/GP [19] et permet de calculer
un sous-espace de 1’espace des symboles modulaires isomorphe a I’espace des formes paraboliques
par orthogonalité avec 1’espace des symboles d’Eisenstein. C’est ce qui nous a amené a reprendre
les constructions de Katz et de Stevens du Q-espace vectoriel Z;(I"). Nous avons alors cherché
un systéme minimal de fonctions de (Z/NZ)? dans Q permettant d’engendrer % (I") en partant de
constructions de Kubert. Dans le cas ou I' = I'y(N), nous en indiquons un plus efficace d’un point
de vue algorithmique. Merci a Karim Belabas pour son implémentation dans Pari/GP des objets
contenus dans cet article (comme les symboles modulaires, les symboles d’Eisenstein, le produit
de Petersson sur ces symboles, .. .).

Dans I’appendice, nous avons regroupé des calculs classiques sur les séries d’Eisenstein de
niveau N associées aux fonctions de (Z/NZ)? dans C dans I’esprit de [9].
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1 Espaces de symboles modulaires

1.1 Symboles modulaires et symboles infinitésimaux

Cette sous-section et les deux suivantes sont inspirées de [[18]].

Soient A = Z[P'(Q)] le groupe des diviseurs sur P!(Q) et Ay le sous-groupe des diviseurs de
degré 0. L’action naturelle de GL,(Q) sur P! (Q) induit une action sur A. Si ¢ € P'(Q), on note
{c} le diviseur associé a ¢ dans Z[P'(Q)]. Si ¢ et ¢, sont dans P!(Q), on note {c1,c2} le diviseur
{ca} —{c1} associé dans Ay.

Soit P(Q) I’ensemble des symboles 7,.(s) pour r et s € P1(Q), r # s. Il est muni d’une action a
gauche naturelle de GL,(Q). Nous parlons de pointes infinitésimales pour désigner un élément de
P(Q). Soient E le groupe des diviseurs sur P(Q) et £ le sous-groupe des diviseurs de degré 0. Il
est engendré par les diviseurs de la forme [c1,c2] = {c2} — {c1} avec ¢y, ¢z € P(Q). On parlera de
symboles modulaires pour les éléments de type {r, s} = [r,(s),T;(r)] et de symboles infinitésimaux
basés en r pour les éléments de type [s,?], = [n,(s),7,(¢)] pour s et 7 différents de r.

{rt}

FIGURE 1 — [r,(s), 7, (u)] = [s,t],+{rt} + [rul

Lemme 1.1. Le groupe Eg est engendré par les symboles modulaires {r,s} pour r # s et par les
symboles infinitésimaux [s,t|, pour s et t différents de r.

Démonstration. L’élément [wt,(s), T, (u)] de Eg avec r # s et t # u s’écrit
[S7 u]r sir=t

(), e ()] = {[s,t]r-i- {nt}+[rul; sir#t

0]
Soit d : E — A I’application induite par {m,(s)} — {r}. On a donc
([, (51), Ty (52)]) = {r1, 2}
Lemme 1.2. L’image de Z (resp. E¢) par d est A (resp. Ag). Le noyau de 9 est
W = &,ep1(q) (P52 QL (5)]) -
Démonstration. Soitv =Y., . c¢i{T(si)}. Supposons dv nul. On a donc
Z (Z ci){r}=0.
rePl(Q) fi=r
Donc ¥, ¢; = 0 pour tout r € P1(Q). O



1.2 Décomposition de Manin-Stevens
Lemme 1.3. Soit r € Q. Notons r = [ao, - ,an] = ao+ 1/(a1 + ... + 1/ay) le développement en

. . ; 1y pi
fraction continue de r de convergents Pi Notons ani) = — =L et t; = (=1) . Pj Pj-1 pour
4 " aw TN\ (=1 g

—1<j<navecp_>=0,qg2=1 p_1=1 qg-1=0.Alors

o) o] + 2 (1) ay0). 7)) =0

Démonstration. Posons c_, =r,c_j = oo = %, co= %, ] = %, - % =7, Cpy1 = 0. On

aaussi go = 1, g1 = ay et donc ¢y = pg = ayp. Alors, le chemin fermé
O =Cpy] 2 Fr=Cp—>"—>C)—7C_] =

donne la relation
n

Z (e, (cj+1),Te;_ ()] = 0.

j=—1
Posons a;- = (—l)jaj pour i =0,---,n+ 1 et calculons les images réciproques des T; sur ¢;_1, ¢;
et Cjt1 -
’cjoo:&:cjpourOgjgn
qj
’ch:EZCj_lpourOSjgn
qj—1
(=17 pjds, +pj a; ; ,
/ J4j+1 TP Djdj+1+Ppj—1  Pjtl .
Tjdj 1 = 0 To.d = = =cjprpour0<j<n
(=1)7lgqd v qj-1 qiajai+qi-1 gje

td = —Pnqn—-1tPn-19n ot
= =00 =(Cpyt
it —qnqdn—1 +(]nflCIn "

T_100 = 00, ’C_10 = 0, T_1a6 =dagp = Cp

Ainsi, pour tout 0 < j<n,ona

Ti(eo) =cj, Tj(0)=cjo1, Ti(di1) =cjn
ce qui implique que

[chj(cj'i‘l)?n‘fjfl(cj)] = Tj([nw(a;'—i-l)?no(oo)]) .
Pour j = —1,

e (c0)s ey (c-1)] = [Meo(at0), 7 (o0)] = [Men(a0), 0 (o0)] + [0 (), (o)) -

D’ou le lemme. U



Proposition 1.4. 1. Sivy, € SLy(Z) est tel que Yyo0 = r, pour sy et s différents de r, on a
[s1,82]r = ¥:([0,%, '52]0 — [0,% 's51]) -

2. En utilisant les notations du lemme précédent indexées par r, on a

[T (), 75y (o0)] = _ilc,-vr[no@o),nm<<—1>f+1a,-+1vr>] )
J=
10(0), 75, (00)] = [(0), T (ci0,)] + ior,-,r[no@o),nw<<—1>f“a,~+1,r>J @)
J:

Proposition 1.5. 1. Le SLy(Z)-module E( est engendré par le symbole {oo,0} et par les sym-
boles infinitésimaux [0,t]e pour t € Q.
2. Le SLy(Z)-module W, noyau de 0, est engendré par les symboles infinitésimaux [0,t]e pour

teQ.

Démonstration. Soit M le SL;(7Z)-module engendré par le symbole {eo,0} et par les [0,]. pour
t € Q. Par la proposition[I.4] tous les symboles infinitésimaux sont dans M. Comme

[T0(e0), Moo (5)] = [T0(0), oo (0)] + [0, 8o

[Tp(o0), oo (5)] appartient a M. Donc, par la proposition[.4] [ (o), T, (0)] appartient a M. Comme
[mo(e2), 7r(5)] = [0 (o0), T (o0)] + [00, 5],

[Tp(e0), 7,(s)] appartient & M, ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1.6. Soit (r,s) un couple unimodulaire de rationnels, c’est-a-dire ’image de (0,oo)
par un élément de SL;(Z). Le SLy(Z)-module E( est engendré par {r,s} et par les [s,¢], pour

teQ—{r}.
1.3 Cocycle associé a un symbole

1.3.1 Cocycle universel

Soit Z une pointe infinitésimale. Si y € GL2(Q), on pose Vz(Yy) = [Z,Y(Z)]. Explicitement, si
1’on prend Z = 7,(s) avec r et s des éléments distincts de P'(Q), on a

Vz(y) = {[S7Yr]r+{r,yr}+ (1, Ysly siyr#r

[s,7s]r siyr=r.
L application y — V() est un 1-cocycle sur GL,(Q) a valeurs dans Eg

Vz(W) = [ZNZ]+ WZ (Y Z)] = Vz(7) + Wz (Y)
et dépend de Z par un cobord :

Vz(y) = Vz(y) = (1=([Z,2]) .
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Lemme 1.7 (Stevens). Si Zo, = Teo(0) et Y= (? Z)

Zoy 7] = [ (0), 7_a (22)] =¥~ ([Mee(0), Mo £)]) i€ #0 .
T [Mea(0), o (—2)] sic=0

Démonstration. On a

[Z°°7'Yilz°°] = [nm(0>vnTloo('YilO)]
Lorsque Yoo = oo (i.e ¢ = 0), on a

2122 = [1n(0), e )
Lorsque c est non nul, on a
[Zoo, ¥ Zeo] = [Mea (0), Tty 100 ()] [y-100(0) Ty-10a (Y1 0)]

= [0 (0), 7_a (o0)] 47 [Tt (¥00), Tt (0))

[ (0), 7_s ()] 477 [l 5), o 0)],
d’ou le lemme. 0]

1.3.2 Cocycle universel a valeurs dans V

Si un groupe G agit sur un ensemble X, on note Stabg(x) le stabilisateur de x dans G pour
x € X. Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une action a droite de GL;r (Q). On a une application
naturelle de GL; (Q)-modules Hom(Ag, V) — Hom(Zo, V) induite par o.

Lemme 1.8. Soient H un sous-groupe de GL; (Q) et D(H) un systéme de représentants de
H\P(Q). Soit ¢ un cocycle de H a valeurs dans V s’annulant sur les stabilisateurs de tous les
éléments de D(H). 1l existe un élément ¥ de Homy (Eo,V) tel que Y([Z,y'Z]) = c(y) pour tout
Y € H et pour tout Z € ‘D(H). Lorsque H opére transitivement sur P(Q), W est unique.

Démonstration. Remarquons d’abord que si Z; € D(H) et siy 'Z =7 7IZ,-, on ay = Ay avec
A € Staby (Z;) et c(Y) = c(y) puisque ¢(L) = 0. On peut donc définir un unique élément ¥ de
Hom(Zy,V) tel que W([T1,T3]) = c(y2) —c(y1) avec T} = y;lZij pour un unique Z; de D(H). Pour
Ty et 7> dans P(Q)etye H,on a

(1Y) =¥ Zi, 1, Za]) = c(ry ) —e(ny )
=clp)ly ey )~y —e(v )
=¥([1, )y
ce qui montre que ¥ est un homomorphisme de H-modules. Par définition pour tout Z; € D(H),

on a bien ¥([Z;, Y 'Z]) = c(y). Si H opére transitivement sur P(Q), D(H) est réduit 2 un élément
Z et les [Z,7~'Z] engendrent Z, d’ol1 I'unicité de P. O
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Regardons le cas particulier ot H = GL; (Q). L’action de GLJ (Q) sur 2(Q) est transitive.
Si Z € P(Q), soit Uz I’application HomGL;(Q)(EO,V) — H'(GLS (Q),V) telle que Uz(y) est la

classe du cocycle v+ y([Z,y~!Z]). Si r € P'(Q), on note de méme U, 1’application
Homg; +(qg) (80, V) — H'(GLS (Q),V)

telle que U, () est la classe du cocycle y— y({r,y"'r}).

Proposition 1.9. Si Z € P(Q), on a la suite exacte

+ Stab . + . Z _ U, rey
0 — V2 (@ - v @7 o Homg, + ) (E0,V) = H'(GLF (Q),V) ™8 H' (Stabgy 1 ()2, V)

Stab VA
oV @ HomGL;(Q)(EO,V) est définie par v — ([Z,7'Z] — v|(y—1)).

Démonstration. Soit ¢ un cocycle sur GL;r (Q) a valeurs dans V qui est un cobord par restriction a
Stabg +(q) (Z) :ilexiste v e V tel que ¢(y) =v|(y—1) poury € Stabgy 1 (@) (Z). En modifiant ¢ par
le cobord y— v|(y— 1), on peut supposer que ¢ est nul sur StabGL2+ @ (Z) et appliquer le lemme
[L.8l Les autres points sont immédiats. O

Proposition 1.10. Soit " un sous-groupe de congruence de SLy(7) et Z € P(Q). Si {£1} agit
trivialement sur V, I’homomorphisme

Homp(Zo,V) % H'(T,V)

est surjectif. L'image de Homr (Ao, V') par Uyz est égale a la cohomologie parabolique H;ar(r, V),
noyaude H'(T',V) — [Trec(r) H'(Stabr(r), V) pour C(T') un systeme de représentants de T\ P' (Q).

Démonstration. Soit ¢ un cocycle de I' a valeurs dans V. Comme StabrZ est réduit a {1} pour
tout Z € P(Q), la restriction de ¢ a StabrZ est nulle et H'(Stabr-Z,V) est nul. La condition du
lemme [1.8] est donc vérifiée par ¢ et on peut appliquer le lemme. En choisissant un systeéme de
représentants D(I') de I'\ P(Q) contenant Z, ceci montre la surjectivité de Uy.

Si ® provient d’un élément de Homr(Ag,V) et r € P'(Q), I'image de ® dans H'(I',V) est
définie comme la classe de ¥+ ®({r,y 'r}) et sa restriction & H'(Stabr(r),V) est donc triviale.
Montrons la surjectivité de Homr (Ao, V) — H ;ar(F, V). Soit ¢ un cocycle représentant un élément

de Hlla,(F,V). Pour tout r € C(T'), choisissons v, € V tel que c(y) = v.|(y— 1) pour tout y €
Stabr(r). Pour tout s € P!(Q), il existe un couple (;,Bs) € C(I') x " tel que s = Byt;, et la quantité

c(B;') —v,,|B; ! ne dépend pas du choix de ce couple. On peut donc définir un élément @ €

Hom(A,V) par
o Y af{sh= Y (B - lBs) -
sePH(Q) seP1(Q)

1. Cela peut certainement se déduire de suites exactes générales, mais nous préférons donner une démonstration
terre a terre.



ol ng est nul sauf pour un nombre fini de s. Pour y € I, I’équation s = Br donne ys = (yB)¢, et

c(B) " =l (B) T = (B —wlBTH Y +e(v ),

donc

(v ), ndshH=@( Y nafshHy '+ ) ne(y ™),

seP1(Q) SEPI(Q) seP(Q)

ce qui montre que la restriction de ® a Ay est invariante par I'. Pour r € C(T'), on a

e({ry 'r}) =@({y 'r}) = @({r}) = c(¥) —vily—c(1) + |l = c(¥) + v |(1 - 7)

ce qui montre que ¢ est bien un représentant de 1’image de ® dans H' (", V). U

1.4 Symboles et espaces de formes modulaires

Le paragraphe suivant a des liens avec [7]]. Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Soit V; =
Qlx,y]k—2 le Q-espace vectoriel des polyndmes homogenes en (x,y) de degré k — 2, muni de I’ac-
tion a droite de GL(Q)

(PIY)(x,y) = det(y) 2P((x, )y ) -

Siy= <Ccl Z), on a donc

(Ply)(x,y) = P(dx—cy,—bx+ay) .

On note jy(z) = cz+d le facteur d’automorphie. Soit My 1’espace des formes modulaires dont le
stabilisateur pour I’action de GL; (Q) donnée par

Fliy(z) = det(y)* " jy(2) *F (1z)

est un sous-groupe de congruence. Si I est un sous-groupe de congruence, on note My(I") (resp.
Sk(I)) I'espace des formes modulaires (respectivement paraboliques) de poids k invariantes par
I'. Si F € My, on note ag(F) le terme constant du développement de Fourier de F en I’infini. On
définit I’intégrale de Eichler W (F), fonction de H dans Vi (C), par

T T

W(F)(t) = / (F(t) = ao(F)) (tx ) 2dt 4+ ao(F) /O (tx+y)"2dt € Vi(C) .
joo

Les chemins dans #* utilisés pour définir cette intégrale (et les suivantes) sont toujours constitués

d’un nombre fini d’arcs de géodésiques. L’action de ¥ € GLJ (Q) sur W(F) est I’action naturelle

sur ’espace des fonctions de # dans V;(C) :

W(E))(t) = (W(F)(vo) |y

Si f est une fonction sur 4, on note a{ et f les composantes de sa différentielle dans la base

(dt,d7)

df = fdr+af
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On a donc

of _ <8f af) of <8f+8f)

ot ox ay o ox dy
Théoreme 1.11. 1. L’intégrale définissant W (F) converge absolument et permet de définir
une fonction holomorphe W (F) sur H a valeurs dans Vi (C) vérifiant
oW (F)

1) = FE) o+ 9)

2. Siye GL;(Q), C(F,y) =W(F) —W(F |y )|y ne dépend pas de . L’application
v (F = C(FY))

définit un cocycle sur GL3 (Q) a valeurs dans Hom(My, Vi(C)). Si T est un sous-groupe de
GL; (Q) tel que F soit invariante par T, la restriction de C(F) a T est un cocycle sur T a
valeurs dans Vi,(C) et définit un élément de H' (T, Vi (C)).

3. La fonction s — [° (F(t) —ao(F)) (tx +y)*~2(—it)*dr définie pour Re(s) > k admet un
prolongement analytiqgue a C. On a

1
ao(F) fgﬁlo(tx—i—y)k_zdt si Y stabilise oo .

lrg = A I FO P et il siy= (0 ‘01> “

Ces équations déterminent entierement C.

En particulier, C(F,Y) = 0 si 7 stabilise .(0). Si F € My, on note F(t) = F(t) — ao(F) pour
simplifier I’écriture des formules.

Démonstration. Notons N un niveau de F. On a

2innt
F(t)= Z anexp( )
n>1 N

(Zmnt) ( 27tIrn( ))

avec a, = O(n*~1). L’inégalité |exp | <exp assure la convergence absolue de
I’intégrale en ioo et justifie la définition de W (F), ainsi que I’équation différentielle.
Vérifions que W(F) — W (F|y~')|y ne dépend pas de . On a

~1 k—2 & k—2
WFEN M =1 | Flr (1) (tx+y)2dt +ag(Fly ™) | (xeby)Tdn .
En utilisant les égalités suivantes faciles a vérifier

(Yo + )2y =det(1)* 2 jy1 (yo)F 2 (te+y) 2
(Fiy')(yo)  =det(y)~ %Y ja(yo)*F (1) )
Jyrr(iy(t) =1,



on obtient
D(W(F H) (7) _ detly
ot Jy(T)?
Le fait que y+— (F — C(F,Yy)) est un cocycle :
C(Fm) = C(F % 'yl + C(Fp)

se démontre en appliquant la définition. Enfin, calculons C(F,Y) lorsque yeo = o, i.e. lorsque  est
de la forme (& 5). Pour Im(t) tendant vers oo, I’ intégrale de ico & T et I’intégrale de ico 2 YT tendent
vers 0. La valeur de W (F) — W (F|y~!)|yest donc égale 2 la limite de

ao(F) [ (tx-+) e —ao(FIy ) ( / “(rx+y>k—2dz) v
= ay(F) (/Or(tx-%y)"‘zdt - g /Ow(y‘ltx+y)k‘2dt)
=ao(F) (/()T(tx—i—y)k_zdt - /;10(tx—|—y)k_2dt)

y'o
_ k—2
— ap(F) /O (tx-+y)2dr

(FIr") (r0) e )2 y= P et 32 = 2

car ag(F|y~ ') = %ao(F ). Cela démontre la formule pour C(F,Y) lorsque Yoo = oo,

Calculons C(F,c) pour 6 = <(1) —()1) Pour cela, commengons par justifier le prolongement
analytique de s — [i7 F(t)(1x + y)kfz(—it)sdt@. Remarquons d’abord que ¢ étant dans le demi-
plan de Poincaré, —it appartient au plan complexe privé de la demi-droite x < 0, ce qui permet de
donner un sens a (—it)* pour s € C. En 0, F(t) est O(¢~¥), donc I’intégrale est convergente en 0
pour Re(s) > k— 1. Prenons un élément zo de H sur la géodésique qui va de 0 a ieo, par exemple,
zo = 1. On écrit

/:F(t)(tx—l—y)kz(—it)sdt - /

1 100

:/;F(t)(tx+y)k‘2(—it)sdt—/OiF(t)(tx—l—y)k‘z(—it)sdt-l—ao(F)/Oi(tx+y)k_2(—it)sdt

_ / () (xy)E 2 (i) — < / " Flo(t) (tx+ y)kz(—it)sdt) c

F(t)(tx+y) 2 (—it)’dt — /0 iF(z) (tx4y) 2 (—it)*dt

i

+ao(F) /Oi(tx—w)k_z(—it)sdt —ag(F|o) </0i(lX+y)k_2(—il)_sdf) o
=W (F)(i) =W (Flxs™")|o(i) .

Les deux premiers termes définissent des fonctions entieres, les deux autres sont des fractions
rationnelles en s sans pdle en 0. En prenant la valeur en s = 0, on en déduit la formule ). 0]

2. On donne ainsi un sens 2 I’intégrale fé‘”F (t)(tx+ y)*=2dt qui ne converge pas en 0. Il est dans I’esprit des
démonstrations des équations fonctionnelles des fonctions L (voir [7]).
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Remarque 1.12. Comme cela est remarqué dans [7], cette formule peut aussi s’écrire en rempla-
cantiparte H :

oT _

/,- CF () (xt y) 2 —ir)dt = / F(t) (tx+y)<2(—ir)*dr — ( / ’

o) oo} %)

Flo() i+ (i) "t ) o
+aolF) [ (x4 2 (i)t~ ao(Flo) ( / T(rx+y)“<—ir>sczz) o

ou €ncore

ot _ oT
/ F(0)(tx+y) 2 (=it)dt|smo = [ F(t)(tx+y)2di +ao(F) / (rx+y)<2dt
j 0

100

( Flo(t)(rx + )k 2dt + ao(F|o) /Ot(tx-l—y)kzdt) o ©)
—C(F

La formule étant vraie pour tout T € #, on peut aussi écrire en remplacant T par 6!t

T

[ RO e iyl = |

oo} o)

F(6) (x4 y)*2dt + ao(F) /0 (et y)k 2t

-1 -1

- </c T}?Tg(t)(tx-l-)’)k_zdt—i_a()(}?'c) /01 T(tx-l-y)k—zdt> G.

10 oo

Théoréme 1.13. I/ existe un unique GL; (Q)-homomorphisme Per de My, dans Hom(Zo, Vi(C))
tel que pour tout F € My et tout y € GL; (Q),

Per(F)([1(0), 7 '1(0)]) = C(F. )

{TBF(F) ({,01) = [i (F() = ao(F)) (tx+y)* 2 (—ir)*dt]s=0 7

Per(F)([0,r]w) = ao(F) [§(tx+y)2dt .

Démonstration. L’existence et Iunicité de Per se déduisent du lemme [.8 avec Z = 71(0), G =
GL; (Q) et V =Hom(My, Vi) en remarquant que Hom (M, Hom(Zo, V)) = Hom(Zg, Hom(My, Vi)
et que C est nul sur le stabilisateur de To.(0). Comme GLJ (Q) est engendré par G et par les matrices
triangulaires supérieures de déterminant strictement positif, les égalités (7) suffisent a caractériser
I’application Per en utilisant le théoreme [L.111 O

Remarque 1.14. Attention, Per(F) dépend du choix du cocycle y— C(F,7y) parmi les cocycles
de sa classe qui sont nuls sur le stabilisateur de T..(0) dans GLJ (Q).

Proposition 1.15. Soit F une forme modulaire de poids k de groupe I'. L’image de Per(F) dans
H'(T,Vi(C)) est la classe du cocycle C(F) :

Per(F)([T.(0),Y ' 10(0)]) = C(F,7)
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poury€T. Soientt € P1(Q) et T, son stabilisateur dans T. L’image de Per(F) dans H' (T';,V;(C))
est la classe du cocycle Y € Ty +— Per(F)([s,y's];) pour n’importe quel s € P'(Q) différent de
t. En particulier, lorsque F est parabolique, la classe de C(F) est un élément de la cohomologie
parabolique H} (T, V;(C)).

par
Démonstration. Démontrons 1’assertion sur la pointe . Calculons 1’image de la classe de C(F)
dans H'(I';,V;(C)). Onapour s #t ety I
C(F,y) = Per(F)([r(0), m(5)]) + Per(F)([m:(s), 1 (v~'5)]) + Per(F)([y~'m(s), ¥~ 70 (0)])
= Per(F)([M(0), m(5)]) | (1 ) + Per(F)([m(s), m(v"'s5)]) .

L’image de C(F) dans H'(I;,V;(C)) est donc la classe du cocycle Y € I, + Per(F) ([m(s), 7 (Y 's)]).
U

Notons Perg (F) (resp. Cr(F)) la partie réelle de Per(F) (resp. C(F)). Il serait possible de les
définir en prenant I’intégrale de la partie réelle de la forme différentielle dans les intégrales.

Théoréme 1.16 (Eichler-Shimura). L’application Cg : Mi(T') — H' (T, Vi (R)) est un isomorphisme
de R-espaces vectoriels. L'image de Si(T') est la cohomologie parabolique H} (T, Vi (R)).

par

Par transport de structure, on en déduit une structure de C-espace vectoriel sur H' (T, Vi (R)).

1.5 Symboles d’Eisenstein

Cette sous-section a sa source dans [9]].

1.5.1 Fonctions sur (Z/NZ)?

Soit #y(C) I’espace vectoriel des fonctions de (Z/NZ)? dans C muni de I’action suivante de
GLZ(Z) .
£y 0ey) = fleyr ).
Si f € Fn(C), on note I'y le stabilisateur de f dans SL»(Z). Pour I" contenant I'(N), on note
Fr(C) le sous-espace des éléments de Fy(C) invariants par I'. On a donc 1’abus de notation
Frv)(C) = Fn(C). Si X est un sous-ensemble de (Z/NZ)?, on note 1y la fonction indicatrice
de X. En particulier, la fonction indicatrice d’une orbite sous I appartient a Fr(Z).

Définition 1.17. Si f est une fonction sur Z/NZ, on définit la transformée de Fourier de f par

2Tian
N

fimy =Y fla)exp(-

a mod N

).

L’application réciproque est donnée par

2mian
N

f== ¥ Fajesn(Tim)

a mod N
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etona f =Nf~ ou f~ est définie par f~ (x) = f(—x). En particulier,

FO) =Y fla, fO=N"Y fla.

a mod N a mod N

Définition 1.18. [9] Si f est une fonction sur (Z/NZ)?, on définit la transformée de Fourier de f
par

o~

Foom=5 ¥ f(a,b)exp(%det(a Z))

n
(a,b) mod N

et ses transformées de Fourier partielles par

P = T flamexn(-")
Pf)nm)= T fnh exp(— 20

Pour y € SL»(Z), on af|’y:]7|\'y. On aaussi? =f P(f) =P(f )etf :F. Si festa
variables séparées : f(x1,x2) = f1(x1) f2(x2), i.e. f=f1® fo,ona
fiof=yhof
et
A(fief)=heh, R(hop)=hHeh PAOR)=fHeh . P(fieh)=hoh.

Les définitions suivantes d’opérateurs de Hecke seront justifiées une fois fait le lien avec les séries
d’Eisenstein (voir [17] pour le cas de poids 2).

Définition 1.19. Soit f € Fr(C). Pour k entier > 2, on pose

T(k) ) = , gkfl / , _£k72 SlZTN
He = E a0

Pour /1 N, la formule se simplifie en
IO (F)(xy) = Flx, 07 3) + 67 f(Ex,) |

1.5.2 Distributions de Bernoulli

Soit By, les polyndmes de Bernoulli (voir [13] par exemple). Si a est un entier, on pose () =
£ —|£] et on note pour r € Z/NZ

—nh-12lx) sih> 1
Bu(r) = —Bi({£)) —180((£)) sih=1
NT! sih=0
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ou §p vaut 1 en 0 et 0 ailleurs. La distribution de Dirac sur Z/NZ est définie par

f(x)ddo(x) = f(0) .

Z/NZ

Les distributions de Bernoulli 3, sur Z/NZ sont définies pour & > 0 par

Jos B0 = T fl@)ala)

a€Z/NZ

On a en particulier

f(x)dBo(x) VY fla)=NT1f(0).

Z/NZ a€ZINZ

Cette définition ne dépend pas de N dans le sens out si M = NP et si f est une fonction sur Z/MZ
qui se factorise par Z/PZ, on a

/ fdpn= [ fdpy
Z/MZ Z/PL

A1 Z f(a)Bh«%)):Mhil f(a+Pb) ((a—;fb»
a€Z/MZ h a mod P h
b mod N
Bi((§5 + %))
an%Pf( bn%iN h
(<%>)
aEZZ/PZf

On note [ f(x)dBn(x) = [7/yz f(x)dBu(x) s’il n’y a pas d’ambiguité. Pour r € Z/NZ,

r>:/1rmodNZch

est la valeur de la distribution [, sur la fonction indicatrice 1, noq yz de r dans Z/NZ. Les relations
Bj,(1 —r) = (—1)"B,(r) pour h > 0 impliquent que B, (1 —r) = (—1)"B,(r) et donc que

[ & aBi= (1" [ gapy. (®)

Cela est clair pour i # 1 car Bj,(1) = By (0). Pour h =1,

Bi(l—r)=—=Bi(1—r)=Bi(r)=—PBi1(r)sid<r<1
Bi(1)=1/2—1/2=0=—B;(0).
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Si g est une fonction sur N, on pose

L(s,g) = Z g(n) .

s
n>0 n

Cette définition s’étend a une fonction sur Z/NZ par relévement de maniére naturelle. Dans ce cas,

L(g,s) converge pour Re(s) > 1 et se prolonge en une fonction méromorphe sur le plan complexe

Ale o _ <eidy 800)
ayant au plus un p6le simple en s = 1 de résidu =5-.

Proposition 1.20. Si g est une fonction sur Z./NZ,
/ gdBn=L(1 —h,g) pour h > 1
Z/NZ
1
/ gdP1=L(0,g) +5g(0) .
Z/NZ 2

La proposition est classique dans le cas ot 4 > 1, voir [21], p. 271 pour le cas h = 1.
Nous aurons besoin plus tard de la distribution {3}, définie par

1
dp,_ = ——L'(2—hg +(-1)"3).
8B = gl Q= E (1)

Elle vérifie

[ & B = (1" [ edBi ©

1.5.3 Séries d’Eisenstein

Soit k un entier > 2. Si f appartient a 5 (C), la série d’Eisenstein associée a f est définie par

!

Epz)= Y fled)(cz+d)™*

(c,d)eZ?

ou le ' signifie que I’on somme pour k > 2 sur les couples (c,d) non nuls et pour k = 2 par la
sommation d’Eisensteinf
Err(@) =Y, ¥ fle.d)(cz+d)™*
cELdET,
ol Z. est égal 2 Z si ¢ est non nul et & Z — {0} si ¢ = 0. Elle est holomorphe. La proposition
suivante est bien connue (pour k = 2, on peut facilement adapter 1’exercice 1.2.8 de [3]]).
Proposition 1.21. Poury € SLy(Z), on a

1. pourk >?2,
Ex kY = Ex sy

3. Pour k = 2, on aurait pu la définir comme la valeur en s = 0 du prolongement analytique de
Y(cajez—{o0y f(¢,d)(cz+d)F|ez+d| 7%, ce que fait Kronecker, voir [20].
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2. pourk =2, -~ i
7o) = A
(Ek7f+%m> |2¥:Ekﬂ+%m |

Pour f € Fn(C) et f(O) = 0 dans le cas k = 2, E s est une forme modulaire de poids k pour
I'y. Si F est un sous-espace de Fy(C), notons F} le sous-espace de F' vérifiant I’hypothese supplé-
mentaire que f(0) = 0 lorsque k = 2. Soit Eis; I"application Fy(C); — M; donnée par

(k—1)! g

Eisi(f) = (2 e

Notons Z(C) son image et % r(C) I'image de 7r-(C); dans My(').
Nous avons fixé le niveau N et ne I’avons pas fait intervenir dans la notation. Cela est justifié
par le lemme suivant.

Lemme 1.22. Soient M un multiple de N : M = NP et f € Fy(C);. Si g est I'élément de Fu(C);
qui s’en déduit par composition avec la projection (Z./MZ)* — (Z/NZ)?, on a I’égalité

Zisk(g) = fisk(f) .

Démonstration. On a g(x+ Px',y+ Py') = g(x,y). On vérifie que

N Pf(%,%) siPdivisexety
glx,y) = { P
0 sinon.

On en déduit que

, k—1)! (k ) Pfc,d) .
Eisi(g) = (—Zin)kMk 1Ek7§= (2 M IZ pr sz_d = Eisg(f) -

Proposition 1.23. Soit f € Fr(C);. Si Ty est 'opérateur de Hecke T (é 2) I,ona

T(Eise(f)) = Eise(TX (£)) -

Démonstration. Ce fait est bien connu et démontré dans [17, Theorem 1.3.2 ou Proposition 2.4.7]
au moins lorsque k = 2. Nous en donnons une démonstration directe pour k > 3 en partant de la

définition de Ey ;. Calculons Tg(k) (f) tel que TyEy s = Ek 701y
l

Supposons d’abord que £ { N. Choisissons ¢’ € Z tel que /' = 1 mod N?. Les matrices €; =

1 Ni 1 0\ /1 Ni o
(0 E):(O z) (0 1)130url_()""’£_1et
. (1 o)(%’ N) (M N)
1= 0 —1 = 0 —1
0 ¢)\Z2 Pl
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0 ¢

sont de déterminant ¢ et vérifient I" <1 0 0 ¢

) I' = LI'g;. On calcule I’opérateur de Hecke I' <1 0) r

a I’aide de ces matrices :

' ] ' d roq
Té(Eka)(z):Ek_l Z (Z f(d.d’) n f(c,d") ) |

(e anez \5o (2 ld +Nie)e (00 + 5B d")z + Ne' + 4d'

On considere les deux systemes

/

c= ¢ .
= dN
d= (d'+Nic donc{°~ ©M° (10)
) d= /{d mod N
ie {0---4—1}
et
:EZ// ff/—ld/ = / dN
c (b +=—~d') donc € ¢ mo (n
d =Nd+ud d =/¢d modN .

Lorsque /1 ¢ (resp. £ | ¢), le systeme (10) (resp. le systeme (L1])) a une solution unique. En rassem-
blant ces contributions, on trouve donc

Y (e 7 d) (cz+d) R

Lorsque ¢ 1 ¢, le systtme (1) n’a pas de solution. Lorsque ¢ | ¢, le systtme (I0) a exactement ¢
solutions pour ¢ | d, ce qui donne la contribution

Y f(éc,ﬁ%)(ﬁcz-l—éd)_k =Y fte.d) ez +d) |

On obtient donc que pour £{ N, TyEy y = Ek 70f) avec
Ay

TH () (e,d) = flle,d)+ 0 fle,e7'd) . (12)

Supposons maintenant que ¢ divise N. L’ opérateur de Hecke se calcule a I’aide des matrices €; pour
i=0,---,0—1:

1% ok NIy N 1 e —k
Ty(Erp)(z) =01 0 Ey 4( ; )= Y f(d d)(dz+td +Nid)
i=0 (c'.d") i=0
Considérons le systeme
(¢ =(
d =d +7%id) (13)

i {001},

Nécessairement ¢ divise d. Le systeme (13]) s’inverse alors en

i €{0,--,0—1}.
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On a donc

0 siffd
Y f(dd)={{fle.d]0) sif|e|d
(gz)ﬁ/t)i(frg(zié%z YxcZ/NZ bx=d | (c,x) silfc.

En conclusion, pour £ | N,

-1 d_N: .
79 () e,d) = f(te,d) + 0+~ {Zi:o fle.d=Yie) sit|dettte
0 S1non
( ) 'gJ( (14)
_ k-1 ) Xox=a flc,x) siltc
= f(le,d) +¢ {0

sinon.

Calculons maintenant Tf(k) (f) = ~£(k) (f). La transformée de Fourier de g définie par g(x,y) =

F(ex,y) est
= Z f(x,s) :

ls=y
En effet,

Z f(r,s)exp(2im 4

u,,r,s

Z f(x,s)exp(2in

uv,v

:fo,s).

ls=y

N2

_ 1 (y—4s)u

Lorsque /1N, on a donc g(x,y) = f(x,£'y) et la transformée de Fourier de (x,y) — f(x, =1y est
(x,¥) = f(£x,y). On déduit alors de la formule (I12)) que pour £{ N

k _ _
IO (F)(xy) = Flx, 07 9) + 67 f(ex,) |
Si ¢ | N, la transformée de Fourier de la fonction & définie par
0 sif|x
h(x7y> = ~ . |
Zﬁs:yf(xwg) SIEJ[X

est

hey) = Fltxy) —~ Y flenn) .

£ lt=Ly
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En effet,

hoy) = %;f(u,@ exp(2in-> ]—Vﬁsx)

K{u
Y Z;,Zf (r,t) exp(2in ”)exp<2muy—€sx)

ﬂ(u [;

—Ux)s — (0t — 0y)u
= f(lx,y) — N2 Y f(nt exp(zm( ) N( v) )
rs,t,u
=ty

On déduit alors de (I4) que pour ¢ | N
TN y) = ¥ fls)+ 6 f(ory) =62 Y flenr).
Us=y =Ly

D’ou la proposition. O

1.5.4 Générateurs de E; (C)

Suivant I’inspiration de [11], nous allons maintenant donner un ensemble de fonctions de
Jr(Q) engendrant 1’espace des séries d’Eisenstein Z; -(C). Les questions de rationalité seront
étudiées au paragraphe La proposition suivante est bien connue.

Proposition 1.24 (Relation de distribution). Soit M un diviseur de N. Alors si a € M(Z/NZ)?, on

a
M2 Y Eisi(1,) = Eise(1,) - (15)
Mb=a
Démonstration. 11 s’agit de montrer que
k—2 .
M7 Y By =B (16)
Mb=a

L’équation Mb = a a une solution dans (Z/NZ)? si et seulement si a appartient & M(Z/NZ)?.
Posons a = Mby avec by € (Z/NZ)>. Les solutions de I’équation Mb = a sont de la forme by + 2h
avec h mod MZ?. On a alors en écrivant by = (by,b2), h = (h1,h)

1 ex 2ntM hod —hic
Y Ep=y L pgc Ta)f Ly exp(2in———)
Mb=a (c,d)eZ? < (h1,hy) mod MZ2

k k
N (c,d)EMZ? (CZ-l-d) N (c,d)EZ? (CZ-l-d)
M2_k e 2 nazd aic
. Xp( l ) M2 kEk] ( )
N (cdrer? (cz+d)k a
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O

Modulo I’identification de Q[(Z/NZ)?] avec Fy(C), I'application Eis; est la restriction 2
(Z/NZ)? d’une distribution universelle de poids k — 2 au sens de D. Kubert ([T1]).
Proposition 1.25. Soit (Z/NZ)?2,. le sous-ensemble de (Z/NZ)?* formé des éléments d’ordre N.

Pour k # 2, I'image par ‘Eisy des fonctions a support dans (Z/NZ)?
vectoriel Ey r(n)(C).

prim

prim €ngendre le C-espace

La proposition est une conséquence de 1’appendice de [[11]. Pour k = 2, le poids de la distribu-
tion universelle est 0 et Kubert construit explicitement dans ce cas aussi un systeme de générateurs
(théoreme 1.8 de [11]). C’est en programmant I’espace % r,(y) que nous nous sommes rendus
compte que pour k = 2, I'image par Eis; des fonctions 2 support dans (Z/NZ)> prim I’ engendrait
pas E ry(v )((C). Dans la suite de ce paragraphe, nous allons construire un systeme de générateurs
valable pour tout poids dans le cas ou I' =T'o(N).

Commengons par donner une description des orbites sous I'o(N). A tout couple (x,y) € (Z/NZ)?,
on associe le triplet suivant g1, g2, u] avec

Xy N q
1=xN), ¢@=mq), u=—-—mod(—,—).
q1=(xN), q2=(yq1) = (q1 qz)
Comme (;1 fx) (%, %) = 1, u appartient a (Z/(év—l, %)Z)*. Notons Orbr ) I’ensemble des
triplets [q1,¢2,u| avec
N q N
@ la|N, we /(). (17)
q1 92

Lemme 1.26. 1. L’ensemble des orbites de (Z/NZ)? sous 'action de To(N) est en bijection
avec Orbr(y.

2. Un representant dans (Z/NZ)? de I'orbite [q1,q2,u] est (q1,q2v) oit v est un représentant

de u dans Z/ > L premier a Z‘
. , : rele()
3. Le cardinal de I’orbite associée a [q1,q2,u] est %
q1°92

Démonstration. On voit facilement que le triplet [¢;, g2, u] ne dépend que de 1’orbite de (x,y) sous
I’action de I'y(N). Réciproquement, montrons que si (x,y) et (x',y") ont méme image [q1,q2,u],
il existe 'y € I'h(N) tel que (x, y) (*X,y)y. On ax=qv, y=qw, X = q1V, Yy = ¢ow avec
vw =v'w mod ((IX o+) etV et w' inversibles modulo (;V,Zl) Donc v/v = w/w' mod (%,Z—;) Par
le théoréme chinois, il existe a € (Z/NZ)* tel que

v/V modév—1
a=
w/w modg—; :

Soit @’ un inverse de a mod N. Comme y’ a' — y est divisible par g1 et que V' est inversible modulo
a

(x,y) = (X,y) (0 aljl) mod N. Ce

N/qy, il existe b € Z tel que b =

qui démontre 1’assertion (1).
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L’assertion (2) se déduit de la construction. Calculons le cardinal de I’orbite associée a [g1, g2, u].
Les éléments de 1’ orbite sont de la forme (g1v, gow). Comme v est défini modulo év—l et est inversible

modulo %, on a (p(év—l) choix pour v. Comme w est défini modulo %, que w mod % est premier a

a1
. o(5,) . . . s
% et qu'on a la relation vw = u, on a %(P((quql)) choix pour w. Le cardinal de I’orbite associée a
a’a
N N

. relgr)e(gh) n
(91,42, u] est donc bien LL—%——2-. Pour vérification,

(X))

On identifie désormais [q1, g2, u] a I’orbite correspondante.

Proposition 1.27. Soit V) le sous-ensemble de Fr) ((Z/NZ)?) formé des fonctions indica-
N

trices des orbites [(dNN), (dEN),u] pour d diviseur de N et u € (Z/(d,)Z)*. Alors I’ensemble des
s d s d

Eisy(f) pour f € Viyn) pour k> 2 (resp. f € Vrywv) — {1} pour k = 2) forme une base de
i ro(v) (C).

Remarque 1.28. 1. Le cardinal de U (y) est égal au nombre Y 4y ¢((d, %)) de pointes de
['o(N). Explicitement, on a une bijection de 1’ensemble des pointes dans ‘VFO(N) définie
de la maniere suivante : si r = § est un rationnel donné de maniere irréductible, on pose

d = (y,N), y = dv et I’élément correspondant dans ‘VFO(N) est la fonction indicatrice de

[(dj\\,'/d) , d(dfx,/d) ,xv mod (d,N/d)]. 1l ne dépend que de la classe de r modulo I'o(N).

N
N d

(d.q)” (d.g)

)¢(d)
)

2. Le cardinal de I’orbite | ,u] est

N N
g d —_
( Y d

)o(d) < (d,g)d <N.

3. Lorsque le poids k est égal a 2, il faut enlever ’orbite [N, N, 1] car sa fonction indicatrice
1(nvn) = 1(0,0) n’est pas nulle en (0,0). Dans tous les cas, le cardinal de ‘VFO(N) pour k > 2
(resp. de V1 (v) — {1(vv)} pour k = 2) est égal a la dimension de Ey 1 () (C).

Pour simplifier les notations, nous travaillerons dans la suite dans le Q-espace vectoriel Q[Orbr ()]
de base Orbr, () modulo les relations plutot que dans I’espace Frv)((Z/N Z)*) et noterons Vi, V)

N
I’ensemble des orbites [(dN—N), ﬁ, ul.
v d v d

Donnons deux cas particuliers.

1. Pour N sans facteurs carrés, V() est formé des orbites [N,d, 1] avec d divisant N, qui ont
o(%) éléments.
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2. Pour N = p" puissance d’un nombre premier p, Vi, y) est formé des orbites [p*, P> ]
et [p°,1,u] pour 5 < s <mavecuc (Z/p"*Z)* (voir lemme[[.29). L’orbite [p*, p* ", u] a
@(p*"=2%) éléments et I’orbite [p*, 1,u] a @(p") éléments.

Visualisons Vry) pour n = 5. Dans le tableau suivant, sur chaque colonne, Z—; est constant
et sur chaque ligne, ¢ (et donc év—l) est constant.

P>, p°.1] avan! [P0 1] P, p* 1] P, p1] [P, 1,1]
Pt Pt 0] [Pt phue (Z/p2) ) [t p?ue (Z/p2)] [Pt pue (Z/pL)]  [p* 1 ue (Z/pL)]

P02 [P, p7ue (Z/pZ) ) [pP.pue(Z/p*Z)]  [p*,1ue (Z/p* L))

*.p% 1] [P puc (Z/pL)*] [P 1u e (Z/p*L)]

[[11)11711]} [p.Lu € (Z/pZ)"]

Avant de démontrer la proposition[1.27], nous allons démontrer quelques lemmes. Donnons une
description locale de Vi ().

Lemme 1.29. Une orbite [q1,q2,u] pour q2|q1|N et u € (Z/(%, %)Z)* appartient a Vr () si et

seulement si pour tout nombre premier p | N,

Ordp(év_l) :Ordp(%)
ou

ordp(év—l) <ordy(&) et ordy(g2) = 0.
Remarquons qu’en particulier, g; est nécessairement divisible par le radical de N.

Démonstration. Une orbite [q1,q2,u] appartient & Vi (y) si et seulement s’il existe d|N tel que si
—(N 4 _N = N goi a Vs P N
a=(g,d),q1 =", g2 = ;- Soit [q1, g2, u] appartenant & Vi (y). Pour tout p|N, on a

ord,(a) = min(ord,(N) —ord,(d),ord,(d))
ord,(q1) = max(ord,(N) —ord,(d),ord,(d)) .

Donc, si ord,(g2) > 0, ord,(d) < ord,(q1). Par la deuxie¢me équation, ord,(q;) = ord,(N) —
ord,(d). Donc

2ord,(q1) —ord,(g2) = ord,(N) .

Siord,(g2) =0, ona ord,(N) = ord,(da) < 2ord,(d) =2ord,(q1).

Réciproquement, soit [g1,¢», u] une orbite et supposons que pour tout p | N, ord,,(N) =2ord,(g1) —
ord,(g>) si ord,(g2) > 0 et que ord,(N) < 2ord,(g1) si ord,(g2) = 0. Soit d = % eta=(%,4).
Pour p | N tel que ord,(q2) > 0,

ord,(q1a) = ordp(q1) +min(ord,(N) — ord,(g1) +ord,(g2), ord(q1) —ord,(g2))
= min(ord,(N) +ord,(q2),20rd,(q1) —ord,(g2)) = ord,(N) .

Pour p | N tel que ord,(g2) =0,
ord,(g1a) = min(ord,(N),2ord,(gq1)) = ord,(N) .

Donc N = gja et [q1,q2,u] = [%, %,u] appartient & Vi (). O
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Traduisons maintenant les relations relatives 2 un nombre premier en des distributions
dans Q[Orbr(y)]. On écrira a ~ b dans le quotient de Q[Orbr ()] par les relations obtenues de
poids W =k —2.

Lemme 1.30. Soit p un nombre premier divisant N et [q1,q>,u] une orbite telle que p | % et p | q.

Alors 7 @
[q17q27u] NPW Z [—,—,V]
n(v)=u PP
ouve(Z/(Np D)L)" et
Np qi. .\« N qi1,,,«
n:(Z) (==, 2)2) — (Z) (—,2)Z)
q1 q2 611 q2

est la projection naturelle. En particulier, si ord ( ») <ord ( T

q1 q2
[q17q27u] NPW[_7_7M] .

p P
Démonstration. Le nombre premier p divise g; et go. L'orbite de p(<-, £v) pourv € (Z/ (Np azy
est donnée par [q,q2,u] avec u = v mod (Z/ ( é\i Z;)Z) . Ce qui demontre la premiere partle.

Lorsque ord ( 1) <ord ( 0, (1; f’ Z;) (fl\i Z;) et il n’y a qu’une solution en v ce qui implique

le cas partlcuher O

Remarque 1.31. Slp|q1,p > etp|q1,0na0rd( )<ord( +) et par le lemme

[61176127”] ~p

Lemme 1.32. Soit p un nombre premier divisant N et [q1,q2,u] une orbite telle que p 1 %, Pl %
et p | qa2. Alors,

q1 92 qQ
[CII,C]Z,M] ~ pW Z [_7 _7V] +pw[ql7 — D lu]
n(v)=u p p
oumn: (Z/ (Np q )Z) —(Z/ (%, Z—;)Z)* est la projection naturelle et ot p~'u appartient a (7./ (%, %)Z)*.

Démonstration. Le premier terme s’obtient comme précédemment. On déduit le deuxiéme terme

deceque(%,pgi) (fl\i o1) est premier a p et de ce que (pq1,N) = (q1,N). O

Lemme 1.33. Soit p un nombre premier divisant N et [q1,q2,u] une orbite telle que p 1 % Alors,

q1 492 q2 _ _
[QI7QZ7M]NPW ([;7;71/‘]"‘[917;7P 1“]+[‘117512ap 2”])

avecu € (Z/ (%, %)Z)*. De maniere équivalente, si p||% et p1 Z—;, ona
P lav.q2,u] ~ [pa1, paz,ul = p" [Py, paz, p~>u] — [pg1,q2,p~ ")) .
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Démonstration. Si p{ év—z, ord, () = ord,( fl\i )=0cet( ;\i o+) est premier a p. L’étude de la multi-

plication par p donne facilement le résultat comme précédemment. U

Démonstration de la proposition[[.271 Nous allons montrer que modulo les relations de distribu-
tion, toute orbite appartient a Q[Vr (x)]. Choisissons un élément [q1,42,u] de Orbr(y) n’apparte-
nant pas & Q[Vr(v)]/ ~ et minimisant I’entier

N 2
M(Q1,Q2)=qz<(ﬁqlq_l)> .
q1’ 92

Soit p un nombre premier divisant N.
1. Sip | o et pJ(
(a) sip? | (]1V_1 . d’aprés le lemme [1.30/appliqué a [pq, pg2,u], on a

[61176127 M] ~ piw[pql yPq2, u]
avec M(pq1,pq2) = M(q1,92)/p-
(b) Sip| év—l : d’apres le lemme[1.33]appliqué a [pq1, pq2,u], on a
[pg1,paz,u) ~ p" ([q1,q2,4] + [pg1,42,p~ ' ul + [pqu, pga, p~*u])

avec M(pq1,pq2) = M(q1,92)/p et M(pq1,q2) = M(q1,92)/p*.
2. Slp|ﬂ ord ( 1) <ordp(L) et p|go: d’apres le lemme[L.30) on a

1 2
g1 g2 ~p¥ Y L2
n(v)=u pp

avecM(%,%) M(q1,92)/p.
3. Sip| X, ord, ( [) > ord, (‘“) > 0 : d’apres le lemme[T.30/on a

[q1,q2,u] ~ p~V [pq1, pg2, u]
avec M(pq1,pq2) = M(q1,92)/p-

4. SipJ( ,ordp(L) > 0et p [ gz : d’apres le lemme[L.32] on a

QI QZ q _
[QDCIZ?M]NPW Z [ ]+p [6117_7P 1”]
n(v)=u p p p

avec M(q1, %) = M(q1,q2)/p et M(%:, %) = M(q1,92)/ p-

Dans tous les cas, on a une contradiction avec la minimalité de M(q1,q2). Pour chaque p, on
est donc dans une des situations suivantes :
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Lsiptg pt&oupta,
2.sip | N ,onap | ‘“ d’apres le cas (1), puis ord ( ") <ord ( ») d’apres le cas (3), et enfin,
(ord, ( +) <ord ( >) et pfgqz) ouord ( ") —ord ( >) parle cas (2).
Autrement dit, [q1 ,q2,u] vérifie une des conditions suivantes
— plgetpti
— pT o etPT a2,

—p| N,p| Letond, () - ordp<3;>
Cce qUI se résume en

(ﬁ

— ord (ﬂ) = ord,(Z)

— ord ( D) <ordy(L) et ptgn.
Donc [q1,q2,u ] € V(v par le lemme ce qui est contradictoire avec 1I’hypothese du départ.
Ceci termine la démonstration de la proposition O

1.5.5 Symbole de Eisenstein-Dedekind

Théoréme 1.34 (Stevens). L’application ¥y, = Per o Eisy définit un homomorphisme de SLy(Z)-
modules Fy(C); — Hom(Zo, Vi(C)). Il est déterminé par les formules

J:

o
+ (/ dek 1 ®d[‘50) (/(Z/NZPJ/C\dBO ®dl3;c—1) Y2
1

rx k—1 _ k-1
() ([0.71) = k—l(/@/m o dpwapy ) 2

pourr e Q.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme et de la proposition O

On déduit du lemme que P, est compatible aux applications naturelles F(C); — Fn(C);
pour N | M.

Remarque 1.35. Dans le cas ou N = 1, on retrouve les formules d’Haberland ([5 Satz 3]). Le
cocycle d’Haberland pgq, ¢ €st donné par

PHar k(67 ') = —ﬁ‘l’k(l)([ﬁw@),Gﬁw(O)])(—l,X) = —ﬁ‘l’k(l)({w,o})(—l,@

Prab k(T ") = —ﬁ‘l’k(l)([nw(o),TTCoo(O)])(—l,X) = —ﬁq’k(l)([(h 1) (=1,%)

avec T = (| 1) (rappelons que SL,(Z) est engendré par & et T).
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Remarque 1.36. L’invariance par SL,(7Z) signifie que

Y1) = ey

autrement dit que pour 0 € Ey,

P(f)(18) = e (f17) () |y ! (18)
puisque (¥e(f)[Y) (8) = i(£)(¥3) [y, Pour e = (' 9), ona
Pr(fle) = (=D T (f)e - (19)

En effet, on déduit des formules explicites de Wi (f) que
Wi(f1e)({e0,0}) = (= 1)* "Wi(f) ({e, 0}) e = (= 1)* Wi (f)[e({e,0})
Wi (f1€)([0, 7)) = i (£)([0, 1) = (= 1) "Wk (f) (€[0, rlen) & = (= 1) "W (f) ([0, o)
et donc que pour tout 8 € Eo,
Wi(f1e)(8) = (=1 (/) [e(3) -

En particulier, on a

Wi(f1e)([1eo(0), ¥ea (0)]) = (= 1) "Wk (f) (€[ (0), Yoo (0)]) £ = (= 1) i () ([ (0) €78 ' M (0)] e -

On observe que Wi (f)({e0,0}) et donc Wy (f) est la somme de deux termes de nature différente.

Nous allons les étudier séparément. Posons v., = =2, ¢’est une base de la droite de Vi invariante

par le stabilisateur de co.

Proposition 1.37. Supposons k > 2. Il existe un unique homomorphisme de SL;(Z)-modules
O : TN(C) — Homr(N) (A,Vk(C))
tel que pour r € P1(Q) et pour f € Fn(C),

OuNUh= ([ Fiuabiodp ) vl 20

pour Y, € SLy(Z) tel que r = Yyo0. Il vérifie

outh (b~ (o0 = ([, Fapi o) ([ Fapaapi )4

Remarque 1.38. Si f appartient 2 71-(C) pour I" un sous-groupe de congruence de niveau N,
Oy (f) appartient A Homr (A, V;(C)) et son image dans H' (T, V;(C)) est donc nulle : on a en effet
la suite exacte

Homr(A,Vk((C)) — Homr(Ao,Vk(C)) — Hl(l“, Vk((C)) .
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Démonstration de la proposition. Pour r = oo, on pose

NN =( [ Fabi sodpo)re.
(Z/NZ)?
L’invariance par SL;(Z) implique que 1’on doit avoir pour z € A ety € SLy(Z)

O(f17)(2) = Ok (f) I¥(z) = O () (V)7

autrement dit en I’appliquant a f|y~! et z = {r},

O(f)({r}) = eIy H({yrhlv.

En prenant y = ¥, !, on obtient que O (f)({r}) doit étre égal 2 O (f|y,)({eo})|y; L. Vérifions que
cette dernicre quantité ne dépend pas du choix de 7y,, ce qui permettra de I’utiliser comme définition

de O (f). Il suffit de le vérifier pour —Id; et pour < (1) }) .Comme df};_; ®dP est de méme parité

que k et que Veo| —Idy = (—1)*veo, on a pour Y, = —,

O (V)" = Or(flv) ({=o}) ;!
1 1
Pour Y, =, (0 1>,

/(Z/ 2 deBk 1®d50—// Z)szr(xlvxZ_xl)dBk—l®d[30

= x1,x2)dB,_, ®d
(Z/NZ)2f|Yr( 1,x2)dPBy_; @ dBo
en utilisant le fait que la distribution B est invariante par translation. On a prouvé I’existence et
I"unicité de @ (f). En appliquant la formule 20) 4 6 = <(1) _Ol) ,ona

0u()(10)) = ( [ Flmsmn)ds(n)apo(rn) )2 = ( [ Floar) (1) apolan) )

~ ( | Fapo ®dB;_1) W2

en utilisant le fait que By est pair. U

Soit I" un sous-groupe de congruence de niveau N. Lorsque k est impair et —1 € I', Homp (A, V)
est nul. Supposons donc que k est pair ou que k est impair et —1 ¢ I'. Pour chaque pointe P €
I'\P!(Q), fixons un élément Yp de SLy(Z) tel que Ypeo appartienne a P. Notons Eisy, 1’élément de
Homr (A, Vy) défini par

1.1 .
, Veo|Yp Y sis=1Yypooavecyel
Eisy,({s}) = { d

0 sinon.
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Lorsque k est pair, Eis,y, ne dépend que de la classe P de Ypoo et on peut écrire

sis € I'r (avec yYyo00 = )

Voo 71
EiSrr({S}):{ "

0 sinon.
Si f € Fn(C), notons sy, = (f) la fonction sur Z/NZ définie par

sy () = F((0,0)7p ) £ £((0,x)7,") -

Corollaire 1.39. Soit k un entier strictement supérieur a 2 tel que k soit impair si —1 ¢ T, Si

fef(C),ona

2iTt

1 k
of)= Y ( L'Q2—ks, )(f)))EisYP. Q1)
Q)
Démonstration. On a

[ T 81 B0 =355 T T b expl (= bau) B o)

X1,X2 a,b

szfa b) (Z exp( 22 ) (Z S ial B“(xo)
=N LLA0D)ex 2”"’“)@ ()

Pk f0.)+ (1) (0.).

:—Zn

En remarquant que f|yp(0,x) = f((0,x)|yp"), on obtient donc la formule
[ T wdB @apo=——r'C—ks, " (1)
(Z/NZ)? TPaPr-1 0= Toin e '

Supposons que f € 7r(C) et décomposons O(f) dans la base des Eisy,. Pour tout s € P!(Q) et
Q =T, onas="7yp avec Yy € I' pour le choix de Yy fait. D’ou,

L (7w i (60) = ( /7 hoalcs ) i)

PeF\IPl
= < / £ IodB—, ®dl30) Vool ¥
= O (1o=) [ ¥ = Ok(fI)(s) = Ok(£)(s5)
car f est invariant par I'. On en déduit la formule 21)). U
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Remarque 1.40. Lorsque I'y contient I'o(N) (k est alors pair pour que Homr(A, Vx) ne soit pas
nul), sy (f)(x) est égal a 2£((0,x) [y, 1) pour r équivalent 2 o ou a 0 et x € (Z/NZ)*, c’est-a-dire a
2£(0,1) pour r équivalent a oo (resp. 2f(1,0) pour r équivalent a 0). C’est une fonction constante.
On a donc

O(f)({r}) = () ({eoh)lY, ' = _LmCﬁv(Z —k) 100, Dvee| ;)

et
1
Ou(f) = ——Cn(2—k)Eisy

ol Eisy est I’élément de Homr (A, Vi) (en particulier rationnel) défini par

Eisy({r}) = f1v(0, vaal; " -
Corollaire 1.41. Si f € F(Q), l'image G(f) de Wi(f) dans H' (T, V,(C)) appartienta H' (T, Vy).

Démonstration. Le cocycle associé a un élément de Homp(A, V) étant un cobord, 1’image de
O(f) dans H'(T',V}) est nulle et Gi(f) est aussi I'image du cocycle associé 2 Wi (f) — @ (f) qui
est rationnel. U

Soit %kyr(C) I'image de #r(C); dans H'(T',V;(C)) par . Si %k,F est de méme 1’image de

SFF(Q);{ dans H'(I',V}), on a %kI(C) =CR%.

Proposition 1.42.
1. L’orthogonal de Ey v (C) dans My(I") pour le produit de Petersson est S(I').

2. Si f € Fr(C), et si la restriction de ¥i(f) aux symboles infinitésimaux est nulle, Eisy(f)
est nul.

3. Le Q-espace vectoriel H'(T', V) est engendré par I'image de Homr(Ag,V}) et par le mo-
dule d’Eisenstein Ey .

Démonstration. On peut trouver une démonstration de 1’orthogonalité n’utilisant pas les opéra-
teurs de Hecke dans [3]]. Si k > 2, pour toute pointe r, il existe un élément de Zlkvr(C) nul en toutes
les pointes de I'\IP! (Q) sauf r. Pour k = 2, pour tout couple de pointes distinctes r et s, il existe un
élément de ka(C);{ nul en toutes les pointes sauf r et s. Un argument de dimension permet d’en
déduire que I’orthogonal de % r-(C) dans My (I") est exactement S (T").

La restriction de Wi(f) aux symboles infinitésimaux est nulle si et seulement si le terme
constant du g-développement de Eisy(f)|y est nul pour tout y € SLy(Z). Dans ce cas, la série
d’Eisenstein Eisi(f) appartient a Sg(I") et est nulle.

La derniere assertion se déduit alors du corollaire [.41l U
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2  Produit sur ’espace de symboles modulaires

2.1 Définition algébrique

Soient V un espace vectoriel (de dimension finie) muni d’une action a droite de GL,(Q) et
(+,)v une forme bilinéaire sur V invariante par SL;(Q). Si R est un Q-espace vectoriel, on note
V(R)=R®qV.

On se donne un symbole de Farey étendu F = (¥, %, u.y;) associé a I et ses données de recolle-
ment Y, pour a € ¥ (on renvoie a [[1]] pour la définition). On note V2 = ,u;”l (2), Vs = ,u;”l (3),
Veit = Veri 2 U Veir 3. On associe au symbole de Farey un domaine fondamental de I'. Sa frontiére
est formée des arcs de V' — ’1/6”73, ainsi que d’un couple d’arcs géodésiques pour chaque élément
de V,;; 3. Donnons une extension naturelle de Homr (A, V') a ces derniers arcs.

Soient a = (r4,5,) un chemin elliptique d’ordre 3 et z, le point fixe de Y,. On appelle triangle
associé a a le triangle hyperbolique de sommets r,, s, = yglra, t, = Yarq €t Oon note u, et v, les
chemins u, = (ry4,z4) et vg = (24,54). Si ® € Homp(Ag, V), on définit

(P((rasta)) +P((ras54)))

1
3

Q| =

(CID(('Yasa,sa))-i-CI)(('y(lea,sa))) = 2 (®((ra,5q)) + P((ta,54))) -

On a alors u, = Y,v, . Pour ® € Homr(Ao,V),

D(uy) +P(vy) = %d)((ra,sa) + (ra,ta) + (raysa) + (tay54)) = P(a) . (22)
On pose
D(vua) = Pua)ly,  P(Wa) = P(va)ly (23)
pour Y € I', ce qui est compatible avec les relations déduite de I’équation u, = Y,v, .
On fait de méme pour un arc elliptique a = (r4, s,) d’ordre 2 en posant u, = (r4,24), Va = (ZasSa)

pour z, le milieu de a, point fixe de y,. On a u, = Y,v, . On pose ®(u,) = %@((ra,yara) = %CI)(a),
D(v,) = %d)('yasa,sa) = %d)(a). On a encore D(u,) + D(v,) = D(a).

Définition 2.1. Si F = (V/,*,u) est un symbole de Farey étendu, on note V' 1a suite d’arcs obtenue
a partir de 7 en remplagant les arcs elliptiques a par les deux arcs u, et v,.
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Comme u, = y,v,, 'application x se prolonge donc de maniére naturelle a V' par u} = v,,
v = u, et la donnée de recollement 7y, de u, est Y,. Si ® € Homr(Ag,V), ®(a) est bien définie

pour a € V.
Rappelons qu’il y a une application naturelle

Homr(Zo,V) — H'(T,V)

qui associe a @ la classe du cocycle ®; 7 : y— ®([Z,y'Z]) dans H'(I',V) avec Z € P(Q). Nous
noterons de la méme maniére I’application qui s’en déduit sur Homp(Ag, V) et qui associe a ® la
classe du cocycle 59172 = &)11 : ¥+ ®((r,y"'r)) dans la cohomologie H}ar(l", V) ou r est I'image
de Z dans P'(Q) (proposition [L.10).

Théoréme 2.2. Soit F = (V,*,uey;) un symbole de Farey étendu associé a I'. Pour &)1 un I-cocyle
de T a valeurs dans 'V et ®, appartenant a Homr(Ag, V), on pose

{EIVDI,CIJZ}FT :% Y (@10, ), @a(a))y - (24)
’ ac”

1. Cette expression ne dépend que de la classe P de &Dl dans H' (T',V) et on pose

®,, :{EIB,cb}
{@1,P2}r L®2p

’

2. 8i CI)l € Homr(Ao, V)
) { ) }
{qjl cI)Z}] F qJLr D,

)

ne dépend pas de r € P'(Q).

3. PourV = Vi muni de la forme bilinéaire (-, )y, définie au paragraphe2.2l {®1,P2}r 4 ne
dépend pas de F. On l’appelle le produit de Petersson algébrique de ® et P, et on le note
aussi {®1, P}

Pour @ € Homr(Zo,V) et @, € Homr(Ag, V), nous écrirons {®1, P, }- & pour {®}, P}y o
ol @] est I'image de ®; dans H'(T,V). N
Remarquons que I’involution * n’a pas de point fixe sur /' contrairement a ce qui se passe sur

. On pourrait faire la somme sur ¥ /* grice au lemme qui suit, ce qui permet dans le cas
de calculs explicites de ne tenir compte que de la moitié des arcs. On rappelle que a = y,a* ™~ avec
Yo €T

Lemme 2.3. Sia € f‘Vv

(@1(7, ), ®2(a))y = (@1 (Ya), P2(a”))y = (@1 (Y,), D2(a™))v -
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En termes de v plutdt que de /‘17, le produit de Petersson algébrique s’écrit :
1 ~ 1 ~ ~
{@1P2ry=35 ) (®i(% D, ®a(a))v + 3 L (@il D+@1(v,%), @2(a))v (25

acV—Vu 3 ac€ V3

et pour ®; et &, dans Homr (A, V) et r € P1(Q),

(@1, @20y =5 T (@1((7%r)), Da(a))y

acV
:% VZV (<I>1((r,Yar)),<1>z(a)>v+% ; (D1((r,Yar)) +P1((Y2r)), Pa(a))y

L’indépendance par rapport a F sera démontrée apres 1’établissement du lien avec le produit de
Petersson complexe (corollaire pour Vj et la forme bilinéaire -, -)y,. Nous garderons donc ¥
en indice dans le cas général.

Démonstration de ’indépendance par rapport au cocycle. Notons H (&)1,q)2) le second membre
de 24). Si <I>1 et d)’ sont deux cocycles représentant @1, on a

@y (y) — P (y) = C|(1-v)

avec C € V. La contribution de a € ¥/ 2 H(®,,®,) —H(EIVD’I,CI)Q) est

S @10~ @ (1), Ba(a))y = (€11~ ) @)y
- %<C,‘1’2(a)|(1 —Ya))v = (C, @2((1 =7 )a))v
= %(C,q)z(a—i—a*))V
Finalement,

H(&)l,q)z)—H(q)l,q)z CCI)Q (Za-l—Za )
[

Proposition 2.4. Si @, appartient a I’'image de Homr(A,V) et si ®; appartient a Homr(Ag,V),
ona
{@2,@1}p g ={P1, P2} s =0.

Démonstration. Soit ®, € Homr(A,V) tel que ®2((c,d)) = ®5({d}) — P5({c}). Prenons comme
cocycle représentant I'image de &, (resp. @) dans H'(I',V) le cocycle D, = d)z » (resp. D) =

4. Nous ne sommes pas arrivés a la démontrer directement.
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&)1;)- Montrons d’abord la nullité de {®;, <I>1}FJ. On a

(@201 y =5 X (1) @@y
acV

Y (@5(Ya{r}) — R5({r}) 1(a))y

acV

Y (@ ({0 = 1), @i(a))v

ac®”
=5 L @) @i(ata )y =0

acV

N =

N =

comme dans la démonstration de la définition 2.2

Montrons maintenant la nullité de {®1,®; }- 7. La démonstration s’inspire de I’article de Shi-
mura [[16]. Si a = (P, Q) n’est pas un chemin elliptique d’ordre 3 et si a* = (R, S), on a par définition
QO =Y.R et P =1,S. La contribution de a a {<I>1,<I>2}ijr est

3@ ("), 50} — (P} = 5 (101, ), BN}y — 5 (1 (1), BH(PL)v
= S (@100 ) BRI Py — 5 (1), 2P

= @) @Ry — 5 (@1 ), B

(&)1 est nul sur I’identité). Si ¥, est d’ordre 3, la contribution du chemin a = (P, 'y;lP) est

%(@1(%1) +@1(1,2), D5 ({v; Py — (@1(v; 1) + @1 (1, 2), PH({P}))v)
= (D1 R () =Py ) — (), RL({PY)y

= (P17 =P () — (v, ) — @i (7, ) — P17, %), L ({P}))y
= —(@1 (7, "), P5({P}))v .

—_ | =

W

Autrement dit,

(@1, Po}r gy =— Y (@1(Y, "), PL({P}))v (26)
acvV

ol P, est I’origine du chemin a. Si P qui est une extrémité d’un élément de v/, on étudie ensuite
son orbite au sens suivant : le successeur de P est Y~ ! P si y est la donnée de recollement associée
a I’élément de ¥ d’origine P. Notons o une orbite nécessairement finie de longueur /(Q) : o =

(Po,-*+ s Pyay—1) avec aj = (P;,Q;), Pjr1 = y;ijj, Py= Yn;(loo,lpl(oc)fl- En posant tg =1Id, Tj41 =
'y;jlfc j» on a donc P; = TP et la contribution de I’orbite o 2 —{Py, P2} 5 est la somme pour
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j=0al(a)—1des (Pi(y,),PH({P;}))v. Ona

(@101, PPy

= (@1 (1), Ph({TjP}))v
= (D1 (7)), PH({P}))v
= (@
= (P (

P 'Y;il’cj) — &, (t;),@5({Po}))v par la propriété de cocycle
@1(Tj41) — D1 (1)), Ph({Po}))v -

La somme des contributions des points de 1’orbite o est égale a
(@1 () = P1(t0), PH({Po}))v = (P1 (Ty(), P2 ({Po}))v 27)

ol Ty (¢ appartient au stabilisateur de Py. Comme la restriction du cocycle @, au stabilisateur de P,
est un cobord (voir proposition[L.10), il existe u € V tel que

(@1 (Ty(09), Pr({Po})v = (| (Tyge) = 1), P ({Po}))v = (u, P5({ () = D)Po}))v = 0.
On en déduit que {1, P2} 4 =0. O

Avec les notations de la preuve précédente, T;(y) est le générateur du stabilisateur de la pointe
Py conjugué a ( (1) W(f 0)> ou w(Py) > 0 est la largeur de la pointe Py, générateur dit positif, et il y
a une orbite par pointe. Dans le cas ou le polygone fondamental est sous forme canonique, il y a
une orbite de longueur 1 pour chaque pointe sauf une et une orbite de longueur > 1 pour la pointe

restante.
Un corollaire de la démonstration et en particulier des formules (26)) et (27) est le suivant.

Proposition 2.5. Soit C(T") un systeme de représentants de T\P'(Q). Si ®; € H'(T',V) et si ®, €
Homr (Ao, V) est I’image d’un élément @, de Homr(A,V), ona

(@1, @2}y =— Y (@ (1) @ ({s}))v
seC(I)

ol

oul Ty est le générateur positif du stabilisateur Iy de s et oit Py est un cocycle de I représentant
la restriction de @1 a I'.

Proposition 2.6. Si (-,-)v est symétrique (resp. antisymétrique), la forme bilinéaire {-,-}r & est
antisymétrique (resp. symétrique) sur Homr (Ao, V).

Démonstration. Notons E3 I’ensemble des points elliptiques d’ordre 3 de I'. Si 7 € E3, il existe
(rayza) € V ety €T tels que Yz, =t et on pose D((s,1)) = P((s,Yra)) + P((Yre,t)) pour tout

~

s € PY(Q). Fixons r € P'(Q). Si ® € Homr (A, V), on introduit la fonction ®, sur P'(Q) U E3
définie par R
(1) = P((r,1))
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C’est un moyen d’étendre ® en une fonction de P! (Q) U E3 dans V, comme on le fait dans le cas
complexe. Elle n’est pas invariante par I' : on a pour tout ¢ € P! (Q) UE3

D, (1) — D, [Y(t) = D, (y)

En effet,
@, (1) =<I>((r,Yr))+<I>(Y(rJ))=<P Y H+@((r))ly!
=D, (y )+ ()Y =D (y) [y +De(0) [y
car B B
q)r(y_l) = _q)r(Y)|Y_l
D’ou

D, (1) — p(yt) [y = ()

Calculons a I’aide des fonctions &)11 et C/I\)ZJ la contribution d’un arc a = (dja,02a) de V a
2{<I>1,<I>2}ijr Pour ¢ € P!(Q) U E3 quelconque, on a

(@1,(v; "), Pa(a))v

— (@1, (v, 1), P2(a) [Ya)v
<&)17r(731f),q’2(“*>>v

B 8 B e

+ (P, (Y 1), P2 (000" ))V_<q)17r('Ya ),<1>z7r(31a*))v

En prenant ¢ = d,a, on obtient

(@11, "), Pa(a))v = (D1 ,(320), D2 (920))v — (D1 ,(920), D2 -(d1))v
+(D1,(01a"), P2, (02a"))v — (@1,(91a"),P2,(d1a") )y
= (®1,,(020), P2,,(020))y — (®1,,(d1a"), D2, (d1a"))v
— (®1,,(020a), P2,(310))y + (P1,(31a"), P2, (2a%), )y
En faisant la somme sur tous les a et en utilisant le fait que a — a* est une bijection, le terme
Y (®1,+(020),®2,1(020))y — (®1,4(01a"), P2, (010" )y
acV

est nul. On a alors

1

{@1, P2} 4 = 3 ZL ((gl\)l,r<ala*)7C/I\)Z,r(aZQ*))V — <C/I\)1,r(82a)a(/1\)2,r(ala)>v> . (28)
acV

Cette expression est antisymétrique (resp. symétrique) si (-,-)y est symétrique (resp. antisymé-
trique). 0]

Remarque 2.7. L’équation (28) donne une autre définition de ’accouplement {, -} restreint a
Homr(Ao,V).
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2.2 Lien avec le produit de Petersson complexe

On prend maintenant pour V le Q-espace vectoriel V; = Q[x,y|_>. La forme bilinéaire (-,-)y,
définie sur Vj par

ZaxlkZIZblxlykZI _ kZZ Clzé?kz)z
1

est symétrique ou antisymétrique selon que k est pair ou impair et vérifie

(o +) 72, (Tx+) )y, = (1-7) 2

et
(PlY,Q)v;, = (P,OY")v,

pour y € GL,(Q) et y* = det(y)y~!. Elle est en particulier invariante par I’action de SL,(Q). On
I’étend a Vi (C) par linéarité.

Si 9D est un domaine fondamental de " dans #* = H UP!(Q) et si F et G sont deux formes
pour I' dont I’une est parabolique, le produit de Petersson de F et G est défini par

kdx_gly __1 / F(1)G(t) Im(t)*2dtdr .

(F.G)r = [ FEOGE)Y il

Théoreme 2.8. Soit F un symbole de Farey pour I'. Soient F et G deux formes modulaires pour
I" de poids k. On suppose que G est parabolique. Pour I’accouplement {, }1"7 g associée a Vi et a
(-,-)v, et prolongée a C par C-linéarité, on a

{_rper(F),g)er(@}w — (2" YF,G)r

et
{Per(F), Per(G)}r 5 =0.

Rappelons que
{Per(F),Per(G)}r g ={C(F),Per(G)}r +

par définition. On trouve une formule de ce type dans les articles de Eichler [4] et Shimura [16]
de la fin des années cinquante lorsque F' et G sont paraboliques. Nous donnons une esquisse de la
démonstration (voir aussi [5]], [14], [2] pour I" = SLy(Z)).

Commencons par des lemmes qui sont classiques dans le cas parabolique et qui sont des va-
riantes de I’intégrale de Eichler (voir paragraphe [L.4)). Soit F une forme modulaire de poids k pour
un sous-groupe de congruence. On pose pour T € ‘H

/ Fe)(t—n) zdt-l-ao(F)/OT(t— B24s

ou les chemins utilisés sont formés d’un nombre fini d’arcs géodésiques.
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Lemme 2.9. 1. Ona
oW (F)

5 (0
2. Supposons F et G invariantes par 1. Si a est un arc géodésique entre deux éléments de
PY(Q), poury€T,

=F(t)(t—1)*2.

/a W(F)(1)G(t)dt— /T WF) WG

ne dépend pas de T

/a W(F)(t)G(1)dt — /T WE)WGEdE = (C(F.y ) Per(G) @)y,
Démonstration. En utilisant I’identité
(we4+3) 72, (T 9) Py = (1—1) 2

et en faisant le changement de variable T +— YT, on trouvel] que pour tout y dans GL;r (Q),

WE)GERE = [ WE) 0, (3 Gl D)y
= [wE) ol e 2Gl @y

= [WE) @), oGl @y,

Y la

Si de plus 'y appartient a I et que F et G sont invariants par I, on a
/ W(F / W(F)(1)G()dr
= [W(E)®-WEN @), G 26wy,

= (C(Fy ), / (tx+y)*2G(1)d)y,
= (C(F.Y™"), Per(G)(a))y, -

|
Démonstration du théoreme2.8 Soit D le domaine fondamental associé a F. Son bord 0D est

exactement formé des chemins de 7/ . On a

#Gr = [ PO} =~ [ PG -7 e,

5. utiliser par exemple les formules du type de celles de (3).
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En appliquant la formule de Stokes

30 9P\ )
/@<ax at)dd /aD(Pdt-l—th)

avec P=0cet Q(t) = W(F)(t)G(t), on obtient

/ F(t)G(t)(t—7)* 2dudt — / W(F)(1)G(n)dr.
D

oD

Le contour 0D est formé des arcs géodésiques a € V. Comme a* = y;la_ avec Y, €I, la contri-

bution de a et a* pour a € V' est par le lemme

/w dt-l—/ W(F dt-/‘W Gdi— [ WF) (0GR

Ya'a
= (C(F.; "), Per(G)(a))v, -

On a finalement

|, WEEEEE= 5 ¥ (CF) PGy,
acV

- {C(F)’W}r F

’

D’ot la premiére partie du théoréme. Démontrons maintenant que { C(F'), Per(G) 1 = 0. Intro-
duisons pour cela la fonction holomorphe W, (F) sur # donnée par

T

W (F)(t) = / F(1)(t =) 2dt + ao(F) /0 Yt =) 2dr .

o)

Le méme argument que précédemment donne que

(C(F), Per(G)(a))y, = / W (F)(1)G(t)dT — /y GO0

pour a € P et, en utilisant (tx+ )2, (e + )2y, = (t — 1)k 2, que
(C(F),2er(G)}r g = [ M(P)@G(R)dT=0

car W, (F)(t)G(t) est holomorphe sur 4. O

Le produit de Petersson sur S (I") induit une forme bilinéaire hermitienne positive sur H ;ar(l“, Vi (R)).
Nous allons voir que la forme bilinéaire alternée associée est a un scalaire prés la forme {-, -} .

40



Corollaire 2.10. Soient ®; € H'(T',Vi(R)) et ®, € Homr(Ag, Vi(R)). Il existe F; € M (T) (resp.
F, € 5;(I')) tel que @1 = Gr(F1) (resp. ®; — Perg(F>) € Homp(A, Vi (R))). Alors,

{q)laq)Z}F,j' = (2i)k_21m((F1,F2>r) .

Démonstration. Les formules ont bien un sens car Homr (A, Vi (R)) est contenu dans radical de
{*,"}r# & droite comme a gauche. On déduit du théoreme 2.8 que

{@1, P2} ¢ = {Gr(F1), Perr(F2) }r &

— % ({C(Fl),fPer(Fz)}r,f + {C(Fl), fPer(Fz)}njr + {m, fPer(Fz)}Rjr + {C(Fl), Per(F,)

e fem

k2 (FLB)r — (AL By)p
2i

= (2i) (20 2Im ((F;,R)r) .

O

Corollaire 2.11. La forme bilinéaire {-, -} = {-,-}r 4 définie sur H'(T', Vi) x Homr (A, V}) est
indépendante du symbole de Farey utilisé pour la définir.

2.3 Construction d’un symbole de Farey d’un sous-groupe

Soit F = (¥, *,u) un symbole de Farey étendu pour I'. Des algorithmes pour construire un
symbole de Farey ¥’ pour un sous-groupe I'"" de I" sont bien connus depuis longtemps. Cependant,
ils sont en général écrits pour I' = PSL;(7Z). En cherchant & démontrer le comportement de la
forme bilinéaire sous les opérateurs de Hecke, nous avons été amenés a reprendre ces algorithmes
et a observer un phénomene particulier lorsque la courbe modulaire associée a I" a plusieurs points
elliptiques d’ordre 3. Ce paragraphe reprend donc cette construction.

Avant de passer a 1’algorithme de construction de F’, donnons quelques notations. Soit C un
systeéme de représentants de I"\I'. Soit W = C x V. Notons 7 le représentant dans C de la classe
I'y. On a ¥ = vy. L application qui 2 (€,a) € W associe 'arc géodésique Ea est injective car un
arc de V ne peut étre le transformé par un élément de I" d’un autre arc de 7V et le stabilisateur d’un
arc est réduit a +Id. Nous identifions dans la suite (§,a) a Ea pour & € Ceta € V. Pour Ea € W,
posons

Ve = EVab¥a er
appelée donnée de recollement de W associée a Ea et Ty, la permutation de C donnée par Ty, (§) =
&. On a donc
&’Ya = Yea W, (&) :

L’ensemble W/ est muni d’une bijection Ast induite par I’involution * de F de la maniére suivante :
Ast(8a) =, (E)a” .
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Lorsque a n’est pas un arc elliptique, Ast o Ast(Ea) = Ea car

Ast(Eyaa") = EYaYora = Ea = Ea
puisque Y+ =7, ! et & € C. On a de plus

Ga =&Y ="y, (E)a" = Ve Ast(Ga)™ .

Lorsque a est un arc elliptique d’ordre 2, on a a = a* et Ast o Ast(Ea) = g'y:,'yaa = Ea. Lorsque a est
un arc elliptique d’ordre 3, > est +Id et on a

Ast’ (Ea) = Ast (v, (E)¥aa) = Ast (1 (E)a) = tp(E)a = Ea.

Ainsi, les orbites des éléments de W par Ast sont d’ordre 1, 2 ou 3. Remarquons que lorsque

Ast(Ea) =Ea,onaa=a*,1,(§) =& v ’éa = &'ya';av&_l = Ey,£~! appartient 4 I et est de méme
ordre g (a) que Ya-
Proposition 2.12. On garde les notations précédentes. Il existe un systeme de représentants C de
'\ tel que F' = (V',Ast’ i) décrit comme suit soit un symbole de Farey : les arcs de V' sont
1. les éléments Ea € C < (V — Vo 3) avec 'y’&a # 1; on a alors u (§a) = u(a) et Ast'(Ea) =
Ast(Ea);
2. les points fixes Ea dans C x Vi 3 pour Ast, on a alors ty,(§) =&, yéa =Ev.&71, 1/ (Ea) =
u(a) =3 et Ast'(€a) = Ast(Ea) = Ea;
3. pour chaque orbite {&1a,&ra,E3a} d’ordre 3 par Ast, les chemins &1d’, §1d”, &ra,Eza onl
E1d' et &1a" sont définis par
{‘t:la/ =Yg, 520"

b vt
on a alors
Via =818 Yiu =813 Vi, =&,
(G =&, (%)=&, 7,/8) =%,
Vow =Yoo Yee =Vow Vhe=Yow Yia =Y
Ast'(E1d") = Era, Ast'(§1d") =&za, Ast'(Epa)=E&1d, Ast'(Eza) =Erd,
d(&d) = (&1d") = (&a) =4/ (&3a) = 1.

Démonstration. Soit un symbole de Farey F = (V,x, uey). A chaque étape de I’algorithme, les
éléments de L et L3 sont par construction dans W et les éléments de C ont des classes distinctes
dans T"\T.

On note ( la réunion des classes I''E pour & € C et + 1’addition d’un élément 2 la fin d’une
liste.
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Entrée: un symbole de Farey de groupe I': (7, x, ;) et un critere d’appartenance a I”.
Sortie: Un symbole de Farey (1", Ast’,l,;,) de I et un systéme de représentants C de I"\T".
1: Calculer les données de recollement Y, pour a € V.
2: C+ {Id};L<— {Id} X (‘V— %1173) ;L3 +— {Id} X {Vellﬁ; W {id} X ‘V; V' {id} X ‘V;
3: tant que LU L3 # 0 faire

o>k

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24
25:

26

27:

28:
29:
30:
31:

32

33:
34
35:
36:

si L3 # 0 alors
Prendre lgt premier élément Ea de L3 (on a donc a* = a) et I’enlever de Ls.
si &y, ¢ C alors

C+ CU{EYa,&va}; W Cx V.
pour b € V,; 3 faire
L3 < L3 +&yub.
pour b € 1V, 3 faire
I3+ 13+ &'ng.
pour b € V — V,; 3 faire
L« L+&y,b.
pour b € V — YV, 3 faire
L+« L+E&yh.
Insérer dans 1 a la place de &a la suite des Ey,v pour v parcourant V' — {a} a partir du
successeur de a de maniére circulaire puis la suite des Ey2v pour v parcourant ¥ — {a}
a partir du successeur de a de maniere circulaire.

sinon
Prendre le premier élément Ea de L et ’enlever de L.
si &y, ¢ C alors

C+ CU{&Y}; W+ Cx 7.
pour b € V,;; 3 faire
L3 < L3 +&yab.
pour b € V — V,y; 3 faire
L+ L+&y,b.
Insérer dans 7 a la place de &a la suite des Ey,v pour v parcourant ¥ — {a*} a partir
du successeur de a¢* de maniere circulaire.

. pour Ea € V' avec & € Cetac V faire

—~— —~ 1

Ast'(Ea) < Eyaa”; ’Y/&a — &Ya&Ya
si Ast'(Ea) = Ea alors

1 (8a) < pen(a).
sinon

Hy(Ga) 1.
. pour chaque orbite d’ordre 3 pour Ast’ faire
Choisir un élément A = Ea de 1’orbite ; B < Ast’(A), C + Ast’(B).
Dans 9, remplacer A par A’ = y,A~ suivide A” = y2A".
Ast'(A') < B; Ast'(A") « C; Ast'(B) « A'; Ast'(C) + A",
Hyy(A) <= 1,4y (A”) < 1.

37: renvoyer (V' Ast'i,)).
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L’algorithme termine si et seulement si I est d’indice fini dans I". En effet, une fois que C est
de cardinal I’indice de I dans I, C est un systéme de représentants de ["\I" et on va directement
alaligne[32

A la ligne T8 & est dans C et &y, et £Y2 viennent d’étre rajoutés 2 C. On enléve 1’élément &a
de 7 et on met dans 7 tous les éléments de la forme Ey,b et de la forme Ey2b pour b différent de
a. Ainsi, I’orbite d’ordre 3 sous Ast formée des trois éléments Ea, Ey,a et Ey2a du W réactualisé
n’est pas dans 7. Tous les autres éléments de £y, et Ey27 que ’on vient de rajouter 2 W sont
dans 7.

A la ligne 23] & est dans C et £y, vient d’étre rajouté a C. On enleve Ea de 7’ et on met dans
V" tous les éléments de la forme &y, b pour b différent de a*. Ainsi, I’orbite (Ea,&Y,a) sous Ast qui
est d’ordre 2 n’est pas dans 7 ety ’éa = Id puisque & et &y, sont tous deux dans C. Tous les autres

éléments de &Y,V que I’on vient de rajouter & W sont dans 1.

Alaligne32] vy, est égal a I’identité pour b € % — 9. La maniére dont les arcs géodésiques ont
été insérés dans 1 assure que la suite des extrémités des €léments de 7 est dans I’ ordre circulaire
et définit bien un polygone hyperbolique convexe.

Si 7’ ne contient pas d’orbite d’ordre 3 pour Ast’, (V" ,Ast’,i/) définit bien un symbole de
Farey a la ligne 321 Sinon, on transforme chaque orbite d’ordre 3 en quatre chemins deux a deux
échangés par Ast’. La bijection Ast’ devient alors une involution. Remarquons que les données de
recollement ¥y, ¥ 5, Y - ont été remplacées par v, et ¥ qui engendrent le méme sous-groupe
puisque Y, Y 5Y ¢ = 1d.

Le symbole (7, Ast’,u/) définit bien alors un symbole de Farey. Montrons qu’il est associé au
groupe I". Pour cela, nous devons montrer d’apres [[12] que le groupe engendré par les données de
recollement Y/ga pourEa € 1V’ estI” alaligne[32 Tout élément yde I est de la forme Yy, - Yo, - - - Ya,

—_~—

avec a; € V. Définissons par récurrence la suite d’éléments de C par &; = 1, 81 = &Y, et posons
by = 8ay. Par définition, v}, = Skyakf)k_jl appartient 2 I". De plus, si by n’appartient pas a 7", vy},
est égal a 1 et peut étre supprimé. On voit facilement que O; est un représentant de Yy, - - - Yg,-
Comme Yy, - - -Yq, appartient 2 I, on a 8,41 = 1. On a donc

V=817, 8, '82%u 85 Su¥a Sl - Su¥an 8l =V Y by Y, -

Donc, les v}, engendrentI", #' est un symbole de Farey de groupe I". O

Remarque 2.13. Lorsqu’il existe un test effectif d’appartenance a I pour un élément de I', on
peut ainsi construire effectivement un symbole de Farey et un polygone fondamental associé a un
sous-groupe I" d’indice fini de PSL;(Z) a partir d’un symbole de Farey associé a PSL;(Z).

Remarque 2.14. Si 9D est le domaine fondamental associé a F, la réunion des ED pour § € C est
un domaine fondamental associé a I''. Malheureusement, 1’application Ast’ n’est pas toujours une
involution sur 7’ et a la ligne on n’a pas toujours obtenu un symbole de Farey. Il faut donc
faire une "rectification" pour obtenir un symbole de Farey. Ce cas ne peut pas se produire si F
n’a qu’un seul chemin elliptique d’ordre 3, par exemple si F est un symbole de Farey associé a
PSL,(Z).
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A =Ast(C)

C = Ast(B)
B =Ast(A)
b AR
Yc
C
B

2.4 Conjugaison et opérateurs de Hecke

Nous supposerons désormais que {-, '}F, 4 ne dépend pas de ¥, ce qui est vrai lorsque V' est Vi
muni de la forme bilinéaire (-, -)y,.

Proposition 2.15. Soite = (' V). Pour ®; € H'(eT'e™!, Vi) et @ € Homp (Ao, Vi),
{@1]e. @} = (-1 {1, Ple™'}, 1 -
En particulier, pour f € TN(Q);@
{Fi(fle), P} = {k(f), Pl }opet -

Démonstration. Si F = (V,x,u) est un symbole de Farey étendu de groupe I, on obtient un
symbole de Farey étendu €F = (1, *,u') pour el'e~! défini par V' = eV, (€a)* = €a*, Yea =
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ey.e ! et i/ (€d) = u(a). On a

1k
@l 0lr=1 ¥ (@ier'e e v@) = 0 ¥ @iy ) e ey,

acV ac?V
=~ EUT S @yl B — (-1 {0l
= ” 1Y ) Plk Vi = 1, Plk ele—!
beV
La deuxieéme égalité se déduit alors de (19). O

Regardons le comportement des formes bilinéaires {-, -} par rapport a un opérateur de Hecke
[Tjal;] ol a est un élément de M(Z)" = GLy(Q) T NM3(Z) et ot I'y et I, sont deux sous-
groupes d’indice fini de SL,(Z).

Ecrivons ['jol, = UgeT10& ol C est un systeme de représentants de (I Mo ') \I'z. Les
définitions bien connues qui suivent ne dépendent pas du choix de C. Nous utiliserons ensuite un
systeme de représentants obtenu par 1’algorithme de la proposition 2.12

On définit "application [I"jol ]

HOIIlrl (Ao, V) — Homr2 (Ao, V)

donnée par
®|[I'jols] =) Plog .
EeC

Si ® est un 1-cocycle de I'; a valeurs dans V, on définit le 1-cocycle CT>| [[yal] de I par

(@DM%MzgimeQ
eC

si 0y = Y 0Ty(§) avec Y € I'y et Ty une permutationde C. Onat, 1 =T, et ('y’l)w@ = (Ye)~
On en déduit que
(®|[Tyal2])( Z‘I’ Dok .

Sioe My(Z)" et ® € Z'(I,V), on note P|at le cocycle de Z!' (o 'Tar, V) déduit par transport de
structure : pour Y € o~ 'Tar B B
Plo(y) = P(oryor o

Proposition 2.16. Soient ®; € Z'(I';,V) et ®, € Homr, (Ao, V). Si o € Ma(Z)*, on a

{&31\[F1(XF2],‘1>2}F = {&)1,¢2|[F2a*rl]}

2 I

On utilise le fait que 1’accouplement (-,-)y vérifie (yv1,v2)y = (v1,¥*v2)y ot ¥* = det(y)y !

pour y € GL,(Q).
La proposition se déduira des lemmes et du corollaire 2.111
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Lemme 2.17. Soient @, € Z' (al'o."!, V) et @, € Homp(Ag, V). Alors,

{5131|0€,q’2}1_ = {591,<I>2|0°*}

ol'o~1

Démonstration. Soit F = (V,Ast,u) un symbole de Farey pour I'. Alors, (V,Ast’,i/) est un
symbole de Farey pour al'o.™! avec la définition naturelle de Ast’ et de ¢/. On a alors

[ija.®) =2 ¥ (@) @ala)y =5 ¥ (@i, a)oPs(a)y

acV acV
1 ~ 1 ~ *
=5 Y (@1 (ay, '), (P2)o*) (0a))y = 3 ) (@1(Y, "), (P2]a*)(b))y
ae‘/ﬁ bEOL‘/ﬁ
- {&)l’q)ﬂa*}ocl“orl
car oca/ = &\‘I;. O

Donnons quelques notations valables pour les lemmes suivants. Choisissons un symbole de
Farey F = (V,*,u) de I'; et soit le symbole de Farey ' = (9" *,u/) de T No™ 'T'j o construit
a partir de  dans la proposition 2.12l dont on reprend les notations. On pose W=Cx%.0na

poura € V

8y = aye 0 €Ty Nol0 !

et oty (§)y, ' = Sgal & que 0y, = 8,01y, (). Ona
CxV =Cx (V= Veu) :I\/_//ell,3 By (29)

ol ‘M est la réunion des F;; = {&uy,&v, } pour Ea dans une orbite d’ordre 3 dans C x ‘W.

Lemme 2.18. Pour une orbite {A,B,C} d’ordre 3 pour Ast’ dans W, on a pour ® = ®;|a
Y (@Wp).@:Pv= ) (P, PAP))v .
PG{AA/,—B:E} PE{A/7A//7B7C}

e~

Démonstration. La contribution de {A,B,C} d’ordre 3 sous Ast est

SOL @) @Ry = (@1,), Dwa)y + (B0, D))y + (@), D))y
Pe{AB,C}

= 2 (105 ), @(4) + Sy + (@11, B(C) + By + (@13 '), 2(C)+@(C)v)

On a
(@7, "), P(C) +@(C"))y = (D(v; ), (V' C) + (v 'C"))v + (D7), R(C) + D(C"))y
(@), —@(A") +D(A"))y +(P(y"),D(C) +D(C"))y -
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Donc

1 =~ 1 _ _
5L (@0 AP)y = 5 (@), 30()y + (@0 ), 38(C))y )
Pe{ABC}
= (@1, @A)y +{D(1: "), P(C))y
1 _
=3 Y (@), 2Py,
Pe{A’ A" B,C}
ce qui termine la démonstration du lemme. 0]

Lemme 2.19. Soient @, € Z! (I'1,V) et &, € Homr, (Ao, V). Alors,

{<I>1|[1“10¢1"2],<1>2}F2 - {q)lm’q)z}rzmlrloc
(o o), (B,
Démonstration. Montrons la premiere égalité.
~ 1 ~ 1 ~ o
(@M @ =3 ¥ Y@@ )o@y =5 ¥ (@30t )
? acy 5€C EacC xV
1 ~ _ B 1 - B
=3 L (@) (vg,), Pa(a) €7 )y = 5 X {(@i]o) (v, ), P2(Ea) v
EacC xV EacC xV

—~1
Poura ¢V, et&a ¢ V , la contribution de &a est O car Yz, = 1. En utilisant la décomposition

de Cx V etle lemme[2.18] on obtient I’expression de {&)1 |(>L,CI)2}F i calculée a 1’aide du
o 1o

symbole de Farey étendu ¥’ et donc la premiére égalité du lemme
{&)1 | [Flocl“z],CI)z}F = {&)1 |OC,CI)2}

par I’indépendance relative au symbole de Farey étendu.
Montrons la seconde €égalité. Pour ne pas introduire de nouvelles notations, démontrons-la en
échangeant I'y et I'. Autrement dit, montrons que si @, € Z! (I, V) et & € Homr, (Ao, V),

2 Fzﬂorll“loc

{&)2,®1|[F10LF2]}F2 - {&)z’q)”a}l“gﬂocll“wc ’
Ona
{Broinan)) 3 L @)@l @)y
EacCxV
:% (@201, IE, (@1]et) (Ea)



La somme sur a des (P;|ot)(Ea) est nulle car on somme alors sur un chemin fermé. Donc,

{Brofrory} =3 ¥ @) (@ila)E)y

EacCxV

=5 L @@ ) @)y
EacCxV

_ % N@z(% (&) )tz + P2, (@1]0) (Ea))v
ﬁaGC

= Z Y, —(@2(1,(8) ), (i) (t, (B)a v+ Y, (Pa(r), (i) (§a))v
ae‘V p &ecC gacCx YV

=S L T &0 @0E )+ L @), (@i &)y
acV §'€C EacCx W

=3 L @)@y
EacCxV

En utilisant la décomposition 29) de C x ¥/ comme précédemment et le lemme 2.18] on en déduit
par I’indépendance relative au symbole de Farey étendu que

{62,‘1)1‘[F10€F2]}F = {&2,‘13”06}

) l"zﬂorll“loc '

2.5 Comportement du module d’Eisenstein et du module parabolique
Si s € P'(Q), notons w(s) la largeur de la pointe I's. Le résultat suivant est dans I’esprit de [14].

Proposition 2.20. Si ® € Homp (A, Vi) est l'image d’un élément ®° de Homr (A, Vy),

0= Y (@°)Eis,
sel\P!(Q)

etsif e ;F(Q);(, ona

Démonstration. D’aprés la proposition[2.3] on a

{%(f), @}p ==} (¥O(r,),®"({s})) -

seC(T)

49



e~ —~—

On choisit le cocycle W, (f)®) défini par Wi () (y) = Vi (f)([Zs, v 'Z]) avec Z; = my(Y,0)) =
YsTeo (0) et Ygoo = 5. Alors,
(Pe()([Zo, 75 "2, @0 ({51, = () ({7 (0), %5 "7 570 (0)]), @ ({5}))v,
= (Pe(/175) ([ (0), o (45 15 10D 1Y @0 ({5
= (e (/1) ([ (0), Mo (45 151 150)1), RO ({5 D) s -

On a ®°(s)|ys = ¢s(P°)x* 2. D’autre part, T est le générateur positif du stabilisateur de la pointe
s et ¥; '1,y,0 est égal a la largeur w(s) de la pointe s. Comme

P (f175) ([eo(0), oo (75 150)]) = P f 1) ([ (0), o (w () )])
() )Tk
=ty ([ rtvapesapy ) 2R

X

on en déduit I’égalité

) (20 2051 = () ([ itaBecsao ) o)

et la proposition. O

Corollaire 2.21. La restriction de {-,-}r a Er x Homr(A,Vy) (resp. a ‘Er x Homr(A, Vi) /Q
lorsque k = 2) est non dégénérée.

Démonstration. Si F = Eisyr(f) € Eir est orthogonal a Homr (A, V), alors [ f|ysdBr ® dBo est
nul pour tout s € C(I'). On en déduit que F = 0 (proposition [[.42)). Les deux espaces E;r et
Homr (A, V) (resp. Er et Homr(A, Vi) /Homr(Q, Q) lorsque k = 2) ayant méme dimension, le
corollaire s’en déduit. [

Proposition 2.22. L’espace vectoriel S des éléments ® € Homr (A, Vi) tels que {¥x(f),P}r =0
pour tout f € ﬁ<Q);< est un sous-espace vectoriel stable par les opérateurs de Hecke et d’inter-
section nulle avec 'image de Homr(A,Vy). Son image dans H' (T, V}) est HIEW(F, Vk). De plus,
R® S est égal a I'image de Si(I") dans Homr (A, Vi(R)) par Per.

Démonstration. L’espapce S est stable par les opérateurs de Hecke d’apres la proposition
Son intersection avec I’image de Homr (A, Vy) est nulle par le corollaire 2.2l Son image dans
H'(T,V}) est H ;ar(F, Vi) par la proposition [[.I0l Enfin, son tensorisé avec R contient I’image de

Sk(T) par Perg par la proposition et la compatibilité avec le produit de Petersson. U

Corollaire 2.23. L’espace vectoriel des éléments @ € Homry) (Ao, Vi) tels que {¥i(f), P} =0
pour tout f € {VFO(N) (resp. f € {VFO(N) — {1(070)} lorsque k =2) est un sous-espace vectoriel stable
par les opérateurs de Hecke et d’intersection nulle avec I'image de Homr(A, V). Son image dans

H'(T, Vi) est Hy, (T, V).

Démonstration. Le corollaire est une réécriture de la proposition 2.22] pour le systéme de généra-
teurs donné dans la proposition pour ' =Ty(N). O
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2.6 Lecasde SL,(Z)

Appliquons ce qui précede au groupe I' = SL;(Z). Comme —Id € T', on peut supposer k pair.
Prenons le symbole de Farey 4 formé de a; = aj = {e°,0} et a, = a3 = {0, 0} avec les données de
recollement respectives 6 = (9 ') et 1= ({ ~]). Nous aurons aussi besoinde T =1t~ 'o = (} }).
La formule (23]) s’écrit

(@1, @251, = 5 ®1(07 ), @a({ew, 0]}y + 3 (@157 + By (+72), Da({0,05)y
<§c1>1< = 31T = 31(572), @a({e=, 01

ol ®; estun 1-cocycle sur I' = SL,(Z) représentant un élément ®; de H' (T, V) et &, € Homp (Ao, V).
Si ®; € Homr (&, V), on peut donc encore écrire

= (@1 (B[ (0), 07 0)] — 207 (0), T (0)] — 207 (0), P (0)]), @ ({0}

_ é@l ((1427%){e0,0} +2(t— 1)[0, 1)) , @2({e0, 0}))v

{(1)1 ’ cI)Z}SLz(Z

en utilisant les relation t(7p(0)) = Mo (1) et 6(Tee(0)) = Tp(0) = T(Teu(1)).
On a dans Ag les relations

(146){e0,0} = (14+1+1%){e0,0} =0
d’ou I’on déduit, pour tout d € Eg

(@1(8)|(1+T+71%),P2({e0,0}))y = (@1(8), P2 ({o0,0})[(1+T+7%))y =0
(@1(0)[(1+0),Pa({e0,0}))y = (P1(5), P2({e0,0})[(1 +0))y =0.

On peut donc réécrire
1 _ _
{P1, Po}si,(z) = ¢ (P1({e,0})l(—7 N +29,([0, 1)) (77! = 1), @2 ({e,0}))v (30)
ou encore, comme Tl =Tocett= GT_l, en termes de 7,

((@1({o=, ONI(T = T71) =2®1 ([0, 1]ec) [(1 +T), D2({e,0}))v)  (3D)

O\I>—‘

{q)l ’ cI)Z}SLz

pour ®; € Homg;, (7)(Zo, Vi) et @2 € Homgy,(7) (Ao, Vk). Dans le cas ou @ € Homgy, (7 (Ao, Vi),
on obtient la formule de Haberland ([5, Folgerung, p. 278]) :

{®1,@2}51,(2) = Z(@1({e0, 0D (T =T 1), P2({=,0}))v

((®1({e0,01)|T, P2({o2,0}))v — (P1({o0,0}), P2({o=,0})[T)v) -

(32)

O\Ir—‘olr—‘
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Ecrivons pour @ € Homg;, (7) (Ao, Vi)
k—2 k—2 ) )
o(=0p) = X (77 )r@net 2
=0\ J
Donc

@1 ({o0,01)|(T —T7") = @1({o0,0}) (x,y —x) — @1 ({e0,0}) (x,y +x)

=2 kiz )y k- 2) ru(®1) | Xmyk 2
o | odmtm  nim—n)l(k—2—m)!
n#Zm (mod 2)
On a, en utilisant la premiére équation de (32)),
1 (k—2)!
{(I)laq)Z} = — (_1)71 ’ ((1)1>rk_2_ (q)z) '
SLy(Z) = 3 0§n§§§k—2 n!(m—n)l(k—2—m)! n m
nZm (mod 2)

Si @ = Per(F) et &, = Per(F;) proviennent de formes paraboliques Fj et F», on a
0 k=2 /1 _2 . .
er(F) (.01 = [ oo+ = X (%2 et 2
avec o
r(F) = [ Rvdr=r(@)
joo

On retrouve la formule classique ([S, Folgerung 1, p. 280])

_ 1 m (k—2)! -
{F17F2}SL2(Z) - 3(2i>k_1 0<n<§<k2 ( 1) n'(m—n)'(k—2—m)'rn(Fl)rk727m(F2)
ngéimi (rﬁod 2)
1 m k—2 -
- 3@ 0<n<§<k2 = (n,m—n,k—Z—m) a(FL)rk2-m(F2)
nZm  (mod 2)

Corollaire 2.24. Pour m pair et compris entre 0 et k — 2, posons

k—1\ B k—2 Bi_i_, B,
}\’kmzz k + Z k—1 +1 )
’ m Jk(k—=1) ., 0 \mk—2—m—n)k—1—-nn+1

n impair
Soit ® € Homgy (7 (Ao, Vi). Alors
1
{Pe(1), Plsr,2) = 3 Y Memrn(P).
0<j<k—2
m pair
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Si F est une forme parabolique pour SLy(Z), on a

oéngk_z (k;zz) rm(F) =0

m impair

et

Y, Mwrm(F)=0. (33)
0<m<k—2
m pair

Démonstration. Prenons pour ®; I’élément d’Eisenstein ¥y (1) € Homgy ,(7)(Z0, Vi) avec 1 la
fonction sur (Z/1Z)? valant 1 et ®, = Per(F). On a (voir la proposition 2.22)

{¥(1),Per(F)}s,z) =0-

I s”agit donc de calculer {W(1), Per(F)}gy, (7 en utilisant la formule (31)). Rappelons que 'on a

k=2\ Bi—1—j Bjy1 j 40 1 o k=2 k-2
Wi(1)({ee,0}) = — ( .)7..—)5])7 T+ —C2-k)x" "~y
mi=op=- % (") 57 -k )
Jj impair
B (xy) !yt

Pi(1)([0,1]e) =

k(k—1) X

D’apres le théoreme [2.2] et la proposition la contribution du terme —-¢'(2 — k) (x¥~2 — % ~2)
est nulle. En posant S = x*2 —yk2 et 0 = Z’]‘;(Z) bjxjykfzfj, ona

_ k—2\ . o
(SI(T—T 1>,Q>Vk:-z<0<;k 2( ,- )xjyk 2 how=2 T b
J ijnTpair j_i]nTpair

On en déduit que la somme des coefficients de degré impair de ®;({e0,0}) est nulle.

En posant
0<nk—2 n k—1—-nn+1
n impair
on calcule

R|(T — Tfl) =R(x,y—x) —R(x,y+x)

-9 Z k—2\ Bi_1-x Byt Z k—=2—n xk72fm m
ospck—2 \ M Jk=l—-nn+l ‘= , m '
n impair m#Zn (mod 2)

y
0<m=k_2 0§n+m§k_2<n,m,k—2—m—n k—1—nn+1
m pair n impair
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)kfl_ykfl
X

PIT+1) Bl Ot Al 9 A AR y (k_l)kamym.

X o<m<k—2 \ M
m pair

Calculons enfin Wy (1)([0,1]w)|(T 4 1). Pour P = ety ,ona

Pour m pair, le coefficient de x*~2~"y" dans R|(T —T~!) — Zk(;—f”"l)P\ (1+T) est donc

B ~1 —2 B\, B
s B (B, oy k Bic1n Buyt
k(k—1)\ m Ocnimi oy \ymk—=2—m—n)k—1—-nn+1

n impair

d’ot la formule pour A ,,. Ce qui termine la démonstration du corollaire U

A Calculs classiques sur les séries d’Eisenstein

A.1 Rappels sur les fonctions {

Si g est une fonction sur N, on pose

L(S7g) = Z 8(”) .

s
n>0 n

Cette définition s’étend a une fonction sur Z/NZ par relevement de maniére naturelle.

Proposition A.1. (/13| chap. XIV, thm. 2.1] ou [9, app. A]). Si g est une fonction sur Z/NZ,
L(s,g) converge pour Re(s) > 1 et se prolonge en une fonction méromorphe sur le plan complexe
ayant au plus un pole simple en s = 1 de résidu #. Les fonctions L de g et g vérifient ’équation
fonctionnelle

L(1—s,8) = (21) *N°"'T(s) (L(s,8)e™/* + L(s,g " )e ™/?) . (34)

i
On pose Cyj, = % ((;%nl’))! pour & entier > 1.

Corollaire A.2. Soit g une fonction sur 7./ NZ.
1. Pour h entier > 1,
NL(1—h,g) = Cy ) L(h,g+(—=1)"g") 5)
L(1—-h,8) =CyLlh,g +(=1)"g).

En particulier,
L(1—h,g)=(-1)"L(1—h,g7).
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2. 8i

A

L(s,g) = %f(_—oi +L*(1,g)+0(s—1)

est le développement de L(s,g) au voisinage de s =1 avec L*(1,g) € C, on a

[S—

L(0,8) + 58(0) = Cy§ (L*(1,87) —L*(1,8))
L(0,g+57) = —5(0) (30)
L(0,g—g") =2L(0,8) +£(0) .
Démonstration. Pour h > 1, la premiere égalité est une conséquence de 1’équation fonctionnelle
B4);1a delixiéme égalité se déduit de la premiere en échangeant les roles de g et de g et en utilisant

le fait que g = Ng~.
Pour i = 1, I’équation fonctionnelle (34) implique que

N

L*(1,§) — L*(1,5) = —mig(0) — 2miL(0,g) .

En remplagant g par g, on obtient

L (“rig(0) - 21iL(0.3)) .

L*(lag_) _L*(lag> = N

ce qui donne la premiere identité. La deuxie¢me égalité se déduit de la premiere en 1’appliquant a g

eta g~ . Pour la troisieme, on écrit simplement que g—g~ =2g— (g+g ) et on utilise la deuxieme

égalité. O
Pour i # 2, posons L*(h—1,g) = L(h— 1, g) pour simplifier I’écriture du corollaire suivant.

Corollaire A.3. Pour h > 1,

1 o1 —
:TU(Z h,g” + (- 1>hg)+§L(2—h,g )

o 1 M 1 . .
Cuhoil'(h=1,8) = ——L'2=hg +(~1)'§)+ L2 ~hg —(-1)'7) -

Démonstration. Rappelons que

T
sint(2—h+s)

FQ2—h+s[(h—1—s)= = (—1)"—

En appliquant 1’équation fonctionnelle en2—h-+s,ona

(2n>27h+sNhflst(h 1 —s,g)

(—l)hﬂ? ( P Tc~s7h+2 N 3 8—=h+2
- L2—h s N 0 S mis=t2 )
0= 1 —s) sin(ms) (2—h+s,8)e +L(2—h+s,8 e
i"*n 5 h 5
— L2 —h+58)e" + (—1'L2—h+s5 *‘7),
T sy (LG s DT+ (C)L2 b5, g)e
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N1 L2—h+s,8)e™2 4+ (—D"L(Q2 —h+s5,5)e ™2

oy N T =1 =)L =1 —s.¢) == ()

et au voisinage de s = 0,

N1 (h—2)! L2—h+s,8)e™ + (—1)'L(2—h+s,8 )e ™2
—————L(h—1- O(s) = ’ ’ .
COE $:8)+0(s) =7 sin(7s)
On a
L(2—h+s,8)e™> =L(2— 1,8+ (L'(2—h,8)+ZL(2—h,g))s+ O(s?)
L2—h+s58)e ™ =L2-hg)+({L'Q2—hg)—FL2—hg))s+0(s)
sin(7s) =ns+0(s?) .

Pour & > 2 (resp. h = 2), L(2—h,8) + (—1)"L(2 — h,g~) est nul (resp. est égal & —g(0) et les
coefficients de % se simplifient). Donc,

(—2mi)Cy Ly (L (h—1,8) = (~1)" (L' (2-ng+(-1'g )+ 5L (2-ne- (—1)”?))
et

L(2—hg) .

A.2 Développement de Fourier et transformée de Mellin des séries d’Eisen-
stein

Lemme A 4. Soit f une fonction sur (Z/NZ)*. La valeur de Gy y = CIQ.}(E/Q 1 en la pointe « est

I(f) = L(1 =k, P2(£)(0,-)")

ou P(f)(0,-) désigne la fonction x — P>(f)(0,x) sur Z/NZ. Son q-développement est

Gy () = LA~k PO )+ X (P —m) + (~DAPo(f ), —m) )

n>1,m>1
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avec qy = exp(z’m) Lorsque f est décomposé, autrement dit f(x1,x2) = f1(x1)f2(x2), la trans-

formée de Mellin My (s) de Gy ¢ — Ix(f), prolongement analytique de

[ (G- e s,

est égale a

My(s) = (=

IT(s) (Lls. L=k 1.F2 )+ (=) Lls. LG —k+1.72) ) -
Démonstration. Le terme constant Ii( f) vérifie

Cnili(f) =Y £0,d)d™* =Y £0,d)a*+(-1)*} £(0,—d)d

d+#0 d>0 d>0
= Lk, f(0,)) + (=1)*L(k, f(0,")) -
La formule (33) implique que
I(f) = L(1=k,P(f)(0,")) .
Le g-développement est une conséquence de la formule classique
o1

n oo
li — = =(—im) [ 142 2in
Nl—lgod_z_'Nz-l-d tanmz (= >< " mz_"lexp( l mz))

pour z dans le demi-plan de Poincaré et, par dérivations successives,

2 (oo}
Y (z4+d)*= k mi)* Z mk=Vexp(2immz) .
ez !

On a en effet

fnd)(nz+d) =Y f(n,do)(nz+do+dN)™*
n#0,d=dy mod N n#0,deZ

:Nk< l;“;Zf(n,a?o)(nz]-i\;dlo+d)k+ )y f(_n,do)(_l)k(nz;]doer)k)

n>1,deZ

il aok

| N

n>1

- mdy _ md
—kaZ( n,do) Y., mt! eXP(ZZTCTMN + (=1 f(=n,do) Y m" " exp(— ZZR—MN) :
m=1
D’ou

Gk7f —Ik(f) = ( Z <f(l’l, —do) + (_1)kf(—n,d0)) eXp(—Zinm—do)> mkflqln\;n
>1,n>1 N



Faisons le calcul de la transformée de Mellin. Si g et g sont des fonctions sur Z/NZ et si

h=Y Y gi(n)g(mm " qy"

n>1m>1

la transformée de Mellin de /4 est le prolongement analytique de

nmy. d
/ h(t T——l ZZ/ g1(n)ga(m)m* 'y exp(— ZNTy)—y
n>1m>1 y

N

PT(s) Y, Y g1(n)ga(mym* ™ =*n7

—2im n>1m>1
= (N T(s)L(s,g1)L(s —k+ 1,82)

Quand f est de la forme f; @ fo, on a Po(f) (n, —m) = fi(n) fo (m) et Pa(f~)(n,—m) = f; (n) f2(m)
et on applique la formule précédente au g-développement de Gy ¢(t) — Ix(f). Cela termine la dé-
monstration du lemme. 0]

Proposition A.5. Soient k > 2 et f € Fonc((Z/NZ)?, C);C Alors,

L(NT'f) :/f_dﬁk®dﬁo
et

fdeO®dB;c_1 pour j=0

[ i+1
MNflf(]-i_l) (—=1)/ /f dBkJ1®dBJ+1+{_fde;C_l®dB0 pour j=k—2etk+#?2.

Démonstration. 11 suffit de démontrer les formules pour une fonction f de la forme f = f; ® f>.
Onaalors f =N H®f et Po(f)(0,x) = /»(0)fi(x), d’ol
LN ) =N AOL(—k f) :/fl(—X1)fz(—X2)dl3k(X1)dBo(X2)
— [ 1 aBzas.
Montrons les formules sur Mf( j+1).0na

N
—2IT

Mj(s) = (5=)'T(s) (Ll )Ll —k+ 1 A7)+ (~D'Lis. fo )L(s—k+1,11))

en appliquant le lemme précédent. D’ou
NCw,j11 My 7(j+1) = L(j+ 1, AL —k+j, /7 )+ (=D'LG+ 1, fa JL2—=k+], fi) -
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PourO0< j<k—2,ona
LR —k+j,f7) = (=) L2 —k+j,f).

Dol

NCN,j1 My 5+ 1) = L+ L)L = k4, ) + (=D)L + 1. f2 LR =k+j. ;)

—L(j+ 1,4+ (=) L2 —k+4, /)
=NCN,j11L(—j, )L2—k+j, f1) -

D’ou

My 7(j+1) = L(=j, 2)LQ2 —k+j, f)
= (0 [ AR (1B ()

— (_1)]+1 /(\Z/NZ)zf_dBkjl ®dB]+1 .

Passons aux cas particuliers. Si j = 0, le résidu de L(s+1,N~'f5) en s = 0 est f>(0). On a
alors au voisinage de s =0

NCy,1 My 7(1) = (fZEO)

+L(1, /) +0(s)) (L2=k, f)+L 2=k f{ )s+0(s%)

+ (1) (@ +L*(1,f2_)+0(s)) (L2 =k, fi) +L' 2k, fi)s+ O(s?))
_ — _1\k
— 5(0) (L(Z kfi +(=1"f)

s

+L 2~k f + (—l)kf1)>
L (L)L =k fy) + (DL (1, f2 JLQR k. f) +0(s) -
Comme L(2—k, f; +(=1)kf1) =0,
NCxa 9y 5(1) = HOLC =k f7 + (=1 i)+ (L (LR ~ L' (L)) L=k f) -
~ AOL@=k fy + (14 )+ N (£0.7) + 120 ) O~ f7).

En utilisant le corollaire 36/ et le fait que NCy,1 = —2mi,

1

M= S

_ 1 _
ROLQ-kfy + D8+ (L) + 3200 ) LE-k17).
En introduisant les distributions de Bernoulli,

W f1)= [ N R0 fi()dBol)aBi ()= [ A ()i () ()

Z/NZ)?

= Ad d ’ _/ _d - d *
/(Z/NZ)Zf Bo®dP;_, (Z/NZ)Zf Br—1 ®@dP1
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D’ou la formule pour j = 0. Si j = k—2 et k > 2, on applique la formule du corollaire 37 :

My (k= 1) =Gk (L= 1, BILO, f7) + (=D)L= 1,57 )10, /1))

= = (@ kot (CDMDLO. )+ (CDM 2k fy o+ (<D R0, A))
F3L2—k HLO.f7 i)
= L0k fo+ (CDNLO.fi 4 )+ 5 L2—k ILO.f — f)

ek )"f2‘>f1(0)+L(2—k,fz) (L0.7)+370))

D’ou
sk 1) == [ N o) i (Bl (s1) o)
FED [ R () () (x)
= BB (O [ @y
[
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