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Resultados de existencia y regularidad
para problemas elipticos

por

Lucio Boccardo, Gisella Croce y Lourdes Moreno-Mérida

RESUMEN. Este trabajo surge a partir de un curso sobre «Ecuaciones casi-
lineales con crecimiento natural» impartido en la Universidad de Granada en
abril de 2012 por el primer autor. El objetivo principal es proporcionar al
lector una coleccién de herramientas del Anélisis No Lineal aplicables a pro-
blemas elipticos no lineales de vigencia actual en la investigacién matematica.
En concreto, estd pensado como una introduccién al estudio de resultados de
existencia y regularidad para determinados problemas elipticos.

1. INTRODUCCION

El objetivo principal de estas notas, que intentan ser «auto-contenidas», es es-
tudiar resultados de existencia y regularidad para algunos problemas elipticos cuyo
modelo fundamental es

—Au(z) = f(z), en
{ u(z) =0, en 09, (1.1)

donde €2 es un abierto acotado de RV, A es el operador de Laplace y el dato f(x)
pertenece a L™ (), con m > 1. Comenzaremos presentando resultados cldsicos para
tratar después algunos més recientes y con plena vigencia en la investigacién en este
campo.

. Qué se entiende por soluciéon de ? Desde el punto de vista clasico, dada
una funcién f continua, resolver el problema consiste en encontrar una funcién
u € C?() N C(Q) que verifique tanto la ecuacién del problema como la condicién
de contorno. Estudiar la existencia de solucién clasica es una cuestién bastante
complicada, incluso para el problema modelo . En este sentido, a lo largo de estas
notas (al igual que se ha hecho desde el siglo pasado) se utiliza el concepto de solucién
débil que generaliza el concepto clasico anterior. Vamos a trabajar principalmente
en el espacio de Sobolev Hi (), que es un espacio de Hilbert (y por tanto completo)
de modo que se amplia el espacio donde se buscan soluciones de y el problema
es mas simple. Recordemos que Hg(Q) es el cierre de las funciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto en € en el espacio H'(£2) de las funciones tales
que tanto ellas como sus derivadas estdn en L> (Q)E

1Todos los resultados de anélisis real, analisis funcional y espacios de Sobolev que usamos se
pueden consultar en el libro Andlisis funcional: teoria y aplicaciones de Haim Brezis ([6]).
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Dada f(z) en L?(2), se llama solucién débil del problema (1.1]) a toda funcién
u € HE(Q) que verifique

/QVu(a?)Vap(x) doe = /Qf(m)go(ac) de, Vo€ Hi(Q). (1.2)

En particular, toda solucién clésica de (|1.1)) es también solucién débil de dicho
problema, y de lo que se trata ahora es de estudiar la existencia de solucién en el
sentido débil.

Con el objetivo de encontrar una solucién de ([L.1)), se escribe la identidad
como

g(u,9) = F(p) =0, Yy e Hy(Q),
donde g : H}(2) x H}(Q) — R es la forma bilineal definida por

o) = [ VuVe, i) € H@) x H@).
Q
y F € (H} ()" es un elemento del dual de H{(£2) dado por

F(w):/gf% Yo € H(9).

Observemos que g es una forma bilineal, simétrica y continua. Ademads, g(u,u) =
HUHE(%(Q)‘

En un marco hilbertiano, recordemos el siguiente resultado fundamental (véa-
se [6]).
TEOREMA 1 (Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert y g: H x H — R una
forma bilineal, continua y coerciva, es decir, para la que existe una constante o tal
que g(v,v) > allv||?. Entonces, para todo F € H', existe u € H tinico tal que

g(u,) = (F,¢), Vo€ H.

Ademds, si g es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad

veH

%g(u, w) — (F,u) = min{;g(uv) - (F,v)} . (1.3)

El Teorema de Lax-Milgram es una herramienta sencilla para la resoluciéon de
ecuaciones lineales elipticas. Es interesante observar la relacién entre la ecuacion
y el problema de minimizacién . En la terminologia del calculo de variaciones
la ecuacion es la ecuacién de Euler del problema de minimizacién .

Recordemos que, gracias a la inmersién de Sobolev H} (Q) < L2 (Q), se tiene
que L@ (Q) < (HL(Q))', donde (HE(Q)) es el espacio dual de HL(Q) y m’ y m*
denotan, respectivamente, el conjugado y el conjugado de Sobolev de m (véase la

Seccién . En particular, 2* = % y (2%) = 1\2,—4]\_’2

Ademés, como Q es un conjunto acotado, L™(€2) C L%(Q) siempre que m >

2NV Asi, el Teorema de Lax-Milgram permite demostrar la existencia de solucién

N+2°
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para el problema de Dirichlet cuando el dato f pertenezca a L™(Q2) con m >
%; es decir, de manera informal, cuando el dato f tiene bastante sumabilidad
(véase la Seccién 3)).

La solucién obtenida pertenece al espacio de Sobolev H}(Q) y, por tanto, también
pertenece a L2 (Q). Ademas, los resultados cldsicos de Guido Stampacchia relacionan
la sumabilidad de esta solucién y la sumabilidad del dato f: «cuanto mejor es la
sumabilidad del dato f, mejor es la sumabilidad de la solucién obtenida» (véase la
Seccién .

. Qué ocurre cuando se estudia el problema con un dato f que pertenece al
espacio L™(Q) con 1 < m < %7 Como en este marco de «baja sumabilidad» el
dato f no es un elemento del espacio dual de H} (), que se denota por H~1(Q), no
se pueden aplicar ni el Teorema de Lax-Milgram ni técnicas de minimizacién para
probar directamente la existencia de soluciéon.

En la Seccién se muestra un método para el estudio del problema cuando
se trabaja en este marco méas delicado. Para estudiar la existencia de solucién cuando
f pertenece al espacio L™(Q) con 1 < m < ]\2,—12, se aproxima dicho problema por
una familia de problemas susceptibles de ser resueltos utilizando o bien Lax-Milgram

o bien técnicas de minimizacién. De hecho, se consideran los problemas

—Aup = frn, en§,
Uy, = 0, en 012,

donde f,, es una sucesién de funciones en H—1(2) N L>(Q) tal que f, — f en
L™(Q), | fallem@y < W fllem@) ¥ [fal@)] < |f(2)] ae. en QE| La idea fundamental
para obtener un resultado de existencia sera considerar la sucesion de soluciones
aproximadas {u,} y, en algin sentido, pasar al limite cuando n tiende a infinito.
Como es de esperar, en este marco de «baja sumabilidad», no se obtiene una solucién
de energfa finita, es decir, una funcién en el espacio H3 (). Se prueba la existencia
de una funcién u que pertenece al espacio de Sobolev Wg m” (Q) (pedimos ahora que
u y sus derivadas estén en L™ (Q)) y que verifica la identidad

/ Vu(z)Ve(x)de = / f@)p(x)de, Ve Ci(Q).
Q Q

Observemos que m* < 2, y por tanto L?(Q) ¢ L™ (), de modo que se ha ampliado
el conjunto donde se buscan soluciones. Sorprendentemente, en contraste con los
resultados anteriores, la presencia de un término de orden inferior en la ecuacién
del problema afecta positivamente a la sumabilidad de la soluciéon y de su
gradiente.

En la Seccién [6] se muestra cémo la presencia de un término de orden inferior, a
pesar de que a priori dificulta el problema, permite obtener soluciones en el espacio

de Sobolev H{ () aunque se trabaje con datos f € L™(Q) con 1 < m < ]\2,—12 De

2Como es costumbre, utilizaremos a.e., abreviatura de almost everywhere, para decir «salvo un
conjunto de medida ceroy.
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hecho, dado f € L™(Q2) con 1 <m < ]3—_‘1\_’2, se considera el problema
—Au+ [uP~lu=f, enQ,
u =0, en 01,

y se prueba que, para p suficientemente grande, existe una solucién de energia finita,
es decir, una funcién u en el espacio HJ () que verifica

/ww+/ Iu\p‘luwz/f% Yo e CE(Q).
Q Q Q

Aunque hasta ahora se han presentado los resultados cuando la parte principal de
la ecuacién de es el operador de Laplace, las demostraciones de las Secciones
[ [B] y [6] se hacen, sin anadir ninguna dificultad, con un operador lineal mas general.
Ademss se estudian también algunos problemas con parte principal no lineal.

Para terminar, se considera una clase particular de problemas elipticos no lineales
con crecimiento cuadratico en el gradiente. En particular, en la Seccién [7] se prueban
resultados de existencia para problemas que son una generalizaciéon de la ecuacién
de Euler-Lagrange de determinados funcionales que aparecen de forma natural en el
Calculo de Variaciones. Dada una matrix a(z, s) eliptica y acotada, es decir, para la
que existen constantes positivas a y [ tales que

a(z,s)E-€> alé?, ae. z€Q,V(s,€) e RxRY, (1.4)

la(z,s)| < B, ae. x€Q,VseR, (1.5)

se considera el funcional J : H}(Q) — R definido por

J(v):%/ga(z,vﬂVva/ﬂfv, v e Hy )

y se prueba, usando técnicas variacionales sencillas, que tiene minimo. Asi, si u es
un minimo para .J, entonces u € H}(Q) es solucién de la ecuacién de Euler asociada

1
—div(a(z,u)Vu) + 5&'(ar,u)\Vu|2 =f,
en el sentido
1
/ a(z,u)Vu Vv + 7/ as(x, )| Vul*v — / fo=0, Yve Hj(Q)nL>(Q).
Q 2 Ja Q
Lo caracteristico de esta ecuacién eliptica no lineal es que tiene un crecimiento
cuadratico en el gradiente de la solucién. Esto motiva estudiar algunos problemas

elipticos con crecimiento cuadratico en el gradiente y no necesariamente variaciona-
les.
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2. PRELIMINARES

Detallamos a continuacion algunas definiciones que utilizamos a lo largo de estas
notas y mostramos algunos resultados que usamos especialmente en la Seccién
Para cada k > 0 definimos las funciones

-k, s< —k,
Ti(s) =1 s, ls| <k, vy Gr(s) :=s—Ti(s), seR,
k, s>k,

representadas en Figura

Gg(s)

Figura 1: Gréficas de las funciones T (s) y Gi(s).

A una funcién medible f : Q — R, le asociamos
9= 16Dl v A= {oe Qs f@]> k), k>0,

Dado m > 1, denotamos por m’ y m* respectivamente el conjugado y el conjugado

de Sobolev (en dimensién N) de m, que estdn caracterizados por las condiciones
1 1 1 1 _ 1 : * _ _Nm
R_Fﬁ_lym m*_N'Setlenem_N—m'

Especialmente en la Seccién [4] son de gran utilidad los resultados siguientes.

LEMA 1. Si f € LY(Q), entonces la funcién g es derivable a.e. y g'(k) = —u(Ay)
a.e. k€R.

DEMOSTRACION. Como

k) = —k —(f+k),
o(k) /{f_k>0}(f )+ /{_(M)>O} (f+ k)

es suficiente probar que la funcién

g(k) = —k k>0
0= R k>0,
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es derivable a.e. con §'(k) = —p(Ag ), donde Ag+ = {x € Q : f(z) — k > 0}.
Observamos que la funcién § es monétona y por tanto derivable a.e. A continuacién
calculamos su derivada. Sea h € RT; entonces,

=g ([ gewen [ o)
- fi(/AHM he (k< f<kth} = k)>

1
= —/ X{f>k+h} — E/ (f - k)'
Q {k<f<k+h}

0< / (f— k) < / h)
{k<f<Kk+h} {k<f<Kk+h}

se tiene, llamando x a la funcién caracteristica,

Como

1
0< E/ (f—k) < / X{k<f<k+h}
{k<f<k+h} Q
y por tanto el término / (f — k) converge a 0 cuando h — 0T. Finalmente,
{k<f<k+h}
gk +h) —g(k) .
}Lli% 1 = _%12% QX{f>k+h}~ = —pu({f > k}) = —pu(Ap,+) - ]

LEMA 2. Sea f € LY(Q). Si existen constantes a > 1 y C > 0 tales que la funcion

g verifica
g(k) < Cu(Ar)®, para todo k >0,

entonces f € L*°(Q) y ademds existe una constante v = y(a, Q) tal que
[fll=@) < Cv.

DEMOSTRACION. Usando el Lema [1] podemos reescribir la hip6tesis de este lema de
la siguiente forma:

g(k) < C[-¢'(k)]*, paratodok >0,

o equivalentemente,

g (k)[g(k)]™ = < —Cli , para todo k> 0. (2.1)

o

Integrando esta tltima desigualdad en (0, k) obtenemos

1 k 1—1 1—1 1-1 l_é
_ <1 — a) o > g(k) —-9(0) = g(k) - ||f||L1(Q)
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y, por tanto,

k
C+

_1 -1 1
g(k)! asllflLl(;)—<1—a> , Vk>0. (2.2)

En particular, (2.2)) es cierta para

1 1-1
o C= ||f||L1(Q)
0 — 1 é .

Esta eleccién de k implica que g(ko) = 0 y, en consecuencia,

CHIFIG,  CEIFILS )~
F@) < ho = — 5 < 7 ~

Finalmente,
1\ “ _
i~ < (1- 1) e, 0

Nota 1. Sea hg > 0. Si la desigualdad g(k) < Cu(Ag)® se verifica para k > hg >
0cona>1yC >0, entonces f € L®(Q). Ademaés ||f||z~@) < v, con v =
Y(C, a, ho, ). Para verlo, basta modificar ligeramente la prueba anterior integrando

la desigualdad (2.1)) en (ho, k).

LEMA 3. Sen {gn} y {fn} sucesiones de funciones en L'(Q) que verifican las si-
guientes propiedades:

1. |fnl < |gn| para todo n € N.
2. Existe g € LY(Q) tal que g, — g en L*(Q) y a.e. en Q).
3. Existe f € LY(Q) tal que f, — f a.e. en Q.

Entonces fn, — f en LY(Q).

DEMOSTRACION. Definimos h,, = |gn| + |f| — |fn — f|. Por hipétesis, h,, € L}(Q) y
h,, > 0 para cada n € N. Aplicando el Lema de Fatou a esta sucesién, obtenemos

que
lim /|fn7f|§07
n—oo Q

y por tanto f, — f en L}(€). O

3. DEL PROBLEMA LINEAL AL PROBLEMA CASI-LINEAL

En esta seccion estudiamos la existencia y unicidad de soluciéon del Problema
Lineal de Dirichlet y lo generalizamos afiadiendo una no linealidad en el operador
diferencial.
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3.1. PROBLEMA LINEAL

Comenzamos estudiando el problema

—div(a(z)Vu(z)) = f(z), en Q,
{ ( u(z) = O? en 09, (3.1)

donde f : @ — R es una funcién en L™(2) con m > 1 y a(z) es una matriz
eliptica y acotada, es decir, para la que existen constantes positivas o y  tales que

se verifican ((1.4) y (1.5).

Decimos que una funcién u es solucién débil de (3.1) si u € Hi(Q) y verifica
/ a(x)Vu-Vo= [ fv, VYveHi(Q).
Q Q

TEOREMA 2. Supongamos que f € L™(Q) con m > 13—172 Y que a verifica las hipote-

sis (L.4) y (1.5). Entonces existe una dnica solucion débil u del problema (3.1]).

DEMOSTRACION. Como a es una matriz eliptica y acotada, la forma bilineal g :
HY(Q) x HE () — RY dada por

g(u,v) = /Qa(x)Vu Vv, (u,v) € Hy(Q) x Hy(Q)

es continua y coerciva, es decir existe una constante positiva « tal que
2 1
g(v,v) = a”UHHé(Q) , Vve Hy(Q).

2N

Ademads, si m > N1z

la aplicacién
Ul—)/fv, v e HYN)
Q

es una forma lineal sobre HZ () ya que H{ (Q) < L (Q) y, por lo tanto, L2 () —
H~1(Q), siendo (2*)" = 2

N+2 -
De esta manera, se verifican las hipdtesis del Teorema de Lax-Milgram (Teore-
ma |l|) y, por éste, obtenemos el resultado. O

NotA 2. Si ademds a es una matriz simétrica, podemos caracterizar la soluciéon de
(8.1) como minimo de un determinado funcional. En concreto, u es solucién débil
si y solo si

u=min{J(v):v e Hj(Q)},

donde J : H}(2) — RY est4 definido mediante

J(v)z%/ﬁa(x)V@-V@—/ﬁf@, ve Hy(Q).
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3.2. PROBLEMA CASILINEAL

A continuacién generalizamos el resultado anterior al caso en que a = a(z, s).
Estudiamos asi el problema

—div(a(z,u)Vu(x)) = f(x), enQ,
{ o u(x) =<O,)) : en 012, (3.2)

donde a(z, s) es, de nuevo, una matriz eliptica y acotada

TEOREMA 3. Supongamos que f € L™(Q) conm > 1\2/712 y que a verifica las hipdtesis

(1.4) y (L.5). Entonces existe una solucion débil u del problema (3.2)), es decir, una
funcién u € HE(Q) tal que

/a(%u)Vu-Vv:/fv7 Yo € HY(9).
Q Q

DEMOSTRACION. La existencia de solucién débil del problema (3.2)) se obtiene como
aplicacién del Teorema de punto fijo de Schauder. En efecto, dada una funcién
v € L?(Q) definimos u := H(v) como la tnica solucién de

{ —div(a(z,v(z))Vu(z)) = f(z), enQ,
u(z) =0, en 0f.

Obsérvese que, gracias al Teorema [2] u estd bien definida. Tomando u como funcién
test deducimos, usando la propiedad (|1.4)), la desigualdad de Holder y la inmersién
continua H{(Q) — L (Q), que

ludigiar = [ 190 < CNFlmiey lulgeon
siendo C' una constante positiva. Por tanto, el hecho de que H}(Q) — L?(Q) implica

[ullz2@) < CllfllLm)

donde C denota otra constante positiva. Por consiguiente, la bola de L?(f2) con
radio C lfllLm (@) queda invariante bajo la aplicacion H. Ademds, como la inmersién
H}(2) — L%*(Q) es compacta, la aplicacién H es continua y compacta en L?(£2). De
esta manera, se verifican las hipdtesis del Teorema de punto fijo de Schauder y, por
éste, existe u € Hg(Q) tal que u = H(u), es decir, u es solucién débil de (3.2). O

NoTA 3. En este caso, no hemos podido aplicar el Teorema de Lax-Milgram debido
a la no linealidad que hemos introducido.

Buscando una conexién con el método del Célculo de Variaciones, consideramos
ahora el funcional J : H} (2) — R definido por

J(v)z%/ﬂa(m,v)V%Vu—/ﬂf@, ve HQ),
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y estudiamos la existencia de minimo.
Si el funcional J es coercivo, es decir,

lim J(v) = 400,
vl =00

entonces existe R > 0 tal que
mf{J(v) : v € H}(Q)} = inf{J(v) : vE B(O;R)},

donde B(0; R) denota la bola cerrada en Hg(£2). En otras palabras, la coercividad
del funcional implica que la bisqueda de minimos de éste se realice sobre una bola.
Recordemos que, en un espacio de Banach X, las bolas son compactas si y solo si el
espacio X tiene dimensién finita. Luego, como J estd definido sobre un espacio de
funciones de dimensién infinita (espacio de Sobolev), no tenemos estd propiedad de
compacidad. Sin embargo, si en los espacios de Sobolev trabajamos con la convergen-
cia débil, entonces las bolas tienen la propiedad de Bolzano-Weierstass (recuperando
asi la propiedad de compacidad). Desafortunadamente, el funcional J no es continuo
si consideramos la convergencia débil, pero es (débilmente) semicontinuo inferior, lo
cual es suficiente para garantizar la existencia de minimo. En este sentido, se prueba
a continuacién que el funcional .J definido anteriormente es débilmente semicontinuo
inferior y coercivo, y por tanto J tiene un minimo.

TEOREMA 4. Supongamos que f € LJ‘%‘L’(Q) y que a verifica las hipétesis (|1.4))
y (L.5)). Entonces existe u € H}(Q) tal que J(u) = min{J(v) : v € H}(Q)}.
DEMOSTRACION. Estudiamos la propiedades de coercividad y semicontinuidad débil

del funcional J.

1. J es coercivo. En efecto, usando (|1.4)) y la desigualdad de Holder tenemos

(0%
J() = ol = 151z, 1o

N+2

2% .

Usando la desigualdad de Sobolev, y llamando S a la constante de Sobolev,
tenemos

I 2z lvlles = =S 1Al 2, Mol

N+2

y, por tanto,

«
T() = Sl1vllgs = SIF1 a1l -

N+2
Luego J es acotado inferiormente.

2. Si {u,} C H} () es una sucesién minimizante, entonces {u,} estd acotada en
H(Q) por la coercividad del funcional J.

3. Como {u,} estd acotada en H} (), pasando si es necesario a una subsucesion,
podemos afirmar que tiene un limite débil u € H} (), es decir, que

Uup —> u  débilmente en HJ(Q).
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Por tanto, utilizando las inmersiones de Sobolev obtenemos

U, — u  fuerte en L% (Q),
u, — u fuerte en LP(Q) Vp€[1,2%),

U, — u a.e.en §.

4. J es débilmente semicontinuo inferiormente. En efecto, como
/ a(z, un)V(uy, —u) - V(u, —u) >0,
Q
deducimos

/ a(z, un) Vi, - Vu, > 2/ a(z,u,)Vu - Vu, — / a(z,u,)Vu-Vu. (3.3)
Q Q Q

Utilizando (1.5 y las convergencias del punto 3, podemos afirmar que
a(r,un)Vu — a(z,u)Vu en L*(Q).

Tomando limites inferiores en la desigualdad (3.3)) obtenemos que

lim inf/ a(, up) Vg, - Vu, > / a(z,u)Vu - Vu
Q

n—oo

Q
y, por tanto,
liminf J(up) > J(u).
n—oo
Como consecuencia directa de las propiedades de J obtenemos el resultado. O

NoTA 4 (Véase [1]). Si u es un minimo del funcional J, entonces
Ju) < J(u+tv), VteER, Yoc H} Q).

Luego, si definimos la funcién

yt) = J(u+tv) = %/

a(z,u~+tv)V(u+tv) - V(u+ tv) 7/ flu+tv),
Q Q

tenemos que y(0) < y(t) para todo t € R. Por lo tanto, si y(t) fuese derivable en
t = 0, tendrfamos que y'(0) = 0.

Supongamos que existe la derivada parcial as(z, s) = %a(x, s) y que estd acota-
da, es decir, que existe v > 0 tal que

las(z,s)| <7, ae xeQ, VseR.

Si ademéas imponemos que v € H}(Q) N L>(Q), entonces y(t) sera derivable en t = 0
con

y’(O):/Qa(x,u)Vu~Vv+%/Qas(ac,u)|Vu|2v—/va:0.
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En consecuencia, si v es un minimo del funcional J, u es solucién de la ecuacién de
Euler-Lagrange

—div(a(z,u)Vu) + %as(x,u)\VuF =1,

en el sentido

1
/a(amu)Vu-Vv—&—i/as(x,u)|Vu|2v—/fsz, Yo € HY(Q)NL>®(Q).
Q Q Q

Obsérvese que la matriz no lineal que hemos introducido nos ha obligado a derivar
solo respecto a las direcciones v € H}(Q) N L>(Q).

4. REGULARIDAD DE LAS SOLUCIONES EN EL ESPACIO DE LEBES-
GUE L™

Dadas una matriz eliptica y acotada a(z, s) y una funcién f € L™(Q2) con m > 1,
hemos probado en la seccién anterior que existe solucion débil u del problema

—div(a(z,w)Vu(z)) = f(z), enQ, (4.1)
u(z) =0, en 01, '
cuando m > 1\2[—52 Ademés, por las inmersiones de Sobolev, u € L?" ().

A continuacion estudiamos la relacién que existe entre la sumabilidad de la so-
lucién u y la sumabilidad del dato f. De hecho probamos que:

w si fe L™(Q), m> N/2, entonces u € L (Q);
= si f € L™(Q), m € [2N/(N +2),N/2), entonces u € L™ (Q).

TEOREMA 5. Si f € L™(2) con m > N/2 y a verifica las hipétesis (1.4) y (1.5),
entonces cualquier solucién débil u del problema (4.1) pertenece a L*° (). Ademds,
se tiene la estimacion

lull Lo () < CllfllLm(e),
donde la constante C' depende de N, a y m.

DEMOSTRACION (METODO DE STAMPACCHIA). Como queremos estudiar el com-
portamiento de la solucién en el infinito, tomamos v = G (u) como funcién test en

la formulacion débil del problema (4.1). La hip6tesis (|1.4) sobre a(x,u) implica que

o [ VG < [ feuw (1.2)
Q Q

y, por la desigualdad de Sobolev,

2
*

o5 [16l )" < [ sentw, (13)
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A continuacién, aplicamos la desigualdad de Holder dos veces, primero con expo-
nentes 2* (y su conjugado) y después con exponentes mN 12 (y su conjugado), al
segundo término de la desigualdad anterior. Entonces

N+2

IRETE (/Q|Gk<u>|2*);*(/Ak %)

1 (4.4)
o 2% [1_ 2N ] N2
< lemion ([ GRG0 )" ) It 52,
Uniendo las desigualdades (4.3)) y (4.4) conseguimos
2 1
* 2 *
o8 ([ 16 ) < Wflmiey ([ 1607 ) utanl-tim) 5
Q
y, €n consecuencia,
2%
* N+2
(1627 )" < flimautanl- =5 )
Q
De nuevo, por la desigualdad de Holder con exponentes 2* (y su conjugado),
%
N+2
Liewi= ([ 1Gar) s
Q Q
y, por tanto, (4.5 implica que
L2 1
B = [ 164(w] < gl lmeu(40)+F
El Lemacon a=1+%—=LyC=_L|fllLm) concluye el resultado. O

NoTA 5. Resaltamos que en la prueba anterior hemos demostrado que, si una funcién
u € Hi(Q) verifica la desigualdad (4.2)), entonces u estd acotada.

TEOREMA 6. Supongamos que f € L™(Q2) conm > N/2 y que a verifica las hipdtesis
(1.4) y (L.5)). S7u es una solucion débil del problema

{ —div(a(z,u)Vu) +u=f, enQ,

u =0, en 082, (4.6)

entonces u estd acotada.

DEMOSTRACION. Sea u una solucion débil de (4.6). Tomamos v = G (u) como fun-
cién test en la formulacién débil del problema. Entonces, usando (|1.4)) y eliminando
los términos positivos conseguimos la estimacién

a/Q|VGk(u)\2§/Qka(U)

y, por tanto, aplicando la Nota [5| obtenemos el resultado. O
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TEOREMA 7. Si f € L™(Q) con 1\2,—52 < m < & ya verifica las hipétesis (L.4)
y (L.5), entonces cualquier solucion débil u del problema (A1) pertenece a L™ (Q).
Ademds,

HUHLW**(Q) <C ||f||Lm(Q)7

donde la constante C' depende de N, m y «.
DEMOSTRACION. La idea principal para obtener més informacién sobre la sumabili-
dad de una solucién es tomar como funcién test una potencia de la misma. Como no
podemos afirmar que, en este caso, las soluciones estén acotadas, necesitamos tomar
potencias de su truncamiento. Por ello, dado A > 0 elegimos como funcién test

2

s TP Tew)
220 +1

De esta manera obtenemos la siguiente identidad:

1 2 _ 1 2
/Qa(x,u)Vu.V(|Tk(u)| A (u)) = 2)\+1/Qf|Tk(u)| AT(u).  (4.7)

220 +1
A continuacion, estudiamos por separado los dos términos de la identidad anterior.
Utilizando (L.4)) y la desigualdad de Sobolev en el término izquierdo de la identidad

(4.7) tenemos

1
220 +1

2

[ ateavu- 9m@PT) 2 08 ([ w2 )7L as

Usando la desigualdad de Holder con exponentes m (y su conjugado) en el término
derecho de la identidad (4.7) obtenemos

1 1 A\
Dl /Qf |Tk(u)2/\Tk(u)S2)\+1( /QiTk@)l‘”“) ) Iflm . (49)

Entonces, aplicando las estimaciones (4.8)) y (4.9)) a la identidad (4.7]), conseguimos

as@r+ 1) [ 1m0 | < | [ @] il

Para terminar, elegimos A tal que (A + 1)2* = m/(2X + 1), esto es,

—mN + 2N —2m
4dm — 2N

Como 2/2* —1/m/ > 0 (ya que m < N/2), deducimos que
1Tkl gy < Cls S, N) |l e

A=

y, tomando limites cuando k — oo, el Lema de Fatou concluye la prueba. O

NoTa 6 (Véase [5]). En el caso limite, es decir, cuando m = N/2, se tiene el resultado
siguiente: Si f € L (), entonces toda solucién débil u del problema (1)) verifica
que el pertenece a L? () para cualquier A > 0.
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5. PROBLEMAS CON DATO DE SUMABILIDAD BAJA. EXISTENCIA DE
SOLUCION

Vamos a dar resultados de existencia para el problema

—div(a(z,u)Vu(z)) = f(x), enQ,
{ ( u(x) = 0,) en 012, (5.1)

que es el mismo que hemos tratado en la seccién anterior, pero ahora lo estudiamos
cuando f € L™(Q) con 1 < m < 1\2,—12 (y donde a(z, s) sigue siendo una matriz
eliptica y acotada).

Probamos que existe soluciéon en el sentido distribucional, es decir, que existe

. 1,1
una funcién u, al menos en Wy " (2), tal que

/a(:c,u)Vu~Vg0:/fga, Yo ey ().
Q Q

Ademas, al igual que hemos hecho en el caso m > ]\2,—12, podemos relacionar la

sumabilidad de la solucién distribucional con la sumabilidad del dato f.
En particular, demostramos el siguiente resultado.

TEOREMA 8. Si f € L™(Q) conl <m < 13—_’]\; y a verifica las hipdtesis (1.4)) y (1.5),
entonces existe solucion distribucional del problema (5.1) con

s ueWy™ (Q), sil<m< 25,

= u € WyU(Q), para todo q < 2, sim = 1.

5.1. PROBLEMAS APROXIMADOS

Para estudiar la existencia de solucién distribucional del problema (5.1)), lo apro-
ximamos por una familia de problemas susceptibles de ser resueltos por los Teore-
mas [3]y [fl Consideramos

{ —div(a(z,un)Vu,) = fn, en £,

Un, = 0, en 012, (5-2)

donde f,, := T},(f). Observemos que f,, pertenece a H=1(Q)NL>(Q) y que f, — f
en L™(Q), | fullem@) < 1fllem@) ¥ [fa(z)] < [f(2)] ae. en Q. Para todo n € N, la
existencia de solucién u,, estda garantizada por el Teorema |3 Ademads, u,, pertenece
a HY(Q) N L>(Q) por el Teorema

LEMA 4. Supongamos que f € L™(2) con m > 1 y que a verifica las hipdtesis
Yy . St uy, es una solucion de para cada n € N, entonces la sucesion {uy}
estd acotada en Wol’m* Q).

DEMOSTRACION. Dividimos la prueba en dos pasos.
Paso I: {u,} estd acotada en L™ (). Para conseguir esta estimacién nos gustaria
tomar como funcién test la funcién |u,[**~! con A > 1. Sin embargo, esta eleccién
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no es admisible, porque su gradiente es singular cuando u,, = 0. Para solventar esta
dificultad, fijamos € > 0 y tomamos, como funcién test, en ([5.2)),

vn = [(e+ [un )71 — 1 sgn(u,),
donde \ = ”;*

(> 1/2). Observamos que A2* = (2A — 1)m’ y que 1/2 < A < 1. Asf,

/Qa(x,un)Vuann:/van. (5.3)

A continuacién estimamos ambos términos de la identidad (5.3)). Usando la desigual-
dad de Hoélder con exponentes m (y su conjugado) en el término derecho, obtenemos

que
1
[ < ||f|Lm(m( e |un|><2“>m’) .
Q Q

En el término izquierdo de la identidad (5.3), usamos (1.4)) y la desigualdad de
Sobolev. Por tanto,

/ a(z, un)Vuy, - Vo, > 04/ |V |22\ — 1) (e + |uy,|)?* 2
Q Q
V(e + Jun])* — € *

2
2\ — 1)aS? 2 2
= A~ 1a | X > B0 ([ et - )
Q Q
Utilizando ambas estimaciones en (5.3]) deducimos que
I ([ (e a0 "ot [l s
L™(Q) 0 n = 0 (€_|_ |un|)2(17)\)
(2) — 1)aS? R
22 Q[(€+ [un|)™ — €] . (54)

Finalmente, tomando limite cuando € tiende a cero en la desigualdad anterior, nos
queda

2
¥

1
2\ — 1)aS? 2ree ) 2 e\
[l ) T < iy ([ )
Q Q

y por tanto, como 2/2* > 1/m/, concluimos que

/ ™ < €
Q

donde C' es una constante que depende de S, m, a y || f|[zm(q)-
Paso II: {u,} estd acotada en Wol’m* (). El Paso Iy (5.4)) implican que la sucesién

\V4 2
/ % estd acotada. Dado ¢ < 2, escribimos / |[Vu,|? de la siguiente
o (e + [0 ;

forma: Ty |7
u q
V]! z/ = €+ |up|)2NE,
/Q | | Q (€4 |uy|)20-N3 (€ fun])
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La desigualdad de Holder con exponentes 2/¢ (y su conjugado) implica que

[V, |? 3 / a-nze '
1 < 2—q
/Q|Vun| — (/Q (€+ |un|)2(17>\) Q(6+ |Un|)

(1-XN)2q
2—q

q

Finalmente, elegimos ¢ de tal forma que = m**, es decir, ¢ = m*. Por tanto,

del Paso I se sigue que la sucesién / |[Vu,|™ estd uniformemente acotada. O
Q

NoTa 7 (Véase [5]). En el caso f € LY(Q), si u, es una solucién del problema (5.2)),
entonces la sucesion {u,} estd acotada en W,4(Q) para cualquier ¢ < ==

5.2. PRUEBA DEL TEOREMA [§

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [8l Una vez que hemos estudiado los problemas apro-
ximados, abordamos el estudio de existencia de solucién distribucional del proble-
ma . Dividimos la prueba en varios pasos.
Paso I: Suponemos m > 1. Sea {u,} una sucesién formada por soluciones u,, de
. Por el Lema |4, existe u € Wol’m* (Q) tal que, al menos para una subsucesion,
Uy, converge débilmente a u en VVO1 m (Q). En particular, Vu,, converge débilmente
a Vu en L™ (). Recordamos que, por (L), |a(z,u)| < B a.e. x € Q. Por tanto,
dada ¢ € C§°(Q2), el Teorema de Lebesgue nos permite afirmar que

a(z,un)Ve — a(z,u)Vy en LM
En consecuencia, podemos pasar al limite en la formulaciéon débil de los proble-
mas y obtener el resultado.
Paso II: Supongamos que m = 1. Al igual que en el caso m > 1, consideramos una
sucesién {u, } formada por soluciones u,, de (5.2). Por la Nota existe u € W, ()
con q < N]X 7 tal que, bajo una subsucesion, u,, converge débilmente a u en W 1(Q).
Utilizando el mismo razonamiento que en el primer paso podemos pasar al limite en
la formulacién débil de los problemas y concluir la prueba. O

6. EFECTO REGULARIZANTE DEL TERMINO DE ORDEN INFERIOR
SOBRE LAS SOLUCIONES

Consideramos ahora el problema

{ —div(a(z,u)Vu) + [uP"lu = f, en Q, (6.1)

u =0, en 0f,

donde, de nuevo, a(x, s) es una matriz eliptica y acotada.

Veremos que, para p suficientemente grande, el término de orden inferior |u|P~tu
tiene un efecto regularizante sobre las soluciones de dicho problema. De hecho, pro-
bamos el siguiente resultado:
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TEOREMA 9. Supongamos que f € L™(Q) y que a verifica las hipétesis (1.4]) y (1.5).
Sim >1yp>—L- entonces existe una solucion u € Hg(Q) del problema (6.1)) en

m—1’
el siguiente sentido:

/a(x,u)Vquo+/ |u|p71u4p=/f807 Vo eC5 ().
Q Q Q

NoTa 8. Obsérvese el resultado del Teorema|§] El término de orden inferior, aunque
dificulta el estudio del problema, ha permitido obtener solucién en el espacio de
Sobolev H}(€2).

6.1. PROBLEMAS APROXIMADOS

De nuevo seguiremos un proceso de aproximacion para probar el Teorema [9] Por
eso estudiamos en primer lugar la existencia de solucién del problema (6.1]) suponien-
do que f € L*°(Q). Para ello, consideramos los siguientes problemas aproximados:

{ —div(a(z, un)Vun) + |Tn(wn) [P T, (un) = f,  en Q, (6.2)

Uy =0, en 0N).

Por el Teorema de punto fijo de Schauder, existe una solucién u,, € Hg(2) de (6.2)
en el siguiente sentido:

/a(z,un)VunV<p+/ | Ty, (u) P Tn(Un)QO:/fCP, V@GH(}(Q)~
Q Q Q

Ademés, el uso de G (uy,) como funcién test implica que

o [ VG )P < [ 1 Gilun).

y por tanto, usando el método de Stampacchia para estimaciones en L, la sucesion
{u,} estd (uniformemente) acotada en L>(Q)). Por otra parte, tomando ¢ = wu,
como funcién test deducimos que

o [ 96l < C il el e
donde C es una constante positiva y, por consiguiente, que la sucesién {u,} estd
también acotada en H{(2). En consecuencia, existe u € H}(Q) N L>(Q) tal que
un — u débilmente en H}(Q) (al menos para una subsucesién).

Finalmente, pasando al limite en la formulacién débil, concluimos que u € HE ()N
L (Q) verifica

/a(m,u)Vquo—i—/|u|p_1u<,0=/f§0> Vi € Hj(Q),
Q Q Q

es decir, u es solucién de (6.1)).
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A continuacién, estudiamos el problema (6.1]) cuando la sumabilidad del dato f
es baja (m > 1). La idea para probar el Teoremal9|es aproximar (6.1)) por la siguiente
familia de problemas:

_di p—1 —
{ div(a(z, u,)Vuy) + |un] Up = fn, en (6.3)

Uy, =0, en 05,

donde f,, = T,,(f). Por los resultados anteriores, existe solucién w,, de (6.3)), es decir,
un € H(Q) N L>2(Q) tal que

/a(x,un)VuanaJr/ |un|p71un<p:/Tn(f)g0, V@GH&(Q), neN.
Q Q Q

En los siguientes lemas estudiamos algunas propiedades de las soluciones u,, del
problema (6.3)).

LEMA 5. Si {u,} es una sucesién formada por soluciones u, del problema (6.3)),

entonces .

|:/Q |un|pm:| S Hf”L?n(Sz) 5 VTL 6 N. (6.4)

DEMOSTRACION. Como u, € L®(Q) y p > -5, ¢ = |u,|P™ VY sgn(u,) puede
elegirse como funcién test en (6.3). De esta manera,

/a(x,un)VunV<|unp(m_l) sgn(un)) —|—/ |un|pm:/fn |un|p(m_1) sgn(uy,) -
Q Q Q

(6.5)
Eliminando el término positivo

/ a(x, un)Vu, V (un|p(m_1) sgn(un)>
Q

y utilizando la desigualdad de Holder en el término derecho de la identidad (6.5)),
deducimos que
1

-
Ll < 151, < iy [ o]
Q Q Q

y, por tanto, obtenemos el resultado. O

LEMA 6. Si {u,} es una sucesion formada por soluciones u, del problema (6.3)),
entonces la sucesion {u,} estd acotada en HE(Q).

DEMOSTRACION. Elegimos u,, como funcién test en la formulacién débil de (6.3).

Asi,
/ 02 1)Vt Vit + / [P = / Futtn
Q Q Q
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Utilizando (1.4) en el primer término de la identidad anterior, y la desigualdad de
Holder en el término derecho, tenemos que

o [ 19w < [ )l < [/ |un|Pm] [/ Ifl(’"”)] .
Q Q Q Q

El hecho de que (pm)’” < m y el Lema [5| concluyen la prueba. O

6.2. PRUEBA DEL TEOREMA

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [Ql Queremos pasar al limite en la formulacién débil
de los problemas para probar la existencia de solucién débil del problema .

Sea u, € Hg(f2) solucién del problema (6.3). Por el Lema EI, existe una funcién
u € H}(Q) tal que, al menos para una subsucesion, u,, — u débilmente en H} ().
Ademss, el uso de u,, como funcién test en la formulacién débil y el hecho de que la

|p+1

sucesién u,, esté acotada en H{ (£2), implican que la sucesiéon / |t estd acotada.

Esta informacién no es suficiente para poder pasar al limite en el término de orden
inferior |u,|P~! u,. Por ello, utilizando el Teorema de Vitali, probamos convergencia
fuerte en L'. En efecto, sea E un subconjunto medible y & un ntimero positivo.

Entonces,
[walr = [ unl” + | |
E EN{|un|<k} En{|un|>k}

1
U () + ¢ [ < () +

9

o

donde ¢ es una constante positiva. Por tanto, tomando limite cuando u(E) — 0y
aplicando el Teorema de Vitali, concluimos que |u, [P~! u,, — |u[P~! u fuertemente
en L1(2). Finalmente, pasamos al limite en la formulacién débil de (6.3]) para deducir
que u € H} () verifica

[awavaves [ riue= [ o, voecr@,

Q Q Q

lo que concluye la prueba. O
7. PROBLEMA CASILINEAL CON CRECIMIENTO CUADRATICO EN EL

GRADIENTE

En la Scccién vimos que, bajo ciertas hipdtesis, si u € H} () es un minimo del
funcional

J(v)z%/ﬂa(w,vﬂVUP—/va, v e HYHN),

entonces u es solucién de la ecuaciéon de Euler asociada

—div(a(x,u)Vu) + %a’(%u)\vmz =f.
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En esta seccion, generalizando el ejemplo anterior, vamos a estudiar el problema no
necesariamente variacional

{ —div(a(z,u)Vu) + pu = b(z,u)|Vu|* + f(z), en Q,

u =0, en 0f). (7.1)

Estudiamos la existencia e integrabilidad de solucién para el problema , donde
b:Q2 xR — R es una funcién de Carathéodory tal que, para algin v > 0,
b(z,s)] <73 (7.2)
a = a(z, s) es una matriz simétrica verificando
a(z,s)€- €2 al¢*,  a(z,5)] <8, (7.3)

y pu>0.
TEOREMA 10. Si f € L®(2), entonces existe una solucion u € H}(Q) N L>®(Q) del
problema (7.1) en el siguiente sentido:

/Qa(x,u)Vu-Vgo—l—,u/ngpz/Qb(x,u)|Vu)|2<p+/Qfg0, Yo € Hi (Q)NL>®(Q).

DEMOSTRACION. Aproximamos ([7.1)) por la siguiente familia de problemas:

[V |?
P rr—— ) Qa
1 + % ‘vun|2 f(x) en

u =0, en 0f.

—div(a(z,u)Vu) + pu = b(z, uy) (7.4)

Por el Teorema de punto fijo de Schauder, para cada n fijo existe solucién u,, € Hg (£2)
del problema (7.4). Ademés, como

\V4 2
Vil <y,

b ) —T e
| (x,u )‘ 1+%|V7.Ln|2 -

por el Teorema |§| u, pertenece a L>(Q). En los siguientes lemas probamos que
la sucesiéon {u,} de soluciones estd acotada en L>() y en Hi(£2). Con este fin,
definimos la funcién
p(t) = (P —1)sgn(t), teR,

que, para A > 5L verifica

ap —yp >y > 0. (7.5)
LEMA 7. Si {u,} es una sucesion formada por soluciones de (7.4)), entonces {u,}
estd acotada en L*(£2).

DEMOSTRACION. Sea k = % Como u,, € L>®(2), es admisible tomar ¢(G(u,))
como funcién test en la formulacién débil del problema (7.4]) para deducir que

/ (s ) Vit VG (1) ¢ (G (1)) + / o (Gl (1))
Q Q

Vu,|?
_ /Q b(x,un)ww<ak<un>)+ /Q Fo(Grlun))
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Notemos que (G (uy,)) =0 siy solo si 0 < |u,| < k. Asi,
Vu, VG (un) ¢'(Gr(un)) = |VGk(un)|2 @' (Gr(un))

[Vu,|? [VGr(un)|®
Grlun)) =
1+ 1|V, 2 #(Gi(un) 1+ 1 |Vu,?

Entonces, por (7.2), y (7-5),
y /Q VG (un)? + /Q (ttn — F)p(Ci(tn)) < 0.

P(Gr(un)) -

Observemos ahora que, por la eleccién de k, la segunda integral es positiva. Conse-
cuentemente,

5 / VG ()2 < 0
Q

y por tanto concluimos que ||up]|oo < Hf/U"". O

LEMA 8. Si {un} es una sucesién formada por soluciones del problema (7.4), en-
tonces {u,} estd acotada en H}(Q).

DEMOSTRACION. Tomamos ¢(u,) como funcién test en la formulacion débil del
problema ([7.4)); esto es posible porque u, € L>(Q). Asi,

/Qa(x,un)Vun YV, ¢ (uy) +/ ptn ()

Q
|Vun|2 /
= [ b(z,u Up) -
A ( ) n) |V n|2 90 fgo n
Observemos que i, @(u,) > 0y por tanto, usando también (7.2)) y (7.3)), obtenemos

/ {00! (tn) — 7 () [} Vit ? < / Folun).
Q Q

El hecho de que A > 3= implica que ay’ — v|p| > 2v. Ademds, por el Lema [7| y
observando que la funcién ¢ es creciente, concluimos que

2 [ 1w <o (M=) [,

es decir, |lun |z < C donde C' = C(v, 4, fllo) es una constante positiva. O

Con esto, ya podemos completar la prueba del Teorema

Por los Lemas [7| y |8 existe una funciéon u € HE(2) N L°°(2) tal que (al menos
para una subsucesion) u, — u débilmente en H}(Q). Dividimos la prueba en dos
pasos.
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Paso I: Convergencia fuerte en H} (). Tomamos ¢(u,, —u) como funcién test en el

problema ([7.4). Asi,

-/Qa(x, un)(Vuy, — Vu) (Vu, — Vu)e' (u, — u)

|V, |?

T I Ve 2

— [ (= yetun =) + [ blaiun)
Q Q
— / a(z,u,)Vu (Vu, — Vu)p' (uy, — u).
Q
Observemos que, por el teorema de la convergencia dominada,

m [ (f — pun)p(up —u) = 0.

Ademas, el teorema de la convergencia dominada también implica que a(z,u,)Vu
converge hacia a(z,u)Vu en L*(Q). Como Vu, converge débilmente en L?(f2) hacia
Vu, nos queda

lim [ a(x,u,)Vu (Vu, — Vu)' (u, —u) =0.

n—oo Q

Por tanto, usando también ([7.2)) y (|7.3]), tenemos
[ alVun = VuP e, ) < €0t [ 5V Ploun, - )
Q Q
donde lim,, o €, = 0. Como |Vuy,|? < 2|V (u, — u)|? + 2|Vu|?, deducimos que

/{aw’(un —u) = 29]p(un — W)} Vun = Vul* < e, + ZW/ Vul?lo(un —u)l.
Q Q

Finalmente, recordando que a’ — 7 || > 2y y observando que

n—oo

lim / |Vu|2|<p(un7u)| =0,
Q

concluimos que

lim / |V, — Vu> =0.
Q

n— oo

Paso II: Paso al limite. Por el paso anterior, al menos para una subsucesion,

u, — u fuerte en L*(Q),
Vu, — Vu fuerte en L*(Q),

Uy, — U a.e.en ).
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Sea ¢ € HL(Q) N L>(Q). Por el teorema de la convergencia dominada,

lim a(x, Uy ) Vu, Vb = a(z,u)VuVi,

n—oo Q

i | o= 10 = [ (= 10

n—oo

Ademés, como Vu,, — Vu fuerte en L?(Q), existe una funcién h € L1(Q) tal que,
al menos para una subsucesion, |Vu,|? < h. Por tanto, usando de nuevo el teorema
de la convergencia dominada, concluimos que

VYV, |?
lim b(x, uy) _ |V 1u |
n—oo Jq 1+ oy \Vun|2

v= [ Wawlvale.
Q
Por consiguiente, u € Hg () N L (L) verifica

/Qa(x,u)Vu-Vgo—Fu/pr:/Qb(x,u)|Vu)|2tp—|—/Qf<p, Yo € Hy(Q)NL>®(Q).

Nota 9 (Véase [5]). Si f € L™(2) con m > N/2, entonces existe u € Hg(Q)NL>(Q)
que es solucién de ([7.1])).

Nota 10. El término pu, con > 0, ha sido importante para probar la existencia
de solucién de ([7.1]). De hecho, si A\; denota el primer valor propio del operador
laplaciano y consideramos una funcién acotada f tal que f(x) > A1, entonces el
problema

—Au=|Vu>+ f, enQ,
u =0, en 0f),

no tiene solucién distribucional. En efecto, razonamos por contradiccién. Suponga-
mos que u € H}(Q) N L>®(£2) es una solucién del problema. Por el principio del
maximo u es positiva. Si consideramos el cambio de variable z = e* — 1, entonces z
pertenece a H}(Q) N L>®(Q) y es positiva en Q. Ademas,

~Az=—(z+ D[Au+|Vul?] = f(z) (2 +1).

Por tanto, —Az > A1z, que es una contradiccion.

Nota 11 (Véanse [3], [2], [7]). También aparece un problema casilineal con creci-
miento cuadratico en el gradiente si consideramos el funcional dado por

1

I(v) = 5/9(1+|v|7”)|w|2_/va, ve HHQ).

De hecho, la ecuacién de Euler asociada a I es (al menos formalmente)

—div((1 + |u|")Vu) + gu\u|7'_2|Vu|2 =f, enfQ,
u =0, en 0N.
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Observemos que ahora no estamos en el marco del problema anterior (7.1]), ya que
las funciones ,
a(s) =1+[s]" v |o(s)] =5 lsI"

no son acotadas. A pesar de esta dificultad anadida de no acotacién, de nuevo el
término de orden inferior ayuda a conseguir soluciones de energia finita, atin incluso
con datos f de «baja sumabilidad». En gran medida, este efecto regularizante del
término de orden inferior g(s) = s|s|"~2 es debido a que verifica la condicién de
signo, es decir, g(s)s > 0 para todo s € R.
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