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Résumé — On présente une méthode numérique de simulation de la fissuration de milieux hétérogènes
anisotropes par un modèle de champ de phase prenant en compte l’effet unilatéral, associé à une mé-
thode numérique de Fourier. On propose deux algorithmes, dont on compare les prédictions avec des
simulations de sollicitations en mode I sur éprouvette homogène entaillée, issus de la littérature. Après
avoir vérifié le bon fonctionnement du modèle unilatéral, on réalise des simulations préliminaires sur des
milieux hétérogènes, en ne prenant en compte dans un premier temps que l’anisotropie élastique locale.
Mots clés — homogénéisation, FFT, fissuration, champ de phase

1 Introduction

On s’intéresse à un matériau énergétique, polycristal de 1,3,5-triamino-2,4,6-trinitrobenzène (TATB),
jointoyé par environ 5% (vol.) d’un polymère thermoplastique amorphe servant de liant. Fabriqué par
pressage isostatique à haute pression, ce matériau est initialement isotrope et faiblement poreux (< 5 %).
Son comportement thermomécanique, de type quasi-fragile [1], fait intervenir endommagement, défor-
mations irréversibles, viscoélasticité, et dilatation thermique irréversible. Très bien caractérisé au plan
macroscopique, ce comportement reste mal compris, même si les mécanismes physiques de déformation
sont identifiés qualitativement : microfissuration inter et transgranulaire, viscoélasticité due à la fraction
polymère, et déformation inélastique du TATB, dans un contexte de forte dépendance à la température et
à la triaxialité des contraintes.

Afin de progresser dans la compréhension de ce comportement, on définit et on met en œuvre une
méthodologie d’homogénéisation numérique par méthode de Fourier (FFT) [2, 3] utilisant une micro-
structure virtuelle [4] reproduisant les principales caractéristiques morphologiques du matériau étudié
(distributions de taille de grains et d’élongation, et indice de convexité). Les travaux antérieurs [1, 5], li-
mités au cas thermoélastique linéaire, ont mis en évidence le rôle déterminant de l’anisotropie cristalline
du constituant principal, le TATB.

Ce cristal moléculaire, de structure triclinique, est constitué de feuillets graphitiques dans lesquels
les molécules sont liées par liaisons hydrogène, les feuillets étant liés entre eux par liaisons faibles de van
der Waals. Cette structure explique la très forte anisotropie thermoélastique de ce cristal, dont le tenseur
d’élasticité est donné en GPa par [6] :

CTATB =



65.7 18.5 4.0 −0.2 −1.0 1.0
62.0 5.0 0.6 −0.5 1.0

18.3 0.2 −0.4 −0.4
1.4 0.1 0.3

sym 0.68 0.4
21.6

 (1)

On observe en particulier un contraste supérieur à 15 entre les modules de cisaillement plan et hors plan
graphitique. Les coefficients de dilatation correspondants présentent un contraste analogue [7].
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FIGURE 1 – Réponse du matériau en dilatation thermique à froid.

Sous sollicitation thermique, par exemple, ce contraste produit de fortes contraintes internes qui
expliquent que le coefficient de dilatation effectif est inférieur d’environ 40% à celui du monocristal de
TATB [4]. Si la sollicitation imposée est suffisante, ces contraintes internes peuvent conduire à une perte
de linéarité de la réponse, comme l’illustre la figure 1, résultat d’un essai de dilatation thermique à basse
température, vraisemblablement due à la microfissuration du matériau [5].

L’objectif du présent travail est d’introduire le mécanisme non linéaire de microfissuration, afin de
prédire la réponse quasi-fragile du matériau à des sollicitations thermomécaniques quasi-statiques, no-
tamment en compression simple et triaxiale, illustrées par la figure 2a. La figure 2b donne un exemple
de fissure non débouchante observée en microscopie optique post-mortem dans un échantillon rompu en
compression simple.

(a) (b)

FIGURE 2 – (a) Réponse en compression simple (noir) et triaxiale à 200 MPa de pression de confine-
ment (gris). (b) Microstructure du matériau après rupture en compression simple : cas d’une fissure non
débouchante (microscopie optique en lumière polarisée).

A cet effet, on retient l’approche variationnelle de la rupture, supposée ici fragile, proposée par
Francfort et Marigo [8], régularisée par Bourdin et al. [9], puis par Miehe et al. [10] dans un cadre
isotrope. Ces modèles sont connus sous le nom de modèles « de champ de phase ». Le présent article
décrit les premiers travaux réalisés pour l’implantation numérique du modèle de Miehe et al. [10] dans un
code de Fourier en version bidimensionnelle (déformations planes). L’accent est mis sur l’effet unilatéral,
nécessaire à la simulation d’essais cycliques et/ou alternés. On donne pour terminer un premier aperçu
de l’effet de l’anisotropie locale sur le processus de fissuration.
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2 Le modèle de champ de phase

Considérons un domaine Ω, soumis à des conditions aux limites en déplacement, et contenant (ou
non) des fissures notées collectivement Γ ⊂ Ω. Le principe variationnel énoncé par Francfort et Ma-
rigo [8] s’écrit :

(u(x),Γ) = arginf
u∈K ,Γ⊂Ω

{E(u(x),Γ)} (2)

où u est le champ de déplacement, K l’espace des champs de déplacement admissibles, et E(u(x),Γ)
l’énergie totale du domaine Ω, définie par :

E(u(x),Γ) =
∫

Ω\Γ
W (ε(u(x))dV +gc

∫
Γ

dS (3)

Dans cette expression, W (ε) = 1
2ε : C(x) : ε est l’énergie élastique, C(x) le tenseur d’élasticité local,

ε= grad(u)sym. est le tenseur des déformations intinitésimales, et gc est la ténacité du milieu considéré.
La relation (2) exprime le fait que le champ de déplacement et l’ensemble des fissures, solutions du
problème aux limites en déplacement, sont obtenus par minimisation de la somme de l’énergie élastique
et de l’énergie de surface des fissures.

Le modèle proposé par Bourdin et al. [9] et étendu par Miehe et al. [10] régularise le problème (2)
en introduisant une variable scalaire auxiliaire φ(x), prenant la valeur 0 dans le milieu sain, et la valeur 1
dans les fissures, de ce fait analogue à une variable d’endommagement, et également qualifié de « champ
de phase ». Le principe (2) est reformulé de la façon suivante :

(u(x),φ(x)) = arginf
u∈K

{E(u(x),φ(x))} (4)

où n est la normale au bord ∂Ω du domaine Ω, et où ∇ désigne l’opérateur gradient. L’expression de
l’énergie (3) est modifiée comme suit :

E(u(x),φ(x)) =
∫

Ω

(1−φ(x))2W (ε(u(x))dV +gc

∫
Ω

(
φ(x)

2`
+

`

2
∇φ(x).∇φ(x)

)
dV (5)

Cette formulation permet de régulariser l’écriture de l’énergie totale en transformant l’intégrale de sur-
face en intégrale de volume sur tout le domaine. En contrepartie, la surface de fissures est un champ diffus
dont l’épaisseur est de l’ordre de `. En principe, ce nouveau paramètre doit être choisi grand devant la
taille h de maille (ou de pixel) et petit devant la taille caractéristique du domaine Ω. Afin de simplifier
les expressions, on omet dans ce qui suit la dépendance à la position x.

En prenant la dérivée variationnelle de l’expression de l’énergie (4) par rapport au champ de phase
φ, on obtient l’équation différentielle et la condition aux limites suivantes :

gc

2`
φ− `

2
div(gc∇φ) = (1−φ)W (ε)

∇φ.n = 0|∂Ω

(6)

Dans cette expression, le terme de droite peut être vu comme force motrice de la fissuration. Cependant,
si l’on conserve la forme usuelle de l’énergie élastique, rien ne s’oppose à l’apparition de fissures en
compression. En conséquence, il est nécessaire de l’adapter pour interdire la fissuration en compression,
d’une part, et interdire l’interpénétration des lèvres de la fissure à leur refermeture (effet unilatéral),
d’autre part. Dans le cas d’un milieu isotrope de coefficient de Lamé λ et module de cisaillement µ, on
retient à cet effet la formulation proposée par Miehe et al. [10], en remplaçant le terme apparaissant dans
la première intégrale de la relation (5) par :

ψ(ε(u),φ) = ψ
−(ε)+(1−φ)2

ψ
+(ε), ψ

±(ε) =
λ

2
〈Tr(ε)〉2±+µ∑

a
〈εa〉2±. (7)

Dans cette expression, εa (a = 1, 2, 3) sont les composantes principales du tenseur de déformation, Tr(ε)
sa trace et 〈•〉± = max(0,±•) les fonctions partie positive et négative. Avec cette modification, le tenseur
des contraintes s’écrit :

σ = (1−φ)2σ+−σ−, σ± = λ〈Tr(ε)〉±I+2µε±, ε± =∑
a
〈εa〉±na⊗na, ε=∑

a
εana⊗na, (8)
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et la relation (6) devient :
gc

2`
φ− `

2
div(gc∇φ) = (1−φ)ψ+(ε). (9)

De la sorte, la force motrice de la fissuration n’est non nulle que pour des sollicitations locales de traction.
Telle quelle, cependant, l’équation différentielle (6) ne respecte pas le principe d’irréversibilité du

phénomène de fissuration, selon lequel la surface des fissures, ou le champ de phase, ne peuvent qu’aug-
menter au cours du temps. Pour assurer cette irréversibilité, Miehe et al. [10] proposent l’adapatation
suivante :

gc

2`
φ(t)− `

2
div(gc∇φ(t)) = (1−φ(t))H (ε, t) avec H (ε, t) = max

0≤s≤t
{ψ+(ε,s)} (10)

Enfin, en prenant la dérivée variationnelle de l’expression de l’énergie (4) par rapport au déplacement
u, on obtient l’équation de l’équilibre :

divσ = 0 (11)

où σ est le tenseur des contraintes de Cauchy.

3 Méthode de Fourier pour l’initiation et la propagation de fissure

3.1 Discrétisation et schéma numérique

On souhaite résoudre de manière incrémentale le problème (10, 11) par une méthode de Fourier, avec
conditions aux bords périodiques et chargement en déformation 〈ε〉 = ε̄(t), où 〈.〉 désigne la moyenne
volumique, et ε̄(t) est la déformation imposée.

A champ de phase φ fixé, l’équation de l’équilibre (11) est résolue à l’aide de la méthode employée
habituellement en élasticité linéaire, avec comme tenseur d’élasticité local (1−φ(x))2C(x). On utilise
le « schéma direct » [2], avec discrétisation de l’opérateur de Green sur une grille tournée [11] et on
considère comme critère de convergence :∫

Ω

|εk+1−εk|dV ≤ η1 (12)

où εk est le champ de déformation à la k-ième itération, et où η1 est le critère de convergence. A champ
de déformation ε fixé, on résoud l’équation (10) sur une grille régulière de pixels en discrétisant les
opérateurs différentiels par différences finies :

div(gc∇φ(x)) = gc∆φ(x)≈ gc

h2 ∑
i
[φ(x+hei)+φ(x−hei)−2φ(x)] (13)

où h est la taille du pixel, et (ei)i=1,2 est un repère cartésien aligné sur la grille de pixels. L’équation (10)
étant linéaire, on utilise une méthode de gradient conjugué qui permet de mettre le problème sous la
forme A.φ= b, et ‖b−A.φ‖ ≤ η2 comme critère de convergence.

La minimisation de l’énergie totale implique ainsi la résolution simultanée des problèmes couplés en
déformation et en champ de phase. On considère dans la suite de ce travail deux schémas numériques,
que l’on qualifie d’« implicite » et de « séquentiel ». Le schéma implicite consiste à résoudre de manière
itérative les problèmes en déformation et en champ de phase jusqu’à obtenir convergence simultanée des
deux champs. On utilise comme critère de convergence :∫

Ω

|φk+1−φ
k|dV ≤ η3 (14)

Le schéma séquentiel consiste résoudre les deux problèmes séparés à chaque pas de chargement, ces
derniers étant choisis suffisamment petits.
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FIGURE 3 – Massif entaillé sollicité en mode I.

3.2 Validation

Afin de valider l’implantation numérique décrite ci-dessus, on réalise une simulation de traction en
mode I sur massif périodique homogène carré d’un millimètre de côté, entaillé sur la moitié de sa largeur
(Fig. 3), simulation réalisée par Miehe et al. [10] à l’aide d’un logiciel aux éléments finis. Ce massif est
représenté par une grille de 140×140 pixels, et l’entaille par une rangée de 70 pixels de rigidité nulle. Le
chargement, en mode I, est imposé par la déformation axiale ε̄xx(t), avec ε̄xy = ε̄xz = ε̄zz = 0. La condition
de bord latéral libre est réalisée par l’adjonction d’une rangée de 2 pixels de rigidité nulle le long de la
face latérale du massif, et on rappelle que la structure et les conditions aux limites sont périodiques. Le
matériau constitutif du massif est isotrope, caractérisé par des coefficients de Lamé λ = 121,15 GPa et
µ = 80,77 GPa, et par une ténacité gc = 2,7 J.m−2, identiques à celles utilisées par Miehe et al. [10].
L’effet unilatéral (8) n’est pas pris en compte dans cette section.
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FIGURE 4 – Réponse σ̄xx du massif entaillé sollicité en mode I en fonction de la déformation macrosco-
pique appliquée ε̄xx. (a) Comparaison entre les prédictions des schémas implicite et séquentiel pour `= h
(voir le texte). (b) Comparaison entre les prédiction par éléments finis [10] et la méthode implicite, pour
différents choix de `.

La figure 4a donne la réponse du massif à la sollicitation imposée pour le schéma séquentiel avec
des pas de chargement de ∆εxx = 10−6 et de ∆εxx = 2× 10−7, et pour le schéma implicite avec un
pas de chargement de ∆εxx = 10−6. Les critères de convergence retenus sont η1 = 10−7, η2 = 10−8, et
η3 = 5× 10−7. Le schéma implicite donne une réponse brutale, tandis que le schéma séquentiel donne
une réponse plus progressive, qui se rapproche de celle du schéma implicite lorsque le pas de chargement
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décroît.
La figure 4b compare la solution obtenue par éléments finis (EF) par Miehe et al. [10] à la solution

obtenue avec le schéma implicite pour diverses valeurs du paramètre `. On note une certaine dépendance
de la contrainte maximale à la valeur de ce paramètre, ainsi qu’une perte de linéarité intervenant d’autant
plus tôt que ` est élevé, conformément aux observations de divers auteurs (voir par exemple [12]), certains
interprétant ` comme un paramètre matériau plutôt que comme un paramètre de régularisation.

3.3 Effet unilatéral

On reprend l’exemple précédent avec schéma explicite et `/h = 2. Dans un premier temps, la défor-
mation uniaxiale εxx croît jusqu’à initiation de la fissuration, puis la déformation imposée est progressi-
vement ramenée à zéro. Dans un second temps, l’éprouvette est sollicitée en compression. La figure 5
présente la réponse du massif, et montre clairement que sa rigidité, après avoir été dégradée du fait de
l’ouverture et la propagation de la fissure, est restaurée lors de la phase de compression.
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FIGURE 5 – Contrainte de traction σxx (GPa) vs. déformation uniaxiale imposée εxx : cycle de traction-
compression dans un milieu isotrope entaillé. Ligne pointillée : tangente à l’origine.

4 Vers une prise en compte de l’anisotropie

4.1 Massif à symétrie quasi-hexagonale

On reprend l’exemple précédent du massif périodique homogène fissuré, mais en lui conférant les
propriétés élastiques linéaires anisotropes (1), tout en conservant une ténacité isotrope gc = 0,2 J.m−2,
valeur raisonnable pour ce cristal moléculaire. Pour ces simulations, on ne reprend pas la condition de
bord latéral libre, mais on fixe ε̄yy = 0. Les simulations sont réalisées avec le schéma séquentiel, associé
à un pas de chargement de ∆εxx = 5×10−5, et des critères de convergence η1 = 10−7 et η2 = 10−9. Dans
cette section et les suivantes, l’effet unilatéral (8) n’est pas pris en compte.

La figure 6 représente la réponse du massif à la sollicitation de mode I pour trois configurations
possibles : (i) le plan basal est orienté dans le plan (ex;ey), (ii) le plan basal est orienté dans le plan
(ey;ez), et (iii) le plan basal est orienté dans le plan (ex;ez). Ces trois cas sont schématisés dans les
encarts colorés de la figure 6.

Ces trois cas présentent d’importantes différences. Le seuil de rupture est le plus faible dans le cas
où la fissure se propage le long du plan basal (cas ii). La différence entre les cas (i) et (iii) s’explique
par la différence de leurs rigidités latérales. Les résultats obtenus sont cohérents avec les simulations par
éléments finis réalisées dans des cas de cristaux 2D à symétrie orthotrope (voir notamment [13]).
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FIGURE 6 – Massif entaillé anisotrope sollicité en mode I, pour trois orientations différentes de l’entaille
et de la sollicitation par rapport aux directions cristallographiques (voir les encarts).

4.2 Cas d’un polycristal non entaillé

On considère maintenant une microstructure périodique de Voronoi (Fig. 7a) avec une orientation
aléatoire de 500 grains discrétisée sur une grille de 5002 pixels. On ne prend pas en compte la présence
de liant aux joints de grains et l’interface entre les grains est supposée parfaite. Le polycristal ne présente
aucun défaut préexistant, l’initiation de la fissure ne résultant que de l’hétérogénéité des contraintes dans
le matériau. On utilise comme ci-dessus un schéma de résolution explicite avec `

h = 2, et on choisit C=
CTATB à une rotation aléatoire près dans chaque grain. On fixe la ténacité à gc = 0,12 J.m−2. On impose
par ailleurs une déformation uniaxiale avec un pas de chargement ∆εxx = 5× 10−5, avec η1 = 10−7

et η2 = 10−8 . La nucléation de la fissure intervient lorsque εxx ≈ 9.1% (Fig.7b), au niveau d’un joint
triple. La fissure se propage de façon principalement transgranulaire (Fig.7c-f), avec apparition d’une
fissure secondaire (Fig. 7d), dont la croissance s’arrête après un chargement de l’ordre de εxx ≈ 9.75%.
La fissure se propage dans le matériau jusqu’à rupture (Fig. 7f) avec σxx ≈ 0.

5 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, une méthode numérique de simulation de l’initiation et de la propagation de fissure
par champ de phase dans les milieux hétérogènes anisotropes est proposée. Celle-ci repose sur un algo-
rithme FFT traitant séparément le problème en déformation et le problème en champ de phase, et résolus
de manière « implicite »ou « séquentiel », les propriétés de convergence étant alors contrôlées par deux
ou trois paramètres de convergence. La méthode a été validée par comparaison à des calculs éléments
finis dans le cas de déformation plane, puis testée avec anistropie élastique et effet unilatéral, et on pré-
sente pour terminer une première application à la simulation de l’endommagement dans un polycristal
2D, en traction.

La phase suivante de ces travaux consistera d’abord à compléter la prise en compte de l’anisotro-
pie, en implantant un modèle à ténacité anisotrope (voir par exemple [14]), puis à implanter un modèle
d’interphase intergranulaire permettant de prendre en compte la présence du liant et la rupture intergra-
nulaire.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

FIGURE 7 – Propagation de fissures dans un polycristal de Voronoi (a) sollicité en déformation uniaxiale :
cartes du champ de phase φ(x) pour un chargement macroscopique croissant εxx = 9.1, 9.25, 9.5, 9.75,
10% (b-f, resp.). Bleu : φ(x) = 0 ; jaune : φ(x) = 1.
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