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APPLICATIONS HARMONIQUES EN
COURBURE NÉGATIVE

D’APRÈS BENOIST, HULIN, MARKOVIC...

par

François GUÉRITAUD

1. Introduction

Le théorème suivant est le résultat principal de [BH17b].

Théorème 1.1. — Soient X et Y des variétés de Hadamard dont toutes
les courbures sectionnelles appartiennent à [−b2,−a2], où 0 < a < b, et
soit une fonction f : X → Y . S’il existe δ > 0 tel que pour tous x, x′ ∈ X
on ait les implications

dX(x, x′) ≤ δ =⇒ dY (f(x), f(x′)) ≤ 1
δ

dX(x, x′) ≥ 1
δ

=⇒ dY (f(x), f(x′)) ≥ δ,

alors il existe une unique application harmonique h : X → Y à distance
bornée de f , i.e. telle que supx∈X dY (f(x), h(x)) soit fini. Cette quantité
peut être bornée en fonction de a, b, δ et de k = dimX et ` = dim Y .

Une variété de Hadamard X est une variété riemannienne complète,
simplement connexe, de dimension k ≥ 2 finie et à courbure section-
nelle ≤ 0. Une telle variété X est homéomorphe à Rk, un homéomor-
phisme (faiblement dilatant) étant donné par l’application exponentielle
expo : ToX → X, où o ∈ X est un point base. La contrainte sur les cour-
bures contenue dans l’énoncé est parfois appelée un pincement (stricte-
ment négatif) ; dans cet exposé on dira aussi que X et Y sont (−b2,−a2)-
pincées, ou simplement pincées lorsqu’il existe de tels b > a > 0. Bien
sûr dX est la fonction distance géodésique sur X.
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Une application f vérifiant l’hypothèse métrique de l’énoncé sera ap-
pelée un plongement faible (ou parfois : δ-faible). Cette classe comprend
par exemple les plongements quasi-isométriques (q.i. en abrégé), c’est-à-
dire les applications f : X → Y telles qu’il existe c ≥ 1 et C ≥ 0 vérifiant
pour tous x, x′ ∈ X :

(1.1) 1
c
dX(x, x′)− C ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ c dX(x, x′) + C.

Corollaire 1.2. — Tout plongement q.i. entre variétés de Hadamard
pincées est à distance finie d’une unique application harmonique.

Une application est dite harmonique si elle minimise localement l’éner-
gie calculée en intégrant la norme L2 de la différentielle ; nous reviendrons
sur cette notion dans les rappels de la partie 3.

2. Histoire et contexte

Eells et Sampson ont montré dans [ES64] que toute application lisse
entre variétés riemanniennes compactes à courbure négative est homo-
tope à une application harmonique ; leur argument consistait à défor-
mer l’application selon le flot de la chaleur. Le théorème 1.1 remplace
l’hypothèse de (co)-compacité par une hypothèse de plongement faible.
Notons au passage que l’application h qu’il produit n’est pas toujours
injective, même dans le cas d’un plongement q.i. avec une action cocom-
pacte [FOR00].

C’est avant tout le corollaire 1.2 qui a aiguillonné la curiosité des géo-
mètres : il a été montré un peu avant le théorème 1.1. Les hypothèses
de ce dernier peuvent sembler considérablement plus faibles ; cependant
nous verrons à la partie 4 que la courbure strictement négative oblige
les plongements faibles à suivre statistiquement, aux grandes échelles et
dans la plupart des directions, un comportement très voisin des plonge-
ments quasi-isométriques. C’est en fait sous une telle condition statistique
(résistant aux perturbations bornées, au contraire du plongement faible
proprement dit) que nous établirons la conclusion : voir le théorème 5.1.

Régularité au bord. — La question à laquelle répond le corollaire 1.2
émergea d’abord dans le contexte des applications quasi-conformes ϕ du
bord d’un espace symétrique de rang un dans lui-même. Bien que leur
incidence sur les résultats présentés ici ne soit qu’historique, attardons-
nous brièvement sur ces questions de régularité au bord.
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Une variété de Hadamard pincée X est en particulier un espace
Gromov-hyperbolique, et admet donc un bord idéal ∂∞X. Ce bord
est une sphère topologique, munie d’une classe naturelle de métriques
(mutuellement Hölder-équivalentes, et même lipschitziennes) dont on
peut fixer une représentante. Pour Y une autre variété de Hadamard
pincée, et ϕ : ∂∞X → ∂∞Y continue, notons

Qr
ϕ(ξ) := max

d(ξ′,ξ)≤r
d (ϕ(ξ′), ϕ(ξ)) et qrϕ(ξ) := min

d(ξ′,ξ)≥r
d (ϕ(ξ′), ϕ(ξ))

où ξ ∈ ∂∞X et r > 0. Considérons alors les propriétés suivantes :
(i) ϕ est quasi-symétrique : pour tous 0 < r < R, le rapport QRϕ (ξ)

qrϕ(ξ) est
majoré par une fonction continue de R

r
indépendante de ξ ;

(ii) ϕ est quasi-conforme : sup
ξ∈∂∞X

lim
r→0

Qrϕ(ξ)
qrϕ(ξ) <∞ ;

(iii) ϕ prolonge continûment un plongement quasi-isométrique X f→ Y ;
(iv) on a (iii) et f : X → Y peut de plus être choisie harmonique.
Les notions (i) et (ii) ne dépendent pas des métriques représentantes
choisies sur ∂∞X et ∂∞Y . L’implication (i)⇒ (ii) est évidente.

Pour X, Y des espaces symétriques réels de rang un, la réciproque est
vraie ([P89], voir aussi [HK98]) : (i)⇔ (ii). Le cas général reste ouvert.

Les propriétés (iii) et (iv) sont en fait équivalentes à (i). L’implication
(iii) ⇒ (i) est un résultat classique de Gromov [Gr87, §7], préexistant
dans [M73]. La réciproque (i) ⇒ (iii), plus difficile, est due à Bonk et
Schramm [BS00]. (Quand X = Y est un espace symétrique de rang un,
elle remonte à un argument de Tukia [T85] ; Paulin [Pa96] en donnait
une version pour les graphes de Cayley de groupes hyperboliques). L’im-
plication (iii)⇒ (iv), dont la réciproque est triviale, équivaut à la partie
« existence » du corollaire 1.2.

Genèse du problème. — Schoen conjecturait dans [Sc93] que
toute application quasi-symétrique du cercle ∂∞H2 dans lui-même
étend un unique difféomorphisme quasi-conforme harmonique de H2.
Dans [LW98], Li et Wang observaient qu’on obtient une conjecture
équivalente en remplaçant « difféomorphisme quasi-conforme » par
« quasi-isométrie »(toujours harmonique), et étendaient conjecturale-
ment ce nouvel énoncé à tout espace symétrique (1) de rang réel 1.

1. Tous les espaces symétriques rencontrés dans cet exposé seront implicitement
supposés de type non compact.
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Ils montraient en outre l’unicité de l’extension harmonique quasi-
isométrique (si elle existe), d’après un argument de Li et Tam [LT98]
que nous reprendrons à la partie 6. Sans hypothèse de quasi-isométrie,
pas d’unicité (2) : l’identité du demi-plan H2 ⊂ C et l’application har-
monique x + iy 7→ x + i sinh(y) ont le même prolongement continu à
∂∞H2.

L’implication (i) ⇒ (iii) étant connue, la conjecture de Schoen se ra-
menait donc à montrer (iii) ⇒ (iv) pour X = Y = H2. Par ailleurs,
Pansu montrait dès [P89] que l’extension (existe et) est isométrique dès
que X = Y est un espace hyperbolique quaternionique ou octonionique.

Progrès récents. — La conjecture de Schoen a été finalement mon-
trée par Markovic dans [M17]. Il avait auparavant résolu dans [M15]
le cas de H3, plus favorable en ce qu’il respecte le principe de rigidité
de Mostow : toute application quasi-conforme du bord ∂∞H3 ' S2 dans
lui-même est différentiable presque partout. Le cas de Hn (pour n ≥ 3)
est traité dans [LM18], et le cas où X, Y sont des espaces symétriques de
rang 1 quelconques (éventuellement distincts) dans [BH17a]. Ce dernier
résultat prouve en particulier la conjecture de Li-Wang.

Ces progrès récents, ainsi que le théorème 1.1 (ou son corollaire 1.2)
qui les contient tous, peuvent être vus comme des épures géométriques
successives d’un même argument d’existence, les ingrédients analytiques
étant progressivement absorbés par des principes généraux et classiques.
Les difficultés liées à l’anisotropie ou à la courbure variable dans une
variété de Hadamard pincée X sont séparément réglées par [BH17c],
dont le résultat principal (th. 3.6 ci-dessous) permet de comparer les
mesures visuelle et harmonique sur une sphère de X, indépendamment
de son rayon. Ces inégalités sont un pendant fini de [KL90], où Kifer et
Ledrappier donnaient des estimations analogues sur la sphère à l’infini.

La jeune postérité de ces arguments d’existence comprend déjà des pré-
publications offrant plusieurs directions de généralisation. Dans [SW18],
Sidler et Wenger donnent une version du corollaire 1.2 (sans l’unicité,
qui peut être mise en défaut) dans laquelle l’espace but Y est un espace

2. Ajoutons : sans hypothèse de plongement faible, pas d’existence dans le théo-
rème 1.1. L’application x + iy 7→ x + i(y + y2) n’est pas un plongement faible (pour
n� 1 les points ±n+ in2/3 sont mutuellement lointains mais d’images proches) ; elle
n’est à distance finie d’aucune application harmonique [BH17b].
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Gromov-hyperbolique CAT(0) localement compact. La notion d’applica-
tion harmonique dans ce contexte est due à Korevaar et Schoen [KS93].

Dans [PS17], Pankka et Souto étendent les arguments de [BH17a]
pour montrer que toute application quasi-régulière ϕ : ∂∞Hn → ∂∞Hn

étend continûment une application harmonique f : Hn → Hn. La quasi-
régularité est une généralisation de la quasi-conformité, pour des appli-
cations qui ne sont pas nécessairement des homéomorphismes.

Résultats voisins. — Le corollaire 1.2 est aussi à rapprocher du lemme
de Morse [M21, Gr87], correspondant à X = R : tout plongement q.i.
de la droite dans une variété de Hadamard pincée Y est à distance bornée
d’une géodésique. En effet, les applications harmoniques (non constantes)
de la droite dans une variété riemannienne sont les géodésiques paramé-
trées à vitesse uniforme. Dans le lemme de Morse cependant, il peut être
nécessaire de reparamétrer la géodésique (i.e. le corollaire 1.2 ne s’étend
pas littéralement au cas X = R).

Il est concevable qu’on puisse affaiblir les hypothèses de pincement
dans le théorème 1.1 ou son corollaire. Sans elles cependant, le lemme de
Morse devient faux, même s’il subsiste sous une forme atténuée pour Y un
espace symétrique irréductible de rang supérieur : voir [KLP14, G17].

En revanche, si X = Y est un espace symétrique sans facteur de rang
1, alors tout plongement quasi-isométrique f : X → X est à distance
bornée d’une isométrie. Ce résultat est dû à Kleiner-Leeb [KL97] ; voir
aussi Eskin-Farb [EF97].

Étendre harmoniquement une fonction scalaire ϕ définie sur le bord
d’une variété de Hadamard pincée, c’est possible sans autre hypothèse
que la continuité de ϕ : ce résultat est dû indépendamment à Anderson
et Sullivan [And84, Su84]. Pour ϕ à valeurs dans le bord d’une autre
variété de Hadamard, la situation est moins favorable : bien qu’il y ait
existence et unicité des extensions harmoniques pour ϕ lisse, dans [M15]
Markovic exhibe une suite de difféomorphismes du cercle qui convergent
uniformément vers l’identité mais dont les extensions harmoniques au
disque n’ont pas de limite continue. Une hypothèse plus forte que la conti-
nuité est donc bien nécessaire dans la conjecture de Schoen, du moins si
l’on veut que le prolongement dépende continûment de la donnée. L’in-
troduction de [LW98] contient de plus amples références.
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3. Notations et rappels

Dans tout l’exposé, pour X une variété de Hadamard, x, y, z ∈ X et
r > 0, on notera :

(3.1)

• BX(x, r) ou B(x, r) la boule de centre x et de rayon r ;
• Sx la sphère unité de l’espace TxX tangent à X en x ;
• ξr := expx(rξ) ∈ ∂B(x, r) pour tout ξ ∈ Sx ;
• x]z

y ∈ [0, π] l’angle formé en x (supposé distinct de y et z)
par les rayons géodésiques [xy) et [xz).

Pour deux quantités u, v > 0, dans le contexte du théorème 1.1, nous
utiliserons la notation u . v pour signifier que u ≤ Mv où M dépend
des constantes de pincement a, b, des dimensions k, `, de la constante
de plongement faible δ ainsi que d’éventuels paramètres supplémentaires
placés en indice : par exemple u .ε v. On notera u ≈ v quand u . v et
u & v. À l’inverse, u� v signifiera que u/v est arbitrairement grand.

3.1. Fonctions et applications harmoniques. — Une application
f : X → Y de classe C2 entre variétés riemanniennes admet un laplacien

∆f : X → TY

tel que ∆f(x) ∈ Tf(x)Y pour tout x ∈ X : par définition, ∆ est la trace du
carré de l’opérateur de différenciation D. Intuitivement, ∆f(x) mesure
l’écart (de second ordre) entre f et son approximation par l’application
tangente Dxf , moyenné sur une petite boule centrée en x. Le flot de la
chaleur dont il a été brièvement question plus haut consiste à déformer
f dans la direction de ∆f .
3.1.1. Définitions. — Concrètement, on peut munir un voisinage de x ∈
X d’un système de coordonnées osculatrices (ξ1, . . . ξk) dans lequel la
forme quadratique donnant la métrique est constante au premier ordre,
égale à ∑

1≤i≤j≤k

(
δij + o(‖ξ‖)

)
dξidξj

près du point (0, . . . , 0) représentant x : par exemple, l’application ex-
ponentielle expx : TxX → X envoie les coordonnées orthonormées de
l’espace euclidien TxX sur un tel système. En munissant un voisinage
de y = f(x) ∈ Y d’un système de coordonnées (η1, . . . η`) satisfaisant la
même propriété pour Y , et quitte à noter (f1, . . . , f`) les composantes de
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f selon ces coordonnées, on peut exprimer

∆f(x) =
∑̀
j=1

(
k∑
i=1

∂2fj
∂ξ2

i

)
∂

∂ηj
.

L’expression dans un système de coordonnées quelconque devient plus
compliquée, mais en tout état de cause la formule de ∆f(x) dépend
uniquement du 2-jet de f en x, et des 1-jets des métriques en x et f(x).
Pour f une fonction scalaire (Y = R), elle prend la forme

∆f = 1
v

∑
i,j

∂

∂xi

(
vgij

∂f

∂xj

)

où (gij) est le tenseur métrique, (gij) son inverse, et v =
√

det(gij) l’élé-
ment de volume de X.

Définition 3.1. — L’application f est harmonique si ∆f = 0. Cela
correspond au fait que f est un point critique (pour les perturbations à
support compact) de l’énergie L2, définie comme

∫
X ‖Df‖2.

Le problème de Dirichlet consiste à trouver une application harmonique
sur un domaine ouvert borné B lorsqu’on connaît sa restriction à ∂B. Il
admet toujours une unique solution sur les variétés de Hadamard : cela
provient par convergence faible du fait que l’énergie L2 est une fonction-
nelle convexe, car en courbure négative chaque distance dY (f(x), f(x′))
est une fonction convexe de l’application f (pour l’interpolation géodé-
sique entre applications).

Le cas Y = R, correspondant au laplacien ordinaire, est d’un intérêt
particulier. Une fonction f : X → R est appelée

— harmonique si ∆f = 0,
— sous-harmonique si ∆f ≥ 0,
— super-harmonique si ∆f ≤ 0.

Cette convention se justifie par le fait que si B est un domaine ouvert
borné de X, trois fonctions f, f−, f+ : B → R satisfaisant f−|∂B ≤
f |∂B ≤ f+|∂B et telles que ∆f = 0 et ∆f− ≥ 0 ≥ ∆f+ satisfont toujours

f− ≤ f ≤ f+.

Aussi, une manière puissante de borner une fonction harmonique incon-
nue sur B est de trouver des « barrières » sous-harmoniques et super-
harmoniques qui l’encadrent sur ∂B (donc sur B).
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3.1.2. Estimations harmoniques. — Les quelques lemmes suivants sont
une source naturelle de barrières.

Lemme 3.2. — [BH17a, lem. 2.5] Si la courbure sectionnelle est
≤ −a2, alors la fonction distance ϕ = d(o, ·) vérifie ∆ϕ ≥ a.

Lemme 3.3. — [BH17a, lem. 3.2] Si h : X → Y est une application
harmonique (partiellement définie) entre variétés de Hadamard, et ϕ :
Y → R est convexe, alors ϕ ◦ h est sous-harmonique. Par exemple, pour
tout y ∈ Y la fonction d(y, h(·)) est sous-harmonique sur X.

Lemme 3.4. — [BH17c, cor. 2.2] Sur une variété de Hadamard pincée,
étant donné λ > 0, la fonction ϕ := e−λ d(x,·) est
(i) super-harmonique pour λ assez petit ;
(ii) sous-harmonique hors d’un petit voisinage de x pour λ assez grand.
Les bornes sur λ peuvent être rendues explicites en fonction de la dimen-
sion et des constantes de courbure.

La propriété suivante, tirée de [C80], est analogue à l’inégalité de
Schwarz rencontrée en analyse complexe.

Lemme 3.5. — Si h : X → Y est une application harmonique entre
variétés de Hadamard pincées, définie sur une boule B = BX(x, 1), alors
‖Dh(x)‖ . diam (h(B)). On peut borner explicitement le rapport des
deux membres en fonction des dimensions et des constantes de courbure.

Rappelons aussi qu’une fonction sous-harmonique f définie sur un ou-
vert connexe satisfait le principe du maximum : si f atteint son supre-
mum, alors f est constante.
3.1.3. Mesures harmoniques. — Soit B ⊂ X un ouvert borné à bord
lisse. Tout point x de B définit une mesure σBx sur ∂B caractérisée par
la propriété suivante : quelle que soit f : B → R continue et harmonique
sur B, on a

(3.2) f(x) =
∫
∂B
f dσBx .

La mesure σBx peut être vue comme la mesure de sortie (de B) du
mouvement brownien issu de x. Une autre façon de le dire est que l’espé-
rance d’une fonction harmonique, en un point soumis à un mouvement
brownien, reste constante au cours du temps. En analyse complexe, on
appelle aussi σBx le noyau de Poisson.
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La mesure σBx est intimement liée à la fonction de Green
GB
x : B r {x} → R+.

Par définition, GB
x est la solution, au sens des distributions, de l’équation

−∆GB
x = δx (mesure de Dirac en x), sous la contrainte GB

x |∂B = 0.
La fonction GB

x possède en x une singularité en r−(dimX−2) (ou en log 1
r

si dimX = 2), où r désigne le rayon mesuré depuis x. Si B ⊂ B′, alors
GB
x ≤ GB′

x surBr{x}. Le lien avec la mesure harmonique σBx est l’identité
suivante :

(3.3) dσBx
dλ∂B

(y) = ∂GB
x (y)
∂n̂

pour tout y ∈ ∂B, où n̂ désigne la normale rentrante en y, et dλ∂B est
la mesure de Lebesgue induite par la métrique riemannienne de X sur
l’hypersurface ∂B. L’identité (3.3) s’obtient à partir de (3.2) et de la
deuxième identité de Green, ou « intégration par parties »∫

B
(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) =

∫
∂B

(
ψ
∂ϕ

∂n̂
− ϕ∂ψ

∂n̂

)
dλ∂B

en faisant ϕ = f (fonction test harmonique) et ψ = GB
x .

Pour X un espace symétrique et B une boule de centre x, la mesure
σBx coïncide avec la mesure visuelle en x. En courbure variable, cette pro-
priété d’isotropie reste vraie en un sens grossier : dans [BH17c], Benoist
et Hulin montrent le résultat de comparaison suivant.

Théorème 3.6. — Soient 0 < a < b et k ≥ 2. Il existe ν > 0 tel que
pour toute variété de Hadamard (−b2,−a2)-pincée X de dimension k,
pour toute boule B de centre x ∈ X et tout θ ∈ [0, π2 ],

θ1/ν . σBx (Cθ ∩ ∂B) . θν

où Cθ désigne n’importe quel cône de sommet x et d’ouverture θ.

La preuve consiste essentiellement à donner de bonnes estimations de
la fonction de Green GB

x près de ∂B, en la bornant de part et d’autre par
des « barrières » sous-harmoniques et super-harmoniques bien choisies.
Nous en donnerons une idée plus précise dans la partie 7.

Pour la preuve du théorème 1.1, n’importe quelles bornes > 0 sur
σBx (Cθ ∩ ∂B) (continues, nulles en θ = 0) feraient l’affaire, du moment
qu’elles ne dépendent que de θ et pas du rayon de B. Notons que la
troisième mesure portée par ∂B, celle de Lebesgue, peut en courbure
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variable être très différente de la mesure harmonique σBx et de la mesure
visuelle, lorsque la boule B est grande.

Dans [KL90], Kifer et Ledrappier avaient donné des estimations du
même type que le théorème 3.6 pour les mesures harmonique et visuelle
à l’infini. Malgré ces bornes, ces deux mesures à l’infini sont en général
singulières l’une par rapport à l’autre, et même étrangères : c’est par
exemple ce qui se produit si X est le revêtement universel d’une surface
compacte à courbure strictement négative non constante.

3.2. Géométrie hyperbolique. — Toute variété de Hadamard pincée
X est un espace Gromov-hyperbolique : cela signifie qu’il existe δ > 0
(dépendant des constantes de courbure) tel que pour tout triangle ABC
de X, le δ-voisinage de l’union des segments AB et AC contienne le
segment BC. Voici quelques propriétés de géométrie hyperbolique que
nous utiliserons.

A B

C

Ω
Un triangle hyperbolique (fait 3.7.i–v)

Fait 3.7. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique.
i. Tout triplet de points (A,B,C) de X admet un centroïde Ω =
O(A,B,C), i.e. un point situé à distance bornée de chacun des trois
côtés. On a d(A,B) = d(A,Ω) + d(Ω, B) +O(1).

ii. Ce centroïde est unique à perturbation finie près, i.e. deux fonctions
centroïdes O,O′ : X3 → X restent à distance bornée l’une de l’autre.

iii. Tout plongement quasi-isométrique f : X → Y entre espaces
Gromov-hyperboliques respecte les centroïdes : dY (f(O(A,B,C)),
O(f(A), f(B), f(C))) est borné indépendamment de A,B,C ∈ X.

iv. Si, dans la suite, X est une variété de Hadamard (−b2,−a2)-pincée
où 0 < a < b, alors A]C

B . e−a d(A,Ω), où Ω := O(A,B,C).
v. En outre e−b d(A,Ω) . A]C

B, du moment que d(A,B)− d(A,Ω)� 1 et
d(A,C)− d(A,Ω)� 1.

vi. Si d(o, x) = d(o, x′) =: R ≥ 1 et d(x, x′) =: r ≤ 1, alors re−bR .
o]x′

x . re−aR. Ainsi, par exemple, le périmètre d’un disque croît
exponentiellement avec son rayon.
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vii. Si Γ ⊂ X est convexe, alors la projection orthogonale π : X → Γ est
1-lipschitzienne, et pour tous x, x′ ∈ X tels que d(x, x′) ≤ 1, on a
d(π(x), π(x′)) . e−a d(x,Γ).

L’argument d’unicité du théorème 1.1 fera aussi appel aux estimations
CAT (Cartan–Alexandrov–Toponogov, dont l’intÃľressante histoire est
retracÃľe dans [PZ11]) : rappelons qu’une variété de Hadamard X est
(−b2,−a2)-pincée si, et seulement si, pour tout triangle ABC de X, et
pour tous points P ∈ [AB] et Q ∈ [AC],

(3.4) dH2
b
(P b, Qb) ≤ dX(P,Q) ≤ dH2

a
(P a, Qa)

où H2
κ est un plan de courbure constante −κ2 et le triangle AκBκCκ

de H2
κ a les mêmes longueurs de côtés que ABC, avec P κ ∈ [AκBκ],

Qκ ∈ [AκCκ] vérifiant d(P κ, Aκ) = d(P,A) et d(Qκ, Aκ) = d(Q,A).
Pour finir, les opérations de barycentre se comportent bien en courbure

négative. Par exemple, le plongement faible f du théorème 1.1 est à
distance bornée d’un lissage par convolution f̃ , lipschitzien, avec ∆f̃
borné. On ne peut pas toujours garantir que f̃ soit encore un plongement
faible, mais c’est un plongement q.i. si f en est un.

4. Géométrie asymptotique des plongements faibles

Dans cette partie, qui peut être ignorée si l’on souhaite seulement
établir le corollaire 1.2 sur les plongements q.i., nous montrons que pour
un plongement faible entre variétés de Hadamard pincées, les distances
croissent « essentiellement » linéairement, en un sens statistique qui sera
rendu précis à la proposition 4.3.

Définition 4.1. — Soit ψ : R>0 → R>0 continue, croissante. On dira
qu’une application f : X → Y entre espaces de Hadamard satisfait Cψ

si pour tout α > 0, tout entier n > 0 et tout (x, y) ∈ X × Y , l’ensemble

{ξ ∈ Sx | dY (y, f(ξn)) ≤ αn} (cf notations (3.1))

est contenu dans une union d’au plus ≈ eψ(α)n boules de taille ≈ e−an,
où −a2 < 0 est une borne supérieure de courbure de X. Les constantes
implicites sont supposées indépendantes de α, n, x et y.

Toutes les applications ψ intervenant dans cet exposé seront linéaires.
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Proposition 4.2. — Tout plongement δ-faible f : X → Y entre varié-
tés de Hadamard (−b2,−a2)-pincées satisfait Cψ pour ψ(α) = b(`− 1)α.

Démonstration. — Rappelons ` := dim Y . La boule BY (y, αn) est cou-
verte par ≈δ eb(`−1)αn boules de taille δ ≈ 1 (fait 3.7.vi), dont chacune
par plongement faible a une f -préimage de diamètre ≤ 1/δ ≈ 1. Inter-
sectée avec ∂BX(x, n), cette préimage est de diamètre apparent . e−an,
vue depuis x (fait 3.7.vi).

Notons que la propriété Cψ, au contraire de celle d’être un plongement
faible, est préservée par les perturbations bornées (toujours parce qu’une
boule unité de X, vue à distance n, est de diamètre apparent . e−an).

4.1. Mesure harmonique des ensembles exceptionnels. — Soient
X, Y des variétés de Hadamard (−b2,−a2)-pincées. Soit f : X → Y une
application c-lipschitzienne vérifiant Cψ pour ψ linéaire, et soit ν > 0
assez petit pour vérifier le théorème 3.6 sur les mesures harmonique et
visuelle. Soient α > β > 0 tels que

(4.1) ν ′ := ψ(α)
a

< ν et ν ′′ :=
ψ(β α+c

α−β )
a

< ν.

Pour x ∈ X et ξ ∈ Sx, soient pour toutN ≥ 0 les ensembles exceptionnels
Ax,α(N) := {η ∈ Sx | ∃n ≥ N, d(f(x), f(ηn)) ≤ αn};(4.2)
Zξ
x,α,β(N) := {η ∈ Sx | ∃n,m ≥ N, d(f(ηm), f(ξn)) ≤ β(n+m)}.

Pour r > 0, soit enfin σr la mesure de probabilité sur Sx qui tire en arrière
la mesure harmonique σB(x,r)

x par l’homéomorphisme expx(r(·)) : ξ 7→ ξr.
Selon le théorème 3.6, toute ε-boule B de Sx vérifie, quel que soit r > 0,
(4.3) σr(B) . εν .

Proposition 4.3. — Avec les notations et hypothèses ci-dessus, pour
tout x ∈ X, tous N, r ∈ N et ξ ∈ Sx r Ax,α(N), on a

(i) σr(Ax,α(N)) .ν,α e−a(ν−ν′)N ;
(ii) σr(Zξ

x,α,β(N)) .ν,α,β e−a(ν−ν′′)N .

Démonstration. — (Note : dans ce qui suit, les constantes implicites des
notations ≈, . pourront dépendre de ν, ψ, α, β, qui ont été choisis en
fonction des bornes de courbure a, b, des dimensions k, ` de X, Y , et des
constantes c, δ de Lipschitz et de plongement faible pour f : X → Y .)
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Pour (i), partitionnons Ax,α(N) selon la valeur de la variable muette
n de (4.2). Par la condition Cψ et par (4.3), on a
(4.4) σr(Ax,α(N)) .

∑
n≥N

eψ(α)n(e−an)ν ≈ e−a(ν−ν′)N

où le dernier membre s’obtient en estimant la somme d’une série géo-
métrique par un multiple de son plus gros terme (procédé qui resservira
dans les sommes ci-après). Pour (ii), on a

Zξ
x,α,β(N) ⊂

⋃
m≥N

⋃
n≥N
{η ∈ Sx | d(f(ηm), f(ξn)) ≤ β(n+m)}.

Or à m fixé, comme f est c-lipschitzienne et ξ /∈ Ax,α(N), le terme de
l’union est vide sauf si αn− cm ≤ β(n + m). Cette inégalité équivaut à
n+m
m
≤ α+c

α−β . On a donc

σr(Zξ
x,α,β(N)) ≤

∑
m,n≥N

n+m
m ≤ α+c

α−β

σr
(
{η ∈ Sx | d(f(ηm), f(ξn)) ≤ (β n+m

m
)m}

)

.
∑
m≥N

∑
n≥N

n+m
m ≤ α+c

α−β

eψ(β n+m
m

)m(e−am)ν comme en (4.4)

≈
∑
m≥N

eψ(β α+c
α−β )m(e−am)ν ≈ e−a(ν−ν′′)N .

Remarque 4.4. — a. Les ensembles (4.2) sont une approximation par
excès, de « granularité » N , des directions asymptotiquement excep-
tionnelles (dans lesquelles f ne s’échappe pas linéairement). La pro-
position 4.3 dit que cette approximation est petite pour la mesure
harmonique σr, indépendamment du rayon r.

b. Quitte à prendre ν arbitrairement petit, la preuve de (i) ci-dessus peut
se lire comme montrant que f(ξN) s’éloigne à vitesse linéaire dans Y
pour tout ξ de Sx, hors d’un ensemble de dimension de Hausdorff 0.
Pour un tel ξ, comme f est lipschitzienne, on peut (fait 3.7.vi) dé-
finir une limite ∂f(ξ∞) ∈ ∂∞Y . Quant à (ii), nous verrons dans le
lemme ci-après que η /∈ Zξ

x,α,β(N) entraîne une minoration de l’angle
f(x)]

∂f(η∞)
∂f(ξ∞) : dans la même limite ν → 0, (ii) dit donc que les fibres de

l’application ∂f sont elles aussi de dimension de Hausdorff 0.
c. Nous n’utiliserons pas ces énoncés aux limites. À titre de comparaison

néanmoins, pour f un plongement q.i., l’application de bord ∂f est
définie sur tout ∂∞X, et injective (quasi-symétrique).
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4.2. Longs triangles et angles minorés. — Voici un lemme général.

Lemme 4.5. — Soient (yn)n≥0 et (zm)m≥0 deux suites dans une variété
de Hadamard (−b2,−a2)-pincée Y , telles que y0 = z0, que d(yn, yn+1)
et d(zm, zm+1) soient majorées par une constante c, et que pour tous
n,m ≥ N on ait d(yn, zm) ≥ β(n + m), où β > 0 et N ∈ N sont
constantes. Alors pour tous n,m ≥ N assez grands on a y0]

zm
yn & e−bcN .

Démonstration. — Comme les suites (yn) et (zm) s’échappent à l’infini,
il suffit de montrer que le centroïde Ω de (y0, yn, zm) est à distance ≤
cN + O(1) de y0 (fait 3.7.v). De façon équivalente, montrons que pour
tout rayon géodésique Γ issu de y0, en notant π : Y → Γ la projection
orthogonale, l’un des points π(yn), π(zm) est à distance≤ cN+O(1) de y0.
Pour n = m = N , les deux ont lieu. Notons en général In̂ = π([yn̂, yn̂+1])
et Jm̂ = π([zm̂, zm̂+1]). Pour tous n̂, m̂ ≥ N , si In̂ ∩ Jm̂ 6= ∅, alors
d(yn̂,Γ) ≥ βn̂ − O(1) ou d(zm̂,Γ) ≥ βm̂ − O(1), par la minoration de
d(yn̂, zm̂). Le fait 3.7.vii donne alors |In̂| . e−aβn̂ ou |Jm̂| . e−aβm̂. Soient
I ′n̂ et J ′m̂ deux intervalles de Γ tels que |I ′n̂| = Λe−aβn̂ et |J ′m̂| = Λe−aβm̂,
centrés aux mêmes points que In̂ et Jm̂ respectivement. En choisissant Λ
assez grand, on a (In̂ ∩ Jm̂) ⊂ (I ′n̂ ∪ J ′m̂) pour tous n̂, m̂ ≥ N , si bien que

[π(yN), π(yn)] ∩ [π(zN), π(zm)] ⊂
( ⋃
N≤n̂<n

In̂
)
∩
( ⋃
N≤m̂<m

Jm̂
)

⊂
⋃

m̂,n̂≥N
(In̂ ∩ Jm̂) ⊂

⋃
m̂,n̂≥N

(I ′n̂ ∪ J ′m̂) =
( ⋃
n̂≥N

I ′n̂
)
∪
( ⋃
m̂≥N

J ′m̂
)
.

La longueur de cette dernière union est bornée en fonction de β et Λ.
Sous les hypothèses de la proposition 4.3, on a donc :

Corollaire 4.6. — Pour tout x ∈ X, tout N ∈ N, tout ξ ∈ SxrAx,α(N)
et tout η ∈ Sxr(Ax,α(N)∪Zξ

x,α,β(N)), on a lim
m,n≥N

f(x)]
f(ηm)
f(ξn) & e−bcN .

5. Existence

Cette partie est le coeur de la preuve du théorème 1.1. Nous montrerons
en fait le résultat suivant.

Théorème 5.1. — Soit f : X → Y une application lisse lipschitzienne
entre variétés de Hadamard pincées, vérifiant Cψ (définition 4.1) pour
ψ : R>0 → R>0 linéaire. Alors il existe h : X → Y harmonique, à
distance bornée de f .
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La partie « existence » du théorème 1.1 découle de la proposition 4.2 et
de ce résultat, appliqué à un lissage lipschitzien d’un plongement faible
X → Y , comme on l’a vu à la fin de la partie 3.

Pour tout R > 0, soient BR := BX(o,R) et hR : BR → Y le prolon-
gement harmonique de f |∂BR

. Soit aussi ρR := maxx∈BR
d(f(x), hR(x)),

atteint en un point xR ∈ BR.

Lemme 5.2. — On a lim
R→+∞

ρR < +∞.

Le lemme 5.2 entraîne le théorème 5.1. En effet, il dit que les fonctions
harmoniques hR : BR → Y restent à distance bornée de f |BR

quand
R tend vers +∞. Par le lemme 3.5, les dérivées premières des hR res-
tent bornées également, donc par le théorème d’Ascoli une sous-suite
(hRn)n∈N converge uniformément sur tout compact. On peut montrer
que les dérivées secondes convergent également (c’est une conséquence
des estimations a priori, ou estimations de Schauder pour les équations
différentielles elliptiques), de sorte que la limite h est harmonique — et,
par construction, à distance bornée de f .

Démonstration du lemme 5.2. — Supposons que limR→+∞ ρR = +∞ et
cherchons une contradiction. Soient NR et rR tels que
(5.1) 1� NR � rR � log ρR.
La stratégie consiste à montrer qu’une proportion non nulle de la sphère
∂BX(xR, rR) est envoyée par f dans une région proche, vue depuis f(xR),
de la direction où se trouve hR(xR) ; et que sous la condition Cψ cela est
incompatible avec la minoration d’angles du corollaire 4.6 (ou, a fortiori,
avec la borne inférieure de (1.1) si f est un plongement q.i.).

Plus précisément, on trouvera z, z′ ∈ ∂BX(xR, rR) tels que

log 1
f(xR)]

f(?)
hR(xR)

& rR pour ? ∈ {z, z′} mais log 1
f(xR)]

f(z′)
f(z)

. NR

d’où f(xR)]
f(z)
hR(xR) + f(xR)]

f(z′)
hR(xR) � f(xR)]

f(z′)
f(z) qui est exclu. (Pour un

plongement q.i., on pourra en fait prendre f(xR)]
f(z′)
f(z) ≈ 1, donc se passer

du paramètreNR.) La lenteur (5.1) de la croissance de rR est commandée,
comme on le verra, par les estimations du théorème 3.6.

Estimations de bord. — Le résultat préliminaire suivant dit que la
distance de xR au bord ∂BR du domaine est & ρR :
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Lemme 5.3. — Il existe L > 0 tel que pour tout R > 0 et tout x ∈ BR,
dY (f(x), hR(x)) ≤ LdX(x, ∂BR).

Démonstration. — Soit y ∈ Y un point de la demi-droite [hR(x), f(x)),
très loin au delà de f(x) et de tout f(BR). Choisissons une grande
constante L et soit

ϕ(z) := d(y, hR(z))︸ ︷︷ ︸
ϕ1(z)

− d(y, f(z))︸ ︷︷ ︸
ϕ2(z)

+L(d(o, z)−R)︸ ︷︷ ︸
ϕ3(z)

.

On a ϕ(∂BR) = 0 et il s’agit de montrer que ϕ(x) ≤ 0. Il suffit donc de
montrer que ϕ est sous-harmonique (∆ϕ ≥ 0) sur BR.

La fonction ϕ1 est sous-harmonique par le lemme 3.3, car h est har-
monique. La fonction ϕ2 est de laplacien borné, par régularité de f sur
BR et de d(y, ·) sur f(BR). Comme le laplacien de d(o, ·) est minoré par
la constante de pincement a > 0 de X (lemme 3.2), il suffit de choisir L
assez grand pour que ∆ϕ ≥ 0.

Notons désormais (h, ρ, x, r,N) pour (hR, ρR, xR, rR, NR) : ainsi ρ est
simplement une (très) grande distance, égale à d(f(x), h(x)). On rappelle
1 � N � r � log ρ. Soit Br := BX(x, r). Comme ρ > Lr, le lemme 5.3
implique Br ⊂ BR, i.e. que h est bien définie sur Br. On définit c ≥ Lip f
(soumise à (1.1) si f est un plongement q.i.), et l’exposant ν > 0 comme
dans le théorème 3.6.

x z

U

r

Br

B′

r′

∂
B
R

X
f

c−lipsch.,Cψ

h
harmonique

Y

1� N � r � log ρ

f(x)

f(z)

θ

θ′

f(Br)

N

αr
< 1
c
r

cr

ρ

ρ/2 ρ− α
4 r ρ ρ+ cr

h(x)

h(z)

h(Br)

h(U)

Figure 1. Estimation de f(x)]
f(z)
h(x) ≤ θ + θ′. Les cercles poin-

tillés concentriques indiquent la distance à f(x).
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Estimations intérieures. — Montrons maintenant que ρ ne saurait
être arbitrairement grand, en nous rapportant à la figure 1. La fonction

Br −→ R+

ρh : z 7−→ dY (f(x), h(z))

est sous-harmonique, par le lemme 3.3. Elle satisfait ρh(x) = ρ. Par
maximalité de ρ, tout point de h(Br) se trouve à distance ≤ ρ d’un point
de f(Br) ⊂ BY (f(x), cr) : donc ρh ≤ ρ+ cr par l’inégalité triangulaire.
• Par ailleurs on a ρh(Br) ≥ ρ/2 : en effet, s’il en allait autrement, comme
par le lemme 3.5 l’application h est O(ρ)-lipschitzienne sur Br, la fonction
ρh resterait ≤ 3ρ/4 sur une boule B′ ⊂ Br de rayon ≈ 1. Étant centrée
en un point à distance r′ ≤ r de x, la boule B′ occupe un angle d’ordre
au moins e−br dans la sphère visuelle de x (fait 3.7.vi). Cela représente
une portion d’ordre au moins e−b′r de ∂Br′ pour la mesure harmonique,
par le théorème 3.6 (tout b′ > b/ν convient dès que r est assez grand).
On a alors par sous-harmonicité de ρh

ρ = ρh(x) ≤
∫
∂Br′

ρh dσBr′x ≤ (ρ+ cr) + e−b′r(−ρ/4)

d’où ρ ≤ 4creb′r, qui est exclu puisque r � log ρ.
• Par conséquent, pour tout z ∈ ∂Br,

(5.2) θ := f(x)]
h(z)
h(x) ≤ e−a4 ρ ;

en effet, l’image par h du segment [xz], étant extérieure à la boule
BY (f(x), ρ/2), est au moins aussi longue que sa projection sur cette boule,
qui par le fait 3.7.vi serait de longueur & ea4 ρ � ρr si (5.2) n’avait pas
lieu. Or h|Br est O(ρ)-lipschitzienne par le lemme 3.5 ; c’est donc exclu.
• En plus de c, ν, définissons encore 0 < β < α < 1

c
et ν ′, ν ′′ ∈]0, ν[

comme en (4.1)-(4.2). Montrons qu’alors

θ′ := f(x)]
f(z)
h(z) . e−aα4 r pour tout z ∈ U rAN , où

U := {z ∈ ∂Br | ρh(z) ≥ ρ− α
4 r}

AN := expx(rAx,α(N)) ⊂ ∂Br

(pour f un plongement q.i., prendre AN = ∅ et ignorer β, ν ′, ν ′′).
On a d(f(x), f(z)) ≥ αr pour un tel z, par définition de AN et α. Par

le fait 3.7.iv, il suffit de montrer que le centroïde Ω de f(x), h(z), f(z)
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vérifie Λ := d(Ω, f(x)) ≥ α
4 r +O(1). S’il en allait autrement, on aurait

d(h(z), f(z)) ≥ d(h(z),Ω) + d(Ω, f(z))−O(1) (fait 3.7.i)
≥ ρh(z) + d(f(x), f(z))− 2Λ−O(1) ≥ ρ+ α

4 r −O(1)
qui est exclu pour r � 1, par maximalité de ρ.
• Ainsi f(x)]

f(z)
h(x) ≤ θ + θ′ . e−aα4 r pour tout z ∈ U r AN . Mais la

proportion u de ∂Br occupée par U , pour la mesure harmonique dσBrx ,
est minorée indépendamment de ρ : en effet, par sous-harmonicité de ρh

ρ = ρh(x) ≤
∫
∂Br

ρh dσBrx ≤ (1− u)(ρ− α
4 r) + u(ρ+ cr)

d’où u = σBrx (U) ≥ (1 + 4c/α)−1 ≈ 1. Or par la proposition 4.3, on a
σBrx (AN) . e−a(ν−ν′)N � 1, si bien que U rAN 6= ∅.
• Soit donc z ∈ U rAN . Pour obtenir une absurdité, il suffit de trouver
z′ ∈ U rAN tel que f(x)]

f(z′)
f(z) � e−aα4 r.

— Si f est un plongement (c, C)-quasi-isométrique (1.1), par le fait 3.7.iv-
iii-v il suffit qu’on ait x]z′

z & 1. Un tel z′ ∈ U existe par le théorème 3.6,
puisque u = σBrx (U) & 1 : cela montre le corollaire 1.2.
— Plus généralement, soient ξ ∈ Sx tel que z = ξr, et

ZN := expx(rZ
ξ
x,α,β(N)) ⊂ ∂Br.

Par la proposition 4.3, on a σBrx (ZN) . e−a(ν−ν′′)N � 1 : prenons donc
z′ ∈ U r (AN ∪ ZN). Le corollaire 4.6 donne f(x)]

f(z′)
f(z) & e−bcN � e−aα4 r,

puisqueN � r. Le lemme 5.2 est démontré, ainsi que le théorème 5.1.

Remarque sur la preuve. — Des conditions N � r � log ρ, la
preuve ci-dessus n’a réellement utilisé que log ρ

r
> b

ν
et r

N
> 4 bc

aα
(avec

marges uniformes). Un suivi méticuleux des nombreuses constantes mul-
tiplicatives permettrait aussi de borner le plus petit N � 1 pour lequel
la contradiction apparaît, donc de borner explicitement la distance ρ de
f à sa régularisée harmonique h.

6. Unicité

L’unicité dans le théorème 1.1 procède d’un argument qui remonte à
[LT98] et [LW98]. Il occupe près de la moitié de la longueur de [BH17b]
(hors résultats sur les plongements faibles ou Cψ) ; cette technicité est due
à des questions d’extraction de limites géométriques qui s’évanouissent
en grande partie quand X et Y sont des espaces homogènes. Soient
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h0, h1 : X → Y deux applications harmoniques, lipschitziennes et Cψ

(plongements q.i. par exemple) entre variétés de Hadamard pincées, telles
que ϕ(x) := d(h0(x), h1(x)) vérifie δ := supX ϕ < ∞. Supposons, par
l’absurde, que h0 6= h1, i.e. que δ > 0.

Interpolations partielles. — Rappelons que toute application harmo-
nique minimise localement l’énergie L2, et que cette fonctionnelle énergie
est une fonction convexe pour l’interpolation géodésique entre applica-
tions (par convexité de la fonction distance). Cette convexité de la fonc-
tionnelle permettrait de montrer l’unicité si h0, h1 étaient égales hors
d’un compact. Comme ce n’est pas le cas, nous utiliserons une forme
d’interpolation partielle.

Supposons tout d’abord que ϕ atteigne son extremum δ. La fonction ϕ,
en tant que composée de (h0, h1) : X → Y × Y (harmonique) et de
dY : Y × Y → R+ (convexe), est sous-harmonique par le lemme 3.3. Le
principe du maximum dit alors que ϕ est constante : ϕ ≡ δ.

Pour tout t ∈ [0, 1], soit ht(x) le point du segment géodésique
[h0(x), h1(x)] situé à distance tδ de h0(x). Soit (x, V ) ∈ T (X) : la
convexité de la fonction distance entraîne que

ΦV
t := ‖dht(V )‖2 est une fonction convexe de t ∈ [0, 1].

L’unicité dans le théorème 1.1 découle du raffinement suivant :

Proposition 6.1. — ΦV
t est une fonction affine de t ∈ [0, 1].

En effet, en courbure strictement négative, un tel comportement n’est
possible que si h0 et h1 sont à valeurs dans une même droite (et égales
à une translation de la droite près, puisque ϕ ≡ δ). Cela est impossible
quand h0, h1 sont des plongements q.i. (ou sont à distance bornée de
plongements faibles, cf remarque 4.4.b) de la variété de Hadamard X,
dont la dimension est k ≥ 2.

Preuve de la proposition 6.1. — Soit η : X → [0, 1] une fonction lisse, à
support compact contenant x. Pour 0 < ε < 1/2, considérons les inter-
polations partielles (figure 2) :

fε(x) := hεη(x)(x) et gε(x) := h1−εη(x)(x).
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La différenciation donne
dfε(V ) = dhεη(x)(V ) + εdη(V ) ∂ht(x)

∂t

∣∣∣
t=εη(x)

dgε(V ) = dh1−εη(x)(V )− εdη(V ) ∂ht(x)
∂t

∣∣∣
t=1−εη(x)

.

h0(X)

h1(X)

fε(X)

gε(X)

dh0(V )

dh1(V )

dh 1
2
(V )

Figure 2. Interpolation locale en courbure négative : sauf cas
dégénérés, t 7→ ΦV

t = ‖dht(V )‖2 est strictement convexe.

Or la propriété ϕ ≡ δ (dans un voisinage de x) entraîne que le produit
scalaire de dht(V ) et ∂ht(x)

∂t
est indépendant de t. On obtient donc

‖dfε(V )‖2 + ‖dgε(V )‖2 = ΦV
εη(x) + ΦV

1−εη(x) + 2ε2‖dη(V )‖2δ2

≤ ΦV
0 + ΦV

1 − 2εη(x) (ΦV
0 + ΦV

1 − 2ΦV
1/2︸ ︷︷ ︸

=:ΨV ≥0

) +O(ε2)

par convexité de Φ. Il suffit de montrer que le terme noté ΨV est nul :
supposons ΨV > 0. Cette inégalité reste vraie pour de petites perturba-
tions de (x, V ). Or l’énergie E(h) d’une fonction h sur le support U de
η est l’intégrale de ‖dh(V )‖2 sur le fibré unitaire tangent de U . Intégrée,
l’inégalité précédente donne donc (en prenant ε assez petit pour pouvoir
négliger le terme quadratique)

E(fε) + E(gε) ≤ E(h0) + E(h1).
Comme h0 et h1 minimisent localement l’énergie, il y a égalité et finale-
ment ΨV ≡ 0.

Limites géométriques. — Dans le cas où la fonction ϕ n’atteindrait
pas son supremum δ, la stratégie est de se ramener au cas précédent
par un argument de limites géométriques. Soit (xn)n∈N une suite de X
telle que d(h0(xn), h1(xn)) −→

n→∞
δ. Plaçons les points base de X, Y en
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xn et yn := h0(xn). On peut extraire de la suite d’espaces métriques
pointés (X, xn) une limite géométrique (X∞, x∞), au sens de Gromov-
Hausdorff, qui est encore un espace métrique pointé propre (i.e. dont les
boules fermées sont compactes). Cet argument d’extraction, très général
et dû à Cheeger–Gromov, repose uniquement sur la propriété suivante
(conséquence ici des bornes inférieures de courbure) : pour tous R, ε > 0
il existe N tel que pour tout n, la boule BX(xn, R) soit recouverte par au
plus N boules de rayon ε.

On peut de même extraire une limite (Y ∞, y∞). Comme h0 est lipschit-
zienne, on peut encore extraire une application limite h∞0 : (X∞, x∞)→
(Y ∞, y∞) de même constante de Lipschitz que h0, ainsi qu’une autre
application h∞1 : X∞ → Y ∞ à distance ≤ δ de la première. Par construc-
tion, d(h∞0 (x∞), h∞1 (x∞)) = δ. Il reste donc uniquement à s’assurer que
X∞, Y ∞ sont bien des variétés de Hadamard pincées, et que h∞0 , h∞1 sont
bien harmoniques.

L’outil principal est l’existence d’un système de cartes uniformément
régulières de X et Y , dans lesquelles les tenseurs métriques et les appli-
cations h0, h1 admettent aussi des expressions uniformément régulières.
Plus exactement, le pincement de la courbure assure pour tout 0 < α < 1
l’existence d’un atlas de X tel que :
(i) les cartes sont des boules de rayons uniformes ;
(ii) les changements de cartes sont des fonctions de classe C2,α ;
(iii) les tenseurs métriques sont des fonctions de classe C1,α ;
(iv) les symboles de Christoffel sont de classe C0,α (i.e. α-höldériens) ;
(v) toutes les normes Ci,α qui précèdent sont uniformément bornées.

De telles cartes, sous une hypothèse de lissité C∞ (non uniforme) de X
qu’on peut probablement affaiblir, sont construites dans [J84, Pe94] (en
prenant pour fonctions coordonnées des fonctions harmoniques).

Les bornes (v) assurent une propriété d’équicontinuité : une sous-suite
d’atlas converge vers un atlas de X∞ ayant les mêmes propriétés de
régularité. La même chose vaut pour Y ∞.

Comme on l’a observé à la partie 3.1.1, la régularité (ii-iii) est suffisante
pour donner un sens à la notion d’application harmonique X∞ → Y ∞.
Les applications lipschitziennes et harmoniques h0, h1 : X → Y sont
soumises à des estimations a priori (ou estimations de Schauder, déjà
rencontrées plus haut, pour les équations différentielles elliptiques) qui
montrent qu’elles sont uniformément C2,α. Par uniformité, h∞0 et h∞1
héritent de la même régularité, et sont encore harmoniques.
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La régularité (iii) du tenseur métrique est en revanche insuffisante (de
justesse) pour appliquer la définition différentielle de la courbure sec-
tionnelle à la limite. Cependant, les inégalités (3.4) de pincement CAT-
(−b2,−a2) auxquelles sont soumis les espaces X, Y sont héritées par les
limites X∞, Y ∞. La borne inférieure −b2 assure notamment l’unicité des
géodésiques. Cela s’avère suffisant pour faire fonctionner l’argument d’in-
terpolation partielle comme dans le cas lisse.

7. Estimation des mesures harmoniques

Résumons ici pour finir la preuve du théorème 3.6, tirée de [BH17c].
Nous utiliserons l’inégalité de Harnack [LW02] :

Proposition 7.1. — Soit ε > 0 et soit X une variété de Hadamard à
courbure ≥ −b2. Il existe H > 0 tel que toute fonction harmonique h > 0
définie dans un ε-voisinage d’un segment [x, x′] de X vérifie

e−Hd(x,x′) ≤ h(x′)
h(x) ≤ eHd(x,x′).

Un autre ingrédient essentiel est la barrière d’Anderson-Schoen [AS85],
sorte de variante du lemme 3.4.(i) :

Proposition 7.2. — Sur une variété de Hadamard X pincée, il existe
δ > 0 tel que pour tout rayon géodésique [xy) de X, il existe une fonction
super-harmonique u[xy) > 0 sur X vérifiant
(i) u[xy)(z) ≥ 1 quand x]z

y ≤ π
2 ;

(ii) u[xy)(z) . e−δd(x,z) quand x]z
y = π.

Une inégalité d’Ancona [Anc87], valable sur les variétés de Hadamard
pincées, dit qu’étant donnés deux rayons 0 < r < r′, une fonction de
Green définie sur (au moins) un r′-voisinage de son pôle x est ≈r,r′ 1 à
distance r de x. On utilisera aussi les propriétés suivantes, qui en sont
une conséquence. Rappelons que GB

x désigne la fonction de Green de pôle
x définie sur un domaine B, et n̂ la normale rentrante en un point de ∂B.

Proposition 7.3. — Soient 0 < a < b, soit X une variété de Hadamard
(−b2,−a2)-pincée et soit ε > 0. Pour toute boule B ⊂ X de rayon R > 1
et tous (x, ξ) ∈ B × ∂B,

(i) si d(x, ξ) ≥ ε alors ∂G
B
x

∂n̂
(ξ) .ε 1 ;



APPLICATIONS HARMONIQUES EN COURBURE NÉGATIVE 23

(ii) si d(x, ξ) ≤ 1
ε
et d(x, ∂B) ≥ ε alors ∂G

B
x

∂n̂
(ξ) &ε 1.

ξ
11 pq

B′

ϕ′≤0
ϕ′≥0 ϕ≤0

ϕ≥0

B

∂B+

x
U

Figure 3. Illustration de la proposition 7.3

Démonstration. — Choisissons λ > 0, grand au sens du lemme 3.4.(ii) :
pour tout p ∈ X, la fonction e−λd(p,·) est sous-harmonique hors de B(p, 1

2).
On a λ ≈ 1. Soit B± la boule concentrique à B, de rayon R± 1.

Pour (i), soit p ∈ ∂B+ tel que d(p, ξ) = 1. Il suffit de montrer que
près de ξ on a GB

x .ε ϕ := e−λ − e−λd(p,·) (qui s’annule en ξ). Par les
estimations d’Ancona, GB+

x .ε 1 sur le bord de U := B(x, ε2) ; a fortiori
GB
x .ε 1 sur ∂U ∩B. Donc GB

x .ε ϕ sur ∂U ∩B. On a aussi 0 = GB
x ≤ ϕ

sur ∂B. Comme B r U est inclus dans la région X r B(p, 1
2) où ϕ est

super-harmonique, on a GB
x .ε ϕ sur B r U .

Pour (ii), soit q ∈ ∂B− tel que d(q, ξ) = 1. Il suffit de montrer que
près de ξ on a GB

x &ε ϕ
′ := e−λd(q,·) − e−λ (qui s’annule en ξ). Par

les estimations d’Ancona, GB
x &ε 1 à distance ε

2 de x, donc quitte à
appliquer l’inégalité de Harnack sur un segment de longueur .ε 1, on a
encore GB

x &ε 1 sur ∂B′, où B′ := B(q, 1
2). Donc GB

x &ε ϕ
′ sur ∂B′. On a

aussi 0 = GB
x ≥ ϕ′ sur ∂B. Comme ϕ′ est sous-harmonique sur B r B′,

on a GB
x &ε ϕ

′ sur B rB′.

Soient à présent B := BX(x,R) et ξ ∈ ∂B, et Cθ
[xξ) un cône visuel

de sommet x, d’axe [xξ) et d’angle θ. On notera parfois Cθ := Cθ
[xξ).
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Rappelons que par (3.2)-(3.3), pour tout x′ ∈ B, la mesure harmonique
σBx′ sur ∂B vérifie

(7.1) σBx′(Cθ ∩ ∂B) = hθR(x′) =
∫
Cθ∩∂B

∂GB
x′

∂n̂
(ξ) dξ

où hθR : B → [0, 1] est la fonction harmonique qui coïncide sur ∂B avec
la fonction caractéristique de Cθ, et où l’intégration se fait par rapport
à la mesure de Lebesgue (k − 1)-dimensionnelle de ∂B. Le théorème 3.6
découle de l’égalité de gauche et de l’encadrement suivant.

Proposition 7.4. — Soient 0 < a < b et X une variété de Hada-
mard (−b2,−a2)-pincée de dimension k. Soit H une constante de Har-
nack donnée par la propostion 7.1 pour ε = 1, et soit δ donné par la
proposition 7.2. On peut supposer δ

b
≤ k − 1 ≤ H

a
. Alors pour tout cône

Cθ de sommet x ∈ X et d’ouverture θ, et tout R > 0,
θH/a . hθR(x) . θδ/b.

Démonstration. — Si R est borné, l’égalité de droite de (7.1) et la propo-
sition 7.3 disent que hθR(x) est de l’ordre de la mesure de Lebesgue de Cθ

dans ∂B, et les estimations trigonométriques (fait 3.7.vi) montrent que
celle-ci est de l’ordre de θk−1 : en d’autres termes, la densité relative des
mesures visuelle et harmonique sur ∂B est contrôlée, et hθR(x) ≈R θk−1.
On suppose donc désormais R� 1.

Pour θ pas trop petit (en fonction de R), la stratégie est d’estimer
hθR(x) par les propositions 7.1 et 7.2. Pour θ plus petit, on affinera en
estimant d’abord, comme ci-dessus, les valeurs de hθR à distance ≈ 1 de ξ,
au moyen de (7.1) et de la proposition 7.3.

Majoration de hθR(x). — À distance R, l’écartement atteint par les
rayons de Cθ est . θebR. Si ce nombre est ≥ 1, soit R′ ≤ R tel que
θebR′ = 1 : il existe un point x′ ∈ [xξ) à distance R′ − O(1) de x tel
que Cθ

[xξ) ∩ ∂B ⊂ C
π/2
[x′ξ) ∩ ∂B (figure 4.i). La barrière super-harmonique

u[x′ξ) ≥ hθR donne

hθR(x) ≤ u[x′ξ)(x) . e−δR′ = θδ/b.

Si au contraire θebR ≤ 1, il existe x′ ∈ [xξ) à distance ≈ 1 de ξ tel que
la boule B′ := B(ξ, d(ξ, x′)) contienne Cθ ∩ ∂B (figure 4.ii). On peut en
outre supposer que ∂B′ reste à distance & 1 de Cθ ∩ ∂B, dont la mesure
de Lebesgue est notée s. On a alors hθR . s sur B ∩ ∂B′, par (7.1) et la
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θebR
′

= 1
(i)

θx x′

O(1)

R′

R

ξ

∂B

u [x
′ ξ)
≥

1

(ii)

θx x′ s

∂B
′

R

ξ

∂B

hθ
R.s

u
[x

′ ξ
)
≥

1
θeaR

′
= 1

(iii)

θx x′ x′′

O(1)

R′

R

ξ

∂B

u [x
′ x

)
≥

1

(iv)

θx x′ s

∂B
′

R

ξ

∂B

hθ
R
&s

Figure 4. Majorations (i–ii) et minorations (iii–iv) de hθR(x).
Le cône Cθ = Cθ[xξ) est grisé.

proposition 7.3.(i). Ainsi, par super-harmonicité, hθR . s.u[x′ξ) sur BrB′.
Comme s . (θebR)k−1 par les estimations trigonométriques, il vient

hθR(x) . s.u[x′ξ)(x) . (θebR)k−1e−δR = θk−1(ebR)k−1− δ
b ≤ θδ/b

en utilisant δ
b
≤ k − 1 et ebR ≤ 1

θ
pour la dernière inégalité.

Minoration de hθR(x). — Soit R′ > 0 tel que θeaR′ = 1, et supposons
d’abord que R′ ≤ R − L, où L ≈ 1 est un nombre assez grand que nous
allons déterminer. À distance R′, l’écartement atteint par les rayons de
Cθ est & θeaR′ = 1.
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Si la marge L est assez grande, on peut trouver x′ ∈ [xξ)∩B à distance
R′ + O(1) de x tel que Cπ/2

[x′ξ) ⊂ Cθ
[xξ) (figure 4.iii). Pour tout x′′ ∈ [x′, ξ),

la barrière sous-harmonique 1− u[x′x) ≤ hθR donne

hθR(x′′) ≥ 1− u[x′x)(x′′).

Rappelons que u[x′x)(x′′) . e−δd(x′,x′′). Si la marge L est assez grande,
on peut donc prendre d(x′, x′′) ≈ 1 assez grand pour que u[x′x)(x′′) ≤ 1

2 .
Alors l’inégalité ci-dessus donne hθR(x′′) & 1, et l’inégalité de Harnack
appliquée au segment [x, x′′], de longueur R′ +O(1), donne

hθR(x) & e−HR′hθR(x′′) & e−HR′ = θH/a.

Si au contraire R′ ≥ R − L, i.e. θeaR ≤ eaL ≈ 1, soit x′ ∈ [xξ) tel
que d(x′, ξ) = 1 (figure 4.iv). La boule B′ := BX(ξ, 1) contient une boule
de rayon ≈ θeaR de ∂B, contenue dans Cθ, de mesure de Lebesgue s &
(θeaR)k−1. Or hθR(x′) & s, par (7.1) et la proposition 7.3.(ii). L’inégalité
de Harnack appliquée au segment [xx′], de longueur R− 1, donne

hθR(x) & e−HRhθR(x′) & e−HR(θeaR)k−1 = θk−1(e−aR)Ha −(k−1) & θH/a

en utilisant H
a
≥ k − 1 et e−aR & θ pour la dernière inégalité.
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