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Résumé – Cet article introduit la notion de factorisation en matrices quaternioniques non-négatives (Q-NMF). Ce nouvel outil étend la
factorisation en matrices non-négatives (NMF) usuelle au cas des signaux polarisés. L’approche repose sur deux points clés : (i) la représentation
algébrique de l’information de polarisation à l’aide des quaternions et (ii) l’exploitation des contraintes physiques liées à la polarisation généralisant
la contrainte de non-négativité. La question centrale de l’unicité de la Q-NMF est abordée. Grâce aux liens entre Q-NMF et NMF nous établissons
le rôle primordial joué par l’information de polarisation à des fins d’identification. En tant qu’outil générique d’approximation de rang faible pour
les signaux polarisés, la Q-NMF offre un potentiel très prometteur, notamment pour le démélange d’images spectro-polarimétriques.

Abstract – This article introduces the notion of non-negative quaternion matrix factorization (Q-NMF). This new tools extends the usual
non-negative matrix factorization (NMF) to the case of polarized signals. The approach relies on two key features: (i) the algebraic representation
of polarization information thanks to quaternions and (ii) the exploitation of physical constraints linked to polarization generalizing non-negativity
constraints. The central question of the unicity of Q-NMF is explored. We establish the key disambiguating role played by polarization information
thanks to the relations between Q-NMF and NMF. As a generic low-rank approximation tool for polarized signals, the Q-NMF appears of very
promising use, notably for the unmixing of spectro-polarimetric images.

1 Introduction

L’information de polarisation est essentielle dans de nombreux
domaines de l’imagerie, allant de l’astrophysique [1] à la bi-
ologie [2]. Elle présente naturellement un fort pouvoir dis-
criminant ainsi qu’une multitude d’informations physiques et
morphologiques, inaccessibles à l’imagerie d’intensité conven-
tionnelle. Depuis plusieurs années, l’exploitation de la polari-
sation dans les systèmes d’imagerie hyperspectrale suscite un
intérêt grandissant [3]. Cette imagerie spectro-polarimétrique
correspond à l’acquisition, en chaque pixel u et longueur d’onde
λ, d’un vecteur de paramètres de Stokes x(λ, u) ∈ R4 décrivant
sous forme énergétique les propriétés de polarisation de la
lumière. Ces paramètres obéissent à des contraintes spécifiques
liées à la physique de la polarisation. Celles-ci généralisent la
contrainte de non-négativité classique : seul un de des paramètres
de Stokes est nécessairement non-négatif et les 4 paramètres
sont reliés entre eux par une relation d’inégalité.

Une image spectro-polarimétrique peut être représentée sous
la forme d’un tableau de données à 3 dimensions (diversités
spatiale, spectrale et de polarisation). Dans le cas de sources à
bande étroite, l’adaptation de techniques d’approximations de
rang faible tensorielles usuelles (ex. CPD avec contraintes [4])
aux spécificités de la polarisation permet alors un démélange effi-
cace des données. En revanche, le cas général de sources à bande
large est autrement plus difficile, en raison de l’évolution de la
polarisation avec la longueur d’onde, et requiert le développement
d’outils d’analyse et de traitement dédiés.

Dans ce but, nous introduisons la notion de factorisation en
matrices quaternioniques non-négatives (Q-NMF). Ce nouvel
outil étend au cas des signaux polarisés le concept de factori-
sation en matrices non-négatives (NMF), largement utilisé en
démélange hyperspectral [5]. L’approche repose d’une part
sur l’exploitation d’une représentation algébrique du vecteur
de Stokes x(λ, u) grâce aux quaternions et d’autre part sur
l’exploitation des contraintes physiques liées à la polarisation,
généralisant la contrainte de non-négativité usuelle. En par-
ticulier, nous démontrons le rôle clé joué par les contraintes
liées à la polarisation en termes d’unicité de la factorisation.
La pertinence de l’approche est illustrée numériquement. Une
discussion sur la résolution pratique du problème de la Q-NMF
conclut cet article.

2 Préliminaires

2.1 Polarisation
La polarisation est une propriété fondamentale des ondes, notam-
ment électromagnétiques, décrivant la nature géométrique des
oscillations. A titre d’exemple, le vecteur du champ électrique
de la lumière dans le vide décrit une trajectoire elliptique dans
le plan transverse à la direction de propagation : l’onde est dite
elliptiquement polarisée. Les propriétés d’intensité et de polar-
isation de la lumière peuvent être décrites par 4 paramètres
de Stokes S0, S1, S2, S3. Ce jeu de quantités énergétiques,
mesurables expérimentalement, est ainsi couramment utilisé



dans de nombreuses applications, notamment en optique [6]. Le
premier paramètre de Stokes S0 ≥ 0 mesure l’intensité totale,
i.e. la somme des intensités issues de la partie polarisée et
non-polarisée de la lumière. La contribution relative de ces
deux parties est controlée par le degré de polarisation Φ

Φ =
intensité partie polarisée

intensité totale
=

√
S2
1 + S2

2 + S2
3

S0
, (1)

où, par définition, Φ ∈ [0, 1]. Quand Φ = 1, la lumière est dite
totalement polarisée, tandis que pour Φ = 0 elle est dite non-
polarisée. Pour 0 < Φ < 1, la lumière est dite partiellement
polarisée. Les trois paramètres de Stokes restants S1, S2, S3

définissent l’état de polarisation de l’onde : S1 et S2 encodent
les états de polarisation linéaire, tandis que S3 donne la contri-
bution liée à la polarisation circulaire.

2.2 Représentation quaternionique
Un vecteur de Stokes (S0, S1, S2, S3)> ∈ R4 peut être repre-
senté sous forme algébrique par le quaternion1

w = S0 + iS3 + jS1 + kS2 ∈ H , (2)

avec H = Vect{1, i, j,k} l’ensemble des quaternions, i, j,k
étant des racines de−1 (i2 = j2 = k2 = −1) telles que ij = k
et ij = −ji. Une réécriture géométrique de (2) est :

w = I + IΦµ (3)

où I = S0 ≥ 0 est l’intensité totale, Φ ∈ [0, 1] le degré de polar-
isation. Le quaternion pur µ tel que µ2 = −1 est appelé axe de
polarisation. Il peut être identifié avec un vecteur unitaire de R3

sur la sphère de Poincaré [7] encodant l’ellipse de polarisation
de l’onde considérée. L’expression (3) illustre également l’un
des avantages de l’approche quaternionique, en permettant une
séparation naturelle entre l’information purement énergétique
(la partie réelle de w, Rew = I) et l’information géométrique
liée à la polarisation (la partie imaginaire de w, Imw = IΦµ).

Au delà des représentations algébriques (2)-(3), le formal-
isme quaternionique permet la construction d’un cadre général
pour l’analyse et le filtrage des signaux bivariés ou polarisés,
comme démontré récemment [7]. En particulier, les expressions
(2)-(3) apparaissent naturellement dans le cadre de la définition
de la densité spectrale quaternionique de puissance des signaux
bivariés stationnaires au second ordre. Ce lien théorique ren-
force ainsi la pertinence de l’approche décrite dans cet article
pour le démélange d’images spectro-polarimétriques.

2.3 Contrainte de polarisation
Un vecteur de Stokes (S0, S1, S2, S3)> ∈ R4 est admissible
s’il satisfait les contraintes (S) suivantes :

S0 ≥ 0 et
√
S2
1 + S2

2 + S2
3 ≤ S0 . (S)

La première contrainte S0 ≥ 0 est usuelle et indique que
l’intensité totale est une quantité réelle non-négative. La sec-
onde quantité est spécifique à l’information de polarisation et

1Cette convention pour l’ordre des paramètres de Stokes est issue de [7].

montre que l’intensité de la partie polarisée ne peut être plus
grande que l’intensité totale. Notons que (S) n’impose pas les
paramètres S1, S2, S3 à être non-négatifs.

D’un point de vue mathématique, (S) étend la contrainte de
non-négativité usuelle des signaux univariés au cas des signaux
bivariés. En effet, considérons la matrice de cohérence J [8,
Section 1.4] telle que

J =
1

2

[
S0 + S1 S2 + iS3

S2 − iS3 S0 − S1

]
∈ C2×2. (4)

La matrice J correspond à la matrice de covariance du champ
électrique complexe associé [8, Section 1.4.1]. Ainsi, J est
Hermitienne semi-définie positive ou simplement non-négative,
caractérisée par trJ ≥ 0 et detJ ≥ 0. On obtient alors directe-
ment (S) à partir de (4).

Le cœur de l’approche proposée repose sur l’exploitation
de (S) au travers de la représentation quaternionique (2) des
paramètres de Stokes. On définit alors par extension l’ensemble
des quaternions non-négatifs HS ⊂ H tel que

HS , {q ∈ H|Req ≥ 0 et |Imq| ≤ Req} . (5)

Cette identification formelle entre un quaternion q ∈ HS et un
vecteur de Stokes est utilisée dans toute la suite.

3 Factorisation en matrices
quaternioniques non-négatives

Cette section introduit la notion de factorisation en matrices
quaternioniques non-négatives (Q-NMF), qui généralise la NMF
au cas des signaux bivariés. La Q-NMF repose sur deux points
clés : (i) la contrainte de polarisation (S), correspondant à la
propriété de non-négativité pour les signaux polarisés et (ii) la
représentation algébrique (2) des paramètres de Stokes à l’aide
des quaternions.

3.1 Définition
Considérons pour simplifier le cas de l’imagerie hyperspec-
trale polarisée : pour chaque longueur d’onde λ et pixel u on
mesure le vecteur de Stokes représenté sous la forme (2) par
x(λ, u) ∈ HS . On cherche alors une décomposition de ces
vecteurs de Stokes spatio-fréquentiels x(λ, u) en P sources
polarisées, inconnues, telles que

x(λ, u) =

P∑
p=1

wp(λ)hp(u) (6)

où hp(u) ≥ 0 est l’activation de la source p au pixel u et
wp(λ) ∈ HS est le vecteur de Stokes correspondant à la longueur
d’onde λ. L’équation (6) décrit un problème de séparation
aveugle de sources polarisées à large bande. C’est un modèle
générique : aucune hypothèse sur la dépendance fréquentielle
de la polarisation n’est formulée, à la différence d’approches
existantes basées sur des modèles bande étroite [9].



La résolution de (6) peut se voir comme le problème de fac-
torisation de matrices quaternioniques non-négatives (Q-NMF)
suivant

X = WH (7)

où X ∈ HM×N
S est la matrice des données spectro-polarimétriques,

i.e.(X)mn = xmn = x(λm, un). La matrice des sources
W ∈ HM×P

S a pour coefficients (W)mp = wmp = wp(νm),
tandis que H ∈ RP×N

+ est la matrice d’activation telle que
(H)pn = hpn = hp(un). La Q-NMF (7) de X repose, d’une
part sur l’exploitation de la contrainte (S) pour les sources W,
et d’autre part sur la contrainte usuelle de non-negativité pour
les activations H. Notons enfin que pour P ≤M,N donné, W
et H définissent une approximation de rang faible de X.

3.2 Lien avec la NMF
La décomposition en parties réelle et imaginaire d’un quaternion
permet de réécrire la Q-NMF (7) comme suit

X = WH⇔

{
Re X = [Re W]H (NMF)
Im X = [Im W]H (polarisation)

(8)

L’équation (8) montre que la Q-NMF (7) peut être vue comme
un problème de co-factorisation matriciel avec la matrice des ac-
tivations H pour facteur commun. Le premier problème ReX =
[Re W]H, décrit un problème NMF standard sur la partie réelle
de X, c’est à dire sur les données d’intensité (paramètre de
Stokes S0 ≥ 0). Le second problème Im X = [Im W]H
cherche à factoriser la partie imaginaire de X décrivant les pro-
priétés de polarisation (paramètres de Stokes S1, S2, S3). Ces
deux problèmes de factorisation sont couplés en raison de la
présence de la matrice des activations H dans ces deux derniers,
mais aussi en raison de la nature de la contrainte (S) liant les
facteurs W des deux problèmes.

La relation entre (7) et (8) donne une illustration supplémentaire
de la manière dont la Q-NMF généralise la NMF au cas des
signaux bivariés ou polarisés. En particulier, (8) permet de
quantifier précisément l’impact en termes d’identifiabilité de
l’information de polarisation et de la contrainte (S) associée.

4 Unicité de la Q-NMF
La Q-NMF (7) soulève une question fondamentale : quelles
sont les conditions garantissant l’unicité des facteurs W et H
de la décomposition ? Comme pour la NMF [10–13], cette
problématique liée à l’identifiabilité des facteurs permet de
garantir l’interprétabilité des facteurs W et H.

Soit X ∈ HM×N
S et supposons qu’il existe deux facteurs

W ∈ HM×P
S et H ∈ RP×N

+ tels que X = WH. Considérons
à présent une matrice T ∈ HP×P inversible. Toute paire de
facteurs (W̃, H̃) définie par W̃ = WT et H̃ = T−1H laisse
les données inchangées X = WH = W̃H̃. Cependant, les
contraintes de non-négativité réelle et quaternionique sur les
nouveaux facteurs requièrent W̃ ∈ HM×P

S et H̃ ∈ RP×N
+ .

Ceci réduit fortement l’ensemble des matrices T admissible :

ainsi, la contrainte de non-négativité réelle sur H implique que
T soit une matrice réelle, ce que l’on suppose à présent.

La matrice de transformation T étant réelle, la Q-NMF exhibe
les mêmes ambiguı̈tés triviales de la NMF, à savoir :
• indétermination d’échelle :

T = diag (t1, t2, . . . , tP ) , ti > 0, 1 ≤ i ≤ P (9)

• indétermination d’ordre :

T est une matrice de permutation (10)

Ces résultats peuvent être directement obtenus par adaptation de
la preuve du cas NMF [10] au cas de la Q-NMF. La Q-NMF et
la NMF partagent ainsi la même définition pour l’unicité [10] :
pour X donné, la Q-NMF X = WH est dite essentiellement
unique si les seules indéterminations sont les indéterminations
d’échelle (9) et les indéterminations d’ordre (10). Le restant de
cette section établit l’impact des contraintes (S) pour W et de
non-négativité pour H sur l’unicité des facteurs de la Q-NMF.

4.1 Cas de deux sources (P = 2)
Bien que le cas particulier P = 2 puisse apparaı̂tre réducteur,
son étude nous permet de tirer de nombreux enseignements
quant au rôle joué par la contrainte (S). Supposons que la Q-
NMF X = WH existe. Pour 1 ≤ m ≤ M et 1 ≤ n ≤ N , les
coefficients de chaque facteurs W et H sont donnés par

(W)mp = Imp + ImpΦmpµmp et (H)pn = hpn (11)

où p = 1, 2 correspond à l’indice de chaque source. Nous avons
démontré dans [14] la condition suffisante d’unicité suivante:
Proposition 1. Si les conditions suivantes sont satisfaites :
• ∃m1,m2 ∈ {1, 2, . . .M} t.q.

Φm11 = 1, Φm12µm12 6= µm11

Im11 ≥ f (Φm12,µm11,µm12) Im12

Φm22 = 1, Φm21µm21 6= µm22

Im22 ≥ f (Φm21,µm11,µm12) Im21

(C1)

où f est une fonction bornée à valeurs dans [0, 1].
• ∃ n1, n2 ∈ {1, 2, . . . N}, n1 6= n2 t.q.{

h1n1 > 0 et h2n1 = 0

h2n2
> 0 et h1n2

= 0
(C2)

alors la Q-NMF X = WH est essentiellement unique.
Comme attendu, la condition (C2) est identique à celle obtenue

pour le facteur d’activation de la NMF [10]. En revanche, la
condition (C1) démontre le rôle clé joué par l’information de po-
larisation. A la différence du cas NMF qui requiert l’annulation
à tour de rôle des sources [10], (C1) montre qu’il est suffisant
qu’il existe au moins 2 indices m1,m2 (non nécessairement
différents !) tels qu’en m1, la source 1 soit totalement polarisée,
d’intensité plus élevée d’un facteur appartenant à [0, 1] par rap-
port à la source 2, et que cette dernière n’ait pas exactement
le même état de polarisation que la source 1. Le cas m2 est
obtenu par symétrie. Ces conditions d’unicité apparaissent par-
ticulièrement peu restrictives comparées au cas de la NMF [10].
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FIG. 1: Ensemble de solutions admissibles pour la NMF et
la Q-NMF. L’information de polarisation permet de fortement
réduire l’espace des solutions admissibles.

4.2 Cas général (P ≥ 2)
L’étude de l’unicité de la Q-NMF dans le cas général P ≥
2 est bien plus complexe. Toutefois, la relation entre la Q-
NMF et la NMF (cf. Section 3.2) permet d’illustrer l’intérêt de
l’information de polarisation dans les cas où une approche NMF
basée sur la seule information d’intensité n’est pas identifiable.

On se place donc dans le cas où les sources ne s’annulent ja-
mais, i.e. pour toutm, p, Rewmp > 0. Dans ce cas, le problème
NMF associé ReX = [ReW]H est réputé être non-identifiable,
car une condition nécessaire d’unicité de la NMF réside dans
l’annulation des sources deux à deux [10]. Au contraire, la
proposition 2 montre que dans ce même cas, il existe une condi-
tion nécessaire d’unicité de la Q-NMF impliquant l’information
de polarisation. La preuve de ce résultat est donnée dans [14].

Proposition 2. Supposons que la Q-NMF X = WH est essen-
tiellement unique. Les conditions suivantes sont alors vérifiées :

• ∀(p, q), p 6= q,

∃m t.q. Φmp = 1, Φmqµmq 6= µmp , (A1)

• ∀(p, q), p 6= q,

∃n t.q. hpn = 0 et hqn > 0 . (A2)

Etant donné une Q-NMF essentiellement unique avec des
sources strictement positives, pour tout paire de sources dis-
tinctes (p, q) deux critères doivent donc être vérifiés : (A1) il
existe un indice m tel que la source p soit totalement polarisée
et la source q ait un état de polarisation différent; (A2) il existe
un indice n tel que la source q soit active et la source p inactive.
Cette dernière condition (A2) est identique à la celle obtenue
pour le facteur d’activation de la NMF [10].

5 Discussion
En toute généralité, la contrainte de polarisation (S) permet
de réduire grandement l’espace des solutions admissibles de la
Q-NMF X = WH par rapport à la NMF ReX = [ReW]H

associée, et améliore ainsi l’identifiabilité des facteurs sources
et des activations. La Fig. 1 illustre ce phénomène : pour une
source donnée, comparé à la NMF, l’ensemble admissible des
sources et activations apparaı̂t clairement plus restreint pour la
Q-NMF, jusqu’à être quasi-unique pour le facteur source.

D’un point de vue pratique, nous montrons dans [14] que la
résolution de la Q-NMF (3) peut s’effectuer par un algorithme
de type alternating least squares (ALS). Cet algorithme est
remarquablement simple et offre de bonnes performances en
pratique. Il fait néanmoins appel à des résultats non-triviaux sur
l’optimisation de fonctions à variables quaternioniques [15], ne
pouvant être reproduits ici, faute d’espace.

Ces premiers résultats théoriques et méthodologiques illus-
trent la capacité générale de la Q-NMF à exploiter la spécificité
de l’information de polarisation. Ce nouvel outil apparaı̂t très
prometteur, nous permettant d’envisager de nombreux travaux
futurs sur les plans théoriques, algorithmiques et applicatifs.
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