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MODULES DE DRINFELD QUASICRISTALLINS

T.M. GENDRON, E. LEICHTNAM, AND P. LOCHAK

ABSTRACT. Dans cet article nous développons la notion de module de Drinfeld
quasicristallin, que I'on peut voir comme un analogue en caractéristique zéro
des modules de Drinfeld classiques. On prendra garde que ’adjectif se réfere
aux quasi-cristaux (au sens de [23]), sans rapport avec la théorie cristalline
initiée par A. Grothendieck.
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INTRODUCTION

Rassembler sous la dénomination commune de corps globauz les corps de nombres
(alias les extensions finies de Q) et les corps de fonctions (alias les extensions finies
de Q :=TF,(T)) a sans doute constitué I'un des gestes les plus productifs en théorie
des nombres. Cette philosophie, promue par A.Weil dans son ouvrage si influent
([35]), a largement établi ’habitude de prouver d’abord les conjectures pour les
corps de fonctions (donc en caractéristique positive), en utilisant les structures
supplémentaires attachées a ces derniers, a savoir d’abord :

(1) La géometrie des courbes que 'on trouve comme en coulisses dans les ex-
tensions de Q mais pas pour les corps de nombres ;
(2) Varithmétique de rang 1, c’est-a-dire Pexistence d’anneaux de Dedekind
avec groupe d’unités fini, qui découle du caractére non archimédien de la
somme par rapport aux valuations a l'infini, tandis que les valuations a
I'infini des extensions de Q sont elles archimédiennes.
L’aspect géométrique des extensions de Q était utilisé par Weil pour démontrer
I’hypotheése de Riemann [36] dans ce cas, ce qui ’a conduit a la formulation des
fameuses conjectures, dites de Weil [37]. Les preuves de Weil et de Deligne conti-
nuent a inspirer certaines approches du cas “classique”, comme le montrent les
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travaux d’A. Connes [6] et C. Deninger [12]. Il s’agit en particulier de chercher
lanalogue d’un morphisme étale de courbes qui induirait une extension finie K/Q.

D’autre part 'arithmétique des anneaux de Dedekind de rang 1 a été synthétisée
par V. Drinfeld [13] et D. Hayes [17] dans une théorie du corps de classes en carac-
téristique positive qui combine des idées venues de la théorie de la multiplication
complexe et du théoreme de Kronecker-Weber. Plus généralement, V. Drinfeld [14]
a appliqué sa théorie a la résolution d'un cas de la réciprocité de Langlands en
caractéristique positive.

Ce qui précede rend tres naturel le projet de chercher une version de la théorie de
Drinfeld-Hayes pour les corps de nombres. Une piste était fournie dans les articles
[5] et [10] qui concernent I’étude de Uinvariant modulaire quantique

j9 :R/GL(2,Z) — R U {00},

une fonction multivaluée, discontinue et invariante par rapport & l'action projective
de GL(2,Z) sur R. La définition de j(0) utilise les approximations diophantiennes
de 6.

Il existe aussi une definition de j9* en caractéristique positive

j*:R/GL(2,Z) — R U {00},

ol R = Q4 est analogue des nombres réels et Z = F,[T] C Q est 'analogue des
entiers rationnels. Dans ce cas, pour f € R une unité fondamentale quadratique
sur Q, j9°(f) est fini, et on peut identifier
(1) th(f):{j(ai)‘aiCAOOn i=1,...,d}7
ou (voir [10] pour plus de précisions)

o A, est un sous-anneau de Dedekind de Ox = l'anneau des entiers de

K = Q(f), “petit” au sens que A%, =TFx ;
o Les a; C A, sont des idéaux ;
e j:Cla,, — R est un invariant modulaire des classes d’idéaux de A, .
Si l'on note Ho, le corps de classes associé a Oxk, le théoréme principal de [10]

dit que

d

Ho, =K( [[ o =K(]i(e)).
o€jat(f) i=1

La preuve utilise la théorie de Drinfeld-Hayes, autrement dit une théorie du corps

de classes basée sur le “petit” anneau A, ([13], [17]). On a la conjecture suivante:

Conjecture (Demangos-Gendron [10]). Soient 6 € R\ Q une unité fondamentale
quadratique et K = Q(0) le corps quadratique associé, de discriminant D. Alors,
J9(0) est un ensemble de Cantor autosimilaire d’ordre D et

Hye = K(N™%(j9(0)))
ot Hy est le corps de classes de Hilbert de K et N®V8(59%(0)) est un produit pondéré

des éléments de j(0).

Dans cet article, on démontre que j9%(0) est 'image continue d’un ensemble de
Cantor ; en particulier il est soit de Cantor, soit fini (voir Corollaire 1).

En vue de prouver ’analogue en caractéristique nulle des résultats résumés plus
haut il est désirable de disposer de I’équivalent de la théorie de Drinfeld-Hayes dans
ce cas. On constate immédiatement que le premier pas consiste & trouver un anneau



analogue As, & A, en caractéristique nulle, ou 07 : K — C est un plongement
de K/Q.

Dans le cas ou K = Q(¢), avec @ le nombre d’or, une description explicite de Ag,
était implicite dans les calculs de renormalisation donnés en [5] (voir §§2,3). Richard
Pink ([27]) a par la suite suggéré la définition élégante et transparente suivante :
soit K/Q une extension quadratique réelle, o;, i = 1,2, les deux plongements de K
dans R. On fixe 0 en identifiant K avec o1 (K). Soit

Ag, ={a € Og| || <1}, « = oa(w).

Si Ton écrit K = Q(0) ot 0 est une unité fondamentale et que Pon définit les
semigroupes multiplicatifs

a, = {a € Okl || <077} Caf ={ae€ Okl || <077},

Pink a demontré que

70) = | {i(an).i(ad)},

z€[0,1)

ol j est un analogue de I'invariant modulaire (voir §5). Cette formule est 'analogue
exacte de (1): en fait, les idéaux a; qui apparaissent dans (1) s’écrivent explicitement

a;i={g9 € K| ¢, <q '}

Pink a observé également que les semigroupes a, sont des quasicristauz (et méme
des ensembles modéles). Cependant il leur manque pour constituer de véritables
idéaux d’etre stables par rapport a la somme. Dans cet article, partant de 1’obser-
vation de R. Pink, nous explorons la possibilité de développer une théorie de
Drinfeld-Hayes basée sur ’anneau quasicristallin Ag, .

Nous commengons au §1 avec une récapitulation de la théorie de Drinfeld-Hayes.
Au §2 nous donnons la définition générale d’un anneau quasicristallin arithmétique
puis discutons au §3 le monoide des classes d’idéaux Clixc(,l . Nous définissons ensuite
(84) la fonction zéta ¢, associé a un idéal quasicristallin et démontrons 1’existence
d’un prolongement méromorphe a tout le plan complexe. Au §5 on utilise la fonc-
tion zéta (, pour définir I'invariante modulaire j : CI?L‘CU1 — R et montrer sa conti-

nuité par rapport a la topologie cantorienne de Cllcg . Nous commencons ensuite
1

(§6) un développement plus géométrique en introduisant pour chaque idéal quasi-
cristallin un solénoide associé qui représente essentiellement une définition analy-
tique d’un module de Drinfeld quasicristallin. Enfin au §7 on introduit les fonctions
trigonométriques quasicristallines qui découlent de formules du produit, ainsi que
I’exponentielle associée, dans le cadre de ces modules quasicristallins.

Remerciements. Le premier auteur voudrait exprimer sa gratitude a 1) La Fon-
dation des Sciences Mathématiques de Paris pour le financement de son séjour a
Paris a 'automne 2017 ainsi que I’équipe d’algebres d’operateurs de 'Institut de
Mathématiques de Jussieu — Paris Rive Gauche pour son hospitalité et ses encoura-
gements et 2) Boris Zilber et Merton College de I"Université de Oxford pour le
financement de son séjour a Oxford au printemps 2018. Il a également bénéficié de
conversations avec Paul Nelson, Ryszard Nest, Richard Pink (qui a fait des com-
mentaires tres utiles sur une version antérieure de l'article), Georges Skandalis et

Boris Zilber.
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1. BREF RESUME DE LA THEORIE DE DRINFELD-HAYES

La théorie quasicristalline développée ici est basée sur la théorie des modules de
Drinfeld-Hayes de rang 1, presentée par exemple dans [17], [16], [34] et que nous
résumons ci-dessous.

Soient Q =F(T) D Z := F,[T] le corps des fonctions rationnelles & coefficients
dans le corps fini F, (¢ = p¥, p un nombre premier) avec son sous-anneau des
polynomes. Alors Q est le corps de fonctions de la droite projective P* = QU {oo}
et Z Panneau des fonctions regulieres sur P! — {oo}. Soit R := Q. le completé de
Q & la place voo @ Voo (f) = degp-1(f) = —degr(f) et |f| = ¢ >, On identifie
R a F,[[T71]], le corps des séries de Laurent en la variable 7-'. On note enfin
C = (R)w, qui est un corps complet et algébriquement clos.

On dit qu'une extension K/Q est géométrigue si le corps des constantes K NTF,
de K est aussi F,. Dans ce cas il existe un morphisme 7 : g — P! de courbes
défines sur F, qui induit cette extension. Toutes les extensions considérées ici sont
géométriques. A une telle extension on associe la cloture intégrale Ok de Z dans
K;ona

Ox = Reg(Zx \ (),
ot Reg dénote les fonctions régulieres. Si ooy € 1 (00) on peut définir
A, = Reg(Zk \ {o01}) C Ox,

qui est un anneau de Dedekind ; A, est “petit” au sens que A% est fini, ce qui

implique 'existence des places Ao, — C d’images discrétes. A ces deux anneaux
de Dedekind Ok et A, on peut associer les corps de classes de Hilbert au sens
de Rosen ([29])

Ha

Ho,

K

dont les groupes de Galois sont isomorphes aux groupe des classes idéaux corres-
pondants:

o1

Gal(HAml/K) = C|A001 et Gal(HoK/K) = Clok-

Ezemple 1. Le cas de K C R extension de degré 2 sur Q, induite par le morphisme
de degré 2 m: Tk — P!, est particulierement intéressant. On a deux préimages de
oo € P!, soit m1(o0) = {001, 002}. Dans ce contexte

A, ={9€K| |g/|001 <1},

ol ¢ est la conjuguée de Galois de g et |¢|oo, = ¢ ¥~1). Fixons une unité
fondamentale f € O tel que |f|eo, = g% > 1. Suivant [10] on a l'identification

A, =F[f, T, ..., fT" '] C Ok =F,[f.T].
Dans cette méme référence on a également démontré (cf. Theorem 4 de [10]) que :

Gal(HAml /Ho,) = Z:={ag,...,a4-1} C C|Am1



al:(fvavvaz):{geroJ |gl|001 Sqi_d}C‘Aool'

A tout idéal fractionaire de A, on associe un A,-module de rang 1 comme
suit. On définit d’abord I'exponentielle associé a a

exp,(z) = 207};[@ (1 — &> :

qui est un épimorphisme additif (C,+) — (C,+) de noyau a. Pour tout o € A,
il existe alors ([16]) un polynéme additif * pa(X) tel que le diagramme ci-dessous
soit commutatif:

C/a —~+ C/a

cqul% ’Elcqu

C C

Pu
Le module de Drinfeld (de rang 1) associé a a, soit D, = (C, p), est défini alors
comme C muni de la structure de A.,-module définie par les py. En tant que
A ,-module, on a
Dy, = C/a.
Il existe une normalisation naturelle de D, par &, € C qui joue un role analogue
a la normalisation de Z par 7 € C dans la théorie de ’exponentielle classique. On
remplace le réseau a C C par A, := Eqa et on considere 'exponentielle correspon-
dante

ea(z) = expp_ (2) = Ea expy (&5 '2).

On choisit &, de maniere & obtenir un module de Drinfeld H~)a = (C, p) conjugué
a D, et normalisé par rapport au signe (voir au §12 de [17]). Dans ce cas, pour
chaque o € A, les coeflicients de p, appartiennent au corps de classes de Hilbert
Ha ., et de plus (voir [17] et [34] Theorem 3.4.2) Hayes a montré qu’ils engendrent
ce corps :

Ha,, = K(coefficients de py)-

oo

Le module ﬁa s’appelle module de Hayes. 1l a permis a ce dernier de développer
une théorie explicite du corps de classes basée sur le “petit” anneau de Dedekind
A, en utilisant les modules D.

Le but de cet article est de proposer un candidat pour représenter un analogue des
modules de Hayes pour les anneaux d’entiers des corps de nombres. En particulier,
on définira les analogues des objets suivants :

- le petit anneau A, : ce sera un anneau quasicristallin PVS (Pisot-
Vijayaraghavan et Salem), voir §2 ;

- un idéal a de A, , appelé ci-dessous idéal quasicristallin, voir §2 ;

- le groupe de classes d'idéaux Cla_, , ici le monoide des classes des idéaux
quasicristallins, voir §3 ;

- le quotient C/a, noté Sa, alias ici le solénoide quasicristallin associé a a,
voir §6 ;

- Pexponentielle exp,, voir §7 ;

LCest-a-dire de la forme f(X) =3 ¢;t olt T(X) = X9 est le morphisme de Frobenius.
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- le module de Drinfeld D,, devenu le module de Drinfeld quasicristallin et
noté

E, c C*.
Sa structure de “module” provient d’applications multivaluées
Po 1 Dy — Dy,

induisant des fonctions bien définies sur le cercle St = C*/R*..

2. ANNEAUX ET IDEAUX QUASICRISTALLINS

Soit X C R™. On dit que X est un ensemble de Delaunay s’il est

1. uniformément discret: il existe r > 0 tel que pour tout z € X, B,.(z)NX =
{z}, ou B,(z) est le boule ouvert de radius r centré en x.

2. relativemente dense: il existe R > r > 0 tel que pour tout v € R”, Br(v)NX
est non nulle.

Un quasicristal (au sens d’Yves Meyer [23]) est un ensemble de Delaunay A C R™
qui est un presque réseau : il existe un ensemble fini F' C R” tel que

A—ACA+F.

Ezemple 2 (Ensembles Modeles). Soit RY = V; & V5 une décomposition en somme
directe de deux sous-espaces vectoriels, 7t; les projections sur V;, i = 1,2. Soient
I c RY un réseau et D C V5, un ensemble relativement compact (appelé fenétre).
L’ensemble modeéle associé est défini par

M=M(T,D) =M1, Vo,T,D) ={m(v)|veT, m(v) € D} C V.

Normalmente on prendra N =n + m, V3 = R” et Vo = R™, afin d’avoir M C R".
Plus généralement, on peut remplacer RY par R*@H ot H est un groupe localement
compact. En prenant ' C R™ @& H un réseau et D C H relativement compact, on
définit de méme M = M(R", H,T, D). Dans les deux cas, il en résulte que M est
un quasicristal ([23], [25]). Tout quasicristal est contenu dans un ensemble modéle,
mais il existe des quasicristaux qui ne sont pas des ensembles modeles ([25]).

Definition 1. Un anneau quasicristallin (euclidien de rang n) est un quasicristal
A C R™ qui est un monoide multiplicatif contenant {0, +1}. Un sous-monoide a C A
satisfaisant A - a C a est appelé idéal quasicristallin (entier)?. Plus généralement,
un idéal quasicristallin fractionnaire est un quasicristal a C R™ tel que A -a C a.

Ezemple 3. Soient I' C R™ un réseau qui est aussi un anneau avec 1 et D C R™ un
monoide multaplicatif relativement compact qui contient 7t(1) (par exemple, on peut
prendre D = la boule unitaire en R ou le produit [—1,1] x---x[—1,1]). L’ensemble
modele associé A = M(T', D) est donc un anneau quasicristallin. Par chaque idéal
2 C T et chaque sous-monoide relativement compact D’ C D, a = M(2, D’) est
un idéal quasicristallin de A.

Dans la suite on se concentre sur le cas des idéaux quasicristallins associés aux
sous monoides multiplicatifs d'un corps de nombres K/Q de degré d > 1. On note
les d plongements o : K < C ainsi que ’espace de Minkowski

K Ko ={z=(2,) € C¥zg = 25} 2 R" x C?,

20n note (voir [25]) qu’un idéal quasicristallin entier et non zéro est aussi un quasicristal.



ou r = le nombre de plongements réels, s = le nombre des paires de plongements
complexes et d = r 4+ 2s. On fixe un sous ensemble
R
r={o1,...,01}, 0;:K <= Ks; =14 ou
C

de plongements tel que si 0 € X est complexe, © € L. L’ensemble ¥ définit un
sous-espace Ky C K, de fagon évidente et un plongement

y= (0‘1,...,0‘k)ZK;>Kz.
Si X’ est le complement de X, on a Ko, = Ky ® Ky,. On dit que A C K est un
anneau quasicristallin s’il existe L = (074, ..., 0) comme ci-dessus et tel que 'image

Z(A) C Ks est un anneau quasicristallin de Ky. On identifiera alors A avec son
image L(A) C Kx.

Ezemple 4. Fixons X comme ci-dessus. On peut associer & chaque o € X’ la fenétre
Dy ={x € K| |z| <1}. Alors 'ensemble modele

Ay = M(Ks, K5/, Ok, Dy),

ot Dy = [[;c5/ Do, définit un anneau quasicristallin Ay C Kx. Si L = {o} on
note
R
As C ou
C

I’anneau quasicristallin associé, qu’on dira de rang 1, réel ou complexe selon la
nature du plongement o.

Si par exemple K = Q(0) C R est une extension quadratique réelle de Q, alors
on a deux plongements o7 = id et o2 de sorte que

Ag, ={a € Okl || <1}, As, ={ € Okl |«] <1},
ot & dénote le conjuguée sous Galois. Dans ce cas, on a
Ag, NAg, =1, (Ag) =0k, i=1,2,

ol (X) est le groupe engendré par X et la deuxieme égalité est consequence du
fait que Ok = Z[6], pour O une unité fondamental. Si K = Q(w) quadratique
complexe, il n’y a qu’une paire de places conjuguées (o et 0) avec Ag = O. Si X
comprend tous les plongements de K, on obtient Ay = O-.

Soient 0 un entier algébrique reél tel que 0 > 1, 09 ses conjuguées, o; # id.
On rappelle que 0 est un nombre de Pisot-Vijayaraghavan (PV) si pour tout i,
|09 < 1, voir [28], [4]. Si [6°7] < 1 pour tout 4, avec egalité pour au moins une
valeur de i, on dit que 6 est un nombre de Salem () ([30]).

De méme un entier algébrique complexe w avec |w| > 1 est un nombre de
PV complexe ([3]) si tous ses conjuguées w #  satisfont |w | < 1; c’est un
nombre de S complexe si tous ses conjuguées w?: # W satisfont |w| < 1 avec de
nouveau égalité pour au moins un i. On note PV I’ensemble de tous les nombres de
Pisot-Vijayaraghavan complexes, S celui des nombres de Salem complexes et PV .S
I'union de ces deux ensemles (PV.S = PV US). Les intersections PV = PV N R,
Sr = SNR, PVSg = PVSNR, consistent en les nombres PV, S et PV S classiques
ainsi que leurs opposés. Si K/Q est finie, on note PV = PV N K et de méme pour
S et PVS. On a alors I’énoncé suivant :
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Proposition 1. Soit A; C K comme dans I’Exemple 4. Alors on a l’égalité
As=PVSgUpgU {0}
ot ug C Of est le sous-groupe multiplicatif des racines de lunité.

Preuve. On identifie Ay & son plongement complexe en utilisant la place o. Pour
tout o € A, |«F| < 1 pour tout T # 0,0. Si|«| > 1 alors « € PV Sk et sinon
|| =1 et donc & € pg.

O

Un tel Ay sera appelé anneau quasicristallin PV .S associé a K et o; dans ce que
suit nous nous concentrerons sur I’étude de tels anneaux quasicristallins de rang 1.

En ce que suit on choisit une place complexe de chaque paire de places conjuguées
: puis ’ensemble des places o; dont 0;,0; # o contient r + s — 1 éléments. Notons

7'[/ : KOO — K{O‘}’
la projection sur K4}/, ot on rappelle que {0}’ = complement de o dans I'ensemble
des places. Soient z € Ky et & = (81,...,8,415-1) > 0 (i.e. §; > 0 pour tout 7). On
écrira
|z| < &, xR
si et seulement si |z;| < 8¢ pour tout ¢. Si
uwe Uk :=0%/ug = Zrts—1
est une unité d’ordre infini, on définit pour chaque x € R™+5~1
ax(u) == {a € Ok | |7 ()] < |7 (u)[*}.
Il est clair que ax(u) est un ensemble modéle et un monoide multiplicatif, donc un

idéal quasicristallin fractionnaire puisque Ay agit dessus par multiplication. Pour
u1, Uz, u € Uk, on a les inclusions

ax(u1) - ax(u2) C ax(uius), ax(u) - ay(u) C axiy(u),
ainsi que les égalités
ax(u) = ax(u™), w-ax(u) = axp1(u)
oul=(1,...,1). Pour tout u € Uk, on a
ap := PV NAs = ao(u),

I’ensemble de nombres de PV de A, qui est un idéal quasicristallin entier maximal
de Ay ; son complémentaire est donné par

Ag\ag = Sk Uug.

Dans la suite on fixe u une unité de PV 3, c’est-a-dire une unité u d’ordre infini tel
que |70 (u)| < 1. Nous omettrons parfois u dans la notation, écrivant simplement a.
Outre les quasicristaux ay, il sera commode de disposer des quasicristaux associés

a un vecteur + = (+1,...,+q-1) € {0,1}47%: si Pon note
_ < si+4; =0,
<+i_ { g si +, = 1 )
on définit

af = {a€ Okl | ()] <4 |7 (u)P} D ax.

311 en existe toujours ; voir par exemple la preuve du Théoréme 3.26 de Narkiewicz [26].



Lorsque 4+ = (1,...,1), on note
a:= a+,
de sorte que Ay =g et a} = a, quand + = (0,...,0).
Les quasicristaux a, C aj sont des idéaux quasicristallins entiers si x > 0 (parce
que u est PV), et autrement des idéaux quasicristallins fractionnaires. Clairement,

ax Caf = Jitel que o;(u)* € Ok.

- X

Par exemple, si K = Q(0) est une extension quadratique réelle et 6 > 1 une unité
fondamentale, alors pour x € R,

a,(0) C af(0) & 0% € O,
et dans ce cas
af (0) = a,(0) U {+0°}.

xT

Note 1. Le choix de I'unité u est sans conséquence. Plus précisément la famille

Z = {af ()} 4 x
est indépendante du choix de u. En effet, si @ est autre unité de PV, il existe y tel

que |7 (u) ¥ = |7'(a)].

Note 2. On peut considérer les analogues des quasicristaux et des ensembles modeles
dans le cas de caractéristique positive (voir §1 ci-dessus pour les notations). En
remplacant R par R on peut définir pareillement les notions de quasicristal et
d’ensemble modele. On a alors

As, = Ag =07 = {g € Ok| [7'(9)]o, <1}
qui est un anneau au sens usuel. Dans ce contexte les ax(u) s’identifient &
Cln = {g S OK| |7T/(g)|001 S q—n}7 n= (nla s 7nT+S*1) € ZT+S_1‘

ol a, est un idéal fractionnaire au sens usuel. Plus généralement tout idéal qua-
sicristallin fractionnaire qui est un ensemble modele est un idéal fractionnaire au
sens usuel de l'anneau A.,,. On en conclut que les analogues en caractéristique
nulle des “petits” anneaux Ao, sont les anneaux quasicristallins PV de type Ag.

Note 3. Notons enfin que les constructions faites ci-dessus en rang 1 ont des
équivalents dans le cas ou Ay est un anneau quasicristallin modele de rang k,
L ={0y,...,0%}. On définit en ce cas I’ensemble PVs des nombres de PV associés
a L comme

PVs ={a€ Okl |o1(e) - --ox(x)| > 1, |0'(x)| <1 pour tout ¢’ € L'}.
On a donc toujours Ay = PVs U ug et lanalogue des idéaux modeles ax(u) se
définit par 'intermédiaire d’un vecteur x € R™+5=F
3. MONOIDES DES CLASSES D'IDEAUX QUASICRISTALLINS

Dans ce qui suit on étudie 'arithmétique des idéaux quasicristallins. On montre
tout d’abord I'existence d’un produit monoidal :

Proposition 2. Soient a,b C A C R" deuz idéaux quasicristallins contenus dans
un anneau quasicristallin A. Alors, le produit monoidal

a-b:={ap|ax€a, bl Canbd

est aussi un quasicristal.
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Démonstration. On note tout d’abord que a - b est relativement dense car
x-bCa-b

pour n’importe quel « € a non zéro, et o - b est relativement dense. On rappelle
ensuite qu’un ensemble relativement dense est un quasicristal si et seulement si il
est contenu dans un ensemble modele (général) M (voir [25], Theorem 9.1.i). En
particulier, A C M pour un certain ensemble modele M. Mais alors a-b C A C M,
de sorte que a- b est bien un quasicristal.

O

Soit A = As; C K un anneau quasicristallin avec les notations de 1’exemple 3
ci-dessus. Il est clair que si a est un idéal quasicristallin fractionnaire, il en est de
méme de ya pour tout y € K. La classe projective

[a] = {ya|y € K}

s’appelle la classe de l’idéal quasicristallin. L’ensemble des classes d’idéaux quasi-
cristallins de A s’écrit

CI(A) = {[a] | @ un idéal quasicristallin fractionnaire de A}.

Proposition 3. CI(A) est un monoide multiplicatif avec élément identité 1 = [A].
Cependant ce monoide n’est pas un groupe. En particulier :

1. les ax ne sont pas inversibles pour tout x € Ky ;
2. Supposons qu’il existe & € ax tel que () = 7' (u)* € OF pour tout i ;
alors ay est inversible d’inverse a_x.

Démonstration. 1. Si b est un inverse pour a, il existe « € a tel que ™! € b,
puisque le produit ab = A contient 1. Soit B € a tel que |of| < [P} < u; ™" pour
tout 4 ; un tel élément existe parce que Ox C K est dense. Alors /o € ab mais
n’est pas élément de A ; contradiction. 2. On peut supposer que « € Oj, puis

1=o- ot €ty a_y, ce qui implique que Gy - d_y = A. (]

Soit a un idéal quasicristallin et soit
A= ClOK

son extension en un Og-idéal, pour définition I’ensemble des sommes finies de la
forme ), via;, vi € Ok, & € a. On note que abOg = (aOk)(bOk) (produit
des idéaux), d’ou le fait que cette opération d’extension induit un morphisme de
monoides

®: Cl(4) — CI(K).

Proposition 4. L’application @ est un épimorphisme de monoides. Son noyau
contient ’ensemble Z defini dans la Note 1.

Démonstration. Choisissons v € A une unité PV. Si B8 = («,3) C Ok est un
idéal, on peut supposer aprés multiplication par y = u™ € O, que «,  satisfont
|7 ()], |70 (B)| < 1, i.e. &, B € A. Alors b := B N A définit un élément de CI(A) tel
que @(b) = B. Puisque tout a € Z contient une unité de la forme y = u™, Z est
bien contenu dans le noyau de ®. O

On note que le produit monoidal est “incomplet” dans le sens qu’il ne coincide
pas avec le produit des idéaux quand a, b en sont. Par exemple, on peut faire
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toutes les constructions ci-dessus en caractéristique positive, en considérant les ex-
tensions finies K du corps de fonctions Q = F,(T"). En ce cas les ensembles modeles
sont des idéax d’anneaux du type Ao, (voir au §1 et la note 2 ci-dessus) mais le
produit introduit ici n’est pas le produit de ces idéaux : il manque ici 'operation
d’addition qui n’est pas assez bien controlée en caractéristique nulle, dans le cadre
de quasicristaux. Cependant si I’on se restreint au idéaux quasicristallins qui sont
des ensembles modeles, il est possible de définir un produit qui incorpore la somme
d’une maniere satisfaisante, et tel qu’il coincide avec le produit des idéaux lorsque
a, b en sont. Dans ce qui suit, nous développons la définition d’un tel produit.

Soient 2 un Ok-idéal fractionnaire (réalisé comme un réseau de Ko ) et D C K¢
une fenétre qui est un produit d’intervalles de la forme

T T Ti , T —u”, u’ si+; =0
Di(u) = H(_u Lu 1)-&-1'7 (—u™u )+i = { E_uwi ulz]) si4+; =1

Soit
a= a§7x(u) = M(2, D)

I’ensemble modele associé. On observe que le choix de la fenétre D n’est pas
forcément unique : par exemple, il est possible (en fait probable) qu’on ait 1’égalité

M2, D5 () = M(%, Dx(u))

pour tout +, ot Dx(u) correspond & + = (0,...,0). Dans ce cas, on dit que
I’ensemble modele est générique et on le spécifie comme ensemble modele, en
privilégiant la fenétre la plus petite, c’est-a-dire Dy (u), plutot que les autres D (u).
En général, il existe, pour chaque ensemble modele de ce type, une fenétre plus pe-

tite: 'intersection
N D (u),
a=M(2,Dif (u))

qui est aussi de la forme D} (u) por un choix approprié de +. De cette facon,
chaque ensemble modele basé sur le réseau 2 est déterminé et se détermine par sa
fenétre plus petite. Dans le cas générique on note simplement a pour

agx(u) = M2, D (1)) = M, Dx(u));
dans les autres cas on précisera la distinction
at = a;x(u) D a=agyx(u).

Lemme 1. Si M(2,D) = M(B,D’) ou D,D’ son les fenétres plus petites (au
sens expliqué dans les paragraphes dessus) alors A =B et D = D’.

Proof. Au moins un des ensembles 2\ B, B\ A est infini si A # B: supposons que
20\ B est infini. Soit D” = DN D’. Puisque l'action de u € O} stabilise A \ B,
il en suit qu'il existe « € M(A, D")\ M(B,D’) ¢ M(A, D)\ M(B,D’). Donc
A=V et D=D". O

On dit que ’ensemble modele non générique a est fermé; si de plus il existe x € @
tel que o=t € AL et | (@) = |7 (u)| 7>, on dit que @ est unitaire. Dans tous les
cas on appelle a un idéal quasicristallin modéle : c’est bien un idéal quasicristallin
de A au sens précédent.
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Soient maintenant a = M(2, D), b = M(B,D’) deux idéaux quasicristallins
modeles. On peut alors définir un produit qui se restreint au produit usuel des
idéaux fractionnaires quand a, b en sont:

axb:=M@®A«B,D-D')Da-b,
ou A *x B est le produit usuel d’'idéaux fractionnaires et
D-D' ={x=tt'|teD, t' e D'}.

En raison de notre convention pour le choix de fenétre, le produit a x b est
bien défini et c’est aussi un idéal quasicristallin modele. L’ensemble des idéaux
quasicristallins modeles, soit

Im(4),
constitue un monoide lorsqu’il est muni du produit * dont ’élément neutre est
1:=A= M(OK,D()).

Proposition 5. L’ensemble
I;od(A) := {idéaux quasicristallins modéles unitaires}
est un sous-groupe du monoide I™9(A).

Démonstration. Soient Ay x € IT°Y(A) et o € Ay x 'élément quen fait unitaire,
alors o=t € dg -1 _x en fait du dernier unitaire et on a

H%x *Emfl’,x =A=1.

Si ﬁm’x,ﬁ%’y sont unitaires par «, 3, alors Gy x4y €st unitaire par rapport a of3
et
ag[,x * b%y = am*%7x+y.

On appellera principal I'idéal quasicristallin
xA = M((XOK, Do()
ol x € K* et

Do = [=|o(e)] [or ()] x -+ X [=[0rps—1()], [Orss—1()]].
De maniere équivalente, si I’on note
(2) x(o) := 10g|n/(u)\(\“/(0¢)|)
= (10810, a1 [01(0)], 1086, (o) 10w 45-1(@)])

alors on a
A= (o), x(c)-

On remarque que pour tout « € A, oA C A, autrement dit «A est un idéal
quasicristallin entier. En général les idéaux quasicristallins principaux sont tous
unitaires et pour cela forment un sous-groupe

P™d(A) = {axAd: ae KX} CIf(A) CIm™9(A).
On note le quotient
C|m°d(A) = |m°d(A)/Pm°d(A);
c’est le monoide des classes d’idéaux quasicristallins modéles. 11 contient
(3) Clged(A),
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le sous-groupe des classes d’éléments de IT°4(A).
Soient u1,...,ur+s—1 un choix de systeme d’unités fondamentales. Les vecteurs

X(ul)a s aX(UT-‘rS—l) )

de R™*~1 (voir (2) ci-dessus) sont linéairement independants ; on note Y le groupe
additif qu’ils engendrent.

Lemme 2. Y C R" 571 est un réseau.*

Démonstration. Le rang de Y comme groupe abelien est r + s — 1 ; reste & montrer
que Y est discret. Considerons le cube centrée a 'origine

C={x: |z;] <R} c R}

avec R > 0 : il suffit de vérifier que Y N C est fini. La préimage D C Rfs_l de C
par l'inverse du logarithme est un produit :

D ={y|r < |yi| <72}
et donc la préimage D de D dans K o pour la valeur absolue
||t Ko — RGPS

est un produit d’anneaux de dimensions 1 ou 2, uniformément éloignés de 'origine
comme de I'infini. On en conclut que tout élément 7/(8) € /(O ) N D satisfait des
inégalités

0<c <8 <ea

avec c1, ¢y des constants qui ne dépendent que de C' (parce que & - [] 0;(8) = £1).
En particular, la préimage de 7' (O%) N D par 70 est contenue dans un compact et
contient donc un nombre fini d’éléments de O C Ok. Ainsi Y N C est bien un
ensemble fini. d

On note le tore quotient
Ty := R 71/,
Du fait de l'identité
+ gt L
Ui 00 = 00, xix(uy) = 1,...,r+s—1,
I’ensemble

L + mod
(4) Z .= {%m mod P (A)}xeﬁl‘v,-{-

est un sous-monoide de CI™9(A).
Théoreme 1. L’application
CI™4(A) — CI(K), a+— aOk = le Ok-idéal engendré par a,

est surjective, de noyau le sous-monoide Z.

4Ce lemme est essentielmente le théoréme d’unités de Dirichlet avec une modification petit:
on utilise log|,s(,)| au lieu du logarithme naperian.
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Démonstration. On commence pour montrer que l'application est bien un homo-
morphisme. Soient a, b deux idéaux quasicristallins modeles : il faut montrer que

(5) (a%xb)Ok = (a0k *bOk) mod P(K),

ou P(K) désigne ’ensemble des idéaux fractionnaires principaux de O . En multi-
pliant par des éléments appropriés de O, on peut supposer sans perte de généralité
que a, b sont des quasicristaux entiers i.e. des ensembles modeles basés sur les idéaux
entiers A, B C Ok avec des fenétres paramétrées par x,y > 0. Supposons pour
plus de clarté que a et b sont tous deux génériques ; la preuve dans les autres cas
est identique. Soient alors o1, ®g,... resp. B, P2,..., resp. wi, Wa,... une liste
de tous les éléments positifs de a, resp. b, resp. a* b. Un élément de (a* b)Ox est

donc de la forme
n=>Y viws, wr=]Jw,
I iel
ou I C N est fini et y; € Ok est nul pour presque tout I C N. Par définition de
a x b comme ensemble modele basé sur le réseau 2 x B, on a
w; =Y oBij, oy €A, iy €B, | (wi)] < |7 (w)] Y,

J
On note que «;; € A, resp. B;; € B n’est pas forcément un élément de a, resp. b ;
il est possible par exemple que |7'(«;;)| £ |7'(w)]~*. Néanmoins, en multipliant 1
par 1 = = 2MNy2MN Af > || pour tout I ol y; # 0, on obtient

n= Z uNMy, 2N M H Z o Bij
I

i€l \ j

= Z u Ny, H Z(UNOCij)(UNﬁij)

iel \ j
et pour N suffisamment grand, u’v &;; € aet uNBij € b. On peut donc supposer
sans perte de généralité que o;; € a, B;; € b. Puis

(6) n= ZYIH foz‘jﬁzj
i

(7) = XI:W Z (H o H Bij)

ou les sommes de produits qui apparaissent & la ligne (7) proviennent du dévelop-
pement des produits de sommes de la ligne (6). Il est alors clair que 1’expression
(7) appartient au produit d’idéaux aOk * bOf. Autrement dit

(axb)Ok C (aOk xbOk) mod P(K).

Inversement soit 1 € aOk * bOf; on peut écrire

n=>y [(ZW,MM) : (Z’YJ,I@BJ)] oY yrker €a0k, Y ykBy € bOk,
p I 7

oul,J C Nsont finis et &7, 37 sont des produits d’éléments de a, b, v 1, Yir € Ok.
En développant les produits, on obtient des Ok combinations linaires d’expressions
de la forme a;B; € (a*b)Og. Alors, n € (a*b)Og et on a prouvé I’égalité (5)
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i.e. que lapplication du théoréme est un homomorphisme. Si 2 = («, ) est un
Og-idéal, I'idéal quasicristallin modele

a=aux, |7()], |7(B) <|n'(u) ™
satisfait A = aOfg, et donc I'application est également surjective. Tout élément
de Z est entier et contient une unité (une puissance de u), d’out le fait que Z est

contenu dans le noyau. Inversement si a = ag x est dans le noyau, A € P(K) et il
existe vy € K tel que vya = ap, y- O

Dans ce qui suit nous munirons CImOd(A) d’une topologie d’ensemble de Cantor.
Soit 17°4(A) 'ensemble des idéaux quasicristallins de A basés sur 2 C K, Of-idéal
fractionnaire :

I15°4(A) = {a = M(2, D)} C I™(A).
(Par le Lemma 1, il existe un seul 2 tel que a = M(2, D).) On peut identifier
chaque element a de 15°¢(A) avec sa fonction caractéristique

Xa: A —{0,1}, Xo() =1 ax€a.
On munit 13°¢(A4) de la topologie induite du plongement 13°4(A4) < 2%, ot 2 =
{0,1} et 2% a la topologie du produit. Chaque inclusion 2 C 9B induit un plonge-
ment 2% — 2% qui est un homeomorphisme sur son image, defini en prolongeant

f:2%A—2a%B\ 2 par 0. Notons que par la demonstration du Lemme 1, 'image
de 17°9(A) en 2% est disjoint de IP°4(A). Cest-a-dire,

mod _ mod : A
| (A)f|;||m (4) C lim 2

est topologisé comme union disjoint dans la limite inductive li_r)n2m.

Proposition 6. L’action multiplicative de K* sur I™9(A) induit une action bien-
definie du quotient K> /uk par homeomorphismes, qui est propre et discontinue.
La topologie quotient en CI™9(A) est de Hausdor(f.

Démonstration. L’action de px laisse invariante chaque Og-idéal A et chaque
fenétre D, donc sa action sur I™9(A) est triviale. Chaque y € K*/ux agit sans
des points fixes: en effet, siy & OF /ug, il est claire parce que Y2l # 2 pour chaque
Ox-idéal; siy € O%/uk, v € i, chaque fenétre D satisfait yD # D. Alors, y
definit une bijection de 1™4(A) qui respecte la topologie du dernier.

Soit a € 13°¢(A) defini par la fenétre D. Soit

X ={ye0g/ux|yDc D}, XF=(0f/uk)\X.

Par le Lemma 2, I'action multiplicative de 7' (O ) n’a pas des points d’accumulation.
Dong, il existent

e € atel que W'() € U, cx vD.

o B &atel que ' (B) € cxeyD
On définit 'ouvert U > a de fonctions caractéristiques x qui satisfont

1. x(a) = 1.

2. x €13°4(4) ie. X|x\2t = 0 et en particulier, x(B) = 0.
Siy & O /uk, YU C I$§‘d (A) qui a lintersection nulle avec U C 13°4(A). Siy € X,
Xvya() =01ie. yUNU est nulle; de mode pareil, si y € X, Xya(B)=1letyUNU
est aussi nulle. On conclut que laction est propre et discontinue. (]
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Note 4. Lorsque K/Q est quadratique et réelle, a = ag[)x, x>0et A C O =7Z[0],
0 une unité fondamentale, on peut identifier canoniquement x, avec une fonction
de codage

Xo: N— {0,1}.
Plus précisement, X,(a) = 1 si et seulement si il existe b € N tel que xq(a®+b) = 1.
La correspondance a — X, est injective sur Z car la projection o« = a0 + b — a est
injective sur O.

Soit maintenant
Zo :=ZNCrd(A),

out CIT°4(A) est défini dans (3). On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2. CI™(A) est un monoide de Cantor® et CIT°Y(A) est dense dans
C|m°d(A). De plus le sous-groupe Zy est dense dans Z et de rang topologique® au
plus r+s—1.

Démonstration. Par le Théoréme 1, pour prouver que CI™ (A) est de Cantor, il suf-
fit de montrer que c’est le cas de Z. On note d’abord que comme espace topologique
Z s’identifie homeomorphiquement avec le sous espace de Ig‘;d (A) C 29% définit par
les fonctions Xot» X € T+, (voir (4)). On commence pour prouver que Z est parfait
sl axy = ap, x € Z est générique, alors ax est une limite a gauche :

}lliir)l{ 0y = Ox.
En effet, si y > x, ay C ayx et par généricité, tout o« € ax appartient & ay si y
est assez proche & X, ce qui implique que Xa, — Xa, dans la topologie faible (de
Tychonoff). Inversement, si ax est fermé, on a ay D dx pour tout y < x et

)l’iglc ay = Ox.
Pour a} non générique général, on considere y — x tel que y; > z; si +; = 0 et
yi < x; si +; = 1 puis limay, = af. Le méme genre d’argument montre que Z est
fermé. L’ensemble Z étant parfait et fermé dans un ensemble de Cantor, il est lui
aussi de Cantor. L’ensemble Z; est dense parce que I’ensemble des parameétres x
tels que 7'(u)* € Ok est dense en Ky et d’aprés ce qui précede on peut trouver
une suite d’éléments de Zy qui converge vers n’importe quel element de Z. Soient
X1y...,Xrts—1 € Ty tels que

W (u)* =7 (o) € (O \ (O UQ)), i=1,....,r+s5—1,

et tels que x1,...,X,+s—1 sont independants dans le sens qu’il existe un choix de
préimages X; dans R"T*~! qui forment une base ; c’est possible, parce que ’ensemble
™ (Ok \ (Of UQ)) est dense en K. Observons qu’il n’existe pas de combination
entiere non triviale nulle

Xy + -+ Npps—1Xpps—1 = 0 5

en effet lexistence d’une telle relation impliquerait que [Jo; € Of. De plus,
puisque il existe des préimages qui forment une base de R™ 71, il suit que le
groupe T := (X1,...,Xr4s5-1) C Ty est dense. Soient @Gy,,... Ox, o1 € Zo les

5Un monoide de Cantor est un ensemble de Cantor qui est un monoide dont le produit est
continue.
6Le rang topologique est le nombre minimal de générateurs d’un sous-monoide dense.
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idéaux quasicristallins fermés associés a x1,...,Xy+s—1. Alors, d’aprés la densité
du groupe T des parametres et I’analyse de la convergence dans Z en termes du
parametre x il suit que le groupe engendré par les ax, est bien dense dans Z.

O

4. LA FONCTION ZETA D’UN IDEAL QUASICRISTALLIN

Soit a C R un idéal quasicristallin de dimension 1; lorsque a est un idéal modele
nous le distinguerons en utilisant la notation

m= M2, D) = M(Kq, Ko, 2, D) C R,

ot D = D (u) C K4 (voir §§2, 3 pour des précisions). La fonction zéta associée

s’écrit
Lals) = > o
0<ax€a

Dans cette section nous montrons l'existence d’un prolongement méromorphe de
(q au plan tout entier. Nous donnons également, lorsque a = m est un idéal
quasicristallin modele, une équation fonctionnelle généralisée pour (. En vue
de ce dernier objectif on considere plus généralement la situation suivante. Soit
f € S(Ks ), Pespace de Schwartz de Kq, avec f paire i.e. telle que f(—z) = f(x).
On définit les f-poids sur m (plus bas la dépendance par rapport & f sera omise de
la notation) selon

x(o) =xf(x) := f(&'), aem, o :=7(ax)€ D.
La fonction L quasicristalline associée & m et x est alors définie par
x(«)
L(m,X, S) = Z ?
O0<xem

Proposition 7. Soient a un idéal quasicristallin de rang 1 et m = M(2(,D) C R
un idéal quasicristallin modéle avec poids X = Xy. Les fonctions Cq(s), L(m,X, s)
convergent uniformément sur tout compact du demi-plan ouvert Re(s) > 1.

Note 5. L’argument qui suit marchera pour n’importe quel ensemble de Delau-
nay X C (0,00): c’est-a-dire la fonction zéta (x(s) := >, . x ©~° aussi converge
uniformément sur tout compact du demi-plan ouvert Re(s) > 1.
Démonstration. Soient 0 < o; < g < - -+ les éléments positifs de a. Comme celui-
ci est uniformément discret, il existe » > 0 tel que B,(e,) Na = {x,} pour tout
n € N. Remplacant a par
a=r"t(a—oy)+1,

on obtient un autre quasicristal dont les éléments positifs sont les

Xy =1 o — o) + 1

ou &3 =1 et &py1 — &, > 1 pour tout n. Alors il existe un constante C' > 0 tel
que, pour tout s tel que Re(s) > o > 1,

1 1
|Cu(5)| < CZ W < CZ m = CC(RG(S)).

On trouve bien que (4(s) converge uniformément sur tout demi-plan de la forme
Re(s) > 0 > 1, d’ou le résultat. Le cas de L(m,x, s) est complétement analogue ot
Uon utilise C' - maxgem |f(«')| au lieu de C. O
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Note 6. 1l faut noter que (, n’est pas une fonction zéta au sens de Beurling. Voir
[7] ot on introduit formellement les multiplicités qui correspondent aux factorisa-
tions distinctes d’éléments, pour avoir un produit eulérien. Du fait de ’absence de
factorisation unique pour m, les fonctions zéta et L considerées ici ne s’écrivent pas
en général comme produits eulériens.

Proposition 8. (,(s) posséde une extension méromorphe (unique) sur tout C, avec
un seul pole simple en s = 1.

Démonstration. On utilise la méthode usuelle de l'intégrale de Riemann-Stieltjes

(voir par exemple [24], Theorem 1.12). Soit o1 < oy < --- comme dans la
démonstration de Proposition 7. En écrivant oy := 0, a_,, := —otp, m € N,
on définit la a-partie entiére comme [x]q := 0ty Si o4 < @ < Xy et la a -partie
fractionnaire comme {z}, := x — [z], € [0, R] oll a est relativement dense par
rapport & R > 0. Alors
oo
L= 3 e e = 3wt [,
<<z oa>x O<a<zx x
o0 o0
= Z “754_/ ufsdu—/ ud{u}q
0<x<z z z
xlfs e}
(8) = ) a4+ +{zlar ™ + / {u}qdu=*
0<a<z s—1 z
xl—s 00
(9) = Z a4 +{x}tqx™° — S/ {u}qu™*" du,
<<z s—1 z

ou I’égalité (8) provient d’une intégration par parties dans I'intégrale de Riemann-
Stieltjes (voir Theorem A.3 de [24]). La derniére expression (9) est méromorphe
pour Re(s) > 0, avec un seul pole simple en s = 1. (Ici, on note que U'intégrale
en (9) converge uniformément dans les compactes du demi-plan Re(s) > 0 et sa
intégrande est holomorphe, qui impliquent que I'integral est aussi holomorphe dans
le demi-plan.) En intégrant par parties de fagon répétée, on obtient le prolongement
souhaité. O

Note 7. Grace a la Proposition 8 on peut définir les a-nombres de Bernoulli par
Ban = Ca(—n), n impair.

On suppose maintenant que a = m = M(2, D) C R est un idéal quasicristallin
modele ; le reste de cette section s’est consacré a la démonstration d’une équation
fonctionnelle pour (. Pour commencer, il sera nécessaire d’introduire un peu de
terminologie supplémentaire.

D’apres Meyer ([23]), Uidéal quasicristallin modéle dual est 'idéal modele frac-
tionnaire

m” = MY, DV]

associé au réseau dual

AY ={a e K| Tr(o) C Z}
et a la fenétre
DY :=(n/3) - {x| |x-y| <1, Vy € D},
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qui est un multiple d’ensemble convexe dual de D. Pour tout n € N, on aura besoin
de considérer aussi les idéaux modeles

my = M(AY,n-DY)
de sorte que
m¥=my Cmy C-- et UmX:QlV.
Soit maintenant 6(x) la distribution de Dirac (6(f) = f(0) pour une fonction f
lisse au voisinage de 'origine) et considérons le peigne de Dirac

(10) (@) = 3 8(z — o).
xem
De plus, soit
Hm (7)) = D x()3(z — )
xem
le peigne pondéré associé a x. Le résultat suivant (formule de Poisson-Meyer) est

formulé dans [23] avec référence & [21], [22] pour les preuves. Pour plus de clarté
nous en donnons ci-dessous une démonstration dans notre contexte.

Théoréme 3 (Meyer [22], §V.7.3). La transformation de Fourier de p = iy au
sens des distributions est donnée par le peigne de Dirac généralisé

(11) wiz)= Y x'(E)8(x—&) = valx)
ey n=1
ot
a. la fonction xV est définie par
27
v Vgl
£) = ——— - fY(E),
X" (&) D] f(E)
avec [V le dual de Fourier de f et disc() le discriminant de 2 ;
b. pour chaque n € N, v, est un peigne pondéré

vo(@) = Y x'(8)8(x—&)
EeAmy
avec support Amy :=mY quandn =1 et
Am) :=my —m)_; = MY, nDY — (n—1)D")

pourn > 2 ;
c. la convergence de la deuziéme série dans (11) est trés rapide : pour tous

NeNeReR,
at+R
(12) / dvp|(z) = 0(n™N) quand n — oo,
a—R

uniformement en a.

Démonstration. Le poids x se prolonge a tout Ok par x(«) = f(o). Alors, pour
toute fonction test g € S(K), on peut écrire

/R g(m)du(e) = 3 F(o)g(a).

xem
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La fonction en K,
G(z,y) = f(y)g(x)
décroit rapidement a linfini et sa transformée de Fourier G¥(&,m) = fY(&)g¥(n)

est également & décroissance rapide a 'infini. Appliquant a G la formule de Poisson
classique par rapport au réseau 2 C K, on obtient :

> fle)gle) = fle)g(o) = i@ > IE
xem xeA dEC aemv

qui fournit la premiere egalité dans (11). La fonction fY étant aussi de la classe de

Schwartz, Passertion ¢) est immédiate, sauf I'indépendence par rapport & a. Mais

les ensembles modeles Am,/, utilisés dans la définition des v,,, font intervenir des

fenétres du volume

Vol (nDY — (n — 1)DV) = O(n"t572).

On peut faire une partition de nDY — (n — 1)DV en n""*~2 parties de volume
uniformément borné par un constant independent de m. Puis on obtient pour
chaque n les partitions
prts—2 prhs—2
Amn - |_| Amn,iv |Vn| = Z |Vn,i|
i=1 i=1

Les quasicristaux Am,, ; (voir [23], [18]) sont uniformément discrets avec une con-
stante 7 > 0 qui ne dépend pas de n,i. Mais les poids ont décroissance rapide en
oo qui implique le décroissance en (12) et qu’on peut choisir la constante implicite
dans (12) indépendamment de a. (]

Nous nous proposons d’appliquer le Théoreme 3 a 1’étude des fonctions L as-
sociées & Am)/ et xV:

\
LY(m,x,s) = L(Am),xY,s) = > XB(SB)'
0<pBeAmy

Proposition 9. La suite de fonctions LY (m,x,s) convergent uniformément vers
zéro sur tout compact du demi-plan Re(s) > 1. De plus la somme

(13) > Ly(m,xs)

converge uniformément sur un domaine du méme type et définit donc une fonction
holomorphe pour Re(s) > 1.

Démonstration. Comme déja observé dans la preuve du Théoreme 3, les ensembles
modeles Am; sont uniformément discrets avec une constant r > 0 indépendante
de n. Alors, pour [¢, C] CR, ¢ > 1,

Ly (m, X, 8)] < A- pIaX, [fY(B))],  Re(s) € [e,C],

ou A est de nouveau une constante indépendante de n. Ainsi puisque la transformée
de Fourier fV de f est dans I'espace de Schwartz, L, (m, X, s) converge uniformément
vers 0 sur les compacts pour Re(s) > 1. A cause de la décroissance rapide de fV &
I'infini, la somme (13) converge de méme. O
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On note
LY(m,x, ) == Y Ly(m,x;, ),
n=1

qu’on appelle fonction L généralisé. Les fonctions normalisés
/\(m7 X7 8)7 /\:’L/(m7 X7 5)7 /\V(m7x7 S)

se définissent en multipliant chacune de L(m,X, s), L) (m,X, s) et LY (m,x, s) par le
facteur classique 7w */2T'(s/2).
La fonction théta quasicristalline associée a m, x s’écrit

1 2
Bmx(t) = 5x(0) + D x(epe ™,
0<oxem
et les fonctions théta duales de niveaux n = 1,2, ... sont définies par
1 2
v v v —np2t
O a0 = X0+ S xV(B)e ™
o<pemY

pour n =1 et

0% n®= > xV(B)e TP

0<peAmy

pour n > 2. Les quasicristaux AmY | étant uniformément discrets avec une constante
 que 'on peut choisir indépendamment de n, ils définissent une suite {0, , ,,(t)}
qui converge uniformément sur tout compact de (0,00). Comme la restriction de
x¥ & Am) tend rapidement & zéro, la limite de cette suite est nulle. De la méme

fagon qu’a la Proposition 9, la somme

O () = D 0y nlt)
n=1

converge et définit une fonction lisse.

Lemme 3. La fonction
x"(0)
61\1/1,)( (t) - 2

est a décroissance rapide a linfini.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des faits suivants : 1) les Am,,
sont uniformément discrets de constante r > 0 indépendante de n et 2) la fonction
X"V est elle-méme & décroissance rapide & 1'infini. ([l

Appliquons maintenant la formule sommatoire distributionnelle de Poisson-Meyer
a la fonction

— .2 —
flw) =™ f =t
En utilisant I'identité TV (f) = T'(fV), ou T est une distribution tempérée, et le fait

que f; est paire, on obtient I’équation fonctionnelle :

27
14 O (1) = ————t~1/20Y _(+71).
( ) ’X( ) |dlSC(Q{)| m,x( )
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Théoréme 4. La fonction A(m,x,s) posséde un prolongement méromorphe a C
tout entier, avec deux pdles simples en s = 0 et s = 1, et des résidus x(0) et

27tx¥ (0)/+/|disc(2A|. De plus, on a I"équation fonctionnelle :

27
Alm,x, s) = ———AV(m,x,1 — s).
(m, X, s) D] (m,x )

Preuve. En suivant la preuve classique, 1'équation fonctionnelle (14) implique que
la transformée de Mellin

M <9m,x _ ;X(0)> (s) := /OOO (Qm,x(t) - ;X(0)> tsﬂ%

converge pour tout s. Si Re(s) > 1 on a
= 2 5720t 2
/ e~ ys/ v =M (s/2)o "%,
0

ce qui donne

M (O = 3x(0)) () = Al x.).

Puis
e x(0)] ,pdt > x(0)] ., pdt
Amoe) = [ |Gt O™ =X [ ot <X 2
=gy [ ot £t [ - ]t
LxO) 2 x¥(0)
S disc(2A) s—1°

Il reste & observer que les intégrales apparaissant dans (15) sont holomorphes en s
sur C tout entier du fait de la décroissance rapide & U'infini des intégrands (voir le
Lemme 3). L’équation fonctionnelle annoncée est alors conséquence de I’équation
pour les fonctions théta correspondantes. [

Revenons a la fonction zéta, (i (s). On aurait envie de prendre f = fp, fonction
indicatrice de la fenétre D, dans la formule sommatoire de Poisson-Meyer. Toutefois
celle-ci n’est valable que pour f lisse et fp ne l'est pas. Néanmoins, on va voir
qu’en prenant une suite de fonctions lisses & supports compacts qui converge vers
fp, la limite correspondante du cdté droit de (15) est uniforme sur les compacts de
C\{0,1}.

Soient donc ¢ — 0 et f¢ — fp une suite de fonctions lisses qui convergent
uniformément a fp telles que

(1) supp(fe) = D, est relativement compacte pour tout ¢ et D, — D uni-
formément en la topologie de Hausdorff.

(2) felp =1et |fe(x)] <1 pour tout x ;

(3) fe = 0et fe(—x) = fe(x) pour tout € Kyqy.
Soit me = M(2(, D,) = supp(Xe). On note d’abord que A(mg, X, s) converge pour
Re(s) > 1 vers

A(m, s) == 0*/2T(5/2) Cm (s)

(qui a une extension meromorphique a C\ {0, 1} a cause de la Proposition 8). Cette
convergence a lieu parce que :
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1. Tout o € m, \ m satisfait z; <y, |0;(«x)| < z; + €. Alors (& 'exception de
o “limite” e.g. |o;(at)| = x; pour tout i), la derniére inégalité implique que
pour tout M > 0 il existe N tel que || > M quand ¢! > N ;
2. |xe(x)] < 1.
Pour les mémes raisons on a convergence uniforme sur les compacts des fonctions
Om. x. (t) vers 8,4 (t), donc convergence des integrales

/loo {emi,XE(t) - X(QO)] s/z% — /loo {Gm(t) _ X(QO)] s/g%.

Alors, d’apres (15), les intégrales

L Rl PV Xe (0] a2t
(16) disc(%l)/l {ems’Xf(ﬂ_ 2 t t

convergent aussi uniformément sur les compacts, toujours pour Re(s) > 1. En
utilisant la symétrie s — 1 — s, on déduit que la famille {AY (m., X, s)} converge
uniformément sur les compacts de C \ {0,1}. Notons la limite

/\\/ = 1i /\V .
(m7s) SIH%) (muxg,s)
On obtient donc 1’équation fonctionnelle :

Théoréme 5. A(m,s) = ﬁ/\v(m, 1—s) pour tout s € C.

Démonstration. Par le Théoréme 4, on a pour tout s € C\ {0,1}

2 2
/\(m? S) = 3% /\(m€7X£7$) = lim 77-[/\\/(‘“67)(6’ 1_3) = =

————A"(m, 1-5).
=0 /|disc(21)] |disc(20)]

O

5. L’INVARIANT MODULAIRE QUANTIQUE ET UN RESULTAT DE R. PINK

Nous développons ici la relation, découverte par Richard Pink ([27]), avec les qua-
sicristaux et I'invariant modulaire quantique; voir le Théoreme 7 ci-dessous. Cette
section, aussi breve soit-elle, revét néanmoins une importance centrale, I’observation
de Pink ayant en grande partie motivé le présent travail.

Soient A = Ay C R un anneau quasicristallin de rang 1 et a C R un idéal
quasicristallin fractionnaire de A. En utilisant la fonction zéta {, (voir §4) on peut
définir "invariant modulaire quasicristallin, & savoir
12? Ca(6)?

o T L

Il y a évidemment invariance par rapport a la multiplication par les éléments de

K>, par suite de la egalité (xa(s) = a™%Ca(s), « € K*. On obtient ainsi une
fonction bien définie

j(a) =

j:Cm™9(A) — RU {oo}.
Théoréme 6. L’invariant modulaire quasicristallin j est continu.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la restriction au monoide Z c CI™9(A)
est continue. Si a; — a, alors a; converge vers a dans la topologie de Hausdorff
(uniformément sur tout compact) et donc pour tout s fixé, C4,(s) — Clq(s). La
continuité de j est une conséquence immédiate.
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Soit 8 € R. Pour ¢ > 0 on définit
Ae(0):={neZ||nb| < e}
ou ||lz|| est la distance de = & 'entier le plus proche. On introduit la fonction zéta
Coe(s) = Z n-*®
0<neA:(0)
qui converge pour R(s) > 1, en tant qu'une sous-somme de celle qui définit la
fonction zéta classique. On définit de plus
Jje :R— R

pour
_ 12 49 (g (6)?
0) =———, J(0) = —"+.
0= 1w O . ap
L’invariant modulaire quantique ([5]) est la fonction multivaluée

§U: Mod? := R/GLy(Z) — RU {o0}, j4(0) := lim 7 (0),

ol la limite est définie comme 1’ensemble des points d’adhérence lorsque ¢ — 0.

Soit maintenant © une unité fondamentale quadratique réelle de K = Q(0) avec
Ok = Z[0] anneau des entiers. Lors d’une conversation privée ([27]), Richard
Pink a dégagé la formule suivante pour j9¢(0). Revenant au monoide Z défini dans
la formule (4) du §3, celui-ci s’écrit dans le cas quadratique sous la forme

Z= |J {amaf} cQ™i(A).
z€[0,1)
Théoréme 7 (R.Pink). Soit 0 une unité fondamentale quadratique réelle. Alors
J(0) = {j(a)] a € Z}.

Démonstration. On peut supposer que 0 > 1, étant donné que 59%(0) = jat(£0+1).
Notons A, := Ag--(0) et A:=0 —0'. Pour x > 0 et n € A, il existe m € Z tel
que |n6 + m| < 8~7. En particulier, en écrivant o« = n6 + m, on a

o — o
Ny =
{*5

ou & est le conjugué de . D’ou

A ax— o
7/\.11 m =
em + { em

(change de variable ot ~~ —p'0"™)

a € Ok, |of < 9””},

x € Ok, o] < Gmm}

em

!/
En particulier

. A
A g e =
et
lim_jo-o—n (8) = j(as).

m—o0
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On en déduit que

{i(az)| 2 € [0,1)} = {j(az)| z > 0} C j%(0)
ol la premiere égalité est consequence de l'identité a,,; = Ba, et l'invariance de
j(a) par rapport & a — Aa, A € R. Donc tout point d’adhérence de j,(0) lest aussi
des j(az), ce qui fournit le résultat. O

Corollaire 1. Soit 0 € R une unité fondamentale quadratique. Alors j9(0) est
l’image continue d’un ensemble de Cantor.

Note 8. Pour démontrer que j9(0) est de Cantor, il serait suffisant établir que j
est injective, proprieté qui est conjecturée.

Note 9. Le Théoreme de Pink constitue l’analogue exact du Theorem 4 de [10].
Plus précisément (pour la notation voir au §1 ci-dessus) soit K = Q(f) ou f est
une unité fondamentale. Si I’on note

¥ GL2(Z)\R — R U {co}

I'invariant modulaire quantique en caractéristique positive associé au corps de fonc-
tions R = Qoo ([8], [9]), on a

i*(f)={i(a)aez}

ou maintenant Z = {ao,...,as-1} = Gal(Ha_, /Hoy) est le sous groupe de Cla
décrit au §1.

6. LE SOLENOIDE ASSOCIE A UN QUASICRISTAL

D’apres la Note 9 ci-dessus les quasicristaux dans le Théoréeme 7 jouent le méme
role que les idéaux a C Ag,, et donc les quasicristaux de rang 1 devraient fournir
un analogue des modules de Drinfeld en caractéristique nulle. Dans cette section
on développe 'analogue de la notion analytique de module Drinfeld, c’est-a-dire
Panalogue du module quotient R/a.

L’ensemble des quasicristaux de R™ est muni d’une topologie de la maniere sui-
vante : a un quasicristal QO C R"™ on associe la mesure de Radon g qui est le peigne
de Dirac de Q (voir la formule (10)) et on met la topologie faible sur 'espace des
mesures [Lg. Sion fixe QQ, on note la cloture

S-Q = {U + Q}UER"

(voir par exemple [2]). De manidre équivalente Sq peut étre défini en utilisant le
pavage de Voronoi Pg associé a (), ol maintenant So est la cloture de Pensemble
{v 4+ Pq}vern des translatés de Po. Dans [2] les auteurs montrent que So est
homéomorphe a la limite inverse d’un systeéme de varietés ramifiées plates (“branched
flat manifolds”) de dimension n. Si Q est un réseau, So ~ R™/Q et on récupére la
notion classique de tore quotient. Un point de So est répresenté par un pavage con-
struit avec les mémes mailles que Q) et qui possede des sous-pavages arbitrairement
grands qui coincident avec des sous-pavages de () a une translation pres.

Proposition 10. Soit Q C R™ un quasicristal. Alors SQ est un solénoide compact
de dimension n. Si Q = M est un ensemble modéle générique, Sq est minimal.

Proof. Etant limite inverse de varietés ramifiées de dimension n, So est par définition
un solénoide. Puisque Q est de Delaunay, S est compact. Enfin si Q est générique,
il est répétitif, ce qui implique que S est minimal (voir par exemple [1]). a



26 T.M. GENDRON, E. LEICHTNAM, AND P. LOCHAK

Il est instructif de rappeler le cas du solénoide classique
S' =1im§S',
—

ol la limite est définie par rapport & tous les épimorphismes de S' = R/Z. Le
completé profini 7 de Z s’identifie au noyau de I'épimorphisme S! — S!, §* / 7 =S,
et définit un sous-groupe de St qui est une transversale canonique. De maniere
equlvalente 7. = 7 est la cloture topologique de Z C R C S1 ou le plongement
R < $! est induit par R — S.

Un épimorphisme p : S' — S' induit un homéomorphisme p : St — Sl, de la
méme maniere que p induit un homéomorphisme p : R — R du revétement universel
R de S'. Mais si I’on consideére plutét comme objet principal la paire (Sl, Z), alors
p est un morphisme de telles paires, p(Z) C Z, et

X dég(p) A
6 2)= || ri+2).
i=1
On peut ainsi considérer p comme un revétement de paires de degré égal a deg(p).
Intuitivement, on peut voir Z comme un élargissement de 1’élément neutre du cercle
St et, en conservant la transversale Z, on récupere les propriétés de S en travaillant
avec la paire (S, 7).
Revenant au solénoide SQ, le role de Z est joué par I’ensemble

QZ{(D—FQ} QCSQ,

transversale complete passant par 0, la complétée pro- quasicristalline de Q. Si Q
est un réseau Q = {0} ; on peut donc voir en général Q comme un élargissement de
I’élément neutre. Par contre, si ’on identifie deux points de SQ qui appartiennent a
la méme Q transversale, x ~ y si et seulement si x,y € z +Q qui donne le quotient
transversal topologique défini par Q. On obtient ainsi en général une varieté ramifiée
plate. Nous adopterons dans la suite une position intermédiaire, considerant parfois
des notions comme “fonction”, “torsion” modulo fl, mais sans identifier ce dernier
ensemble a un point. Autrement dit on regardera Q comme la transversale neutre
en développant une théorie qui n’oublie pas ce fait en passant au quotient.

Considérons maintenant I’analogue d’une isogénie entre deux solénoides quasi-
cristallins. On dit que deux quasicristaux Q, Q' C R™ sont équivalents ([25], [23])
s’il existe un couple d’ensembles finis F, F/ C R™ telle que

QcQ +F e Q cQ+F

Ezemple 5. 1) Si Q, Q' sont deux réseaux isogénes alors Q, Q' sont équivalents ;
cette relation d’équivalence est donc une généralisation de la relation d’isogénie.

i) Si Q,Q" C R™ sont deux ensembles modeles définis par rapport au méme
réseau I' C R"** alors Q, Q' sont toujours équivalents ([25]).

On rappelle qu'un ensemble X C R"™ est apériodique si le groupe de ses périodes
Per(X):={veR"| v+ X = X}
est réduit a 0. Si un quasicristal Q C R" est apériodique, on appelle
Lo=R"+QcCSq

"Une transversale (compléte) d’une lamination £ est un sous-ensemble T' C L tel que TN L
est discret (non vide) pour la topologie de L, pour toute feuille L C L.
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la feuille canonique ; elle est clairement homéomorphe a R™ et dense dans So.

Théoréme 8. Soient

QcQ' cR”
deuz quasicristaux modéles définis par le méme réseau. Alors, la correspondence
x4+ Qx4+ Q' x e R™, définit un morphisme de paires (revétement) canonique

p:(Sa, Q) — Sa, Q)

qui est surjectif. Plus précisément, p : So — So est un homéomorphisme local
surjectif de solénoides telle que p(Q) C Q' et

d
(17) p Q) c @i+ Q), weRrn
=1

ot 'union n’est pas forcément disjointe. Si Q, Q' sont tous les deuzx apériodiques,
p:Sa — Sq/ est un homéomorphisme.

Démonstration. D’apres " Ezemple 5, ii), il existe F fini tel que Q' C Q + F. Sila
suite z;+Q converge dans SQ, x;+Q+F converge aussi dans SQ+ F, ce qui implique
que z; + Q' C z; + Q + F converge dans Sor. Donc p est continue. Inversement,
supposant que x; + Q' converge dans SQI, le méme argument montre que x; + Q C
z; + Q' converge dans SQ, ce qui signifie que p est surjective. On affirme que p|g
est injective. Supposons au contraire que y = limy; + Q # 1| = limn; + Q sont des
points distincts de Q tels que p(Y) = p(f). On observe alors que, par définition
de la topologie, la limite ¥ = limy; + Q existe si v, est de Cauchy et ¥ # 7 si
et seulement si (y; —m;)’ /4 0. La méme chose est vraie en échangeant Q et Q'
d’otr il suit que p(y) = limy; + Q' # limn,; + Q' = p(f}), contradiction. Comme
Q, Q' sont relativement denses l'injectivité de p en Q se prolonge a un voisinage
feuilleté et p est donc bijective et bicontinue dans un voisinage de 0. On montre
de méme l'injectivité sur chaque transversale x + f), ce qui prouve que p est un
homéomorphisme local. La préimage p~1(Q)) est égale A la cloture de

Ue+oc U w+f+oc U+,
z€Q’ yeQ, feF feFr
qui fournit bien (17).

Enfin si Q, Q' sont apériodiques, p induit un homéomorphisme Lo ~ Lg: des
feuilles canoniques denses ce qui, joint au fait que p est un homéomorphisme local,
implique qu’il s’agit bien d’un homéomorphisme. O

La proprieté d’étre un presque réseau implique que

I"QO:=0Q+ -+ Q (n fois)
est aussi un quasicristal (et un idéal quasicristallin dans le cas oit Q en est un). De

plus, Z™Q est équivalent a Q. Le Théoreme 8 implique qu’il existe une surjection
continue

+: (SQ7Q) X (S.Qaf)') — (S22Q7 ZQQ)’ (1’ + Q7y + Q) —x+ Yy + Z2Q7
ot I'on a identifié £"Q) = £nQ. En général, pour m € NF olt mq +--- +my, = n, il
y a une application

(18) 4+ =4mm: (Szmiq, Z™Q) x - x (Sgmiq, Z™ Q) — (Szna, £"Q),
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induite par

(1 4+ Q... .,z + Q) — x1 + -+ + Z7Q.
Sil'on note +3 = + 7 5, I =(1,1,1), égalité des compositions
+3(z+Qy+0Q,2+0Q) = +(+@+Q,y+0Q),2+Q) = +z+Q,+(y + Q, 2+ Q)),

ainsi que des version plus générales nous donnent ’analogue de la loi de ’associativité.
On peut donc considérer So comme une généralisation de la notion de tore, ou
mieux la collection de solenoides

{Szr0,Z"Q)}p>1,
munie des applications (18).
Proposition 11. La somme +_, est continue.

Démonstration. On suppose d’abord que Q est un quasicristal modele. Il suffit
alors d’observer que linclusion Q < £Q est continue (et méme ouverte). Mais
a; — 0 dans Q si et seulement si o; — 0 dans Q + F pour F fini, si et seulement
si o; — 0 dans Q. O

Etant donnée une suite d’applications de paires
fa: (S510,Z"Q) — (Szen,I"Q)

on dira qu’elle définit un endomorphism quasicristallin si on a des carrés commu-
tatifs

S & f'ml X"'anLk & P
SZ"”IQ X+ X SZ""IC_O_ B —— SZ""lQ X« X Szka

(19) +ﬁ,nl lﬂmn

San 7 > SZ"(L
pour my + -+ + mg = n. Un endomorphisme quasicristallin inversible est un
isomorphisme quasicristallin. On notera
End(Sa, Q)

le monoide multiplicatif des endomorphismes, le produit étant défini par la compo-
sition. Les operations de somme induisent des opérations correspondantes sur les
endomorphismes ; ainsi on a une opération de somme

End(Sq, Q) x End(Sa, Q) = End(Ssa, ZQ)
definie par

JrsGn = fn+gn: SZ"(ZQ) — SZ"(ZQ)-
Autrement dit la collection

{End(Szr0,2"Q)}

possede la structure d’un presque anneau c’est-a-dire une collection de monoides
(pour un certain produit) avec des applications commutatives

End(Sgmi, £™ Q) x -+ x End(Sgmi g, ™ Q) = End(Sgno, Z"Q),

oll mi1 + - -- + my = n ; ces opérations sont distributives par rapport au produit.
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Note 10. Par opposition au cas des réseaux, il n’est pas nécessairement vrai que
N € Z définit un élément de End(Sq). On a seulement le “quasiendomorphisme” :

N:So —Sno, 24+ Q+3 Nz+NQ
ot NQ :={Nz|z € Q} Cc ZVNQ.

Considérons le cas de a C K C R un idéal quasicristallin modele par rapport
a Panneau quasicristallin A = A, de rang 1. La proposition suivante identifie les
sommes quasicristallines d’un tel idéal quasicristallin modele.

Proposition 12. Soit x € R~ w € OF, ax = ag x(u). Alors
"ax =ay, ou y=—10g (@ n+x
En général, ax, + ax, = ay, oty = —10g () (7' (u)** + 7' (u)*?).

Démonstration. On donne la preuve dans le cas de K/Q quadratique réelle ; le cas
général est tout a fait analogue. Par définition, a, +a, C a_1og,, () 24 Soit alors
Y € Gp_log, 2 ; ON peut supposer que Y’ > 0 sans perte de généralité. On a donc
v < 207%. Soit & € a; tel que o > 0 et soit f =y — & avec 0 < B’. On peut
choisir o tel que B’ < 077, parce que ’ensemble de o, & € a,, est dense dans la
fenétre D,. Alors y=a+ f € a+ a. O

La pertinence de la Proposition 12 tient a ce que si I'on suppose l'injectivité
(conjecturale) de D'invariant modulaire j dans CI™°4(A), alors j(a) # j(£"a) pour
tout n # 1. Ceci implique que la structure que ’on développe ici en partant des
collections de sommes de solenoides {(Sgnq Z™d)} (ou de maniere équivalente les
sommes {X"a}), cette structure ne produit pas un, mais un ensemble d’invariants
modulaires, tout comme l'invariant modulaire quantique de la Section 5.

Notons maintenant qu’il existe une action de A sur (Sa, a) donnée par

«: (Sq,d) — (Sq,0), z+ar— ox+ oa— xz+a

ott I'on utilise I'inclusion oa C a pour définir la deuxieme application 8. Cette
action s’étend a tous les Z™a et on a le carré commutatif suivant :

(20)
(Ssmia, 2™8) X -+ X (Sgrmea, L™8) > (Sgmiq, Z™8) X -+ X (Sgrea, L78)

] |+

(SZ”CH I"a) g (SZ"CU I"a).

[0

Autrement dit chaque o € A définit un élément de End(S,), d’ott Pon tire une

injection A — End(S,) de (presque) anneaux. De plus pour tout f = {f,} €

End(S,), les restrictions de f,, a la feuille canonique Lyny & R C Syn, définissent
des endomorphismes de R et c¢’est ainsi que ’on peut identifier A C End(gu) CR.
Cependant pour que r € R représente une telle restriction on doit avoir ra C a,
qui implique que r € Ok. Mais ce sont précisement les éléments de A C Ok qui
préservent a (& cause de sa propriété caractéristique |y’| < 1). Nous avons ainsi

démontré le

81ci il faut remarquer que pour & # 0, xa et a sont équivalents : dans le cas ol a = ag, ceci
est conséquence du fait que tous les ensembles modeles définis & ’aide d’un méme réseau sont
équivalents (voir [23], [25]).
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Théoréme 9. End(S,,d) = A.

Par analogie avec la théorie classique des courbes elliptiques on dira que Sa
est & multiplication quasicristalline par rapport a A et que Sq est un A-module
quasicristallin.

Sim C A est un idéal quasicristallin entier, on dit que z € S, est un point de
m-torsion si pour tout &« € m

ax € a.
On note (S, @)[m] Pensemble des points de m-torsion.
Remarquons que pour m = A, on a (S4, a)[A] = a ; c’est Panalogue du fait que,
pour un tore T = C/A & Multiplication Complexe par rapport a anneau de entiers

Ok, ensemble T[Ok] des points de Ok-torsion est réduit & {0}.
La torsion est clairement compatible avec la somme, induisant une application

+ : (Sq, @)[m] x (Sa,a)[m] — (Sgq, Za)[m]

qui est distributive par rapport a l'action de A. Autrement dit la collection des
paires {(Sgnq, Z™a)[m]},>1 constitue un presque A-module : pour chaque partition
mq + -+ myp =n on a ’operation

(Sgmia, £™a)[m] X -+ X (Sgmrq, Z™a)[m]) —— (Sgna, £6)[m)],

qui est distributive par rapport a I’action multiplicative de A.

Nous terminerons avec une discussion de constructions associées au solénoide
d’un quasicristal, lesquelles constituent une tentative de complétion dudit solénoide
par rapport a la somme. Ces constructions sont motivées par l’envie de pouvoir
travailler avec de “vrais” anneaux ou idéaux, par exemple I’anneau (A) ou I'idéal (a)
engendré par ’anneau quasicristallin A ou un A-idéal a : malheureusement, comme
nous l'avons vu, ils sont tous deux égaux a I’anneau Ok lui-méme, le probléeme étant
que ce dernier anneau n’est pas suffisamment grand pour distinguer les anneaux
engendrés par A et les a.

La premiere construction est la plus évidente : il s’agit de prendre la limite du
systeme direct des projections entre les solénoides sommes :

Sa ::hm(s1 —>Sy_za — )
—_—
D’apres la Proposition 12,
(21) U I"a = OK,
et donc la limite des transversales

a:=limX"a
—
contient 'image de O C R~ L, C Sa dans S, out L, est la feuille canonique. En
particulier, @ C S, est dense ; par contre, @ # Sa parce que l'image Ly de Ly en
S. satisfait Ls N@ = Ok. En particulier @ ne définit pas un solénoide transverse.
Néanmoins on consideérera la paire (Sq, @) comme un cas limite ou singulier.

Théoréme 10. (S, d) est une paire de O -modules. Le quotient Sy /d est isomor-
phe au tore quantique T(0) :=R/Ok, ou Og = Z[0)].
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Démonstration. 1l est clair que S, est un groupe : si z € S;mu, Yy E Sznu, m <mn,la
somme x+y est définie dans Ssynqen 1y, en envoyant x par 'application Ssma = Sgna
ce qui donne un élément de §szu. Cette définition est consistante dans la mesure
ou elle est compatible avec toutes les applications qui définissent la limite. La
somme fournit donc une opération binaire qui est commutative et inversible dans
Sa. Il est clair que la limite @ est fermée par rapport & la somme. A cause de (21),
'action naturel de Ok sur S, est continue et respecte le sous-groupe @. De plus il
y a un systeme compatible d’épimorphismes vers le tore quantique

Sgna — T(0) :=R/Ok

induit par x + X"a — = + Ok, ou l'on observe que cette application identifie la
transversale x 4+ X" passant par x au point x + O € T(0). Ce systéme induit &
son tour un épimorphisme S, — T(0) de noyau a. O

Le deuxieme construction est une variante de celle-ci dans le contexte de ’analyse
non standard, le point étant qu'’il est possible de résoudre le probeme de distinguer
(A) de O en travaillant dans un modele non standard de ce dernier anneau. Pour
un ensemble infini X on note *X 'ultrapuissance de X par rapport a un ultrafiltre
non principal u C 2V fixé. Par définition on a donc

X o= XN/~

{21} ~u 2]} = {il i =2} € u.

Alors I'ultrapuissance *O est un anneau et une extension élémentaire de O ([19]),
ce qui implique que *O et Ok sont indistinguables par les propositions de la logique
du premier ordre.

Soit *A C *O l'ultrapuissance de A et considérons I'anneau engendré par *A :

(4):= | =
n>1

Proposition 13. Frac((*4)) = *K.

Démonstration. On sait par le travail de Salem que K = Q(0) ou 0 est de PV,
donc *K = "Q(0). Soit K := Frac((*4)). Puisque A consiste en tous les nombres
PVS (complexes),

K> Q{6™"| *n e Z}.

Reste & montrer que *Q C K. Mais si *a € Z est arbitraire, *a0™ € *A4 si h est
assez grand, parce que (*a®™) = *a(0’)™ est la classe d’une suite ayant des valeurs
absolues < 1. Donc @ € K. D’ou Z C K, puis Q C K. a

De méme, pour tout A-idéal quasicristallin a, on définit le (*A)-idéal
(*a) := U ™.
n>1

Les intersections ou unions d’ensembles dénombrables qui sont triviales dans le
modele standard Ok peuvent devenir non triviales dans *Og. En effet :

Proposition 14. (*A) C "Ox. Six <y, alors (ay) 2 (ax).
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Démonstration. Soit
o = "o} € Ok tel que a; ¢ L' A pour tout i € N.
Comme £"A C I""1 A pour tout n € N, «; ¢ £'A pour tout j > i et donc
o ="{oy} € F(XZTA) =LA
pour tout n. La preuve de la seconde affirmation est identique. O

Considérons maintenant *R comme un corps topologique muni de la topologie
ordonnée, ce qui en fait un ensemble totalement disconéxe.

Proposition 15. ((*a),+) est un sous-groupe de Delaunay de *R.

Démonstration. 1l est clair que (*a) est relativement dense dans *R. Soit r,, tel que
X™a est uniformément discret par rapport a r,,. Alors Z™*a est aussi uniformément
discret par rapport a r,. Si *¢ > 0 est infinitésimal, *¢ < r,, pour tout n, donc (*a)
est "e-uniformément discret. O

Pour tout a idéal quasicristallin de A, le quotient de Hausdorff
Ty :="R/("a)

est un tore quasicristallin non standard. On note que *T, n’est pas compact au
sens usuel parce que la topologie ordonnée sur *R n’est pas 2-dénombrable.
Si 'on note *R¢ C *R le sous espace vectoriel des infinitésimaux, le quotient

*R:=*R/*R,

joue le role de revétement universel de certaines laminations de dimension 1; en
particulier

F(0) = {le feuilletage de Kronecker de pente 8} = *R/*Z(0),

oll *Z(0) C *Z est le groupe des approzimations diophantiennes (voir [5]). Dans le
cas présent, (*A) étant *e-uniformément discret pour tout *¢ € *R,, on a

"Re N ("A) = {0}
ce qui implique qu’il existe un plongement
("A) — °R.

Mais I'image de (*A) dans *R est dense : en fait (*4) "R = Ok qui est dense
en R. Donc *T, est un objet véritablement non standard : on perd la proprieté

de Hausdorff en annulant les infinitésimaux. Le résultat suivant est ’analogue du
Théoreme 10.

Théoréme 11. *R/(*A) est isomorphe au tore quantique R/ O .

Démonstration. On note que (*A) D (A) = Ok et que 'intersection des ensembles
(*A),R C *R est (A) "R = Og. De plus chaque “feuille” *r + *R possede une
intersection non nulle avec (*4), d’ott *R/(*A) = R/(4) = R/Ok. O
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7. FONCTION EXPONENTIELLE ET MODULES DE DRINFELD QUASICRISTALLINS

Dans cette section finale on développe une trigonométrie quasicristalline que 1’on
I'utilise pour définir entre autres une exponentielle, laquelle fournit un analogue des
modules de Drinfeld en caractéristique nulle.

Rappelons d’abord quelques formules de trigonométrie ordinaire dans la représen-
tation en produits infinis. Dans ce qui suit on utilise les fonctions sinus et cosinus
“absolues”, c’est-a-dire non normalisées par rapport a 7, définies par les formules

suivantes :
o 1(2), s ()

On rappelle également la formule de Wallis :

oo

Tt 4n e TL2
2= g @n—1)@n+1) nl;[l (n—1/2)(n+1/2)°

Notons que le n-ieme terme du produit est le quotient du carré de la racine, n, de
s(z), divisée par le produit (n — 1/2)(n + 1/2) des racines de c(x) voisines de n.
Donc, si l'on écrit «,, = n, B, = n — 1/2, les ensembles Z; = {w, }, Z%,+ ={B.}

sont les racines positives de s(x), c(a:) et on a’ :

22) H B

Supposons que ’on remplace les fonctions absolues en multipliant le réseau Z
par une constante & : Z — £Z. Notons sg la fonction sinus associée :

‘”CH( £2n2>

sg=Eoso& !, cg(z) =sk(z)=c(§ ')
et les ensembles de zéros de s¢ (), cg (x) sont EZ, EZ, . Sil’on définit 7t en utilisant

Bn+1

Puis

(22), avec les ensembles de zéros £Z, EZ 1au lieu de Z,7Z 1, ous voyons que
g = T/é,

et les réseaux normalisés coincident :
nZ = mg EL.

On en conclut que les fonctions sinus et cosinus classiques, s’écrivent dans cette
notation

sin(z) = sp(z) = ms(m'z), cos(x) = cq(x) = c(n '),
proviennent donc d’une construction canonique qui ne dépend que la classe projec-
tive de Z. En effect, si en guise de notion “absolue” du sinus nous avions utilisé £Z
au lieu de Z, nous aurions obtenu

sing (z) = (sg)rn, (x) = ﬂgsa(nglaz) =& tse (En ) = sq(x) = sin(z).

IN.B. Il n'est pas possible de réintégrer le facteur 1/B1 dans le produit, en écrivant plutot
[T(xn/Br)? : le résultat ne converge pas.
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FIGURE 1. Une feuille d’un solénoide quasicristallin associé au
nombre d’or

Soit ¢ C K C R un idéal quasicristallin fractionnaire de rang 1. On commence
par définir le sinus et cosinus “absolus”

sa(z) =z ][] <1—f;>, ca() := s ().

0<x€a
On observe immédiatement que les deux fonctions sont lisses, sq(z) est impaire et
ca(x) est paire. Soit
eq(ix) := cq(x) + isq(x)
l’exponentielle associée. On observe que l'image de eq(iz) est contenue dans C* C C
: c’est une conséquence immédiate de la formule de produit qui définit s, et
s(z
c(0) = lim s(@) =1.
z—0 T
La Figure 1 montre 'image par e, (iz) d’un segment (compact) de R C S(E, oua=A4,
lanneau quasicristallin associé & K = Q(¢), avec ¢ le nombre d’or. On observe la

formation d’une suite de cardioides autosimilaires, manifestation experimentale du
théoreme suivant :

Théoréme 12 (a-periodicité). Soient a un idéal quasicristallin modéle de rang 1
et SE =S4 x iR le solénoide complexifié, un solénoide mon compact dont toutes
les feuilles sont isomorphes a C. La fonction de variable complexe z +— eq(iz)
est continue par rapport a la topologie transversale de SE et s’étend donc en une
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fonction continue

eq(i-) : ST — C*
holomorphe le long des feuilles. L’image de a C Sa est eq(i Sa) NR. Sia est
générique la restriction de e, a4 S, nest pas injective.

Démonstration. On commence pour démontrer que s(z) a une extension a SE; il
suffit de démontrer Dexistence d’une extension & Sq. On rappelle que y; — 0 en
a si et seulement si pour tout R > 0, il existe M € N tel que a —y; et a coincide
sur lintervalle [— R, R] pour tout ¢ > M. Par conséquent, par sa définition comme
produit infini, la fonction s,(z), dans chaque intervalle [— R, R], est uniformément
proche de sq(x — v;), ©« > M. Autrement dit, sq(x) est transversalment continue
en 0, uniformément sur les compacts. De la méme maniere sq(x) possede la méme
propriété de convergence en chaque point du complété a C Sa, d’ou 'on déduit
lexistence d'une extension a ce dernier. La convergence, transversalement et uni-
formément sur les compacts, de la fonction holomorphe sq(z) implique la méme
propriété pour ses dérivées. En particulier, cq(z) posséde également une extension
a SC. 1l est clair que si eq(i2) = 1, sq(2) = 0, puis & € G. Si a est répétitif,
Sa est un solénoide compact minimal. En particulier, I'image de la feuille canon-
ique Ly = R est dense dans I'image de Sa, ce qui implique qu’elle possede des
auto-intersections. O

Proposition 16. L’ensemble des zéros

b:={B € R|ca(B) =0}

est de Delaunay et on a la représentation en produit :

(23) ca(x) = ][] (1—(”;).

0<peb

Démonstration. En effet, écrivons cq(z) = s} (x)

2 2

T 2x x
wo= I (-5)- 2 (3) (%)
0<x€a 0<xeca 0<vy#«, YEa
En utilisant la derniere, on constate qu’entre chaque paire de zéros consécutifs de a,
cq change de signe précisément un fois. Autrement dit il y a un et un seul élément
de b entre chaque paire de zéros consécutifs de a et on peut énumérer les éléments
de a,b :

g < Po<a 1 <Pa<O0<Pr<y<Po< g <,

ol X_p 1= —&y, P_pn:= —Py. Donc, b est relativement dense. Par la démonstration
du Théoreme 12, ¢, = s/, s’étend de fagon continue au solenoide compact Sa, alors
cq est bornée. Si b n’est pas uniformément discret, il existe une suite B, < &, <
Brn41 d’éléments consécutifs tels que B,,+1 — B — 0. Mais le dernier implique que
cq a des valeurs arbitrairement grands entre tels extremes consecutifs, c’est-a-dire,
il existe une suite B, < x, < Bpt1 tels que |cq(x,)| = 00, Clest-a-dire, ¢, n’est
pas borné. Donc, on conclut que b est en ensemble de Delaunay. Le produit dans
la ligne (23) converge uniformément sur les compacts (comme fonction de = € C),
alors il définit une fonction en C avec la méme diviseur que c, et la méme valeur,
1, en x = 0. Donc, les deux fonctions sont égales. [
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Par contre, ’exponentielle usuelle ne s’étend pas a Sa.
Comme dans la preuve de la Proposition 16, notons les éléments positifs de a, b
sous la forme 0 < o1 < g < -+, 0 < 1 < B2 < ---. En suivant a nouveau (22)

on définit
Ta = Bl II Bn

Les fonctions trigonometriques normalzsees de la variable complexe z sont alors
définies par

(24) Sina(Ma2) = (Sa)r, (Ma2) = Moz [ (1_>

O<x€a

Bn+1

et

cona(ma2) = (e, me2) = [T (1-3)).

0<peEb

Enfin I'ezponentielle quasicristalline normalisée associée a a est donnée par
exXp,(Tqi2) 1= en, (iTq2) := c08q(Tq2) + i 8ing (7142).
Notons
Cq := exp,(mqia) C Eq 1= exp,(14iSq) C C*.
Ci-dessous nous utiliserons les notations suivantes :
Sa(x) :=8ing(max), cq(x) := cosq(mMax), eq(x) := exp,(Taiz).
Observons que, puisque s4(@) = 0,
1eCo=co(d) =E,NR

est I'image continue d’un ensemble de Cantor, donc est elle-méme un ensemble de
Cantor, ou bien finie. On regarde C, comme un “élargissement” de 1, de la méme
facon que 'on a regardé a C S, comme un élargissement de 0. La paire
(Eq, Ca)

est I'objet que ’on voudrait considérer comme un analogue d’un module de Drinfeld
de rang 1 en caractéristique zéro.

Comme on le verra, ceci se complique du fait du défaut d’injectivité de e,. Ce
serait trop espérer que de vouloir faire de e, un homomorphisme dans le sens usuel

entre la structure sommatoire dans la suite des solenoides {Szna} et la structure de
groupe de C*. Plus précisément, le diagramme

Sa x 85 —> S54
eaxeal non O lezﬂ
C'xCr—Cr
X
ne commute pas. Nous allons traiter de cet état de fait comme suit. En adoptant le
point de vue de la théorie des courbes elliptiques on définira un (quasi) produit sur
la famille {Esnq} en transférant la somme + & {Ezn,} grace aux exponentielles,

produit qui est en théorie a valeurs multiples puisque les exn, ne sont pas injectives.
Précisément, pour z,y € Eq,

T@Ray:={z=req(2)] 32 et (x), § €eg'(y) tels que &+ = £}.
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Si l’on considere 'application (éventuellement multivoque)
ix :Bq — Bra, ix(x) = {exa(?)]| & € eg ()},
on voit immédiatement que
T ®q 1 =is(x).
L’action de A sur S, induit aussi une action (éventuellement multivoque)
(25) z 2™ = {y = eq(ad)| & € eg ' ()}
qui respecte le produit:
(2 @ay)™ = 2% ®ay”,
ol le coté gauche est I’ensemble des 2%, z € x®4y. Plus précisément nous obtenons

le cube commutatif ci-dessous, ol & : C* —o C* est 'application multivoque définie
en (25) :

Sa X Sa hi > S}Za
[0 4
axa C* x Cr — 2= - C*
XXX l
Sa X Su n > S}:u o
% €5a
C*xC* - C*
®ﬂ
On appelle la structure
(Da, ®a)

avec son A-action module de Drinfeld quasicristallin sur A. Insistons sur le fait que
les opérations algébriques mentionnées sont peut-étre multivoques. Nous ignorons
a I’heure actuelle si les définitions de iy, ®q, ainsi que 'action de A sont, en fait,
univoques.

Néanmoins le théoréeme qui suit montre que ’action de A est univoque modulo
changement d’échelle : elle est bien définie en tant qu’action sur les phases. On
note d’abord que I'exponentielle définit une surjection canonique

ea] : Sa — U(1) = C*/RY
en composant avec la projection C* — U(1).

Théoréme 13. Soity € A. Alors, il existe une fonction bien définie et continue
y:UQ1) —U(1), [z]:=2 mod R} +— [z¥]:=2" mod R}
telle que le diagramme

[ea] l[eﬂ]
(

U(1) s U(1)

est commutatif.
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Démonstration. Définissons la fonction tangente de la fagon habituelle :
sa(2)
ca(z)

Soient z,y € C. Alors [eq](z) = [eq](y) si et seulement si tq(z) = tq(y), si et
seulement si

ta(2) := tang(my2) =

1 (% -yt B —a?
(G 55)
(fxi - (vy)* B2 — (vw)2>

o, — (vz)? BY — (vw)?

De la formule ci-dessus on déduit que t,(yz) = tq(yy). Mais ceci implique que la
fonction
Ul) —UQ), [ed(z) — [ea](va)
est bien définie et continue.
[l

En accord avec la notation on appelle 'application (multivoque) « : E, — Eq,
racine «-ieme quasicristalline (par rapport a a). Notons que la racine o-ieme
habituelle n’est bien définie que sur C* privé d’un rayon et ne fournit donc pas une
fonction bien définie sur le cercle U(1).

Comme indiqué dessus la question reste ouverte de savoir si la racine o-ieme
quasicristalline est a valeurs multiples ou non. Quoi qu’il en soit, dans le cadre
de cette théorie d’a-periodicité, il est tout a fait naturel que la racine x-ieme qua-
sicristalline soit multivoque, avec un ensemble de valeurs qui est typiquement un
ensemble de Cantor, c’est-a-dire que =z — x* est une fonction bien définie a un
ensemble de Cantor pres. Dans cet esprit on peut définir la notion de racine a-iéme
de 1, a savoir un z € D, tel que z¥ C C4. Plus généralement, pour chaque idéal
quasicristallin entier m C A, on parlera d’'une racine m-iéme de 1, autrement dit un
z € Dg tel que zY C C, pour tout o« € m. L’ensemble de toutes les racines m-iemes
de 1 coincide évidemment avec 'image

o ((Ba)lm) -
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