N

N

Sur la probabilité d’extinction d’une population dans un
environnement périodique lent
Nicolas Bacaér, Claude Lobry, Tewfik Sari

» To cite this version:

Nicolas Bacaér, Claude Lobry, Tewfik Sari. Sur la probabilité d’extinction d’une population dans un
environnement périodique lent. 2020. hal-02388815v3

HAL Id: hal-02388815
https://hal.science/hal-02388815v3

Preprint submitted on 24 Jul 2020 (v3), last revised 11 Jan 2023 (v5)

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-02388815v3
https://hal.archives-ouvertes.fr

Sur la probabilité d’extinction d’'une
population dans un environnement périodique
lent

Nicolas Bacaér, Claude Lobry, Tewfik Sari

Institut de recherche pour le développement

Unité de modélisation mathématique et informatique deteryss complexes
Paris, France

nicolas.bacaer@ird.fr

Université de Nice Sophia Antipolis

Centre de Recherche en Histoire des Idées
Nice, France

lobrinria@wanadoo.fr

ITAP, Université de Montpellier, INRAE, Institut Agro
Montpellier, France
tewfik.sari@irstea.fr

RESUME. On s'intéresse & la probabilité d’extinction d’un processus linéaire de naissance et de mort
avec plusieurs types dans un environnement périodique dans la limite d’'une période trés grande.
Cette probabilité dépend de la saison et peut présenter a la limite une discontinuité en lien avec un
canard dans un systéme dynamique lent-rapide. On détermine précisément le point de discontinuité
dans un exemple avec deux types d’individus provenant d'un modéle de transmission d’'une maladie
a vecteurs.

ABSTRACT. We study the probability of extinction of a population modelled by a linear birth-and-
death process with several types in a periodic environment when the period is large compared to
other time scales. This probability depends on the season and may present a sharp jump in relation
to a "canard" in a slow-fast dynamical system. The point of discontinuity is determined precisely in an
example with two types of individuals related to a vector-borne disease transmission model.

MOTS-CLES : processus de naissance et de mort, périodique, lent-rapide, canard
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1. Introduction

L'estimation de la probabilité d’extinction d’'une poputat est une question qui inter-
vient notamment en biologie de la conservation et en épidlégie. Dans ce deuxieme
cas, par population il faut entendre population infectée .nibdéle mathématique clas-
sique pour étudier ce genre de probléme est celui des puscisdaires de naissance et
de mort avec un ou plusieurs types d'individus|[28]. || faganmoins tenir compte dans
de nombreuses situations de la saisonnalité de I'enviroeng ce qui conduit a I'étude
de ces processus lorsque les coefficients de naissance atrteamt des fonctions pé-
riodiques du temps$ [5]. Certaines populations ou certadpaEmies ont des coefficients
dont I'échelle de temps est relativement courte par rap@pdat saisonnalité annuelle;
on est donc amené a considérer la limite ou la période deficierfs est trés grande.
Lorsque les paramétres vitaux sont sous-critiques pendanpartie de la période (di-
sons la saison défavorable), la probabilité d’extinctiomme fonction de la saison de
démarrage du processus tend vers une limite discontinjleljé4oint de discontinuité
se trouve avant le début de la saison défavorable. Il a pulétegminé précisément lors-
qgu’il n'y a qu'un seul type d'individus, mais pas dans le casiloy a plusieurs types
d’individus.

Dans [3], on avait poursuivi cette étude essentiellemens da cas d'un seul type
d’individus, en remarquant notamment que la discontimdgtéa probabilité d’extinction
était liée a la présence dans un systeme dynamique lemterdfiin « canard », c’est-a-
dire (voir par exemple [25, chapitre 5]) d’une trajectoitg lpnge un arc attractif pendant
un certain temps avant de longer un arc répulsif. On se peogiedessous d’étudier un
exemple avec deux types d'individus inspiré d’un modélerdegmission d’une maladie
a vecteurs. On détermine précisément le point de discatéide la probabilité d’extinc-
tion, ce qui était resté non résolu dans|[14, 3].

Dans la section 2, on présente le modéle pour la populatisayair celui des pro-
cessus linéaires de naissance et de mort a coefficientdpgras avec plusieurs types
d’individus. On explique que la probabilité d’extinctiostdiée a un systéme d’équations
différentielles ordinaires. Lorsque la période tend vémsihi, un changement de variable
transforme ce systéme en un systéme lent-rapide avec und@éxe.

Dans la section 3, on présente un exemple avec deux typabvitins. Des simula-
tions numériques suggerent que la probabilité d’extimctend vers une limite discon-
tinue et que le point de discontinuité est déterminé par wneliion qui fait intervenir
l'intégrale de la valeur propre dominante d’une certainérive Dans la section 4, on
démontre avec les outils de I'analyse non standard que lii@stcette condition qui dé-
termine le point de discontinuité. Dans la section 5, ongmésun autre exemple avec
cette fois quatre types d’individus. Une simulation numée suggére qu’une condition
du méme type détermine encore le point de discontinuitésielsommes néanmoins pas
parvenu a le démontrer dans un cadre général lorsque le patahiypes d’individus est
strictement supérieur a deux. Dans la conclusion, on éviegygossibilités d’application
de nos résultats au cas de I'épidémie de coronavirus.

2. Le modeéle

On considére un processus linéaire de naissance et de neark dypes ¢ > 1)
dans un environnement périodique. SBit> 0 la période de I'environnement. On se



donne deux fonctions matricielles(t) = (A; ;(t)) et B(t) = (B, ;(t)) de taillek et de
périodeT” avec les hypothéses suivantes :

— pour touti et toutj, 4; ;(t) > 0 représente le taux auquel les individus de type
engendrent de nouveaux individus de type

— pour touti # j, B; ;(t) < 0et—B; ;(t) est le taux auquel les individus de typse
transforment en individus de type

— pour toutj, B; ;(¢) > 0 représente le taux auquel les individus de typdangent
de type ou meurent, avec, B; ;(t) > 0;

—siU(t) est la solution du system#//dt = —B(t)U(¢t) avec la condition initiale
U(0) = I, oul est la matrice identité, alors le rayon spectral de la matficl"), c’est-a-
dire le multiplicateur de Floquet dominant, vérifig/ (T')) < 1;

— la matriceC'(t) = A(t) — B(t) = (C; ;(t)) estirréductible pour tout

Plus précisément[5], si(¢, N1,..., Ni) est la probabilité d’avoitV; individus de
type: pour toutl < ¢ < k au tempg (les N; sont des entiers), et §l(t, Z1, ..., Z) est
la fonction génératrice correspondante, alors
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entiers) pour tout < i < k avec) . n; > 1. On peut supposer que< t, < 7. On
a vu dans([b] que la probabilitgty, t1) que la population soit éteinte au temps> o,
c’est-a-dire qu'il ne reste aucun individu des différegssts, est donnée par

Supposons gu'au temps initig) il y ait n; > 0 individus de type (lesn; sont des

p(to,t1) = [z1(ts — to)]™" - - [zk (1 — t0)]"™,
oU z(t) = (z;(t))1<i<k est la solution du systéme différentiel

le'

)= D L= 2O[Bja(t — 1) = Ajalts — D)zi(t)]

J
sur l'intervalle0 < ¢ < t; — o avec la condition initiale; (0) = 0 pour touts.
L'espérance;(¢) du nombre d’individus de typeau tempg vérifie
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et F;(to) = n,; pour tout:. NotonsV'(¢) la solution du systeméV/dt = C(¢)V (¢) avec
la condition initialeV (0) = I. SoitF' = p(V(T)) le multiplicateur de Floquet dominant.
LorsqueF’ < 1, la probabilité d’extinctiom(to, ¢1) tend vers 1 quand — +oc. Lorsque
F > 1, cette probabilité tend au contraire vers une limite strigent inférieure a 1, mais
qui dépend de, de maniére périodiquel[5].

Posonss = t/T. Supposons qu'il existe deux fonctions matriciell€s) etb(s) pé-
riodiques de période 1, indépendantesiteelles queA(t) = a(s) et B(t) = b(s).
Supposons que, = to/T soit fixé. De méme, supposons que= to + mT,oum > 1
est un entier fixé. Notre objectif est d’étudier, paux i < k, la limite

qi(s0) = Tl—i}-?oo zi(t1 — to)



en fonction desg, avec) < so < 1. Notons quey; (so) est aussi la limite quanl — +oco
dep(to, t1), la probabilité d’extinction aprés périodes lorsqu’on part d’un seul individu
de type: a la saisorsg = to/T.

Posons
e=1/T, c(s)=a(s)—0b(s), xz(s)=z(t).
Alors
e CSC; (5) = Y[ —;(5)] [bj.i(s0 + m — 5) — aji(s0 +m — s)wi(s)] (1)

J
sur l'intervalle0 < s < m avecx;(0) = 0 pour touti. De plus,z(t1 — to) = z(m).
Rappelons au passage dqug x;(s) < 1 pour touti et tout0 < s < m [5].

LorsqueT’ — +o0, autrement dit lorsque — 0, le systéme[{|1) peut s'écrire comme
un systeme autonome lent-rapide avewgariables rapides;(s) (1 < i < k) et une
variable lentex; 1 (s) = s telle quedzyy1/ds = 1.

La matrice jacobienne du membre de droite du syst€ine (1) ssidéion stationnaire
triviale z; = 1 pour touti esté(sp + m — s), oué(-) désigne la matrice transposée de la
matricec(-). D’apres un corollaire du théoréme de Perron et Frobeniuslpe matrices
irréductibles dont les coefficients en dehors de la diagosaht tous positifs ou nuls][1,
remarque 6.2.13], les matrice§s) et é(s) ont une valeur propre réelle dominante com-
muneA(s), strictement supérieure & la partie réelle de toutes lessudleurs propres.

3. Un exemple

Prenons

= (2 ). -1 0).

aveca(s) > 0,8 > 0,7 > 0etd > 0; la fonctiona(s) est périodique de période 1
et continue. Ce modele stochastique s’inspire du modéetmétiste linéarisé pour une
maladie a vecteurs del[2, Section 4.1] :

% - ( ff O‘%T) )ch(t/T)W. )

Les vecteurs infectés sont le type 1; les personnes infestéd le type 2. Le parameétre
a(s) est le taux auquel les personnes infectées transmetteribfeation & des vecteurs
lorsqu’elles sont piquées ; ce taux est périodique car lalatipn de vecteurs susceptibles
I'est aussi. Le parameétre est le taux auquel les vecteurs meurent. Le paramédis le
taux auquel les vecteurs piquent. Le paramé#st le taux auquel les personnes infectées
guérissent. Le systemlg (1) s’écrit alors

dSCl

e ® = Bl-m@l-ra)l - ), 3)
€ %(S) = 01 —ax2(s)] —a(so + m —s) [1 — x1(s)] 22(s). 4)

Notons que les membres de droite s’annulent dans deux cadbieouw;(s) = 1 et
z2(s) = 1, ou bien

1+ -——9 142

* a(so+m—s) * 5
z1(s) =27(s) = ————————= et xa(s)=a5(s) = ————. 5
1(5) = ai9) = —55 2(5) = 55(5) = ey O



Les deux valeurs propres de la matri¢e) sont réelles :

—(B+9)x +0)2 4+ 4|a(s)y — pd
paf) = EHOEVEF I HGH =5 ©
La valeur propre dominante ests) = A1 (s). Notons que\_(s) < 0 pour touts.
Supposons qu'il existe une saison défavorable a la trasgmisle I'épidémie, c'est-

a-dire qu'il existes; etss avecl < s1 < s < 1 tels que

a(s)y

55 <1 autrementdit A(s) <0 si s €]sy, s, (")
Oc(ﬁsgv > 1 autrementdit A(s) >0 si s €]0,s1[U]s2,1]. (8)
Supposons de plus que
1
/ A(s)ds > 0. )
0
Comme exemple, prenongs) = a(1 + x cos(27s)) aveca > 0, || < 1 et
a(l—k)y a(l+k)y
ik SATAL I [P g L EA7A0 o
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Cette derniéere condition assure qu'il y a bien une saiscamidédble. Plus spécifiquement,
choisissongy = 3,k = 0,75,8 = 2,y = 1 et§ = 1. Ces valeurs ne sont pas trés réalistes
mais elles mettent bien en évidence le phénoméne. On asalor9,323 ets, ~ 0,677.

On peut vérifier numériquement que la conditibh (9) est \@ifiPrenons par ailleurs
T = 1000, m = 3 etsg = 0,25.

La figure1 représente la solution du systeme[[(B)-(4) aveeridition initialez; (0) =
22(0) = 0. D’'un point de vue numérique, on a utilisé le logiciel Sciélésolu le systeme
vérifié parlog(1 — x1(s)) etlog(1l — x2(s)) avant de revenir aux variables initiales. On
a également tracé la fonction constante égale a 1 et lese{h. Notons les choses
suivantes :

— au voisinage de = 0, les courbes sont presque verticales (non visible sur les fi-
gures);

— les solutionsg:y (s) etz (s) tendent & devenir périodique;;

—x1(s) etxzy(s) sont alors trés proches de 1 non seulement pour les valews de
telles queA(sg +m — s) < 0, notamment pous €]sg + 1 — s2, s + 1 — s1[, mais aussi
pours €]sg+1— 51,80+ 1 — s*[avecss — 1 < s* < 51, 0UA(sp+m —s) >0(lya
un « canard »).

La figurel2 montre comment les quantités qui nous intéresiesnprobabilités d’ex-
tinction aprésn périodesr; (m) etz (m), varient en fonction dey. On a aussi tracé les
courbes déduites del(5)

14+ 2 142
xi(m) = — +(%0) et xz5(m) = 71 " a(’lo) .
3

La figure[2 suggere que; (m) et zo(m) tendent, lorsqud” — +oo, vers des limites
qui valent 1 sur lintervallesy €]s*, so[; de plus, les limites sont discontinues au point
sp = s*. Le probléme est de déterminer.
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Figure 2 — Les probabilités d’extinction aprespériodese; (m) (en noir) etz (m) (en
bleu foncé) en fonction dey. Les formules pouty(m) etx;(m) sont en pointillé. En
rose, un morceau de la fonctiep — 1 + f;{f A(s) ds.



On démontrera dans la section suivante que les solutigs$ etz (s) de la figuré L,
qui sonttres proches de 1 pqur= sq+1—s3 < s < s9+1—s1, S’écartent brusquement
du voisinage de 1 powr= g := so + 1 — s* > 59 + 1 — s; tel que

q
/ A(sg +m —s)ds = 0.
P

Autrement dit, ces solutions s’écartent du voisinage ded ey = s + 1 — s* tel que

/ A(s)ds = 0.

C’est cette équation qui déterminé de maniére unique. En effet, si I'on posés) =
J22 A(v) dv, alors on ap(s1) < 0 & cause de la conditioRl(7);(s) = —A(s) < 0 pour
s €]se — 1, s1[ & cause de la conditiohl(8) et

<z><82—1>=/5:21A<s>ds=/olA<s>ds>o

a cause de la conditionl(9). Il existe donc bien un unigue|ss —1, s1[ tel quep(s*) = 0.
Dans I'exemple, on trouve numériquement gtie~ 0,079.

Remarquela condition [9) n'a pas de lien avec un éventuel caracténeisique du
systeme[(R), ce qui est d’ailleurs bien connu dans la théleriEloquet. En effet, si I'on
prend par exemple = 0,7 au lieu dec = 1, on trouve numériquement que le multi-
plicateur de Floquet dominant eBt= p(V(T')) ~ 1,025> 1 alors quefolA(s) ds ~
—0,016< 0.

4. La fonction entrée-sortie pour une bifurcation transcri tique

Pour justifier ce qui vient d’étre dit au sujet du paifitde localisation de la disconti-
nuité, on considére plus généralement un champ lent-rapetedeux dimensions rapides
et une dimension lente, comnié (8)-(4). On suppose que lantigoia rapide possede un
point singulier avec deux valeurs propres réelles digmdbnt I'une est toujours négative
et la deuxiéme est négative puis positive. Il s’agit donad’bifurcation transcritique ou
I'équilibre de la dynamique rapide est un nceud stable putun

Une solution qui est proche du point singulier lorsqu’il s&tble, ne va pas quitter
son voisinage, dés qu'il devient instable, mais va contiguen rester proche, pendant
un certain temps. Le but est de calculer la fonction entogtespour cette bifurcation
transcritique, c’est-a-dire de définir I'instant ou la g@o s’éloigne du point singulier
(instant de sortie), en fonction de celui ou elle s’en espraghée (instant d’entrée). Ce
phénomeéne connu sous le nomrdeard a la bifurcationest lié a la notion deolutions
canardset desurstabilité

La notion de fonction entrée-sortie et le concept de salutianard ont été étudiés
pour la premiére fois au tout début des années 1980 avedyls&naon standard (voir
les articles de revue [10, 15,136]) ; la fonction entréeisa@tété calculée d’abord pour
les canards de I'équation de Van der RoI[6, 10] puis étendure systéme lent-rapide
guelconque du plamn [16]. Plus tard, I'existence des satgteanards a été retrouvée avec
les outils classiques des développement asymptotiqugs{par la théorie géométrique
des perturbations singuliéreés [19]. La fonction entrégies@our un systéme du plan a



été obtenue aussi par la théorie géométrique des permbatingulieres [27]. Pour plus
de détails sur I'apport de I'école non standardiste frasgau probléme des canards et
du retard a la bifurcation, le lecteur peut consulter [14, Pbur une vue plus compléte
sur les divers approches dans la théorie des perturbatiandigres, voir la monographie
récentel[283] ainsi que I'article de Scholarpedia [35] canéaux canards. Pour plus d’in-
formations sur la notion de surstabilité et de retard a larbétion, voir [7[ 9, 11, 33, 34]
et les références qu’elles contiennent.

Le cas particulier d'un champ lent-rapide en dimension demgc une dynamique
rapide de dimension un qui est attractive puis répulsiviebien compris, voir[[16]. Le
cas de la bifurcation de Hopf, ou deux valeurs propres sanptexes conjuguées et leur
partie réelle change de signe, a été considéré par plusietesrs, voir[8, 13, 17, 24, 29,
30,[32]. Voir aussi la présentation compléte et pédagogiqns la monographie récente
[23, chapitre 12].

Considérons un systéme différentiel singulierement pleétdéfini suiR x R? a une
variable lentes € R et deux variables rapidesc R? de la forme

dx

e = f(s,z) (10)

ol f : R x R? — R? est différentiable efis, z), ete > 0. On suppose qug(s,0) = 0
pour touts, de sorte quer = 0 est non seulement une courbe lente du systéme (10),
c’est-a-dire une solution de I'équatigiis, ) = 0, mais aussi une solution particuliére
du systéme{10). On note paf(s) la matrice carrée d’ordrz
of
M(s) = ==(s,0). 11

(5) = 5:(5,0) (12)
On suppose qu#/ (s) posséde deux valeurs propres distincke$s) et \2(s), dont 'une
reste toujours négative et I'autre change de signe. Ayec o1 < o2, 0na:

o )\ (s) < 0etAi(s) < Az2(s) pourtouts € [0, 02],
e \(s) < 0 pour touts € [0, 01[ €t A2(s) > 0 pour touts €]oy, o2].

Dans la théorie géométrique des perturbations singuligmestudie le systémé (1L0)
dans I'espace de phase éterfdie). On ajoute I’équatio@—z = 0. La situation rencontrée
ici ou une seule valeur propre de la dynamique rapide chaag@de peut étre ramenée
au cas des systemes du plan en faisant une réduction suidéévegntrale du systéeme
augmenté @O)g—i = 0) en son point d’équilibréx, ) = (0, 0). Pour plus de détails voir
[12,[22]. En effet, en réduisant a cette variété central®hient un systeme plan dont la
fonction entrée-sortie est donnée par 'intégrale de lawapropre qui change de signe
[16] :

/q A2(s)ds =0. (12)
p

Dans cette équatiom est I'instant d’entrée ef celui de sortie. La réduction a la variété
centrale prédit que localement, c’est-a-dire prés de lawale bifurcation transcritique
s = o1, la fonction entrée-sortie est donné par la formulé (12)s®propose dans ce qui
suit de calculer la fonction entrée-sortie globale. Le @tiqulier d’'un champ lent-rapide
en dimension trois avec une dynamique rapide découpléecagsiéré dans [12].

Nous utilisons le langage de I'analyse non standard. Cestjptécisément I'analyse
non standard n’est pas trés important pour la compréhenigaset article. Le lecteur



peut garder en téte le sens intuitif du langage infinitésiehake rassurer en sachant que
I'analyse non standard fournit une fondation rigoureuseadamcepts d’infiniment petit et
d’infiniment grand. Pour une introduction a I'analyse naamsfard, voir[[18]. Pour plus
d’'informations sur Il'utilisation de I'analyse non standatans la théorie des équations
différentielles, le lecteur peut se reporter a [15, 36], &K:tion 19.5] oU [25, chapitre 5].
On suppose donc que le paramétdans[[1D) est infiniment petit. La solutiefs) =
0 est un canard puisqu’elle est attractive podr [og, o1 | et répulsive pous €)o7y, 09]. Le
but est d’étudier les solutions du systernel (10) qui sontimémt proches de(s) = 0.
Comme la dynamique rapide est attractive sur l'intervalle o1[, sip € [00,01[, une
solution du systémé&{10) avec une condition initig(g) située dans le bassin d’attraction
de0 se dirige rapidement vers la courbe lemte- 0 et reste infiniment proche de celle-
ci tant ques < o;. La solutionz(s) ne va pas quitter le voisinage infinitésimal de 0
ens = o1, devenu instable, mais va continuer a longesur tout un intervallgo, q/.
Linstantq > o7 pour lequek:(s) n'est plus infiniment proche deest appelé I'instant de
sortie. L'objectif est de déterminer la fonctipn— ¢. On va montrer que est défini par
I'équation [12). Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1. Soitp € [0g, 01] et soitz(p) une condition initiale située dans le bas-
sin d’attraction de0 mais qui n’est pas infiniment proche de la variété invariasiela
dynamique rapide correspondant & la valeur proprgp). Soitq défini par I'équation
(12). Alors pour touts €]p, g[ non infiniment proche deou ¢, on a :z(s) ~ 0. De plus,
x(g) n'est pas infiniment proche de 0. knx(s) s'approche de 0 le long de I'orbite de la
dynamique rapide .
X

E = f(pv 'r)
passant par:(p). Eng, z(s) s’éloigne de 0O le long de la séparatrice instable de O pour la
dynamique rapide

dx
E - f(qa ,T)
Démonstration.Soitg(s, z) = f(s,z) — M (s)z, o0 M (s) est la matrice[(J1). On a
9(s,0)=0 et%(s, 0) =0. (13)
Le systémel(10) s'écrit
d
ad—z = M(s)x + g(s,x). (14)

Comme la matricél/ (s) possede deux valeurs propres distinctes, il existe undamatr
différentiable inversibleP(s) telle que

P(s)"'M(s)P(s) = A(s) avec A(s)= ( /\1(58) )‘2(28) ) .

Le changement de variahle= P(s)u transforme I'équatiori{14) en

d
ad—l‘ = A(s)u+ P(s)"'g(s, P(s)u) — eP(s) "L P'(s)u.
La loupeu = U transforme cette équation en

E% = A(S)U + éP(S)_lg(s,P(s)gU) _ EP(S)_lpl(S)U.



Commey(s, x) vérifie les conditiond(13), onB(s) ~1g(s, P(s)eU) = €2¢1(s, U, €), ol
g1(s, U, ) est une fonction continue. Par conséquent, on a

daUu
e— = A(s)U + eh(s,U,¢)

ds
oUh(s,U,e) = g1(s,U,e) — P(s)~1P'(s)U est une fonction continue. Notons fdar=
(Uy,U7) et parh = (hy, ha) les composantes des vectelfet h(s, U, ). Le systeme
s’écrit

dU; :
E‘E:/\j(S)Uj+8hj(S,U1,U2,€), 7 =1,2.

Ce systéme est constitué de deux équations faiblementésaigle changement de va-
riables

Ui =rcosf, U;=rsinfd

transforme le systéme en

e9 = 1 [\ (5) cos? 0+ Ao(s) sin 0] + e ki (s, 7,0,2),

e40 = [Ay(s) — M1(s)] cosOsinf + € ka(s, 7,0, ),
avec
ki(s,r,0,e) = cosO hi(s,rcosf,rsinf,e)+sinf ha(s,rcos,rsinb,e),
in 6 0
ka(s,r,0,e) = Sy hi(s,rcosf,rsinf, e) + o ha(s,rcosf,rsinb, ).
r

Notons que la fonctiotk, est continue em = 0 car les fonctiond; et hy sont d’ordre
un enr. Considérons, tel que0 < ro < 1 et que la boule de centfeet de rayon-g
soit inclue dans le bassin d’attraction de I'origine. Agpions le changement de variable
v =c¢ln(r)alarégiord < r < ry, qui est envoyée dans la région définie pat < v <
eln(rg) < 0. On obtient le systéme :

9 = X1 (s) cos? 0 + Ao(s)sin® 0 + e k1 (s, €/%, 0, €), (15)
g8 = [Xy(s) — Ai(s))] cosOsin 6 + € ka(s, /%, 0,¢).

Commeu/e < In(rg) < 0, les termes ky (s, e¥/%, 0, ¢) ete ky (s, e”/%, 0, ) sont infini-
ment petits, de sorte gque {15) est un systéme singuliergeenirbé dont la variété lente
est la réunion des deux plafis= 0 etd = 7/2. Commelz(s) > Ai(s) pour touts,

le plan® = 7 est attractif et le plad = 0 est répulsif. Toute solution issue d’un point
non infiniment proche du plan répulsif devient infinimentgire du plan attractif en un
temps infiniment petit. Les solutions qui sont issues d’uinftoes proche du plan répul-
sif peuvent rester prés de ce plan un temps assez long avsierd&oigner. Le théoréme
de Tihonov s’applique [26, 31]. Sajt € [0g, o1[ et soitz(p) une condition initiale si-
tuée dans le bassin d'attraction @emais qui n’est pas infiniment proche de la variété
invariante de la dynamique rapide

dx

correspondant a la valeur propxe(p). La dynamique rapide conduit la solution corres-
pondante infiniment prés de 0. Dans le p{&hA, U:) elle n’est pas infiniment proche de



la variété lentd/, = 0, et donc du pla® = 0. Par conséquent la solution s’approche
rapidement du plafl = 7 puis est approximee par la solution du systeme lent

dv
E —AQ(S), 9—71'/2
On en déduit que

o(s) = / " No(w) du.

Par conséquent on a de nouveds) = r(, c'est-a-direv(s) infiniment petit, lorsque
est asymptotiquement égaj @éfini par [12). Pour cette valeur del’origine est un point
col pour la dynamique rapide

dx

Par conséquent, an la solution s’éloigne du col le long de sa séparatrice bisteOn
a utilisé ici qu'a l'instantp la solution n’était pas infiniment proche de la variété lente
6 = w/2, ce qui traduit le fait que la solution n'est pas arrivée denglan(U,, Uz) en
étant tres pres dg; = 0.

([l

Retournons a I'exempl€l(3}4(4). Posab&) = a(so + m — s). Le systeme rapide

= B(1 - a1) —yar(l — @),

dzy

& =0(1—z2) —a(s)(1 — z1)z2,

ou s est considéré comme un parametre, admet deux points dlgu(Btats quasi-
stationnairesjzy,x2) = (1,1) et (x1,z2) = (z3(s),z5(s)) donnés parl{5). La matrice
jacobienne eifix, x2) = (1, 1) esté(so +m —s). Comme on I'a déja vu, les deux valeurs
propres sont toujours distinctes et réelles, et toutesdax dégatives si et seulement si
a(s) < Bd/~. Par conséquent le point singuliet;, z2) = (1,1) est un nceud attractif
pour les valeurs de pour lesquellegi(s) < 56/, et un col lorsquéi(s) > 36/v. Les
valeurs propres son (s) = A_(s) et A2(s) = A4 (s), données paf6).

Pour(z1,z2) = (27(s), z5(s)), on obtient la matrice jacobienne

LBty L+b/als)
J:< TTo/a(s)  1/B+1/y )

145/~ _6+o¢(s)
T7a(51T1/5 T 1B/

Ona
Trace(J) <0 et Dét(J) = a(s)y — pd.

Les valeurs propres sont de parties réelles négatives suktrsent siv(s) > 84/~. Par
conséquent, aux points @ifs) = 36/, il y a des bifurcations transcritiques car les deux
équilibres(xzy,z2) = (1,1) et(x1, z2) = (x5 (s), 23(s)) se rencontrent et échangentleurs
stabilités.

Notons que\; (s) est toujours négative et que(s) < 0 poursg + m — s €]sy, s2|
modulo 1 et\z(s) > 0 poursg + m — s €]ss2,s1 + 1] modulo 1. On peut appliquer la
proposition 1 et calculer la fonction entrée-sortie commdafait dans la section 2.




5. Généralisation

Cette étude s’étend sans doute a des problémes avec plusidédieations rapides
et une équation lente. Considérons par exemple le systéaisé a quatre équations
rapides del[2, §4.2]

—(v+m) 0 0 Y(/T)

aw 5 —pu 0 0 _
o 0 g —s o |W=ct/DW
0 0 1) —Q

oua > 0,8 >0,v>0,06 >0, > 0ety() > 0 estune fonction périodique de
période 1. C’est aussi un modele pour la transmission d’uadadre a vecteurs; les deux
premiéres composantes représentent les vecteurs inflniéda phase latente et dans la
phase infectieuse tandis que les deux dernieres compsegapteésentent les personnes
infectées dans la phase latente et dans la phase infectisusgsteme[(1) avec= 1/T
prend la forme

dSCl

e (8) = (vl —ai(s)] =yl - oa(s)],

e M2 e) = pll—aa(s)] — ua(s)[1 — ()]

() = oL~ as(s)] 611~ aa(o)],

T = aft—ma(s)] — s+ m— )L~ (s)Jea(s).

La conjecture est que la fonction entrée-sortie est donagéformule [IR), othy(s)
doit étre remplacé par la valeur propre réelle dominarte de la matrice:(s), comme
on a pu le vérifier sur un exemple numérique (Fidure 3). Lesuwraldes paramétres sont
a=1,0=1v=10=1,p=1,9(s) = 3x(140,75cos(27s)), m = 3 etT = 2000.
L'équation caractéristique pour les valeurs propreke la matrice:(s) est

A+7+ ) A+ w)A+0)(A+a) = Byd1(s).
On en déduit qué(s) < 0 si et seulement si

Byi(s)

ap(y+p)

)

ce qui se produit numériqguement poyr < s < sy avecs; ~ 0,323 etsy ~ 0,677,
comme dans I'exemple numérique de la section 3 (simple @#nce). Avec la formule
(@2) on trouve en revanché ~ 0,047, qui semble bien correspondre au saut brusque de
la probabilité d’extinction dans la figuiré 3.

6. Conclusion

Dans cet article, on a pris comme exemples des modéles mgrasbour des maladies
a vecteurs. Mais le résultat de la section 4 s’applique assxemple aux modeles S-E-
I-R périodiques qui modélisent une maladie a transmissi@ci. Dans I'approximation
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Figure 3 — Les probabilités d’extinction aprespériodesz; (m) (en noir),zz(m) (en
bleu) ainsi quers(m) etx4(m) (en vert, indiscernables) en fonction gie En pointillé,
les courbes lentes. En rose, on a tracé un morceau de ladongti- 1 + f;j A(s) ds.

linéaire, seuls interviennent les deux compartimentsigfeE et |, qui représentent les
personnes dans la phase latente et les personnes infesti@emodéle a été utilisé pour
le début de I'épidémie de coronavirus en Frarice [4], mais &asaisonnalité. Comme
pour la grippe, on s’attend néanmoins a ce que la saiso@f@lie un rble dans la propa-
gation de ce coronavirus. La question de I'extinction seepmsers la fin de I'épidémie.

Un autre point important gu’il est bon de rappeler est querésasiltats sur le compor-
tement du systeme font intervenir des intégrales d’uneuwvadeopre sur des intervalles.
En particulier, la valeur de cette valeur propre & un insteminé ne renseigne pas di-
rectement sur le comportement du systéme. Il est d’aillleigrs connu dans la théorie de
Floquet qu'un systéme périodique peut n’avoir que des val@wpres négatives a chaque
instant et pourtant étre instable. On a pourtant réguliérgmntendu lors de I'épidémie de
coronavirus des annonces concernant la reproductivit@gdiere ), qui n’est qu’'une
autre forme de la valeur propre instantanée.
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