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RÉSUMÉ. On s’intéresse à la probabilité d’extinction d’un processus linéaire de naissance et de mort
avec plusieurs types dans un environnement périodique dans la limite d’une période très grande.
Cette probabilité dépend de la saison et peut présenter à la limite une discontinuité en lien avec un
canard dans un système dynamique lent-rapide. On détermine précisément le point de discontinuité
dans un exemple avec deux types d’individus provenant d’un modèle de transmission d’une maladie
à vecteurs.

ABSTRACT. We study the probability of extinction of a population modelled by a linear birth-and-
death process with several types in a periodic environment when the period is large compared to
other time scales. This probability depends on the season and may present a sharp jump in relation
to a "canard" in a slow-fast dynamical system. The point of discontinuity is determined precisely in an
example with two types of individuals related to a vector-borne disease transmission model.

MOTS-CLÉS : processus de naissance et de mort, périodique, lent-rapide, canard
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1. Introduction

L’estimation de la probabilité d’extinction d’une population est une question qui inter-
vient notamment en biologie de la conservation et en épidémiologie. Dans ce deuxième
cas, par population il faut entendre population infectée. Un modèle mathématique clas-
sique pour étudier ce genre de problème est celui des processus linéaires de naissance et
de mort avec un ou plusieurs types d’individus [28]. Il faut néanmoins tenir compte dans
de nombreuses situations de la saisonnalité de l’environnement, ce qui conduit à l’étude
de ces processus lorsque les coefficients de naissance et de mort sont des fonctions pé-
riodiques du temps [5]. Certaines populations ou certainesépidémies ont des coefficients
dont l’échelle de temps est relativement courte par rapportà la saisonnalité annuelle ;
on est donc amené à considérer la limite où la période des coefficients est très grande.
Lorsque les paramètres vitaux sont sous-critiques pendantune partie de la période (di-
sons la saison défavorable), la probabilité d’extinction comme fonction de la saison de
démarrage du processus tend vers une limite discontinue [14]. Le point de discontinuité
se trouve avant le début de la saison défavorable. Il a pu êtredéterminé précisément lors-
qu’il n’y a qu’un seul type d’individus, mais pas dans le cas où il y a plusieurs types
d’individus.

Dans [3], on avait poursuivi cette étude essentiellement dans le cas d’un seul type
d’individus, en remarquant notamment que la discontinuitéde la probabilité d’extinction
était liée à la présence dans un système dynamique lent-rapide d’un « canard », c’est-à-
dire (voir par exemple [25, chapitre 5]) d’une trajectoire qui longe un arc attractif pendant
un certain temps avant de longer un arc répulsif. On se propose ci-dessous d’étudier un
exemple avec deux types d’individus inspiré d’un modèle de transmission d’une maladie
à vecteurs. On détermine précisément le point de discontinuité de la probabilité d’extinc-
tion, ce qui était resté non résolu dans [14, 3].

Dans la section 2, on présente le modèle pour la population, àsavoir celui des pro-
cessus linéaires de naissance et de mort à coefficients périodiques avec plusieurs types
d’individus. On explique que la probabilité d’extinction est liée à un système d’équations
différentielles ordinaires. Lorsque la période tend vers l’infini, un changement de variable
transforme ce système en un système lent-rapide avec une période fixe.

Dans la section 3, on présente un exemple avec deux types d’individus. Des simula-
tions numériques suggèrent que la probabilité d’extinction tend vers une limite discon-
tinue et que le point de discontinuité est déterminé par une condition qui fait intervenir
l’intégrale de la valeur propre dominante d’une certaine matrice. Dans la section 4, on
démontre avec les outils de l’analyse non standard que c’estbien cette condition qui dé-
termine le point de discontinuité. Dans la section 5, on présente un autre exemple avec
cette fois quatre types d’individus. Une simulation numérique suggère qu’une condition
du même type détermine encore le point de discontinuité. Nous ne sommes néanmoins pas
parvenu à le démontrer dans un cadre général lorsque le nombre de types d’individus est
strictement supérieur à deux. Dans la conclusion, on évoqueles possibilités d’application
de nos résultats au cas de l’épidémie de coronavirus.

2. Le modèle

On considère un processus linéaire de naissance et de mort avec k types (k ≥ 1)
dans un environnement périodique. SoitT > 0 la période de l’environnement. On se



donne deux fonctions matriciellesA(t) = (Ai,j(t)) etB(t) = (Bi,j(t)) de taillek et de
périodeT avec les hypothèses suivantes :

– pour touti et toutj, Ai,j(t) ≥ 0 représente le taux auquel les individus de typej
engendrent de nouveaux individus de typei ;

– pour touti 6= j,Bi,j(t) ≤ 0 et−Bi,j(t) est le taux auquel les individus de typej se
transforment en individus de typei ;

– pour toutj, Bj,j(t) ≥ 0 représente le taux auquel les individus de typej changent
de type ou meurent, avec

∑

iBi,j(t) ≥ 0 ;

– si U(t) est la solution du systèmedU/dt = −B(t)U(t) avec la condition initiale
U(0) = I, oùI est la matrice identité, alors le rayon spectral de la matriceU(T ), c’est-à-
dire le multiplicateur de Floquet dominant, vérifieρ(U(T )) < 1 ;

– la matriceC(t) = A(t)−B(t) = (Ci,j(t)) est irréductible pour toutt.

Plus précisément [5], siπ(t, N1, . . . , Nk) est la probabilité d’avoirNi individus de
typei pour tout1 ≤ i ≤ k au tempst (lesNi sont des entiers), et siG(t, Z1, . . . , Zk) est
la fonction génératrice correspondante, alors

∂G

∂t
=
∑

i,j

[1− Zi][Bi,j(t)−Ai,j(t)Zj ]
∂G

∂Zj
.

Supposons qu’au temps initialt0 il y ait ni ≥ 0 individus de typei (lesni sont des
entiers) pour tout1 ≤ i ≤ k avec

∑

i ni ≥ 1. On peut supposer que0 ≤ t0 < T . On
a vu dans [5] que la probabilitép(t0, t1) que la population soit éteinte au tempst1 > t0,
c’est-à-dire qu’il ne reste aucun individu des différents types, est donnée par

p(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]
n1 · · · [zk(t1 − t0)]

nk ,

oùz(t) = (zi(t))1≤i≤k est la solution du système différentiel

dzi
dt

(t) =
∑

j

[1− zj(t)][Bj,i(t1 − t)−Aj,i(t1 − t)zi(t)]

sur l’intervalle0 < t < t1 − t0 avec la condition initialezi(0) = 0 pour touti.
L’espéranceEi(t) du nombre d’individus de typei au tempst vérifie

dEi

dt
=
∑

j

Ci,j(t)Ej(t)

etEi(t0) = ni pour touti. NotonsV (t) la solution du systèmedV/dt = C(t)V (t) avec
la condition initialeV (0) = I. SoitF = ρ(V (T )) le multiplicateur de Floquet dominant.
LorsqueF ≤ 1, la probabilité d’extinctionp(t0, t1) tend vers 1 quandt1 → +∞. Lorsque
F > 1, cette probabilité tend au contraire vers une limite strictement inférieure à 1, mais
qui dépend det0 de manière périodique [5].

Posonss = t/T . Supposons qu’il existe deux fonctions matriciellesa(s) et b(s) pé-
riodiques de période 1, indépendantes deT , telles queA(t) = a(s) et B(t) = b(s).
Supposons ques0 = t0/T soit fixé. De même, supposons quet1 = t0 +mT , oùm ≥ 1
est un entier fixé. Notre objectif est d’étudier, pour1 ≤ i ≤ k, la limite

qi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0)



en fonction des0, avec0 ≤ s0 < 1. Notons queqi(s0) est aussi la limite quandT → +∞
dep(t0, t1), la probabilité d’extinction aprèsm périodes lorsqu’on part d’un seul individu
de typei à la saisons0 = t0/T .

Posons
ε = 1/T, c(s) = a(s)− b(s), x(s) = z(t).

Alors

ε
dxi
ds

(s) =
∑

j

[1− xj(s)]
[

bj,i(s0 +m− s)− aj,i(s0 +m− s)xi(s)
]

(1)

sur l’intervalle0 < s < m avecxi(0) = 0 pour touti. De plus,z(t1 − t0) = x(m).
Rappelons au passage que0 ≤ xi(s) ≤ 1 pour touti et tout0 ≤ s ≤ m [5].

LorsqueT → +∞, autrement dit lorsqueε → 0, le système (1) peut s’écrire comme
un système autonome lent-rapide aveck variables rapidesxi(s) (1 ≤ i ≤ k) et une
variable lentexk+1(s) = s telle quedxk+1/ds = 1.

La matrice jacobienne du membre de droite du système (1) en lasolution stationnaire
triviale xi = 1 pour touti estc̃(s0 +m− s), où c̃(·) désigne la matrice transposée de la
matricec(·). D’après un corollaire du théorème de Perron et Frobenius pour les matrices
irréductibles dont les coefficients en dehors de la diagonale sont tous positifs ou nuls [1,
remarque 6.2.13], les matricesc(s) et c̃(s) ont une valeur propre réelle dominante com-
muneΛ(s), strictement supérieure à la partie réelle de toutes les autres valeurs propres.

3. Un exemple

Prenons

a(s) =

(

0 α(s)
γ 0

)

, b(s) =

(

β 0
0 δ

)

,

avecα(s) > 0, β > 0, γ > 0 et δ > 0 ; la fonctionα(s) est périodique de période 1
et continue. Ce modèle stochastique s’inspire du modèle déterministe linéarisé pour une
maladie à vecteurs de [2, Section 4.1] :

dW

dt
=

(

−β α(t/T )
γ −δ

)

W = c(t/T )W. (2)

Les vecteurs infectés sont le type 1 ; les personnes infectées sont le type 2. Le paramètre
α(s) est le taux auquel les personnes infectées transmettent leur infection à des vecteurs
lorsqu’elles sont piquées ; ce taux est périodique car la population de vecteurs susceptibles
l’est aussi. Le paramètreβ est le taux auquel les vecteurs meurent. Le paramètreγ est le
taux auquel les vecteurs piquent. Le paramètreδ est le taux auquel les personnes infectées
guérissent. Le système (1) s’écrit alors

ε
dx1
ds

(s) = β [1− x1(s)]− γ x1(s)[1− x2(s)], (3)

ε
dx2
ds

(s) = δ [1− x2(s)]− α(s0 +m− s) [1− x1(s)]x2(s). (4)

Notons que les membres de droite s’annulent dans deux cas : oubien x1(s) = 1 et
x2(s) = 1, ou bien

x1(s) = x∗1(s) =
1 + δ

α(s0+m−s)

1 + γ
β

et x2(s) = x∗2(s) =
1 + β

γ

1 + α(s0+m−s)
δ

. (5)



Les deux valeurs propres de la matricec(s) sont réelles :

λ±(s) =
−(β + δ)±

√

(β + δ)2 + 4[α(s)γ − βδ]

2
. (6)

La valeur propre dominante estΛ(s) = λ+(s). Notons queλ−(s) < 0 pour touts.
Supposons qu’il existe une saison défavorable à la transmission de l’épidémie, c’est-

à-dire qu’il existes1 ets2 avec0 < s1 < s2 < 1 tels que

α(s) γ

β δ
< 1 autrement dit Λ(s) < 0 si s ∈]s1, s2[, (7)

α(s) γ

β δ
> 1 autrement dit Λ(s) > 0 si s ∈]0, s1[∪]s2, 1[. (8)

Supposons de plus que
∫ 1

0

Λ(s) ds > 0. (9)

Comme exemple, prenonsα(s) = ᾱ(1 + κ cos(2πs)) avecᾱ > 0, |κ| < 1 et

ᾱ(1− κ) γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1 + κ) γ

β δ
.

Cette dernière condition assure qu’il y a bien une saison défavorable. Plus spécifiquement,
choisissons̄α = 3, κ = 0,75,β = 2, γ = 1 etδ = 1. Ces valeurs ne sont pas très réalistes
mais elles mettent bien en évidence le phénomène. On a alorss1 ≃ 0,323 ets2 ≃ 0,677.
On peut vérifier numériquement que la condition (9) est vérifiée. Prenons par ailleurs
T = 1000,m = 3 ets0 = 0,25.

La figure 1 représente la solution du système (3)-(4) avec la condition initialex1(0) =
x2(0) = 0. D’un point de vue numérique, on a utilisé le logiciel Scilabet résolu le système
vérifié parlog(1 − x1(s)) et log(1 − x2(s)) avant de revenir aux variables initiales. On
a également tracé la fonction constante égale à 1 et les courbes (5). Notons les choses
suivantes :

– au voisinage des = 0, les courbes sont presque verticales (non visible sur les fi-
gures) ;

– les solutionsx1(s) etx2(s) tendent à devenir périodique ;

– x1(s) et x2(s) sont alors très proches de 1 non seulement pour les valeurs des
telles queΛ(s0 +m− s) < 0, notamment pours ∈]s0 +1− s2, s0 +1− s1[, mais aussi
pours ∈]s0 + 1− s1, s0 + 1− s∗[ avecs2 − 1 < s∗ < s1, oùΛ(s0 +m− s) > 0 (il y a
un « canard »).

La figure 2 montre comment les quantités qui nous intéressent, les probabilités d’ex-
tinction aprèsm périodesx1(m) etx2(m), varient en fonction des0. On a aussi tracé les
courbes déduites de (5)

x∗1(m) =
1 + δ

α(s0)

1 + γ
β

et x∗2(m) =
1 + β

γ

1 + α(s0)
δ

.

La figure 2 suggère quex1(m) et x2(m) tendent, lorsqueT → +∞, vers des limites
qui valent 1 sur l’intervalles0 ∈]s∗, s2[ ; de plus, les limites sont discontinues au point
s0 = s∗. Le problème est de déterminers∗.
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Figure 1 – En fonction des, les courbesx1(s) (en noir) etx2(s) (en bleu) ainsi que les
courbes lentesx∗1(s) (noir en pointillé),x∗2(s) (bleu en pointillé) et 1 (rouge en pointillé).
En rose, un morceau de la fonctions 7→ 1 +

∫ s

s0+1−s2
Λ(s0 +m− u) du.
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Figure 2 – Les probabilités d’extinction aprèsm périodesx1(m) (en noir) etx2(m) (en
bleu foncé) en fonction des0. Les formules pourx∗1(m) et x∗2(m) sont en pointillé. En
rose, un morceau de la fonctions0 7→ 1 +

∫ s2
s0

Λ(s) ds.



On démontrera dans la section suivante que les solutionsx1(s) etx2(s) de la figure 1,
qui sont très proches de 1 pourp := s0+1−s2 < s < s0+1−s1, s’écartent brusquement
du voisinage de 1 pours = q := s0 + 1− s∗ > s0 + 1− s1 tel que

∫ q

p

Λ(s0 +m− s) ds = 0.

Autrement dit, ces solutions s’écartent du voisinage de 1 ens = q = s0 + 1− s∗ tel que
∫ s2

s∗
Λ(s) ds = 0.

C’est cette équation qui détermines∗ de manière unique. En effet, si l’on poseφ(s) =
∫ s2
s

Λ(v) dv, alors on aφ(s1) < 0 à cause de la condition (7),φ′(s) = −Λ(s) < 0 pour
s ∈]s2 − 1, s1[ à cause de la condition (8) et

φ(s2 − 1) =

∫ s2

s2−1

Λ(s) ds =

∫ 1

0

Λ(s) ds > 0

à cause de la condition (9). Il existe donc bien un uniques∗ ∈]s2−1, s1[ tel queφ(s∗) = 0.
Dans l’exemple, on trouve numériquement ques∗ ≃ 0,079.

Remarque.La condition (9) n’a pas de lien avec un éventuel caractère surcritique du
système (2), ce qui est d’ailleurs bien connu dans la théoriede Floquet. En effet, si l’on
prend par exemplec = 0,7 au lieu dec = 1, on trouve numériquement que le multi-
plicateur de Floquet dominant estF = ρ(V (T )) ≃ 1,025> 1 alors que

∫ 1

0 Λ(s) ds ≃
−0,016< 0.

4. La fonction entrée-sortie pour une bifurcation transcri tique

Pour justifier ce qui vient d’être dit au sujet du points∗ de localisation de la disconti-
nuité, on considère plus généralement un champ lent-rapideavec deux dimensions rapides
et une dimension lente, comme (3)-(4). On suppose que la dynamique rapide possède un
point singulier avec deux valeurs propres réelles distinctes dont l’une est toujours négative
et la deuxième est négative puis positive. Il s’agit donc d’une bifurcation transcritique où
l’équilibre de la dynamique rapide est un nœud stable puis uncol.

Une solution qui est proche du point singulier lorsqu’il eststable, ne va pas quitter
son voisinage, dès qu’il devient instable, mais va continuer à en rester proche, pendant
un certain temps. Le but est de calculer la fonction entrée-sortie pour cette bifurcation
transcritique, c’est-à-dire de définir l’instant où la solution s’éloigne du point singulier
(instant de sortie), en fonction de celui où elle s’en est rapprochée (instant d’entrée). Ce
phénomène connu sous le nom deretard à la bifurcationest lié à la notion desolutions
canardset desurstabilité.

La notion de fonction entrée-sortie et le concept de solution canard ont été étudiés
pour la première fois au tout début des années 1980 avec l’analyse non standard (voir
les articles de revue [10, 15, 36]) ; la fonction entrée-sortie a été calculée d’abord pour
les canards de l’équation de Van der Pol [6, 10] puis étendue àun système lent-rapide
quelconque du plan [16]. Plus tard, l’existence des solutions canards a été retrouvée avec
les outils classiques des développement asymptotiques [20] et par la théorie géométrique
des perturbations singulières [19]. La fonction entrée-sortie pour un système du plan a



été obtenue aussi par la théorie géométrique des perturbations singulières [27]. Pour plus
de détails sur l’apport de l’école non standardiste française au problème des canards et
du retard à la bifurcation, le lecteur peut consulter [15, 21]. Pour une vue plus complète
sur les divers approches dans la théorie des perturbations singulières, voir la monographie
récente [23] ainsi que l’article de Scholarpedia [35] consacré aux canards. Pour plus d’in-
formations sur la notion de surstabilité et de retard à la bifurcation, voir [7, 9, 11, 33, 34]
et les références qu’elles contiennent.

Le cas particulier d’un champ lent-rapide en dimension deux, avec une dynamique
rapide de dimension un qui est attractive puis répulsive, est bien compris, voir [16]. Le
cas de la bifurcation de Hopf, où deux valeurs propres sont complexes conjuguées et leur
partie réelle change de signe, a été considéré par plusieursauteurs, voir [8, 13, 17, 24, 29,
30, 32]. Voir aussi la présentation complète et pédagogiquedans la monographie récente
[23, chapitre 12].

Considérons un système différentiel singulièrement perturbé défini surR × R
2 à une

variable lentes ∈ R et deux variables rapidesx ∈ R
2 de la forme

ε
dx

ds
= f(s, x) (10)

oùf : R × R
2 → R

2, est différentiable en(s, x), etε > 0. On suppose quef(s, 0) = 0
pour touts, de sorte quex = 0 est non seulement une courbe lente du système (10),
c’est-à-dire une solution de l’équationf(s, x) = 0, mais aussi une solution particulière
du système (10). On note parM(s) la matrice carrée d’ordre2

M(s) =
∂f

∂x
(s, 0). (11)

On suppose queM(s) possède deux valeurs propres distinctes,λ1(s) etλ2(s), dont l’une
reste toujours négative et l’autre change de signe. Avecσ0 < σ1 < σ2, on a :

• λ1(s) < 0 etλ1(s) < λ2(s) pour touts ∈ [σ0, σ2],

• λ2(s) < 0 pour touts ∈ [σ0, σ1[ etλ2(s) > 0 pour touts ∈]σ1, σ2].

Dans la théorie géométrique des perturbations singulièreson étudie le système (10)
dans l’espace de phase étendu(x, ε). On ajoute l’équationdεds = 0. La situation rencontrée
ici où une seule valeur propre de la dynamique rapide change de signe peut être ramenée
au cas des systèmes du plan en faisant une réduction sur la variété centrale du système
augmenté ((10),dεds = 0) en son point d’équilibre(x, ε) = (0, 0). Pour plus de détails voir
[12, 22]. En effet, en réduisant à cette variété centrale, onobtient un système plan dont la
fonction entrée-sortie est donnée par l’intégrale de la valeur propre qui change de signe
[16] :

∫ q

p

λ2(s) ds = 0 . (12)

Dans cette équationp est l’instant d’entrée etq celui de sortie. La réduction à la variété
centrale prédit que localement, c’est-à-dire près de la valeur de bifurcation transcritique
s = σ1, la fonction entrée-sortie est donné par la formule (12). Onse propose dans ce qui
suit de calculer la fonction entrée-sortie globale. Le cas particulier d’un champ lent-rapide
en dimension trois avec une dynamique rapide découplée a étéconsidéré dans [12].

Nous utilisons le langage de l’analyse non standard. Ce qu’est précisément l’analyse
non standard n’est pas très important pour la compréhensionde cet article. Le lecteur



peut garder en tête le sens intuitif du langage infinitésimalet se rassurer en sachant que
l’analyse non standard fournit une fondation rigoureuse des concepts d’infiniment petit et
d’infiniment grand. Pour une introduction à l’analyse non standard, voir [18]. Pour plus
d’informations sur l’utilisation de l’analyse non standard dans la théorie des équations
différentielles, le lecteur peut se reporter à [15, 36], [23, section 19.5] ou [25, chapitre 5].

On suppose donc que le paramètreε dans (10) est infiniment petit. La solutionx(s) =
0 est un canard puisqu’elle est attractive pours ∈ [σ0, σ1[ et répulsive pours ∈]σ1, σ2]. Le
but est d’étudier les solutions du système (10) qui sont infiniment proches dex(s) = 0.
Comme la dynamique rapide est attractive sur l’intervalle[σ0, σ1[, si p ∈ [σ0, σ1[, une
solution du système (10) avec une condition initialex(p) située dans le bassin d’attraction
de0 se dirige rapidement vers la courbe lentex = 0 et reste infiniment proche de celle-
ci tant ques < σ1. La solutionx(s) ne va pas quitter le voisinage infinitésimal de 0
en s = σ1, devenu instable, mais va continuer à longer0 sur tout un intervalle[σ1, q[.
L’instantq > σ1 pour lequelx(s) n’est plus infiniment proche de0 est appelé l’instant de
sortie. L’objectif est de déterminer la fonctionp 7→ q. On va montrer queq est défini par
l’équation (12). Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1. Soitp ∈ [σ0, σ1[ et soitx(p) une condition initiale située dans le bas-
sin d’attraction de0 mais qui n’est pas infiniment proche de la variété invariantede la
dynamique rapide correspondant à la valeur propreλ1(p). Soitq défini par l’équation
(12). Alors pour touts ∈]p, q[ non infiniment proche dep ou q, on a :x(s) ≃ 0. De plus,
x(q) n’est pas infiniment proche de 0. Enp, x(s) s’approche de 0 le long de l’orbite de la
dynamique rapide

dx

dt
= f(p, x)

passant parx(p). Enq, x(s) s’éloigne de 0 le long de la séparatrice instable de 0 pour la
dynamique rapide

dx

dt
= f(q, x).

Démonstration.Soitg(s, x) = f(s, x)−M(s)x, oùM(s) est la matrice (11). On a

g(s, 0) = 0 et
∂g

∂x
(s, 0) = 0. (13)

Le système (10) s’écrit

ε
dx

ds
=M(s)x+ g(s, x). (14)

Comme la matriceM(s) possède deux valeurs propres distinctes, il existe une matrice
différentiable inversibleP (s) telle que

P (s)−1M(s)P (s) = A(s) avec A(s) =

(

λ1(s) 0
0 λ2(s)

)

.

Le changement de variablex = P (s)u transforme l’équation (14) en

ε
du

ds
= A(s)u + P (s)−1g(s, P (s)u)− εP (s)−1P ′(s)u.

La loupeu = εU transforme cette équation en

ε
dU

ds
= A(s)U +

1

ε
P (s)−1g(s, P (s)εU)− εP (s)−1P ′(s)U.



Commeg(s, x) vérifie les conditions (13), on aP (s)−1g(s, P (s)εU) = ε2g1(s, U, ε), où
g1(s, U, ε) est une fonction continue. Par conséquent, on a

ε
dU

ds
= A(s)U + εh(s, U, ε)

oùh(s, U, ε) = g1(s, U, ε)− P (s)−1P ′(s)U est une fonction continue. Notons parU =
(U1, U2) et parh = (h1, h2) les composantes des vecteursU et h(s, U, ε). Le système
s’écrit

ε
dUj

ds
= λj(s)Uj + ε hj(s, U1, U2, ε), j = 1, 2.

Ce système est constitué de deux équations faiblement couplées. Le changement de va-
riables

U1 = r cos θ, U2 = r sin θ

transforme le système en

εdrds = r
[

λ1(s) cos
2 θ + λ2(s) sin

2 θ
]

+ ε k1(s, r, θ, ε),

εdθds = [λ2(s)− λ1(s)] cos θ sin θ + ε k2(s, r, θ, ε),

avec

k1(s, r, θ, ε) = cos θ h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) + sin θ h2(s, r cos θ, r sin θ, ε),

k2(s, r, θ, ε) = −
sin θ

r
h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) +

cos θ

r
h2(s, r cos θ, r sin θ, ε).

Notons que la fonctionk2 est continue enr = 0 car les fonctionsh1 et h2 sont d’ordre
un enr. Considéronsr0 tel que0 < r0 < 1 et que la boule de centre0 et de rayonr0
soit inclue dans le bassin d’attraction de l’origine. Appliquons le changement de variable
v = ε ln(r) à la région0 < r < r0, qui est envoyée dans la région définie par−∞ < v <
ε ln(r0) < 0. On obtient le système :

dv
ds = λ1(s) cos

2 θ + λ2(s) sin
2 θ + ε k1(s, e

v/ε, θ, ε),

εdθds = [λ2(s)− λ1(s))] cos θ sin θ + ε k2(s, e
v/ε, θ, ε).

(15)

Commev/ε < ln(r0) < 0, les termesε k1(s, ev/ε, θ, ε) et ε k1(s, ev/ε, θ, ε) sont infini-
ment petits, de sorte que (15) est un système singulièrementperturbé dont la variété lente
est la réunion des deux plansθ = 0 et θ = π/2. Commeλ2(s) > λ1(s) pour touts,
le planθ = π

2 est attractif et le planθ = 0 est répulsif. Toute solution issue d’un point
non infiniment proche du plan répulsif devient infiniment proche du plan attractif en un
temps infiniment petit. Les solutions qui sont issues d’un point très proche du plan répul-
sif peuvent rester près de ce plan un temps assez long avant des’en éloigner. Le théorème
de Tihonov s’applique [26, 31]. Soitp ∈ [σ0, σ1[ et soitx(p) une condition initiale si-
tuée dans le bassin d’attraction de0, mais qui n’est pas infiniment proche de la variété
invariante de la dynamique rapide

dx

dt
= f(p, x)

correspondant à la valeur propreλ1(p). La dynamique rapide conduit la solution corres-
pondante infiniment près de 0. Dans le plan(U1, U2) elle n’est pas infiniment proche de



la variété lenteU2 = 0, et donc du planθ = 0. Par conséquent la solution s’approche
rapidement du planθ = π

2 puis est approximée par la solution du système lent

dv

ds
= λ2(s), θ = π/2.

On en déduit que

v(s) =

∫ s

p

λ2(w) dw.

Par conséquent on a de nouveaur(s) = r0, c’est-à-direv(s) infiniment petit, lorsques
est asymptotiquement égal àq défini par (12). Pour cette valeur deq, l’origine est un point
col pour la dynamique rapide

dx

dt
= f(q, x).

Par conséquent, enq, la solution s’éloigne du col le long de sa séparatrice instable. On
a utilisé ici qu’à l’instantp la solution n’était pas infiniment proche de la variété lente
θ = π/2, ce qui traduit le fait que la solution n’est pas arrivée dansle plan(U1, U2) en
étant très près deU1 = 0.

Retournons à l’exemple (3)-(4). Posonsα̃(s) = α(s0 +m− s). Le système rapide

dx1

dt = β(1− x1)− γx1(1− x2),

dx2

dt = δ(1− x2)− α̃(s)(1 − x1)x2,

où s est considéré comme un paramètre, admet deux points d’équilibre (états quasi-
stationnaires)(x1, x2) = (1, 1) et (x1, x2) = (x∗1(s), x

∗
2(s)) donnés par (5). La matrice

jacobienne en(x1, x2) = (1, 1) estc̃(s0+m−s). Comme on l’a déjà vu, les deux valeurs
propres sont toujours distinctes et réelles, et toutes les deux négatives si et seulement si
α̃(s) < βδ/γ. Par conséquent le point singulier(x1, x2) = (1, 1) est un nœud attractif
pour les valeurs des pour lesquelles̃α(s) < βδ/γ, et un col lorsquẽα(s) > βδ/γ. Les
valeurs propres sontλ1(s) = λ−(s) etλ2(s) = λ+(s), données par (6).

Pour(x1, x2) = (x∗1(s), x
∗
2(s)), on obtient la matrice jacobienne

J =

(

− β+γ
1+δ/α̃(s)

1+δ/α̃(s)
1/β+1/γ

1+β/γ
1/α̃(s)+1/δ − δ+α̃(s)

1+β/γ

)

.

On a
Trace(J) < 0 et Dét(J) = α̃(s)γ − βδ.

Les valeurs propres sont de parties réelles négatives si et seulement sĩα(s) > βδ/γ. Par
conséquent, aux points où̃α(s) = βδ/γ, il y a des bifurcations transcritiques car les deux
équilibres(x1, x2) = (1, 1) et(x1, x2) = (x∗1(s), x

∗
2(s)) se rencontrent et échangent leurs

stabilités.
Notons queλ1(s) est toujours négative et queλ2(s) < 0 pours0 +m − s ∈]s1, s2[

modulo 1 etλ2(s) > 0 pours0 + m − s ∈]s2, s1 + 1[ modulo 1. On peut appliquer la
proposition 1 et calculer la fonction entrée-sortie comme on l’a fait dans la section 2.



5. Généralisation

Cette étude s’étend sans doute à des problèmes avec plus de deux équations rapides
et une équation lente. Considérons par exemple le système linéarisé à quatre équations
rapides de [2, §4.2]

dW

dt
=









−(γ + µ) 0 0 ψ(t/T )
γ −µ 0 0
0 β −δ 0
0 0 δ −α









W = c(t/T )W,

où α > 0, β > 0, γ > 0, δ > 0, µ > 0 et ψ(·) > 0 est une fonction périodique de
période 1. C’est aussi un modèle pour la transmission d’une maladie à vecteurs ; les deux
premières composantes représentent les vecteurs infectésdans la phase latente et dans la
phase infectieuse tandis que les deux dernières composantes représentent les personnes
infectées dans la phase latente et dans la phase infectieuse. Le système (1) avecε = 1/T
prend la forme

ε
dx1
ds

(s) = (γ + µ)[1 − x1(s)]− γ[1− x2(s)],

ε
dx2
ds

(s) = µ[1− x2(s)]− βx2(s)[1− x3(s)],

ε
dx3
ds

(s) = δ[1− x3(s)]− δ[1− x4(s)],

ε
dx4
ds

(s) = α[1− x4(s)]− ψ(s0 +m− s)[1 − x1(s)]x4(s).

La conjecture est que la fonction entrée-sortie est donnée par la formule (12), oùλ2(s)
doit être remplacé par la valeur propre réelle dominanteΛ(s) de la matricec(s), comme
on a pu le vérifier sur un exemple numérique (Figure 3). Les valeurs des paramètres sont
α = 1, β = 1, γ = 1, δ = 1,µ = 1,ψ(s) = 3×(1+0,75cos(2πs)),m = 3 etT = 2000.
L’équation caractéristique pour les valeurs propresλ de la matricec(s) est

(λ+ γ + µ)(λ+ µ)(λ + δ)(λ+ α) = β γ δ ψ(s).

On en déduit queΛ(s) < 0 si et seulement si

β γ ψ(s)

αµ (γ + µ)
< 1,

ce qui se produit numériquement pours1 < s < s2 avecs1 ≃ 0,323 ets2 ≃ 0,677,
comme dans l’exemple numérique de la section 3 (simple coïncidence). Avec la formule
(12) on trouve en revanches∗ ≃ 0,047, qui semble bien correspondre au saut brusque de
la probabilité d’extinction dans la figure 3.

6. Conclusion

Dans cet article, on a pris comme exemples des modèles périodiques pour des maladies
à vecteurs. Mais le résultat de la section 4 s’applique aussipar exemple aux modèles S-E-
I-R périodiques qui modélisent une maladie à transmission directe. Dans l’approximation
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Figure 3 – Les probabilités d’extinction aprèsm périodesx1(m) (en noir),x2(m) (en
bleu) ainsi quex3(m) etx4(m) (en vert, indiscernables) en fonction des0. En pointillé,
les courbes lentes. En rose, on a tracé un morceau de la fonctions0 7→ 1 +

∫ s2
s0

Λ(s) ds.

linéaire, seuls interviennent les deux compartiments infectés E et I, qui représentent les
personnes dans la phase latente et les personnes infectieuses. Ce modèle a été utilisé pour
le début de l’épidémie de coronavirus en France [4], mais sans la saisonnalité. Comme
pour la grippe, on s’attend néanmoins à ce que la saisonnalité joue un rôle dans la propa-
gation de ce coronavirus. La question de l’extinction se posera vers la fin de l’épidémie.

Un autre point important qu’il est bon de rappeler est que nosrésultats sur le compor-
tement du système font intervenir des intégrales d’une valeur propre sur des intervalles.
En particulier, la valeur de cette valeur propre à un instantdonné ne renseigne pas di-
rectement sur le comportement du système. Il est d’ailleursbien connu dans la théorie de
Floquet qu’un système périodique peut n’avoir que des valeurs propres négatives à chaque
instant et pourtant être instable. On a pourtant régulièrement entendu lors de l’épidémie de
coronavirus des annonces concernant la reproductivité journalière (R0), qui n’est qu’une
autre forme de la valeur propre instantanée.
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