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摘要

当系数的周期⾮常⼤时，我们对周期性环境中⼏种类型的出⽣和死亡的线性过程的灭绝概率感兴趣。该概
率可以极限地呈现与慢-快速动态系统中的鸭⼦相关的不连续性。在具有两种类型的个体的⽰例中，我们精
确地确定了不连续点。
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1.简介

    估计种群灭绝的可能性是⼀个特别涉及保护⽣物学和流⾏病学的问题。在第⼆种情况下，按⼈⼝表⽰感
染的⼈⼝。研究此类问题的经典数学模型是⼀种或多种类型个体的出⽣和死亡的线性过程（Méléard，
2016）。但是，在许多情况下，必须考虑环境的季节性，当出⽣和死亡系数是时间的周期性函数时，就需
要研究这些过程（Bacaër和Ait Dads，2014）。某些⼈群或某些流⾏病具有时间尺度与年度季节性相⽐相对
较短的系数；因此，我们被引导考虑系数周期⾮常⼤的极限。当关键参数在⼀年的⼀部分（不利的季节）
处于次临界状态时，根据该过程的开始季节⽽灭绝的概率收敛到⼀个不连续的极限（Carmona and
Gandon，2019）。不连续点是在不利季节开始之前。

    Bacaër（2019）基本上在单⼀类型个体的情况下继续了这项研究，特别指出了灭绝概率的不连续性
与“鸭”的慢速动态系统的存在有关。 »的轨迹（例如，参见Lobry（2018年，第5章）），该轨迹在遵循排
斥弧之前先遵循⼀段吸引弧。我们建议在下⽂中研究⼀个⽰例，其中有两种类型的个体受到媒介传播疾病
传播模型的启发。我们精确地确定了灭绝概率的不连续点。这个问题尚未解决（Carmona和Gandon，2019
年;Bacaër，2019年）。

    在第2节中，我们介绍了⼈⼝模型，即具有⼏种类型个体的具有周期性系数的线性出⽣和死亡过程模型。
解释了灭绝的概率与常微分⽅程组有关。当周期收敛到⽆穷⼤时，变量的变化会将系统变成具有固定周期
的慢速系统。

    在第3节中，我们提供了⼀个包含两种类型的个体的⽰例。数值模拟表明，灭绝概率收敛到⼀个不连续的
极限，并且不连续点是由⼀个条件决定的，该条件涉及某个矩阵的主导特征值的积分。在第4节中，我们使
⽤⾮标准分析⼯具演⽰了确定不连续点的确实是这种情况。

    在第5节中，我们提供了另⼀个⽰例，这次有四种类型的个⼈。数值模拟表明，相同类型的条件仍然确定
不连续点。但是，当个⼈类型的数量严格⼤于两种时，我们⽆法在通⽤框架中证明这⼀点。最后，我们讨
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论了将我们的结果应⽤于冠状病毒流⾏的可能性。

2.模型

    我们考虑周期性环境中k个类型（k≥1）的出⽣和死亡的线性过程。T > 0是环境周期。我们给⾃⼰两个矩
阵函数  和  ⼤⼩k和周期T的以下假设：

 表⽰类型j的个体⽣成类型i的新个体的速率
是j型个体转化为i型个体的速率

表⽰类型j的个体改变类型或死亡的速率，并且
如果  是系统解决⽅案  有初始条件  （单位矩阵），然后是矩阵的光
谱半径 ，即占主导地位的Floquet乘数是 
矩阵 对于所有t都是不可约的。

    更准确地说，如（Bacaër和Ait Dads，2014年）中，我们定义

 拥有的可能性  在时间t处类型为i的个⼈ 
 相应的⽣成器功能。

On a alors

    假设当时  有 I型个⼈（  是整数， ）与 。我们可以假设 。根据
（Bacaër和Ait Dads，2014年），  ⼈⼝在第⼆个时刻灭绝了，也就是说没有不同类型的个体存在

 是差分系统的解决⽅案

有初始条件 。

在时间t     对类型i的个体数量的期望是

和 。我们定义

 系统解决⽅案  有初始条件 。
 占主导地位的Floquet乘数。

如果˚F ≤1，

如果F > 1，则该概率收敛到严格低于1的极限。这是的周期函数。  （Bacaër和Ait Dads，2014年）。

    我们猜测

A(t) = (Ai,j(t)) B(t) = (Bi,j(t))

∀i, j,  Ai,j(t) ≥ 0

∀i ≠ j,   − Bi,j(t) ≥ 0

∀j,  Bj,j(t) ≥ 0 ∑iBi,j(t) ≥ 0

U(t) dU/dt = −B(t)U(t) U(0) = I

U(T ) ρ(U(T )) < 1

C(t) = A(t) − B(t) = (Ci,j(t))

π(t,N1, … ,Nk) Ni (1 ≤ i ≤ k)

G(t,Z1, … ,Zk)

∂G

∂t
= ∑

i,j

[1 − Zi][Bi,j(t) − Ai,j(t)Zj]
∂G

∂Zj
.

t0 ni ≥ 0 ni 1 ≤ i ≤ k ∑i ni ≥ 1 0 ≤ t0 < T

p(t0, t1)

p(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n1 ⋯ [zk(t1 − t0)]nk , ∀t1 > t0.

z(t) = (zi(t))1≤i≤k

dzi

dt
(t) = ∑

j

[1 − zj(t)][Bj,i(t1 − t) − Aj,i(t1 − t)zi(t)], 0 < t < t1 − t0,

zi(0) = 0 ∀i

dEi

dt
= ∑

j

Ci,j(t)Ej(t)

Ei(t0) = ni ∀i

V (t) dV /dt = C(t)V (t) V (0) = I

F = ρ(V (T ))

p(t0, t1) ⟶
t1→+∞

1.

 t0



周期1有两个周期矩阵函数，与T⽆关，  和 ，带有

 是固定数字
，其中⽶ ≥1是⼀个固定整数。

我们的⽬标是研究极限

就......⽽⾔ ，带有 。我们还有

这是从⼀个i型个体开始的m个时期后灭绝的概率。

    我们定义

，
，

。

然后我们有

与 。此外， 。我们还有  （Bacaër和Ait Dads，
2014年）。

    如果T收敛到∞，换句话说 ，系统（2.1）可以写成具有k个快速变量的慢速⾃治系统  
 和⼀个慢变量  与 。

    对于平凡的固定解 ，系统（2.1）右侧的雅可⽐矩阵为 。 表⽰矩阵c的转置矩
阵。根据Perron和Frobenius定理的推论，对⾓线之外的系数都是正数或零的不可约矩阵（Allaire等⼈，
2018，备注6.2.13），该矩阵  和  具有共同的主导实特征值 ，严格⼤于所有其他特征值的实
部。

3.⼀个例⼦

    采取

与 ， ，  和 。  是周期1的周期性连续函数。此随机模型的灵感来⾃于媒介疾
病的线性确定性模型（Bacaër，2007年，第4.1节）：

a(s) b(s)

A(t) = a(s), B(t) = b(s), s = t/T .

s0 = t0/T

t1 = t0 + mT

qi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0), 1 ≤ i ≤ k

s0 0 ≤ s0 < 1

qi(s0) = lim
T→+∞

p(t0, t1),

ε = 1/T

c(s) = a(s) − b(s)

x(s) = z(t)

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j

[1 − xj(s)][bj,i(s0 + m − s) − aj,i(s0 + m − s)xi(s)], 0 < s < m, (2.1)

xi(0) = 0 ∀i z(t1 − t0) = x(m) 0 ≤ xi(s) ≤ 1 ∀i,  0 ≤ s ≤ m

ε → 0 xi(s)

(1 ≤ i ≤ k) xk+1(s) = s dxk+1/ds = 1

xi = 1 ∀i ~c(s0 + m − s) ~c

c(s) ~c(s) Λ(s)

a(s) = ( ), b(s) = ( ),
0 α(s)

γ 0

β 0

0 δ

α(s) > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 α(s)

dW

dt
= ( )W = c(t/T )W .

−β α(t/T )

γ −δ
(3.1)



感染的载体是1型。感染的⼈是2型。参数 是被感染的⼈被咬时将感染传播给媒介的⽐率。该⽐率是周
期性的，因为健康媒介的种群也是如此。参数β是⽮量死亡的速率。参数γ是⽮量咬合的速率。参数δ是感染
者康复的速率。然后编写系统（2.1）

请注意，在两种情况下，右侧彼此抵消：  和 ， 要么

矩阵的两个特征值  是实数：

主导特征值是 。我们有 。

    假设该流⾏病的传播季节不利，也就是说  与

进⼀步假设

    举个例⼦  与 ，  和

最后的条件确保确实存在不利的季节。更具体地说，让我们选择 ， ， ，  和 
。这些值不是很现实，但它们清楚地证明了这⼀现象。然后我们有  和 。我们可

以⽤数字验证条件（3.8）是否得到验证。让我们也 ，  和 。图1表⽰具有初始条
件的系统（3.2）-（3.3）的解 。我们使⽤了Scilab软件并解决了差分系统
和 。然后我们返回到初始变量。我们还绘制了等于1的常数函数和曲线（3.4）。请注意以下
⼏点：

在...的附近 ，曲线⼏乎是垂直的（在图中看不到）；
 和  收敛到周期解；

渐近地  和 ⾮常接近于1的值，⼩号与 ， 尤其是给 
，但也  与 。在后⼀种情况

下，我们有 。有⼀只“鸭⼦”。

α(s)

ε
dx1

ds
(s) = β [1 − x1(s)] − γ x1(s)[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = δ [1 − x2(s)] − α(s0 + m − s) [1 − x1(s)]x2(s).

(3.2)

(3.3)

x1(s) = 1 x2(s) = 1

x1(s) = x∗
1(s) =

1 + δ
α(s0+m−s)

1 + γ

β

, x2(s) = x∗
2(s) =

1 + β
γ

1 + α(s0+m−s)
δ

. (3.4)

c(s)

λ±(s) =
−(β + δ) ± √(β + δ)2 + 4[α(s)γ − βδ]

2
. (3.5)

Λ(s) = λ+(s) λ−(s) < 0 ∀s

∃ 0 < s1 < s2 < 1

α(s) γ

β δ
< 1 ⇔ Λ(s) < 0 ∀s ∈]s1, s2[, (3.6)

α(s) γ

β δ
> 1 ⇔ Λ(s) > 0 ∀s ∈]0, s1[∪]s2, 1[. (3.7)

∫
1

0

Λ(s) ds > 0. (3.8)

α(s) = ᾱ(1 + κ cos(2πs)) ᾱ > 0 |κ| < 1

ᾱ(1 − κ) γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1 + κ) γ

β δ
.

ᾱ = 3 κ = 0,75 β = 2 γ = 1

δ = 1 s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677

T = 1000 m = 3 s0 = 0,25

x1(0) = x2(0) = 0 log(1 − x1(s))

log(1 − x2(s))

s = 0

x1(s) x2(s)

x1(s) x2(s) Λ(s0 + m − s) < 0

s ∈]s0 + 1 − s2, s0 + 1 − s1[ s ∈]s0 + 1 − s1, s0 + 1 − s∗[ s2 − 1 < s∗ < s1

Λ(s0 + m − s) > 0



图1.作为s的函数，曲线  （黑⾊）和  （以蓝⾊显⽰）以及缓慢的曲线  （黑⾊虚
线）， （蓝⾊虚线）和1（红⾊虚线）。粉红⾊，功能之⼀

。

    图2显⽰了我们感兴趣的数量，m个周期后的灭绝概率  和 ，取决于 。我们还绘制了从
（3.4）得出的曲线：

图2表明  和  何时收敛 ，如果等于1，则限制为1  。 是极限的不连
续性。问题是要确定这⼀点。

x1(s) x2(s) x∗
1(s)

x∗
2(s)

s ↦ 1 + ∫
s

s0+1−s2
Λ(s0 + m − u) du

x1(m) x2(m) s0

x∗
1(m) =

1 + δ
α(s0)

1 + γ

β

, x∗
2(m) =

1 + β
γ

1 + α(s0)
δ

.

x1(m) x2(m) T → +∞ s0 ∈]s∗, s2[ s0 = s∗



图2.灭绝概率  期间  （黑⾊）和  （深蓝⾊）取决于 。的公式  和 
点 。粉红⾊，功能之⼀ 。

    我们将在下⼀节中演⽰解决⽅案  和  在图1中，对于 ，突然
偏离1附近  与

换句话说，这些解在点s = q处偏离1的邻域。此外，  和

这个⽅程式决定了 以⼀种独特的⽅式。确实，如果 ，所以我们有

 由于条件（3.6），
 由于条件（3.7）

由于条件（3.8）。

因此，存在唯⼀的实数  与 。在⽰例中，我们通过数值找到 。

注意。条件（3.8）与系统（3.1）的可能超临界特性⽆关。在浮球理论中也是众所周知的。确实，以我们为
例  代替 ，我们从数字上发现占主导地位的Floquet乘数为  ⽽ 

。

m x1(m) x2(m) s0 x∗
1(m) x∗

2(m)

s0 ↦ 1 + ∫
s2

s0
Λ(s) ds

x1(s) x2(s) p := s0 + 1 − s2 < s < s0 + 1 − s1

s = q := s0 + 1 − s∗ > s0 + 1 − s1

∫
q

p

Λ(s0 + m − s) ds = 0.

q = s0 + 1 − s∗

∫
s2

s∗

Λ(s) ds = 0.

s∗ ϕ(s) = ∫
s2

s Λ(v) dv

ϕ(s1) < 0

ϕ′(s) = −Λ(s) < 0 ∀s ∈]s2 − 1, s1[

ϕ(s2 − 1) = ∫
s2

s2−1

Λ(s) ds = ∫
1

0

Λ(s) ds > 0

s∗ ∈]s2 − 1, s1[ ϕ(s∗) = 0 s∗ ≃ 0,079

c = 0,7 c = 1 F = ρ(V (T )) ≃ 1,025 > 1

∫
1

0
Λ(s) ds ≃ −0,016 < 0



4.跨临界分叉的输⼊输出功能

    为了证明刚才所说的关于不连续点的合理性，我们通常考虑⼀个具有两个快速维和⼀个慢维的慢速场，
例如（3.2）-（3.3）。假设快速动⼒学具有⼀个奇异点，具有两个不同的真实特征值，其中⼀个始终为
负，第⼆个为负然后为正。因此，这是跨临界分叉，其中快速动⼒学的平衡状态是⼀个稳定的节点，然后
是⼀个鞍点。

    接近稳定奇异点的解决⽅案不会在变得不稳定时⽴即离开其邻域，⽽是会继续保持⼀段时间。⽬的是计
算该跨临界分叉的输⼊输出函数，即根据解的s'定义解离开奇异点的时刻（输出矩）。接近（进⼊时
间）。这种现象被称为“分叉延迟”，与鸭⼦解决⽅案和过度稳定性有关。

    投⼊产出函数的概念和鸭⼦解决⽅案的概念最早是在1980年代初⽤⾮标准分析⽅法研究的。见评论⽂章
（Benoît等，1981； Cartier，1982； Zvonkin和Shubin，1984）。⾸先根据Van der Pol⽅程（Benoît，
1981;Benoît等，1981）为鸭⼦计算输⼊-输出函数，然后将其扩展到飞机的任何慢速系统（Diener和
Diener， 1983）。

    后来，通过经典渐近展开法（Eckhaus，1983年）和奇异摄动⼏何理论（Dumortier和Roussarie，1996年）
发现了鸭⼦解的存在。飞机系统的输⼊输出功能也已通过奇异摄动的⼏何理论获得（De Maesschalck and
Schecter，2016）。

    有关法国⾮总机学校对鸭⼦问题和分叉延误问题的贡献的更多详细信息，读者可以咨询（Cartier，
1982； Fruchard和Schäfke，2008）。有关奇异摄动理论中各种⽅法的更完整观点，请参见最近的专着
（Kuehn，2015年）以及有关鸭⼦的⽂章（Wechselberger，2007年）。有关分叉时过度稳定和延迟的概
念，另请参阅（Benoît，1991，2015；Benoît等，1998； Wallet，1990，1994）及其包含的参考⽂献。

    众所周知，在维数为2的慢速场中，具有维数为1的快速动⼒学是吸引⼈的然后是排斥的，这种特殊情况
是众所周知的（见Diener和Diener，1983年）。霍普夫分叉的情况是，两个特征值是复共轭，它们的实部变
化是正负号。 Neishtadt，1987，1988; Wallet，1986）。另请参见近期专着中的完整且具有教育意义的演讲
（Kuehn，2015年，第12章）。

    考虑⼀个差分系统  缓慢的变量  并有两个快速变量 

 是⼀个微分函数 和 是⽆限⼩。我们使⽤⾮标准分析的词汇，请参阅（Diener
和Reeb，1989）或Lobry（2018，第5章）。我们猜测 。

    x = 0不仅是系统的慢曲线（4.1），即⽅程式的解 ，也是系统的特殊解决⽅案（4.1）。我们定
义⽅阵2×2

我们认为  有两个不同的特征值  和 其中之⼀始终保持为负，⽽另⼀个更改为正负号。⽤
， 我们有 ：

 和 ，
 和 。

R × R
2 s ∈ R x ∈ R

2

ε
dx

ds
= f(s,x). (4.1)

f : R × R
2 → R

2 (s,x) ε > 0

f(s, 0) = 0 ∀s

f(s,x) = 0

M(s) =
∂f

∂x
(s, 0). (4.2)

M(s) λ1(s) λ2(s)

σ0 < σ1 < σ2

λ1(s) < 0 λ1(s) < λ2(s) ∀s ∈ [σ0,σ2]

λ2(s) < 0 ∀s ∈ [σ0,σ1[ λ2(s) > 0 ∀s ∈]σ1,σ2]



    在奇异摄动的⼏何理论中，我们研究了扩展相空间中的系统（4.1） 。我们添加等式 。快速
动⼒学的单个特征值改变符号。通过减少增强系统的中央歧管，可以将这种情况带回飞机上的系统
（[4.1]， ）在平衡点 。有关更多详细信息，请参见（Boudjellaba和Sari，2009； Krupa
和Szmolyan，2001）。通过这种减少，我们得到⼀个平⾯系统，其输⼊输出功能由改变符号的特征值的积
分给出（Diener and Diener，1983）：

在此等式中，p是进⼊时间，q是退出时间。该减少量预测输⼊输出函数由跨临界分叉值附近的局部公式
（4.3）给出。我们建议在以下内容中计算总的输⼊-输出函数。（Boudjellaba and Sari，2009）考虑了三维
空间中具有快速解耦动⼒学的慢速快磁场的特殊情况。

    我们使⽤⾮标准分析的词汇。对于理解本⽂⽽⾔，该理论究竟具有什么意义并不⼗分重要。读者可以牢
记⽆穷语⾔的直觉，并欣慰地知道⾮标准分析为⽆限⼩和⽆限⼤的概念提供了严格的基础。有关⾮标准分
析的介绍，请参见（Diener和Reeb，1989年）。有关在微分⽅程理论中使⽤⾮标准分析的更多信息，请参
见（Cartier，1982），（Zvonkin and Shubin，1984），（Kuehn，2015，section 19.5）或（Lobry，2018）
（第5章）。

    因此，我们假设（4.1）中的参数ε⽆限⼩。解决⽅案  是“鸭⼦”，因为它对  和驱蚊剂 
。⽬的是研究⽆限接近该解的系统解（4.1）。快速动态在这段时间内具有吸引⼒ 。我们

采取 。初始条件为0的吸引池中的系统（4.1）的解将快速朝慢曲线x = 0 前进，并⼀直保持⽆限
接近 。该解决⽅案此时不会离开0的⽆穷⼩邻域，⽽是会在整个间隔内继续使0变短。此时此刻

 为此 不再⽆限接近0称为退出时间。⽬的是确定功能 。我们将证明q由⽅程式（4.3）定
义。更准确地说，我们得到以下结果：

定理

我们定义

 初始条件位于吸引盆地0中，但并不⽆限接近于对应于特征值的快速动⼒学的不变变化 。
⽤公式（4.3）表⽰q。

所以 不是⽆限接近p或q，我们有： 。此外， 不是⽆限接近0。在p中，  沿着快
速动⼒学轨道接近0

谁路过 。在q中  沿着0的不稳定分隔符从0移开以实现快速动态

    证明。我们有 。 是矩阵（4.2）。我们有

系统（4.1）变为

(x, ε) dε
ds = 0

dε
ds = 0 (x, ε) = (0, 0)

∫
q

p

λ2(s) ds = 0 . (4.3)

x(s) = 0 s ∈ [σ0,σ1[

s ∈]σ1,σ2] [σ0,σ1[

p ∈ [σ0,σ1[

s < σ1

q > σ1 x(s) p ↦ q

p ∈ [σ0,σ1[

x(p) λ1(p)

∀ s ∈]p, q[ x(s) ≃ 0 x(q) x(s)

dx

dt
= f(p,x).

x(p) x(s)

dx

dt
= f(q,x).

g(s,x) = f(s,x) − M(s)x M(s)

g(s, 0) = 0,
∂g

∂x
(s, 0) = 0. (4.4)



矩阵 有两个不同的特征值。因此存在⼀个可逆的可微矩阵  与

我们⽤变量的变化来变换⽅程（4.5） 

我们⽤放⼤镜变换这个⽅程 

条件（4.4）由 。所以我们有

和 是连续功能。因此，我们有

 是连续功能。我们定义向量的组成部分：  和
。系统变成

该系统由两个弱耦合⽅程组成。变量的变化

将系统变成

与

是r = 0时的连续函数，因为  和 。我们选择  与  这样球的中⼼和半径为0
包含在原产地的吸引⼒盆地中。应⽤变量的变化  到该地区 ，它被发送到由定义的

区域 。我们得到系统：

它是⼀个奇异的扰动系统，其慢速变化是两个平⾯θ= 0和θ=π/ 2的并集。因为 对于所有s⽽
⾔，平⾯θ=π/ 2是有吸引⼒的，⽽平⾯θ= 0是排斥的。由不⽆限接近排斥平⾯的点产⽣的任何解决⽅案都将

ε
dx

ds
= M(s)x + g(s,x). (4.5)

M(s) P(s)

P(s)−1M(s)P(s) = A(s) , A(s) = ( ).
λ1(s) 0

0 λ2(s)

x = P(s)u

ε
du

ds
= A(s)u + P(s)−1g(s,P(s)u) − εP(s)−1P ′(s)u.

u = εU

ε
dU

ds
= A(s)U +

1

ε
P(s)−1g(s,P(s)εU) − εP(s)−1P ′(s)U .

g(s,x)

P(s)−1g(s,P(s)εU) = ε2g1(s,U , ε),

g1(s,U , ε)

ε
dU

ds
= A(s)U + εh(s,U , ε).

h(s,U , ε) = g1(s,U , ε) − P(s)−1P ′(s)U U = (U1,U2)

h = (h1,h2)

ε
dUj

ds
= λj(s)Uj + ε hj(s,U1,U2, ε), j = 1, 2.

U1 = r cos θ, U2 = r sin θ

ε dr
ds = r[λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ] + ε k1(s, r, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s)] cos θ sin θ + ε k2(s, r, θ, ε),

k1(s, r, θ, ε) = cos θ h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) + sin θ h2(s, r cos θ, r sin θ, ε),

k2(s, r, θ, ε) = −
sin θ

r
h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) +

cos θ

r
h2(s, r cos θ, r sin θ, ε).

k2 h1 = O(r) h2 = O(r) r0 0 < r0 < 1

r0 v = ε ln(r) 0 < r < r0

−∞ < v < ε ln(r0) < 0

dv
ds = λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ + ε k1(s, ev/ε, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s))] cos θ sin θ + ε k2(s, ev/ε, θ, ε).

(4.6)

λ2(s) > λ1(s)



在⽆限短时间内⽆限接近吸引平⾯。来⾃⾮常靠近驱⾍剂平⾯的点的解决⽅案可以在远离该驱⾍剂平⾯之
前停留很长时间。Tihonov定理适⽤（Lobry等，1998； Tihonov，1952）。我们选择  和  初
始条件位于吸引盆地0中，但并不⽆限接近快速动⼒学的不变变化

对应于特征值 。快速动⼒学导致相应的解⽆限接近于零。  它并⾮⽆限接近慢速品种 
，因此平⾯θ= 0。因此，该解快速接近平⾯θ=π/ 2，然后由慢系统的解近似

我们推论

因此，我们再次 ， 也就是说 ⽆限⼩，当s渐近等于（4.3）定义的q时。对于此q值，原点是快
速动⼒学的鞍点

因此，解 从鞍点沿着不稳定的分离器在点q处移开。我们在这⾥使⽤的是，在时间p处，解并⾮⽆限接近慢
变化θ=π/ 2，这说明了解未到达平⾯的事实  ⾮常接近 。这样就结束了证明。

    让我们回到⽰例（3.2）-（3.3）。我们定义 。以下快速系统，其中s被视为参数，

有两个平衡点（准平稳状态）  和 由（3.4）给出。（1,1）中的雅可
⽐矩阵为 。正如我们已经看到的那样，两个特征值始终是不同的，它们是实数。当且仅当两
个特征值均为负 。因此，奇异点（1,1）是s的值的吸引节点，为此 ，以及鞍点是
否 。特征值是  和 ，由（3.5）给出。

    ⽤ ，得到雅可⽐矩阵

我们有

当且仅当特征值具有负实部 。因此，在什么地⽅ ，存在跨临界分叉，因为以下两
个平衡点相遇并交换其稳定性：  和 。

    我们有

 如果 
 如果 。

p ∈ [σ0,σ1[ x(p)

dx

dt
= f(p,x)

λ1(p) (U1,U2) U2 = 0

dv

ds
= λ2(s), θ = π/2.

v(s) = ∫
s

p

λ2(w) dw.

r(s) = r0 v(s)

dx

dt
= f(q,x).

(U1,U2) U1 = 0

~α(s) = α(s0 + m − s)

dx1

dt = β(1 − x1) − γx1(1 − x2),

dx2

dt = δ(1 − x2) − ~α(s)(1 − x1)x2,

(x1,x2) = (1, 1) (x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))
~c(s0 + m − s)

~α(s) < βδ/γ ~α(s) < βδ/γ
~α(s) > βδ/γ λ1(s) = λ−(s) λ2(s) = λ+(s)

(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

J = .
⎛⎜⎝− β+γ

1+δ/~α(s)
1+δ/~α(s)
1/β+1/γ

1+β/γ
1/~α(s)+1/δ

− δ+~α(s)
1+β/γ

⎞⎟⎠Trace(J) < 0 , Dét(J) = ~α(s)γ − βδ.

~α(s) > βδ/γ ~α(s) = βδ/γ

(x1,x2) = (1, 1) (x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

λ1(s) < 0

λ2(s) < 0 s0 + m − s ∈]s1, s2[ modulo 1

λ2(s) > 0 s0 + m − s ∈]s2, s1 + 1[ modulo 1



我们可以像第2节中⼀样应⽤定理并计算输⼊输出函数。

5.概括

    ⽆疑，这项研究扩展到具有两个以上快速⽅程和⼀个缓慢⽅程的问题。考虑具有四个快速⽅程的线性化
系统（Bacaër，2007，Section 4.2）

我们猜测 ， ， ， ， 。 是周期1的周期函数。它也是媒介传播疾病传
播的模型。前两个成分代表在潜伏期和传染期感染的载体，⽽后两个成分代表在潜伏期和传染期感染的
⼈。系统（2.1）变为

推测是输⼊输出函数由公式（4.3）给出，其中  必须由主导的真实特征值代替  矩阵的 ，因为
可以通过⼀个数字⽰例进⾏验证（图3）。参数值是 ， ， ， ， ，

，  和 。我们有矩阵特征值λ的特征⽅程

我们推论  当且仅当

如果发⽣什么情况  与  和 ，如第3节中的数字⽰例（简单巧合）。另⼀⽅
⾯，通过公式（4.3） 。这似乎与图3中灭绝概率的急剧上升很好地吻合。

dW

dt
= W = c(t/T )W .

⎛⎜⎝−(γ + μ) 0 0 ψ(t/T )

γ −μ 0 0

0 β −δ 0

0 0 δ −α

⎞⎟⎠α > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 μ > 0 ψ(⋅) > 0

ε = 1/T

ε
dx1

ds
(s) = (γ + μ)[1 − x1(s)] − γ[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = μ[1 − x2(s)] − βx2(s)[1 − x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ[1 − x3(s)] − δ[1 − x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1 − x4(s)] − ψ(s0 + m − s)[1 − x1(s)]x4(s).

λ2(s) Λ(s) c(s)

α = 1 β = 1 γ = 1 δ = 1 μ = 1

ψ(s) = 3 × (1 + 0,75 cos(2πs)) m = 3 T = 2000 c(s)

(λ + γ + μ)(λ + μ)(λ + δ)(λ + α) = β γ δψ(s).

Λ(s) < 0

β γ ψ(s)

αμ (γ + μ)
< 1,

s1 < s < s2 s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677

s∗ ≃ 0,047



图3. m个时期后的灭绝概率  （黑⾊），  （以蓝⾊显⽰）以及  和  （绿
⾊，⽆法区分），具体取决于 。虚线缓慢的曲线。⽤粉红⾊绘制了⼀部分功能

。

5.结论

    在本⽂中，以媒介传播疾病的周期性模型为例。但是第4节的结果也适⽤于例如周期性SEIR模型，该模
型可以直接传播疾病。在线性近似中，只有两个感染区E和I介⼊，它们代表潜伏期的⼈和感染性的⼈。该
模型⽤于法国冠状病毒流⾏的开始（Bacaër，2020b），但没有季节性。与流感⼀样，季节性也有望在这种
冠状病毒的传播中发挥作⽤。灭绝的问题将在流⾏病即将结束时出现。

    值得记住的另⼀个重要点是，我们在系统⾏为⽅⾯的结果涉及区间上特征值的积分。特别地，在给定时
间该特征值的值不能提供有关系统⾏为的直接信息。在Floquet的理论中还众所周知，周期系统在任何时候
都只能具有负特征值，但仍然不稳定。但是，在冠状病毒流⾏期间，我们经常听到有关每⽇可重复性的公
告（ ），这只是瞬时特征值的另⼀种形式。
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E.  Beno ι̂ t, éd.  (1991) Dynamic Bifurcations,  Lect.  Notes Math.  1493, Springer,  Berlin.
E.  Beno ι̂ t (2009)
Bifurcation delay  −  the case of the sequence  :  stable focus  −  unstable focus  −  unstable node.
Discrete Cont.  Dyn. – S 2,  911– 929.
E.  Beno ι̂ t (2015) Solutions surstables avec singularités au point tournant, ARIMA 20,  5– 24.
E.  Beno ι̂ t,  J. – L.  Callot,  F.  Diener,  M.  Diener (1981) Chasse au canard.
Collect.  Math.  31,  37– 119.
E.  Beno ι̂ t,  A.  Fruchard,  R.  Shäfke,  G.  Wallet (1998)
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