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resumo

Estamos interessados   na probabilidade de extinção de um processo linear de nascimento e morte com vários tipos em um ambiente periódico, quando o período dos
coeficientes é muito grande. Essa probabilidade pode apresentar no limite uma descontinuidade relacionada a um pato em um sistema dinâmico lento-rápido.
Determinamos com precisão o ponto de descontinuidade em um exemplo com dois tipos de indivíduos.
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1. Introdução

    A estimativa da probabilidade de extinção de uma população é uma questão que intervém em particular na biologia da conservação e na epidemiologia. Neste
segundo caso, por população entende-se população infectada. Um modelo matemático clássico para estudar esse tipo de problema é o dos processos lineares de
nascimento e morte com um ou mais tipos de indivíduos (Méléard, 2016). No entanto, em muitas situações, a sazonalidade do ambiente deve ser levada em
consideração, o que leva ao estudo desses processos quando os coeficientes de nascimento e morte são funções periódicas do tempo (Bacaër e Ait Dads, 2014).
Certas populações ou certas epidemias têm coeficientes cuja escala de tempo é relativamente curta em comparação com a sazonalidade anual; portanto, somos
levados a considerar o limite em que o período dos coeficientes é muito grande. Quando parâmetros vitais são sub-críticos durante parte do ano (a estação
desfavorável), a probabilidade de extinção em função da estação de início do processo converge para um limite descontínuo (Carmona e Gandon, 2019). O ponto da
descontinuidade é antes do início da temporada desfavorável.

    Bacaër (2019) prosseguiu este estudo essencialmente no caso de um único tipo de indivíduos, observando, em particular, que a descontinuidade na probabilidade
de extinção estava ligada à presença em um sistema dinâmico lento-rápido de um "pato" », Ou seja (ver, por exemplo, Lobry (2018, capítulo 5)) de uma trajetória
que segue um arco atraente por um certo tempo antes de seguir um arco repulsivo. Propomos abaixo estudar um exemplo com dois tipos de indivíduos inspirados em
um modelo de transmissão de uma doença transmitida por vetores. Determinamos com precisão o ponto de descontinuidade da probabilidade de extinção. Esse
problema permaneceu sem solução (Carmona e Gandon, 2019; Bacaër, 2019).

    Na seção 2, apresentamos o modelo para a população, ou seja, o processo linear de nascimento e morte com coeficientes periódicos com vários tipos de
indivíduos. É explicado que a probabilidade de extinção está relacionada a um sistema de equações diferenciais ordinárias. Quando o período converge para o
infinito, uma mudança na variável transforma esse sistema em um sistema lento-rápido com um período fixo.

    Na seção 3, apresentamos um exemplo com dois tipos de indivíduos. Simulações numéricas sugerem que a probabilidade de extinção converge para um limite
descontínuo e que o ponto de descontinuidade é determinado por uma condição que envolve a integral do autovalor dominante de uma determinada matriz. Na seção
4, demonstramos com as ferramentas da análise não-padrão que é realmente essa condição que determina o ponto da descontinuidade.

    Na seção 5, apresentamos outro exemplo, desta vez com quatro tipos de indivíduos. A simulação numérica sugere que uma condição do mesmo tipo ainda
determine o ponto de descontinuidade. No entanto, não conseguimos demonstrar isso em uma estrutura geral quando o número de tipos de indivíduos é estritamente
maior que dois. Na conclusão, discutimos as possibilidades de aplicar nossos resultados ao caso da epidemia de coronavírus.

2. O modelo

    Nós consideramos um processo linear de nascimento e morte com k tipos ( k ≥1) em um ambiente periódica. T > 0 é o período do ambiente. Nós nos damos duas
funções matriciais  e  de tamanho ke período T com as seguintes premissas:

 representa a taxa na qual indivíduos do tipo j geram novos indivíduos do tipo i
é a taxa na qual indivíduos do tipo j se transformam em indivíduos do tipo i

representa a taxa na qual indivíduos do tipo j mudam de tipo ou morrem e
E se  é solução do sistema  com a condição inicial  (a matriz de identidade), então o raio espectral da matriz , ou
seja, o multiplicador Floquet dominante, é 
o Matrix é irredutível para todos os t .

    Mais precisamente, como em (Bacaër e Ait Dads, 2014), definimos

 a probabilidade de ter indivíduos do tipo i no momento t 
 a função correspondente do gerador.

Temos então

    Supõe-se que no momento  Há sim indivíduos do tipo i (o  são inteiros, ) com . Podemos supor que . Segundo (Bacaër
e Ait Dads, 2014), a probabilidade  que a população está extinta neste segundo instante, ou seja, que nenhum indivíduo dos diferentes tipos permanece, é
dado por

 é a solução do sistema diferencial
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A(t) = (Ai,j(t)) B(t) = (Bi,j(t))

∀i, j,  Ai,j(t) ≥ 0
∀i ≠ j,   − Bi,j(t) ≥ 0
∀j,  Bj,j(t) ≥ 0 ∑iBi,j(t) ≥ 0

U(t) dU/dt = −B(t)U(t) U(0) = I U(T )
ρ(U(T )) < 1

C(t) = A(t) − B(t) = (Ci,j(t))

π(t,N1, … ,Nk) Ni (1 ≤ i ≤ k)
G(t,Z1, … ,Zk)

∂G

∂t
= ∑

i,j

[1 − Zi][Bi,j(t) − Ai,j(t)Zj]
∂G

∂Zj

.

t0 ni ≥ 0 ni 1 ≤ i ≤ k ∑i ni ≥ 1 0 ≤ t0 < T

p(t0, t1)

p(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n1 ⋯ [zk(t1 − t0)]nk , ∀t1 > t0.

z(t) = (zi(t))1≤i≤k
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com a condição inicial .

    A expectativa do número de indivíduos do tipo i no momento t é uma solução de

e . Nós definimos

 a solução do sistema  com a condição inicial .
 o multiplicador dominante de Floquet.

Se F ≤1,

Se F > 1, essa probabilidade converge, ao contrário, para um limite estritamente menor que 1. É uma função periódica de  (Bacaër e Ait Dads, 2014).

    Nós presumimos

existem duas funções matriciais periódicas do período 1, independentes de T ,  e com

 é um número fixo
, onde m ≥1 é um número inteiro fixo.

Nosso objetivo é estudar o limite

em termos de com . Nos tambem temos

qual é a probabilidade de extinção após m períodos ao iniciar a partir de um único indivíduo do tipo i .

    Nós definimos

,
,

.

Temos então

com . Além disso, . Nos tambem temos  (Bacaër e Ait Dads, 2014).

    Se T convergir para ∞, em outras palavras, se , o sistema (2.1) pode ser escrito como um sistema autônomo lento-rápido com k variáveis   rápidas  
 e uma variável lenta  com .

    Para a solução estacionária trivial , a matriz jacobiana do lado direito do sistema (2.1) é . denota a matriz transposta da matriz c . De
acordo com um corolário do teorema de Perron e Frobenius para matrizes irredutíveis cujos coeficientes fora da diagonal são todos positivos ou zero (Allaire et al.,
2018, observação 6.2.13), as matrizes  e  tem um autovalor real dominante comum , estritamente maior que a parte real de todos os outros autovalores.

3. um exemplo

    Leva

com , ,  e .  é uma função contínua periódica do período 1. Esse modelo estocástico é inspirado no modelo determinístico linearizado
para uma doença vetorial de (Bacaër, 2007, Seção 4.1):

Os vetores infectados são do tipo 1. As pessoas infectadas são do tipo 2. O parâmetro é a taxa na qual as pessoas infectadas transmitem sua infecção a vetores
quando picadas. Essa taxa é periódica porque a população de vetores saudáveis   também é. O parâmetro β é a taxa na qual os vetores morrem. O parâmetro γ é a taxa
na qual os vetores mordem. O parâmetro δ é a taxa na qual as pessoas infectadas se recuperam. O sistema (2.1) é então gravado

Observe que o lado direito se cancela em dois casos:  e ou

dzi

dt
(t) = ∑

j

[1 − zj(t)][Bj,i(t1 − t) − Aj,i(t1 − t)zi(t)], 0 < t < t1 − t0,

zi(0) = 0 ∀i

dEi

dt
= ∑

j

Ci,j(t)Ej(t)

Ei(t0) = ni ∀i

V (t) dV /dt = C(t)V (t) V (0) = I

F = ρ(V (T ))

p(t0, t1) ⟶
t1→+∞

1.

 t0

a(s) b(s)

A(t) = a(s), B(t) = b(s), s = t/T .

s0 = t0/T
t1 = t0 + mT

qi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0), 1 ≤ i ≤ k

s0 0 ≤ s0 < 1

qi(s0) = lim
T→+∞

p(t0, t1),

ε = 1/T
c(s) = a(s) − b(s)
x(s) = z(t)

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j

[1 − xj(s)][bj,i(s0 + m − s) − aj,i(s0 + m − s)xi(s)], 0 < s < m, (2.1)

xi(0) = 0 ∀i z(t1 − t0) = x(m) 0 ≤ xi(s) ≤ 1 ∀i,  0 ≤ s ≤ m

ε → 0 xi(s)
(1 ≤ i ≤ k) xk+1(s) = s dxk+1/ds = 1

xi = 1 ∀i ~c(s0 + m − s) ~c

c(s) ~c(s) Λ(s)

a(s) = ( ), b(s) = ( ),
0 α(s)

γ 0

β 0

0 δ

α(s) > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 α(s)

dW

dt
= ( )W = c(t/T )W .

−β α(t/T )

γ −δ
(3.1)

α(s)

ε
dx1

ds
(s) = β [1 − x1(s)] − γ x1(s)[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = δ [1 − x2(s)] − α(s0 + m − s) [1 − x1(s)]x2(s).

(3.2)

(3.3)

x1(s) = 1 x2(s) = 1



Os dois valores próprios da matriz  são números reais:

O autovalor dominante é . Nós temos .

    Suponha que exista uma estação desfavorável para a transmissão da epidemia, ou seja  com

Suponha ainda que

    Como exemplo, vamos dar  com ,  e

Esta última condição garante que haja de fato uma estação desfavorável. Mais especificamente, vamos escolher , , ,  e . Esses
valores não são muito realistas, mas demonstram claramente o fenômeno. Temos então  e . Podemos verificar numericamente se a condição
(3.8) está verificada. Vamos também ,  e . A figura 1 representa a solução do sistema (3.2) - (3.3) com a condição inicial

. Utilizamos o software Scilab e resolvemos o sistema diferencial para  e . Em seguida, retornamos às variáveis   
iniciais. Também plotamos a função constante igual a 1 e as curvas (3.4). Observe o seguinte:

no bairro de , as curvas são quase verticais (não visíveis nas figuras);
 e  convergir para uma solução periódica;

assintoticamente,  e estão muito próximos de 1 para os valores de s com , especialmente para ,
mas também para  com . Neste último caso, temos . Há um "pato".

Figura 1. Em função de s , as curvas  (em preto) e  (em azul), bem como curvas lentas  (preto pontilhado), (azul pontilhado) e 1
(vermelho pontilhado). Em rosa, uma parte da função .

    A Figura 2 mostra como as quantidades que nos interessam, as probabilidades de extinção após m períodos  e , variar dependendo da . Também
traçamos as curvas deduzidas de (3.4):

A Figura 2 sugere que  e  convergir, quando , para limites iguais a 1 se  . é uma descontinuidade de limites. O problema é
determinar este ponto.

x1(s) = x∗
1(s) =

1 + δ
α(s0+m−s)

1 +
γ

β

, x2(s) = x∗
2(s) =

1 + β
γ

1 + α(s0+m−s)
δ

. (3.4)

c(s)

λ±(s) =
−(β + δ) ± √(β + δ)2 + 4[α(s)γ − βδ]

2
. (3.5)

Λ(s) = λ+(s) λ−(s) < 0 ∀s

∃ 0 < s1 < s2 < 1

α(s) γ

β δ
< 1 ⇔ Λ(s) < 0 ∀s ∈]s1, s2[, (3.6)

α(s) γ

β δ
> 1 ⇔ Λ(s) > 0 ∀s ∈]0, s1[∪]s2, 1[. (3.7)

∫
1

0
Λ(s) ds > 0. (3.8)

α(s) = ᾱ(1 + κ cos(2πs)) ᾱ > 0 |κ| < 1

ᾱ(1 − κ) γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1 + κ) γ

β δ
.

ᾱ = 3 κ = 0,75 β = 2 γ = 1 δ = 1
s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677

T = 1000 m = 3 s0 = 0,25
x1(0) = x2(0) = 0 log(1 − x1(s)) log(1 − x2(s))

s = 0
x1(s) x2(s)

x1(s) x2(s) Λ(s0 + m − s) < 0 s ∈]s0 + 1 − s2, s0 + 1 − s1[
s ∈]s0 + 1 − s1, s0 + 1 − s∗[ s2 − 1 < s∗ < s1 Λ(s0 + m − s) > 0

x1(s) x2(s) x∗
1(s) x∗

2(s)
s ↦ 1 + ∫ s

s0+1−s2
Λ(s0 + m − u) du

x1(m) x2(m) s0

x∗
1(m) =

1 + δ
α(s0)

1 + γ

β

, x∗
2(m) =

1 + β
γ

1 + α(s0)
δ

.

x1(m) x2(m) T → +∞ s0 ∈]s∗, s2[ s0 = s∗



Figura 2. As probabilidades de extinção após  períodos  (em preto) e  (em azul escuro) dependendo da . As fórmulas para  e 
são pontilhados. Em rosa, uma parte da função .

    Demonstraremos na seção a seguir que as soluções  e  na Figura 1, que são muito próximas de 1 para , desviar-se
repentinamente do bairro 1 para  com

Em outras palavras, essas soluções se desviam da vizinhança de 1 no ponto s = q . Além disso,  e

É essa equação que determina de uma maneira única. De fato, se , então nós temos

 por causa da condição (3.6),
 por causa da condição (3.7)

por causa da condição (3.8).

Existe, portanto, um número real único  com . No exemplo, encontramos numericamente .

Nota. A condição (3.8) não tem conexão com um possível caráter supercrítico do sistema (3.1). Também é bem conhecido na teoria de Floquet. De fato, se
tomarmos, por exemplo,  ao invés de , descobrimos numericamente que o multiplicador Floquet dominante é  enquanto 

.

4. A função de entrada e saída para uma bifurcação transcrítica
    Para justificar o que foi dito sobre o ponto de descontinuidade, geralmente consideramos um campo lento-rápido com duas dimensões rápidas e uma dimensão
lenta, como (3.2) - (3.3). Supõe-se que a dinâmica rápida tenha um ponto singular com dois autovalores reais distintos, sendo um sempre negativo e o segundo
negativo e depois positivo. Portanto, é uma bifurcação transcrítica em que o estado de equilíbrio da dinâmica rápida é um nó estável e depois um ponto de sela.

    Uma solução próxima ao ponto singular estável não deixará sua vizinhança assim que se tornar instável, mas continuará a permanecer próxima por algum tempo.
O objetivo é calcular a função de entrada e saída para essa bifurcação transcrítica, ou seja, definir o momento em que a solução se afasta do ponto singular (momento
de saída), de acordo com o local onde está ' é abordado (horário de entrada). Este fenômeno conhecido sob o nome de “atraso na bifurcação” está ligado à noção de
soluções de pato e de superestabilidade.

    A noção de função de entrada e saída e o conceito de solução de pato foram estudados no início da década de 1980 com métodos de análise não padronizados.
Veja os artigos de revisão (Benoît et al., 1981; Cartier, 1982; Zvonkin e Shubin, 1984). A função de entrada e saída foi calculada primeiro para patos da equação de
Van der Pol (Benoît, 1981; Benoît et al., 1981) e depois estendida a qualquer sistema lento-rápido do avião (Diener e Diener, 1983).

    Mais tarde, a existência de soluções de pato foi encontrada com os métodos clássicos de expansões assintóticas (Eckhaus, 1983) e pela teoria geométrica de
perturbações singulares (Dumortier e Roussarie, 1996). A função de entrada-saída para um sistema do avião também foi obtida pela teoria geométrica de
perturbações singulares (De Maesschalck e Schecter, 2016).

    Para obter mais detalhes sobre a contribuição da escola francesa não-central para o problema dos patos e o atraso na bifurcação, o leitor pode consultar (Cartier,
1982; Fruchard e Schäfke, 2008). Para uma visão mais completa das várias abordagens na teoria das perturbações singulares, consulte a monografia recente (Kuehn,
2015), bem como o artigo (Wechselberger, 2007) dedicado aos patos. Para a noção de sobrestabilidade e atraso na bifurcação, consulte também (Benoît, 1991, 2015;
Benoît et al., 1998; Wallet, 1990, 1994) e as referências que elas contêm.

    O caso particular de um campo lento-rápido na dimensão dois, com uma dinâmica rápida da dimensão um que é atraente e depois repulsiva, é bem compreendido,
veja (Diener e Diener, 1983). O caso da bifurcação de Hopf, onde dois autovalores são conjugados complexos e sua parte real muda de sinal, foi considerado por
vários autores (ver Benoît, 2009; Callot, 1993; Diener e Diener, 1995; Lobry, 1992; Neishtadt, 1987, 1988; Wallet, 1986). Veja também a apresentação completa e
educacional na monografia recente (Kuehn, 2015, capítulo 12).

    Considere um sistema diferencial em  com uma variável lenta  e com duas variáveis   rápidas 

m x1(m) x2(m) s0 x∗
1(m)

x∗
2(m) s0 ↦ 1 + ∫

s2

s0
Λ(s) ds

x1(s) x2(s) p := s0 + 1 − s2 < s < s0 + 1 − s1

s = q := s0 + 1 − s∗ > s0 + 1 − s1

∫
q

p

Λ(s0 + m − s) ds = 0.

q = s0 + 1 − s∗

∫
s2

s∗

Λ(s) ds = 0.

s∗ ϕ(s) = ∫
s2

s Λ(v) dv

ϕ(s1) < 0
ϕ′(s) = −Λ(s) < 0 ∀s ∈]s2 − 1, s1[

ϕ(s2 − 1) = ∫
s2

s2−1

Λ(s) ds = ∫
1

0

Λ(s) ds > 0

s∗ ∈]s2 − 1, s1[ ϕ(s∗) = 0 s∗ ≃ 0,079

c = 0,7 c = 1 F = ρ(V (T )) ≃ 1,025 > 1

∫
1

0 Λ(s) ds ≃ −0,016 < 0

R × R
2 s ∈ R x ∈ R

2



 é uma função diferenciável em e é infinitamente pequeno. Utilizamos o vocabulário da análise não-padrão, ver (Diener e Reeb, 1989)
ou Lobry (2018, capítulo 5). Nós presumimos .

    x = 0 não é apenas uma curva lenta do sistema (4.1), isto é, uma solução da equação , mas também uma solução específica do sistema (4.1). Definimos
a matriz quadrada 2 × 2

Supomos que  tem dois autovalores distintos,  e um dos quais permanece sempre negativo e o outro muda de sinal. Com , temos :

 e ,
 e .

    Na teoria geométrica das perturbações singulares estudamos o sistema (4.1) no espaço de fase estendido . Nós adicionamos a equação . Um único
autovalor da dinâmica rápida muda de sinal. Esta situação pode ser trazida de volta ao caso dos sistemas no avião, pela redução no coletor central do sistema
aumentado ((4.1), ) no seu ponto de equilíbrio . Para mais detalhes, consulte (Boudjellaba e Sari, 2009; Krupa e Szmolyan, 2001). Com essa
redução, obtemos um sistema plano cuja função de entrada e saída é dada pela integral do valor próprio que altera o sinal (Diener e Diener, 1983):

Nesta equação, p é o tempo de entrada e q é o tempo de saída. A redução prediz que a função de entrada e saída é dada pela fórmula (4.3) localmente, próximo ao
valor da bifurcação transcrítica. Propomos a seguir o cálculo da função total de entrada e saída. O caso particular de um campo lento-rápido na dimensão três com
uma dinâmica desacoplada rápida foi considerado em (Boudjellaba e Sari, 2009).

    Usamos o vocabulário da análise não padronizada. O que exatamente é essa teoria não é muito importante para a compreensão deste artigo. O leitor pode ter em
mente o significado intuitivo da linguagem infinitesimal e se confortar ao saber que a análise não-padrão fornece uma base rigorosa para os conceitos de
infinitamente pequeno e infinitamente grande. Para uma introdução à análise não padronizada, consulte (Diener e Reeb, 1989). Para obter mais informações sobre o
uso da análise não-padrão na teoria das equações diferenciais, consulte (Cartier, 1982), (Zvonkin e Shubin, 1984), (Kuehn, 2015, seção 19.5) ou (Lobry, 2018 ,
capítulo 5).

    Portanto, assumimos que o parâmetro ε em (4.1) é infinitamente pequeno. A solução  é um "pato", pois é atraente para  e repelente por 
. O objetivo é estudar as soluções do sistema (4.1) infinitamente próximas a essa solução. Dinâmicas rápidas são atraentes durante o intervalo .

Nós levamos . Uma solução do sistema (4.1) com uma condição inicial na bacia de atração 0 avança rapidamente em direção à curva lenta x = 0 e
permanece infinitamente próxima a ela desde que . A solução não deixa a vizinhança infinitesimal de 0 neste momento, mas continua a contornar o 0 durante
um intervalo inteiro. O momento  para qual não é mais infinitamente próximo de 0 é chamado de tempo de saída. O objetivo é determinar a função

. Mostraremos que q é definido pela equação (4.3). Mais precisamente nós temos o seguinte resultado:

Teorema

Nós definimos

 uma condição inicial localizada na bacia de atração 0, mas que não é infinitamente próxima da variedade invariante da dinâmica rápida
correspondente ao valor próprio .
q pela equação (4.3).

assim não infinitamente próximo de p ou q , temos: . Além disso, não é infinitamente próximo de 0. Em p ,  se aproxima de 0 ao longo
da órbita da dinâmica rápida

quem passa . Em q ,  se afasta de 0 ao longo do separador instável de 0 para dinâmica rápida

    Prova . Nós temos . é a matriz (4.2). Nós temos

O sistema (4.1) torna-se

O Matrix possui dois valores próprios distintos. Existe, portanto, uma matriz diferenciável invertível  com

Transformamos a equação (4.5) com a mudança da variável 

Transformamos essa equação com a lupa 

As condições (4.4) são verificadas por . Então nós temos

ε
dx

ds
= f(s,x). (4.1)

f : R × R
2 → R

2 (s,x) ε > 0
f(s, 0) = 0 ∀s

f(s,x) = 0

M(s) =
∂f

∂x
(s, 0). (4.2)

M(s) λ1(s) λ2(s) σ0 < σ1 < σ2

λ1(s) < 0 λ1(s) < λ2(s) ∀s ∈ [σ0,σ2]
λ2(s) < 0 ∀s ∈ [σ0,σ1[ λ2(s) > 0 ∀s ∈]σ1,σ2]

(x, ε) dε
ds

= 0

dε
ds

= 0 (x, ε) = (0, 0)

∫
q

p

λ2(s) ds = 0 . (4.3)

x(s) = 0 s ∈ [σ0,σ1[
s ∈]σ1,σ2] [σ0,σ1[

p ∈ [σ0,σ1[
s < σ1

q > σ1 x(s)
p ↦ q

p ∈ [σ0,σ1[
x(p)

λ1(p)

∀ s ∈]p, q[ x(s) ≃ 0 x(q) x(s)

dx

dt
= f(p,x).

x(p) x(s)

dx

dt
= f(q,x).

g(s,x) = f(s,x) − M(s)x M(s)

g(s, 0) = 0,
∂g

∂x
(s, 0) = 0. (4.4)

ε
dx

ds
= M(s)x + g(s,x). (4.5)

M(s) P(s)

P(s)−1M(s)P(s) = A(s) , A(s) = ( ).
λ1(s) 0

0 λ2(s)

x = P(s)u

ε
du

ds
= A(s)u + P(s)−1g(s,P(s)u) − εP(s)−1P ′(s)u.

u = εU

ε
dU

ds
= A(s)U +

1

ε
P(s)−1g(s,P(s)εU) − εP(s)−1P ′(s)U .

g(s,x)



e é uma função contínua. Portanto, temos

 é uma função contínua. Definimos os componentes dos vetores:  e . O sistema se torna

Este sistema é composto de duas equações fracamente acopladas. A mudança de variáveis

transforma o sistema em

com

é uma função contínua em r = 0 porque  e . Nós escolhemos  com  e para que a bola com centro 0 e raio está incluído na
bacia de atração da origem. Aplique a alteração da variável  para a região , que é enviado para a região definida por .
Temos o sistema:

É um sistema singularmente perturbado, cuja variedade lenta é a união dos dois planos θ = 0 e θ = π / 2. Porque para todos os s , o plano θ = π / 2 é
atraente e o plano θ = 0 é repulsivo. Qualquer solução resultante de um ponto não infinitamente próximo ao plano repulsivo torna-se infinitamente próximo ao plano
atraente em um tempo infinitamente pequeno. As soluções que vêm de um ponto muito próximo ao plano repelente podem permanecer perto deste plano por um
longo tempo antes de se afastar dele. O teorema de Tihonov se aplica (Lobry et al., 1998; Tihonov, 1952). Nós escolhemos  e  uma condição inicial
localizada na bacia de atração 0, mas que não é infinitamente próxima da variedade invariante da dinâmica rápida

correspondente ao valor próprio . A dinâmica rápida leva a solução correspondente infinitamente perto de 0. No plano  não é infinitamente próximo da
variedade lenta e, portanto, do plano θ = 0. Portanto, a solução se aproxima rapidamente do plano θ = π / 2 e é aproximada pela solução do sistema lento

Deduzimos que

Portanto, temos novamente , isto é, infinitamente pequeno, quando s é assintoticamente igual a q definido por (4.3). Para esse valor de q , a origem é
um ponto de sela para dinâmicas rápidas

Portanto, a solução se afasta no ponto q do ponto de sela ao longo de seu separador instável. Usamos aqui que no momento p a solução não estava infinitamente
próxima da variedade lenta θ = π / 2, o que traduz o fato de que a solução não chegou ao plano  estar muito perto de . Isso termina a prova.

    Vamos voltar ao exemplo (3.2) - (3.3). Nós definimos . O seguinte sistema rápido, em que s é considerado um parâmetro,

tem dois pontos de equilíbrio (estados quase-estacionários)  e dada por (3.4). A matriz jacobiana em (1,1) é
. Como já vimos, os dois valores próprios são sempre distintos, são números reais. Os dois valores próprios são negativos se e somente se

. Portanto, o ponto singular (1,1) é um nó atraente para os valores de s para os quais e um ponto de sela se . Os autovalores
são  e , dado por (3.5).

    Com , obtemos a matriz jacobiana

Nós temos

Os autovalores têm uma parte real negativa se e somente se . Portanto, nos pontos em que , existem bifurcações transcríticas, porque os
dois equilíbrios a seguir atendem e trocam suas estabilidades:  e .

P(s)−1g(s,P(s)εU) = ε2g1(s,U , ε),

g1(s,U , ε)

ε
dU

ds
= A(s)U + εh(s,U , ε).

h(s,U , ε) = g1(s,U , ε) − P(s)−1P ′(s)U U = (U1,U2) h = (h1,h2)

ε
dUj

ds
= λj(s)Uj + ε hj(s,U1,U2, ε), j = 1, 2.

U1 = r cos θ, U2 = r sin θ

ε dr
ds

= r[λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ] + ε k1(s, r, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s)] cos θ sin θ + ε k2(s, r, θ, ε),

k1(s, r, θ, ε) = cos θ h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) + sin θ h2(s, r cos θ, r sin θ, ε),

k2(s, r, θ, ε) = −
sin θ

r
h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) +

cos θ

r
h2(s, r cos θ, r sin θ, ε).

k2 h1 = O(r) h2 = O(r) r0 0 < r0 < 1 r0

v = ε ln(r) 0 < r < r0 −∞ < v < ε ln(r0) < 0

dv
ds

= λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ + ε k1(s, ev/ε, θ, ε),

ε dθ
ds

= [λ2(s) − λ1(s))] cos θ sin θ + ε k2(s, ev/ε, θ, ε).
(4.6)

λ2(s) > λ1(s)

p ∈ [σ0,σ1[ x(p)

dx

dt
= f(p,x)

λ1(p) (U1,U2)
U2 = 0

dv

ds
= λ2(s), θ = π/2.

v(s) = ∫
s

p

λ2(w) dw.

r(s) = r0 v(s)

dx

dt
= f(q,x).

(U1,U2) U1 = 0

~α(s) = α(s0 + m − s)

dx1

dt
= β(1 − x1) − γx1(1 − x2),

dx2

dt
= δ(1 − x2) − ~α(s)(1 − x1)x2,

(x1,x2) = (1, 1) (x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))
~c(s0 + m − s)
~α(s) < βδ/γ ~α(s) < βδ/γ ~α(s) > βδ/γ

λ1(s) = λ−(s) λ2(s) = λ+(s)

(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

J = .
⎛⎜⎝− β+γ

1+δ/~α(s)
1+δ/~α(s)
1/β+1/γ

1+β/γ
1/~α(s)+1/δ

− δ+~α(s)
1+β/γ

⎞⎟⎠Trace(J) < 0 , Dét(J) = ~α(s)γ − βδ.

~α(s) > βδ/γ ~α(s) = βδ/γ
(x1,x2) = (1, 1) (x1,x2) = (x∗

1(s),x∗
2(s))



    Nós temos

 E se 
 E se .

Podemos aplicar o teorema e calcular a função de entrada e saída, como fizemos na seção 2.

5. Generalização

    Sem dúvida, este estudo se estende a problemas com mais de duas equações rápidas e uma lenta. Considere, por exemplo, o sistema linearizado com quatro
equações rápidas de (Bacaër, 2007, Seção 4.2)

Nós presumimos , , , , . é uma função periódica do período 1. É também um modelo para a transmissão de doenças
transmitidas por vetores. Os dois primeiros componentes representam os vetores infectados na fase latente e na fase infecciosa, enquanto os dois últimos
componentes representam as pessoas infectadas na fase latente e na fase infecciosa. O sistema (2.1) torna-se, com

A conjectura é que a função entrada-saída é dada pela fórmula (4.3), onde  deve ser substituído pelo valor próprio real dominante  da matriz , como se
pode verificar em um exemplo numérico (Figura 3). Os valores dos parâmetros são , , , , , ,  e 

. Temos a equação característica para os autovalores λ da matriz

Deduzimos que  se e apenas se

o que acontece se  com  e , como no exemplo numérico na seção 3 (coincidência simples). Com a fórmula (4.3), encontramos por
outro lado . Isso parece corresponder bem ao salto acentuado na probabilidade de extinção na Figura 3.

Figura 3. As probabilidades de extinção após m períodos  (de preto),  (em azul), bem como  e  (em verde, indistinguível),
dependendo da . Pontilhada, curvas lentas. Em rosa, desenhamos uma parte da função .

5. Conclusão

    Neste artigo, modelos periódicos para doenças transmitidas por vetores foram tomados como exemplos. Mas o resultado da seção 4 também se aplica, por
exemplo, aos modelos SEIR periódicos que modelam uma doença com transmissão direta. Na aproximação linear, apenas os dois compartimentos E e I infectados
intervêm, representando pessoas na fase latente e pessoas infecciosas. Esse modelo foi utilizado para o início da epidemia de coronavírus na França (Bacaër, 2020b),
mas sem a sazonalidade. Tal como acontece com a gripe, espera-se que a sazonalidade tenha um papel na disseminação desse coronavírus. A questão da extinção
surgirá no final da epidemia.

    Outro ponto importante que é bom lembrar é que nossos resultados sobre o comportamento do sistema envolvem integrais de um autovalor em intervalos. Em
particular, o valor desse valor próprio em um determinado momento não fornece informações diretas sobre o comportamento do sistema. Também é bem conhecido

λ1(s) < 0
λ2(s) < 0 s0 + m − s ∈]s1, s2[ modulo 1
λ2(s) > 0 s0 + m − s ∈]s2, s1 + 1[ modulo 1

dW

dt
= W = c(t/T )W .

⎛⎜⎝−(γ + μ) 0 0 ψ(t/T )

γ −μ 0 0

0 β −δ 0

0 0 δ −α

⎞⎟⎠α > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 μ > 0 ψ(⋅) > 0

ε = 1/T

ε
dx1

ds
(s) = (γ + μ)[1 − x1(s)] − γ[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = μ[1 − x2(s)] − βx2(s)[1 − x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ[1 − x3(s)] − δ[1 − x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1 − x4(s)] − ψ(s0 + m − s)[1 − x1(s)]x4(s).

λ2(s) Λ(s) c(s)
α = 1 β = 1 γ = 1 δ = 1 μ = 1 ψ(s) = 3 × (1 + 0,75 cos(2πs)) m = 3

T = 2000 c(s)

(λ + γ + μ)(λ + μ)(λ + δ)(λ + α) = β γ δψ(s).

Λ(s) < 0

β γ ψ(s)

αμ (γ + μ)
< 1,

s1 < s < s2 s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677
s∗ ≃ 0,047

x1(m) x2(m) x3(m) x4(m)
s0 s0 ↦ 1 + ∫

s2

s0
Λ(s) ds



na teoria de Floquet que um sistema periódico pode ter apenas autovalores negativos a qualquer momento e, no entanto, ser instável. No entanto, durante a epidemia
de coronavírus, ouvimos regularmente anúncios sobre a reprodutibilidade diária ( ), que é apenas outra forma do autovalor instantâneo.
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M.  Krupa,  P.  Szmolyan (2001) Extending slow manifolds near transcritical and pitchfork singularities, Nonlinearity 14,  1473– 1491.
C.  Kuehn (2015) Multiple Time Scale Dynamics. Springer,  Cham.
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G.  Wallet (1994) Singularité analytique et perturbation singulière en dimension 2. Bull.  Soc.  Math.  France 122,  185– 208.
M.  Wechselberger (2007) Canards.  Scholarpedia 2(4),  1356.
A.  K.  Zvonkin,  M.  A.  Shubin (1984) Non– standard analysis and singular perturbations of ordinary differential equations.
Uspekhi Mat.  Nauk 39,  77– 127.

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01291211
http://dx.doi.org/10.1007/s00285-019-01447-z
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02279038
https://doi.org/10.1051/mmnp/2020015
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02509142
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01266292
https://www.biorxiv.org/content/10.1101/753442v1

