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概要

係数の周期が⾮常に⼤きい場合の周期的な環境でのいくつかのタイプの出⽣と死亡の線形プロセスの消
滅確率に興味があります。この確率は、低速で⾼速な動的システムのアヒルに関連する不連続性を限界
まで⽰す可能性があります。2種類の個⼈の例では、不連続点を正確に特定します。
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1.はじめに

    ⼈⼝の絶滅の確率の推定は、特に保全の⽣物学と疫学に介⼊する問題です。この2番⽬のケースでは、
⼈⼝とは感染した⼈⼝を意味します。この種の問題を研究するための古典的な数学モデルは、1つ以上の
タイプの個⼈の誕⽣と死の線形プロセスのモデルです（Méléard、2016）。ただし、多くの状況では、環
境の季節性を考慮に⼊れる必要があります。これにより、出⽣および死亡係数が時間の周期関数である
場合にこれらのプロセスを調査できます（BacaërおよびAit Dads、2014）。特定の⺟集団または特定の伝
染病には、年間の季節性と⽐較して時間スケールが⽐較的短い係数があります。したがって、係数の周
期が⾮常に⼤きい場合の制限を検討するように求められます。1年の⼀部（好ましくない季節）に重要な
パラメーターが亜臨界である場合、プロセスの開始の季節の関数としての絶滅の確率は不連続な制限に
収束します（Carmona and Gandon、2019）。不連続のポイントは、不利なシーズンの開始前です。

    バカエル（2019）は本質的に単⼀タイプの個⼈の場合にこの研究を続けており、特に絶滅の確率の不
連続性は「カモ»、すなわち、反発的アークを追跡する前に、⼀定の時間、魅⼒的なアークを追跡する軌
道のIe（たとえば、Lobry（2018、第5章を参照））。ベクトル媒介性疾患の伝染のモデルに触発された2
種類の個⼈の例を検討するために、以下を提案します。絶滅確率の不連続点を正確に決定します。この
問題は未解決のままでした（Carmona and Gandon、2019;Bacaër、2019）。

    セクション2では、⼈⼝のモデル、つまり、いくつかのタイプの個⼈の周期的な係数を使⽤した線形の
誕⽣と死亡のプロセスのモデルを⽰します。絶滅の確率は常微分⽅程式系に関係していると説明されて
いる。周期が無限⼤に収束すると、変数の変化により、このシステムは⼀定の周期を持つ低速のシステ
ムに変わります。

    セクション3では、2種類の個⼈の例を⽰します。数値シミュレーションは、消滅確率が不連続限界に
収束し、不連続点が特定の⾏列の⽀配的な固有値の積分を含む条件によって決定されることを⽰唆して
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います。セクション4では、⾮標準分析のツールを使⽤して、実際に不連続点を決定するのがこの条件で
あることを⽰します。

    セクション5では、別の例を⽰します。今回は4種類の個⼈を使⽤します。数値シミュレーションは、
同じタイプの条件が不連続点を決定することを⽰唆しています。ただし、個⼈のタイプの数が厳密に2よ
り⼤きい場合は、これを⼀般的なフレームワークで実証することに成功していません。結論として、コ
ロナウイルスの流⾏のケースに私たちの結果を適⽤する可能性について説明します。

2.モデル

    私たちは、との誕⽣と死の線形プロセス考えるKタイプ（kは、定期的な環境で≥1）。T > 0は、環境の
周期です。2つの⾏列関数を与える  そして  サイズkと周期Tの次の仮定

 タイプjの個体がタイプiの新しい個体を⽣成する速度を表す
タイプjの個体がタイプiの個体に変換する速度

タイプjの個体がタイプを変えるか死ぬ割合を表し、
もし  システムソリューションです  初期状態で  （単位⾏列）、次
に⾏列のスペクトル半径 、つまり主要なFloquet乗数は、 
マトリックス すべてのtについて既約です。

    より正確には、（Bacaërand Ait Dads、2014）のように、

 持つ確率  時間tにおけるタイプiの個⼈ 
 対応するジェネレータ関数。

その後、

    当時は  有る タイプi個⼈（  整数です ）と 。私たちはそれを仮定するこ
とができます 。（Bacaërand Ait Dads、2014）によれば、確率は  ⼈⼝はこの2番⽬の瞬
間に絶滅している、つまり、異なるタイプの個⼈が残っていないということは、

 差動システムのソリューションです

初期状態で 。

    型の個体数の期待私の時間のトンはのソリューションです

そして 。私たちは定義します

 システムソリューション  初期状態で 。

A(t) = (Ai,j(t)) B(t) = (Bi,j(t))

∀i, j,  Ai,j(t) ≥ 0

∀i ≠ j,   − Bi,j(t) ≥ 0

∀j,  Bj,j(t) ≥ 0 ∑iBi,j(t) ≥ 0

U(t) dU/dt = −B(t)U(t) U(0) = I

U(T ) ρ(U(T )) < 1

C(t) = A(t) − B(t) = (Ci,j(t))

π(t,N1, … ,Nk) Ni (1 ≤ i ≤ k)

G(t,Z1, … ,Zk)

∂G

∂t
= ∑

i,j

[1 − Zi][Bi,j(t) − Ai,j(t)Zj]
∂G

∂Zj
.

t0 ni ≥ 0 ni 1 ≤ i ≤ k ∑i ni ≥ 1

0 ≤ t0 < T p(t0, t1)

p(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n1 ⋯ [zk(t1 − t0)]nk , ∀t1 > t0.

z(t) = (zi(t))1≤i≤k

dzi

dt
(t) = ∑

j

[1 − zj(t)][Bj,i(t1 − t) − Aj,i(t1 − t)zi(t)], 0 < t < t1 − t0,

zi(0) = 0 ∀i

dEi

dt
= ∑

j

Ci,j(t)Ej(t)

Ei(t0) = ni ∀i

V (t) dV /dt = C(t)V (t) V (0) = I



 主要なFloquet乗数。

もしF、≤1

F > 1の 場合、この確率は厳密に1未満の限界に向かって収束します。これは、  （BacaërおよびAit
Dads、2014年）。

    とする

Tに関係なく、周期1の2つの周期⾏列関数があります。  そして 、

 固定数です
ここで、 m≥1は固定整数です。

私たちの⽬標は限界を研究することです

の⾯では 、 。また、

これは、タイプiの単⼀の個体から開始した場合に、m期間後に消滅する確率です。

    私たちは定義します

、
、

。

その後、

と 。また、 。また、  （BacaërおよびAit
Dads、2014年）。

Tが∞に収束する     場合、つまり 、システム（2.1）は、k個の⾼速変数を持つ低速⾼速⾃律システ
ムとして記述できます。   そして遅い変数  と 。

    ささいな定常解について 、システムの右側のヤコビ⾏列（2.1）は、 。 は、
⾏列cの転置⾏列を⽰します。対⾓線の外側の係数がすべて正またはゼロである既約⾏列のペロンとフロ
ベニウスの定理の帰結によると（Allaire et al。、2018、remark 6.2.13）、⾏列  そして  共通の⽀
配的な実固有値を持つ 、他のすべての固有値の実数部分よりも厳密に⼤きい。

3.例

F = ρ(V (T ))

p(t0, t1) ⟶
t1→+∞

1.

 t0

a(s) b(s)

A(t) = a(s), B(t) = b(s), s = t/T .

s0 = t0/T

t1 = t0 + mT

qi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0), 1 ≤ i ≤ k

s0 0 ≤ s0 < 1

qi(s0) = lim
T→+∞

p(t0, t1),

ε = 1/T

c(s) = a(s) − b(s)

x(s) = z(t)

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j

[1 − xj(s)][bj,i(s0 + m − s) − aj,i(s0 + m − s)xi(s)], 0 < s < m, (2.1)

xi(0) = 0 ∀i z(t1 − t0) = x(m) 0 ≤ xi(s) ≤ 1 ∀i,  0 ≤ s ≤ m

ε → 0

xi(s) (1 ≤ i ≤ k) xk+1(s) = s dxk+1/ds = 1

xi = 1 ∀i ~c(s0 + m − s) ~c

c(s) ~c(s)

Λ(s)



    取る

と 、 、  そして 。  は、期間1の周期的な連続関数です。この確率モデル
は、（Bacaër、2007、Section 4.1）のベクトル病の線形化された決定論的モデルから発想を得ています。

感染したベクターはタイプ1です。感染した⼈はタイプ2です。パラメーター 感染した⼈が噛まれた
ときに感染をベクターに感染させる割合です。健康なベクターの個体数も⼀定であるため、この割合は
定期的です。パラメータβは、ベクトルが死ぬ速度です。パラメータγは、ベクトルが噛む速度です。パ
ラメータδは、感染した⼈々が回復する速度です。次にシステム（2.1）が作成されます

次の2つのケースでは、右側が互いに打ち消し合うことに注意してください。  そして 
、または

⾏列の2つの固有値  実数です：

⽀配的な固有値は 。我々は持っています 。

    伝染病の伝染に好ましくない季節があるとしましょう。  と

さらにそれを仮定します

    例として、  と 、  そして

この最後の条件は、実際に好ましくない季節があることを保証します。より具体的には、選択してみま
しょう 、 、 、  そして 。これらの値はあまり現実的ではありませんが、
現象を明確に⽰しています。その後、  そして 。条件（3.8）が検証されたことを数

a(s) = ( ), b(s) = ( ),
0 α(s)

γ 0

β 0

0 δ

α(s) > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 α(s)

dW

dt
= ( )W = c(t/T )W .

−β α(t/T )

γ −δ
(3.1)

α(s)

ε
dx1

ds
(s) = β [1 − x1(s)] − γ x1(s)[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = δ [1 − x2(s)] − α(s0 + m − s) [1 − x1(s)]x2(s).

(3.2)

(3.3)

x1(s) = 1 x2(s) = 1

x1(s) = x∗
1(s) =

1 + δ
α(s0+m−s)

1 + γ
β

, x2(s) = x∗
2(s) =

1 + β

γ

1 +
α(s0+m−s)

δ

. (3.4)

c(s)

λ±(s) =
−(β + δ) ± √(β + δ)2 + 4[α(s)γ − βδ]

2
. (3.5)

Λ(s) = λ+(s) λ−(s) < 0 ∀s

∃ 0 < s1 < s2 < 1

α(s) γ

β δ
< 1 ⇔ Λ(s) < 0 ∀s ∈]s1, s2[, (3.6)

α(s) γ

β δ
> 1 ⇔ Λ(s) > 0 ∀s ∈]0, s1[∪]s2, 1[. (3.7)

∫
1

0
Λ(s) ds > 0. (3.8)

α(s) = ᾱ(1 + κ cos(2πs)) ᾱ > 0 |κ| < 1

ᾱ(1 − κ) γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1 + κ) γ

β δ
.

ᾱ = 3 κ = 0,75 β = 2 γ = 1 δ = 1

s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677



値で検証できます。私たちも取りましょう 、  そして 。図1は、初期状態でのシ
ステム（3.2）-（3.3）のソリューションを表しています 。Scilabソフトウェアを使⽤
し、  そして 。次に、初期変数に戻りました。また、1に等しい定数関数と曲
線（3.4）をプロットしました。次の点に注意してください。

近所で 、曲線はほぼ垂直です（図には表⽰されていません）。
 そして  周期解に収束します。

漸近的に、  そして 値のために⾮常に近い1にしているので 、特に 
だけでなく、  と 。後者の場

合、 。「あひる」があります。

図1. sの関数としての曲線  （⿊）と  （⻘⾊）および緩やかな曲線  （点線の
⿊）、 （点線の⻘）と1（点線の⾚）。ピンク、機能の⼀部

。

    図2は、関⼼のある量、m期間後の消滅確率を⽰しています。  そして によって異なります 
. On a aussi tracé les courbes déduites de (3.4) :

図2は、  そして  収束するとき 、1に等しい限界に向かって  。 
限界の不連続です。問題はこの点を決定することです。

T = 1000 m = 3 s0 = 0,25

x1(0) = x2(0) = 0

log(1 − x1(s)) log(1 − x2(s))

s = 0

x1(s) x2(s)

x1(s) x2(s) Λ(s0 + m − s) < 0

s ∈]s0 + 1 − s2, s0 + 1 − s1[ s ∈]s0 + 1 − s1, s0 + 1 − s∗[ s2 − 1 < s∗ < s1

Λ(s0 + m − s) > 0

x1(s) x2(s) x∗
1(s)

x∗
2(s)

s ↦ 1 + ∫
s

s0+1−s2
Λ(s0 + m − u) du

x1(m) x2(m)

s0

x∗
1(m) =

1 + δ
α(s0)

1 + γ

β

, x∗
2(m) =

1 + β
γ

1 + α(s0)
δ

.

x1(m) x2(m) T → +∞ s0 ∈]s∗, s2[ s0 = s∗



図2.後の絶滅確率  期間  （⿊）と  （紺⾊） 。の式  そして 点線
です。ピンク、機能の⼀部 。

    次のセクションでは、ソリューションが  そして  図1では、1に⾮常に近い 
、突然1の近傍から逸脱します  と

つまり、これらの解は、点s = qで1の近傍から逸脱します。また、  そして

決定するのはこの⽅程式です ユニークな⽅法で。確かに なので、

 条件（3.6）のため、
 条件のため（3.7）

条件（3.8）のため。

したがって、固有の実数があります  と 。この例では、数値的に 。

注意。条件（3.8）は、システム（3.1）の可能な超臨界特性とは関係ありません。フロケの理論でもよく
知られています。確かに、例えば  の代わりに 、数値的には、主要なFloquet乗数が 

 ながら 。

m x1(m) x2(m) s0 x∗
1(m) x∗

2(m)

s0 ↦ 1 + ∫
s2

s0
Λ(s) ds

x1(s) x2(s)

p := s0 + 1 − s2 < s < s0 + 1 − s1 s = q := s0 + 1 − s∗ > s0 + 1 − s1

∫
q

p

Λ(s0 + m − s) ds = 0.

q = s0 + 1 − s∗

∫
s2

s∗

Λ(s) ds = 0.

s∗ ϕ(s) = ∫
s2

s Λ(v) dv

ϕ(s1) < 0

ϕ′(s) = −Λ(s) < 0 ∀s ∈]s2 − 1, s1[

ϕ(s2 − 1) = ∫
s2

s2−1

Λ(s) ds = ∫
1

0

Λ(s) ds > 0

s∗ ∈]s2 − 1, s1[ ϕ(s∗) = 0 s∗ ≃ 0,079

c = 0,7 c = 1

F = ρ(V (T )) ≃ 1,025 > 1 ∫
1

0
Λ(s) ds ≃ −0,016 < 0



4.トランスクリティカル分岐の⼊出⼒関数

    不連続点について述べたことを正当化するために、（3.2）-（3.3）のように、2つの⾼速次元と1つの
低速次元を持つ低速⾼速フィールドをより⼀般的に検討します。⾼速ダイナミクスには、2つの異なる実
固有値を持つ特異点があり、そのうちの1つは常に負で、2つ⽬は負、次に正です。したがって、それ
は、急速なダイナミクスの平衡状態が安定したノードであり、次に鞍点である超臨界分岐です。

    安定した特異点に近い解は、不安定になるとすぐにその近傍を離れませんが、しばらくの間その近傍
にとどまります。⽬標は、この超臨界分岐の⼊出⼒関数を計算することです。つまり、解が特異点から
離れる瞬間（出⼒モーメント）を、それがs 'であるところに従って定義します近づいています（⼊り⼝
時間）。「分岐の遅れ」という名前で知られているこの現象は、アヒルの解決策と不安定性の概念に関
連しています。

    ⼊出⼒関数の概念とダックソリューションの概念は、1980年代の初めに⾮標準の分析⽅法で最初に研
究されました。レビュー記事を参照してください（Benoîtet al。、1981; Cartier、1982; Zvonkin and
Shubin、1984）。⼊出⼒関数は、最初にファンデルポールの⽅程式（Benoît、1981;Benoîtet al。、1981）
からアヒルについて計算され、その後、⾶⾏機の低速⾼速システム（DienerおよびDiener、 1983）。

    その後、アヒルの解の存在は、漸近展開の古典的な⽅法（Eckhaus、1983）と特異摂動の幾何学理論
（Dumortier and Roussarie、1996）によって発⾒されました。平⾯のシステムの⼊出⼒関数は、特異摂動
の幾何学理論によっても得られています（De Maesschalck and Schecter、2016）。

    アヒルと分岐の遅延の問題に対するフランスの⾮配電学校の貢献の詳細については、読者が相談でき
ます（Cartier、1982; Fruchard andSchäfke、2008）。特異障害の理論におけるさまざまなアプローチのよ
り完全な⾒⽅については、最近のモノグラフ（Kuehn、2015）と、アヒルに関する記事（Wechselberger、
2007）を参照してください。分岐部の過度の安定性と遅延の概念については、（Beno、t、1991、
2015;Benoîtet al。、1998; Wallet、1990、1994）とそれらに含まれる参考⽂献も参照してください。

    次元2の遅い⾼速のフィールドの特定のケースは、魅⼒的で反発的な次元1の⾼速ダイナミクスでよく
理解されています（Diener and Diener、1983）。2つの固有値が複素共役であり、その実部変化の符号で
あるHopf分岐のケースは、何⼈かの著者によって検討されています（Benoît、2009; Callot、1993; Diener
and Diener、1995; Lobry、1992; Neishtadt、1987年、1988年、Wallet、1986年）。最近のモノグラフ
（Kuehn、2015年、第12章）の完全で教育的なプレゼンテーションも参照してください。

    上の差動システムを考えます  遅い変数で  2つの⾼速変数 

 は微分可能な関数です 、および 無限に⼩さいです。⾮標準分析の語彙を使
⽤します（Diener and Reeb、1989）またはLobry（2018、第5章）を参照してください。とする

。

    x = 0は、システムの遅い曲線（4.1）だけではなく、⽅程式の解でもあります。 だけでな
く、システムの特定のソリューション（4.1）。正⽅⾏列2×2を定義します

R × R
2 s ∈ R x ∈ R

2

ε
dx

ds
= f(s,x). (4.1)

f : R × R
2 → R

2 (s,x) ε > 0

f(s, 0) = 0 ∀s

f(s,x) = 0

M(s) =
∂f

∂x
(s, 0). (4.2)



と思う  2つの異なる固有値があります。  そして そのうちの1つは常にネガティブなまま
で、他の変化は兆候です。と 、 我々は持っています ：

 そして 、
 そして 。

    特異摂動の幾何学的理論では、拡張位相空間でシステム（4.1）を研究します。 。⽅程式を追加
します 。急速なダイナミクスの単⼀の固有値は符号を変更します。この状況は、拡張システムの
中央多様体での還元により、平⾯内のシステムの場合に戻すことができます（（4.1）、 ）平衡点
で 。詳細については、（Boudjellaba and Sari、2009; Krupa and Szmolyan、2001）を参照して
ください。この縮⼩により、符号が変化する固有値の積分によって⼊出⼒関数が与えられる平⾯システ
ムが得られます（DienerおよびDiener、1983）。

この⽅程式では、pは⼊⼝時間、qは出⼝時間です。減少は、⼊出⼒関数が式（4.3）によって局所的に、
臨界超過分岐値の近くで与えられることを予測します。合計⼊出⼒関数を計算するために、以下のこと
を提案します。（Boudjellaba and Sari、2009）では、⾼速で分離されたダイナミックを備えた3次元の低
速⾼速フィールドの特定のケースが検討されました。

    ⾮標準分析の語彙を使⽤します。この理論が正確に何であるかは、この記事を理解する上でそれほど
重要ではありません。読者は、極⼩⾔語の直感を覚えておくことができ、⾮標準分析が無限に⼩さな概
念と無限に⼤きな概念の厳密な基盤を提供することを理解することに慣れます。⾮標準分析の概要につ
いては、（Diener and Reeb、1989）を参照してください。微分⽅程式の理論における⾮標準分析の使⽤
の詳細については、（Cartier、1982）、（Zvonkin and Shubin、1984）、（Kuehn、2015、セクション
19.5）または（Lobry、2018 、第5章）。

    したがって、（4.1）のパラメーターεは無限に⼩さいと仮定します。ソリューション  それは
魅⼒的であるため、「アヒル」です  そしてのための忌避剤 。⽬標は、この解に限
りなく近いシステムの解（4.1）を研究することです。⾼速ダイナミクスはインターバル全体で魅⼒的で
す 。私たちは取る 。引⼒の流域が0の初期条件を持つシステム（4.1）の解は、遅い曲
線x = 0 に向かって急速に進み、次の条件を満たす限り無限に近くなります。 。解は、現時点では
0の極⼩近傍を残さず、間隔全体にわたって0を回避し続けます。瞬間  そのため が無限に0に
近づくことはなくなり、終了時間と呼ばれます。⽬的は機能を決定することです 。qが式（4.3）で
定義されることを⽰します。より正確には、次の結果が得られます。

定理

私たちは定義します

 引⼒が0の盆地にあるが、固有値に対応する⾼速ダイナミクスの不変の多様性に限りなく近い
初期条件 。
式（4.3）による q

そう pまたはqに無限に近いわけではありません。 。また、 は、無限に0に近いわ
けではありません。pでは、  ⾼速⼒学軌道に沿って0に近づく

M(s) λ1(s) λ2(s)

σ0 < σ1 < σ2

λ1(s) < 0 λ1(s) < λ2(s) ∀s ∈ [σ0,σ2]

λ2(s) < 0 ∀s ∈ [σ0,σ1[ λ2(s) > 0 ∀s ∈]σ1,σ2]

(x, ε)
dε
ds = 0

dε
ds = 0

(x, ε) = (0, 0)

∫
q

p

λ2(s) ds = 0 . (4.3)

x(s) = 0

s ∈ [σ0,σ1[ s ∈]σ1,σ2]

[σ0,σ1[ p ∈ [σ0,σ1[

s < σ1

q > σ1 x(s)

p ↦ q

p ∈ [σ0,σ1[

x(p)

λ1(p)

∀ s ∈]p, q[ x(s) ≃ 0 x(q)

x(s)



通り過ぎる⼈ 。では、Q、  ⾼速ダイナミクスのために、0の不安定なセパレーターに沿って0か
ら離れる

    証明。我々は持っています 。 は⾏列（4.2）です。我々は持っています

システム（4.1）は

マトリックス 2つの異なる固有値があります。したがって、可逆微分可能⾏列があります。
と

変数を変更して式（4.5）を変換します。 

この⽅程式を拡⼤鏡で変換します 

条件（4.4）は、 。だから私たちは

そして 連続関数です。したがって、

 連続関数です。ベクトルのコンポーネントを定義します。
 そして 。システムは

このシステムは、2つの弱結合⽅程式で構成されています。変数の変化

システムを

dx

dt
= f(p,x).

x(p) x(s)

dx

dt
= f(q,x).

g(s,x) = f(s,x) − M(s)x M(s)

g(s, 0) = 0,
∂g

∂x
(s, 0) = 0. (4.4)

ε
dx

ds
= M(s)x + g(s,x). (4.5)

M(s) P(s)

P(s)−1M(s)P(s) = A(s) , A(s) = ( ).
λ1(s) 0

0 λ2(s)

x = P(s)u

ε
du

ds
= A(s)u + P(s)−1g(s,P(s)u) − εP(s)−1P ′(s)u.

u = εU

ε
dU

ds
= A(s)U +

1

ε
P(s)−1g(s,P(s)εU) − εP(s)−1P ′(s)U .

g(s,x)

P(s)−1g(s,P(s)εU) = ε2g1(s,U , ε),

g1(s,U , ε)

ε
dU

ds
= A(s)U + εh(s,U , ε).

h(s,U , ε) = g1(s,U , ε) − P(s)−1P ′(s)U

U = (U1,U2) h = (h1,h2)

ε
dUj

ds
= λj(s)Uj + ε hj(s,U1,U2, ε), j = 1, 2.

U1 = r cos θ, U2 = r sin θ

ε dr
ds = r[λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ] + ε k1(s, r, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s)] cos θ sin θ + ε k2(s, r, θ, ε),



と

r = 0 での連続関数です。  そして 。我々が選択しました  と  そして中
⼼0と半径のボールが 起源の魅⼒の盆地に含まれています。変数の変更を適⽤する  地域へ 

によって定義された領域に送信されます 。私たちはシステムを⼿に⼊
れます：

これは、ゆっくりと変化する2つの平⾯θ= 0およびθ=π/ 2の和集合である、特異的に乱されたシステムで
す。なぜなら すべてのsについて、平⾯θ=π/ 2は魅⼒的であり、平⾯θ= 0は反発的です。反
発平⾯に無限に近くない点から⽣じるすべての解は、無限に短い時間で魅⼒平⾯に無限に近くなりま
す。忌避⾯に⾮常に近い点から来る解は、遠ざかる前にこの⾯に⻑時間留まることができます。ティホ
ノフの定理が適⽤されます（Lobry et al。、1998; Tihonov、1952）。我々が選択しました  そし
て  引⼒0の盆地にある初期条件ですが、不変の⾼速ダイナミクスに無限に近いわけではありません

固有値に対応 。⾼速ダイナミクスは、対応する解を無限に0に近づけます。  遅い品種に限
りなく近い 、したがって、平⾯θ= 0の。したがって、解はすぐに平⾯θ=π/ 2に近づき、遅いシス
テムの解で近似されます。

私たちはそれを推測します

したがって、再び 、つまり sが（4.3）で定義されるqに漸近的に等しい場合、無限に⼩さ
い。このqの値の場合、原点は⾼速ダイナミクスの鞍点です

したがって、解は 不安定なセパレーターに沿ってサドルポイントからポイントqで移動します。ここで
使⽤したのは、時間pで解が遅い多様体θ=π/ 2に無限に近くないことです。これは、解が平⾯に到着しな
かったことを変換します。  に⾮常に近い 。これで証明は終わりです。

    例（3.2）-（3.3）に戻りましょう。私たちは定義します 。次の⾼速システムで
は、sはパラメーターと⾒なされます。

k1(s, r, θ, ε) = cos θ h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) + sin θ h2(s, r cos θ, r sin θ, ε),

k2(s, r, θ, ε) = −
sin θ

r
h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) +

cos θ

r
h2(s, r cos θ, r sin θ, ε).

k2 h1 = O(r) h2 = O(r) r0 0 < r0 < 1

r0 v = ε ln(r)

0 < r < r0 −∞ < v < ε ln(r0) < 0

dv
ds

= λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ + ε k1(s, ev/ε, θ, ε),

ε dθ
ds

= [λ2(s) − λ1(s))] cos θ sin θ + ε k2(s, ev/ε, θ, ε).
(4.6)

λ2(s) > λ1(s)

p ∈ [σ0,σ1[

x(p)

dx

dt
= f(p,x)

λ1(p) (U1,U2)

U2 = 0

dv

ds
= λ2(s), θ = π/2.

v(s) = ∫
s

p

λ2(w) dw.

r(s) = r0 v(s)

dx

dt
= f(q,x).

(U1,U2) U1 = 0

~α(s) = α(s0 + m − s)

dx1

dt = β(1 − x1) − γx1(1 − x2),

dx2

dt = δ(1 − x2) − ~α(s)(1 − x1)x2,



2つの平衡点があります（準定常状態）  そして （3.4）で与えら
れる。（1,1）のヤコビ⾏列は 。すでに⾒てきたように、2つの固有値は常に異なり、それ
らは実数です。2つの固有値が負の場合は、 。したがって、特異点（1,1）の値のための魅⼒
的なノードであり、Sのために 、そしてサドルポイント 。固有値は

 そして （3.5）で与えられる。

    と 、ヤコビ⾏列を取得します

我々は持っています

固有値は、以下の場合にのみ負の実数部を持ちます 。したがって、 、次の2つ
の平衡が満たされ、それらの安定性を交換するため、超臨界分岐があります。  そして 

。

    我々は持っています

 もし 
 もし 。

セクション2で⾏ったように、定理を適⽤して⼊出⼒関数を計算できます。

5.汎化

    この研究は間違いなく、2つ以上の⾼速⽅程式と1つの低速⽅程式の問題にまで及びます。たとえば、
（Bacaër、2007、Section 4.2）の4つの⾼速⽅程式をもつ線形化システムを考えます。

とする 、 、 、 、 。 これは、期間1の周期関数です。これは、ベク
ター媒介性疾患の伝染のモデルでもあります。最初の2つのコンポーネントは潜伏期と感染期に感染した
ベクターを表し、最後の2つのコンポーネントは潜伏期と感染期に感染した⼈を表します。システム
（2.1）は、

(x1,x2) = (1, 1) (x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))
~c(s0 + m − s)

~α(s) < βδ/γ
~α(s) < βδ/γ ~α(s) > βδ/γ

λ1(s) = λ−(s) λ2(s) = λ+(s)

(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

J = .
⎛⎜⎝−

β+γ

1+δ/~α(s)
1+δ/~α(s)
1/β+1/γ

1+β/γ
1/~α(s)+1/δ

− δ+~α(s)
1+β/γ

⎞⎟⎠Trace(J) < 0 , Dét(J) = ~α(s)γ − βδ.

~α(s) > βδ/γ ~α(s) = βδ/γ

(x1,x2) = (1, 1)

(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

λ1(s) < 0

λ2(s) < 0 s0 + m − s ∈]s1, s2[ modulo 1

λ2(s) > 0 s0 + m − s ∈]s2, s1 + 1[ modulo 1

dW

dt
= W = c(t/T )W .

⎛⎜⎝−(γ + μ) 0 0 ψ(t/T )

γ −μ 0 0

0 β −δ 0

0 0 δ −α

⎞⎟⎠α > 0 β > 0 γ > 0 δ > 0 μ > 0 ψ(⋅) > 0

ε = 1/T

ε
dx1

ds
(s) = (γ + μ)[1 − x1(s)] − γ[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = μ[1 − x2(s)] − βx2(s)[1 − x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ[1 − x3(s)] − δ[1 − x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1 − x4(s)] − ψ(s0 + m − s)[1 − x1(s)]x4(s).



推測は、⼊出⼒関数が式（4.3）で与えられるというものです。  ⽀配的な実固有値で置き換える必
要があります  マトリックスの 、数値例でそれを確認することができます（図3）。パラメータ
値は 、 、 、 、 、 、  そして 。
⾏列の固有値λの特性⽅程式があります

私たちはそれを推測します  もしそうなら

どうなりますか  と  そして 、セクション3の数値例のように（単純な⼀
致）。⼀⽅、式（4.3）では、 。これは、図3の消滅確率の急上昇とよく⼀致しているようで
す。

図3. m期間後の絶滅確率  （⿊で）、  （⻘）だけでなく  そして  （緑
⾊で、区別がつかない） 。点線の遅いカーブ。ピンクで、私たちは関数の⼀部を描きまし
た 。

5。結論

    この記事では、ベクター媒介性疾患の定期的なモデルを例として取り上げています。しかし、セクシ
ョン4の結果は、たとえば、直接伝播する疾患をモデル化する定期的なSEIRモデルにも適⽤されます。
線形近似では、潜伏期の⼈々と感染者を表す2つの感染した区画EとIのみが介⼊します。このモデルは、
フランスでのコロナウイルスの流⾏の始まり（バカエル、2020b）に使⽤されましたが、季節性はありま
せんでした。インフルエンザと同様に、季節性がこのコロナウイルスの蔓延に役割を果たすと予想され
ます。絶滅の問題は、流⾏の終わりに向かって発⽣します。

λ2(s)

Λ(s) c(s)

α = 1 β = 1 γ = 1 δ = 1 μ = 1 ψ(s) = 3 × (1 + 0,75 cos(2πs)) m = 3 T = 2000

c(s)

(λ + γ + μ)(λ + μ)(λ + δ)(λ + α) = β γ δψ(s).

Λ(s) < 0

β γ ψ(s)

αμ (γ + μ)
< 1,

s1 < s < s2 s1 ≃ 0,323 s2 ≃ 0,677

s∗ ≃ 0,047

x1(m) x2(m) x3(m) x4(m)

s0

s0 ↦ 1 + ∫ s2

s0
Λ(s) ds



    覚えておくと良いもう1つの重要な点は、システムの動作に関する私たちの結果には、区間上の固有値
の積分が含まれるということです。特に、特定の時間におけるこの固有値の値は、システムの動作に関
する直接的な情報を提供しません。フロケの理論では、周期系はいつでも負の固有値しか持つことがで
きず、不安定になることもよく知られています。ただし、コロナウイルスの流⾏時には、毎⽇の再現性
に関する発表が定期的に聞かれました（ ）、これは瞬間固有値のもう1つの形式です。
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Perturbations  singulières  des  équations  diff érentielles  ordinaires  et  analyse non– standard,
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