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resumen

Estamos interesados en la probabilidad de extincion de un proceso lineal de nacimiento y muerte con varios tipos en un entorno periddico cuando el periodo de los
coeficientes es muy grande. Esta probabilidad puede presentar en el limite una discontinuidad relacionada con un pato en un sistema dinamico lento-rapido.
Determinamos con precision el punto de discontinuidad en un ejemplo con dos tipos de individuos.
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1. Introduccion

La estimacion de la probabilidad de extincion de una poblacion es una cuestion que interviene en particular en biologia de la conservacion y en epidemiologia. En
este segundo caso, por poblacion se entiende poblacion infectada. Un modelo matematico clasico para estudiar este tipo de problema es el de los procesos lineales de
nacimiento y muerte con uno o mas tipos de individuos (Méléard, 2016). Sin embargo, en muchas situaciones, debe tenerse en cuenta la estacionalidad del medio
ambiente, lo que conduce al estudio de estos procesos cuando los coeficientes de nacimiento y muerte son funciones periddicas del tiempo (Bacaér y Ait Dads,
2014). Ciertas poblaciones o ciertas epidemias tienen coeficientes cuya escala de tiempo es relativamente corta en comparacion con la estacionalidad anual; Por lo
tanto, se nos lleva a considerar el limite donde el periodo de los coeficientes es muy grande. Cuando los parametros vitales son subcriticos durante parte del afio (la
temporada desfavorable), la probabilidad de extincion en funcion de la temporada de inicio del proceso converge en un limite discontinuo (Carmona y Gandon,
2019). El punto de discontinuidad es antes del comienzo de la temporada desfavorable.

Bacaér (2019) habia continuado este estudio esencialmente en el caso de un solo tipo de individuos, sefialando en particular que la discontinuidad en la
probabilidad de extincion estaba vinculada a la presencia en un sistema dinamico lento-rapido de un "pato" », Es decir (véase, por ejemplo, Lobry (2018, capitulo 5))
de una trayectoria que sigue un arco atractivo durante un cierto tiempo antes de seguir un arco repulsivo. Proponemos a continuacion para estudiar un ejemplo con
dos tipos de individuos inspirados en un modelo de transmision de una enfermedad transmitida por vectores. Determinamos con precision el punto de discontinuidad
de la probabilidad de extincion. Este problema habia quedado sin resolver (Carmona y Gandon, 2019; Bacaér, 2019).

En la seccion 2, presentamos el modelo para la poblacion, a saber, el de los procesos lineales de nacimiento y muerte con coeficientes periddicos con varios tipos
de individuos. Se explica que la probabilidad de extincion esta relacionada con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando el periodo converge al
infinito, un cambio en la variable convierte este sistema en un sistema lento-rapido con un periodo fijo.

En la seccion 3, presentamos un ejemplo con dos tipos de individuos. Las simulaciones numéricas sugieren que la probabilidad de extincién converge a un limite
discontinuo y que el punto de discontinuidad esta determinado por una condicion que involucra la integral del valor propio dominante de una matriz determinada. En
la seccion 4, demostramos con las herramientas de analisis no estandar que es esta condicion la que determina el punto de discontinuidad.

En la seccion 5, presentamos otro ejemplo, esta vez con cuatro tipos de individuos. La simulaciéon numérica sugiere que una condicién del mismo tipo atn
determina el punto de discontinuidad. Sin embargo, no hemos logrado demostrar esto en un marco general cuando el niimero de tipos de individuos es estrictamente
mayor que dos. En la conclusion, discutimos las posibilidades de aplicar nuestros resultados al caso de la epidemia de coronavirus.

2. El modelo

Consideramos un proceso lineal de nacimiento y muerte con k& tipos ( k£ >1) en un entorno periédico. 7> 0 es el periodo del medio ambiente. Nos damos dos
funciones matriciales A(t) = (A;;(t)) y B(t) = (Bi,;(t)) de tamafio k y periodo T con los siguientes supuestos:

o Vi,j, A;;(t) > 0 representa la tasa a la cual los individuos del tipo j generan nuevos individuos del tipo i

e Vi#j, — B;;(t) > 0eslavelocidad a la que los individuos de tipo j se transforman en individuos de tipo i

e Vj, Bj;(t) > Orepresenta la velocidad a la que los individuos de tipo j cambian de tipo o mueren,y Y, B;;(t) > 0

o SiU(t) es la solucion del sistema dU /dt = —B(t)U(t) con la condicién inicial U(0) = I (la matriz de identidad), luego el radio espectral de la matriz U(T),
es decir, el multiplicador de Floquet dominante, es p(U(T')) < 1

* lamatriz C(t) = A(t) — B(t) = (C,(t)) es irreducible para todo ¢ .

Mas precisamente, como en (Bacaér y Ait Dads, 2014), definimos

e 7(t,N1,...,NNi) la probabilidad de tener IN; individuos de tipo i en el tiempo 7 (1 < ¢ < k)
e G(t,Z1,...,Z) La funcion del generador correspondiente.

Entonces tenemos

oG

== =Y [1- Z|[Bi(t) — Aij(H)Z)] 06

ot 9z;

Se supone que en ese momento ¢, hay n; > 0 individuos tipo i (el n; son enteros 1 < i < k) con Y, n; > 1. Podemos suponer que 0 < ¢y < 7. Segin (Bacaér y
Ait Dads, 2014), la probabilidad p(to, t1) que la poblacion se extingue en este segundo instante, es decir que no queda ningun individuo de los diferentes tipos, esta
dada por

p(to,t1) = [z1(ts — to)]™ -« [z (ts — t0)]™, V1 > 0.

2(t) = (zi(t))1<i<k es la solucion del sistema diferencial
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dz;

E(t) = Z[l —z(O][Bji(t —t) — Aji(ts — )z(t)], 0<t<ti—to,
i

con la condicion inicial 2;(0) = 0 Vi.

La expectativa del numero de individuos de tipo i en el tiempo # es una solucion de

dji = E]: Ci () By(t)

y E;(ty) = n; Vi. Definimos

» V/(t) la solucion del sistema dV /dt = C(t)V(¢) con la condicién inicial V(0) = I.
e F = p(V(T)) El multiplicador de Floquet dominante.

Si F<l,

p(to, tl) — 1

titoo
Si F> 1, esta probabilidad converge por el contrario hacia un limite estrictamente inferior a 1. Es una funcién periddica de ¢y (Bacaér y Ait Dads, 2014).
Asumimos
 Hay dos funciones de matriz periddicas del periodo 1, independientes de 7', a(s) y b(s) , con
A(t) = a(s), B(t)=10b(s), s=t/T.

e s9 = to/T es un numero fijo
e t; =ty + mT, donde m >1 es un entero fijo.

Nuestro objetivo es estudiar el limite.
. — 1 . _ <i<
gi(s0) = Jim zi(tr —to), 1<i<k
en funcion de sg, con 0 < sy < 1. También tenemos
X = 1
¢(s0) = lim p(to,t1),

cual es la probabilidad de extincion después de m periodos cuando se comienza con un solo individuo de tipo i .

Definimos
e e =1/T,
« <(s) = a(s) - b(s),
o z(s) = z(t).
Entonces tenemos
€ (ff; (s) = Z[l —j(8)][bji(so + m — 8) — aji(so +m — s)wi(s)], 0<s<m, (2.1)
J

con z;(0) = 0 Vi. De mas, z(t1 — to) = x(m). También tenemos 0 < z;(s) < 1Vi, 0 < s < m (Bacaér y Ait Dads, 2014).

Si T converge a oo, en otras palabras sie — 0, el sistema (2.1) se puede escribir como un sistema auténomo lento-rapido con k variables rapidas z;(s) (1 < i < k)
y una variable lenta zx+1(s) = s con dzi1/ds = 1.

Para la solucion estacionaria trivial ; = 1 Vi, la matriz jacobiana del lado derecho del sistema (2.1) es &(so + m — s). & denota la matriz transpuesta de la matriz
¢ . De acuerdo con un corolario del teorema de Perron y Frobenius para matrices irreducibles cuyos coeficientes fuera de la diagonal son todos positivos o cero
(Allaire et al., 2018, observacion 6.2.13), las matrices ¢(s) y &(s) tener un valor propio real dominante comiin A(s), estrictamente mayor que la parte real de todos
los demaés valores propios.

3. Un ejemplo

Tomar

w=(, ). w0 )

cona(s) >0,8>0,v>0yd > 0.a(s) es una funcién periddica continua del periodo 1. Este modelo estocastico esta inspirado en el modelo determinista
linealizado para una enfermedad vectorial de (Bacaér, 2007, Seccion 4.1):

% = (_f a(i/éT)>W = c(t/T)W. (3.1)

Los vectores infectados son de tipo 1. Las personas infectadas son de tipo 2. El parametro a(s) es la velocidad a la que las personas infectadas transmiten su
infeccion a los vectores cuando son mordidas. Esta tasa es periodica porque la poblacion de vectores sanos también lo es. El parametro f§ es la velocidad a la que
mueren los vectores. El parametro y es la velocidad a la que pican los vectores. El parametro § es la velocidad a la que las personas infectadas se recuperan. Luego se
escribe el sistema (2.1)

dz

€ g5 () =Bl —aa(s)] —yza(s)[L — z2(s)), (3.2)
€ %(8) =301 —z2(s)] — a(so +m — s) [1 — z1(s)] z2(s). (3.3)

Tenga en cuenta que los lados derechos se cancelan entre si en dos casos: z1(s) = 1y z2(s) = 1, o bien



) B
" (S):w*(s)zm " (s):w*(s):i
1 1 1+% ) 2 2 1+ (s‘)tsmis)

Los dos valores propios de la matriz ¢(s) son nimeros reales:

_ —(B+8) + V(B+0)* + 4[a(s)y — BI]
)\i(s) = D) .

El valor propio dominante es A(s) = A (s). Se tiene A_(s) < 0 Vs.

Supongamos que hay una temporada desfavorable para la transmision de la epidemia, es decir 30 < s1 < s < 1 con

als)y <1 & A(s)<0 Vsé€lsy, sz,
Bd
“i;;” S1 o Als)>0 Vsel0,s[Usa, 1.
Supongamos ademas que

1

/ A(s)ds > 0.
0
Como ejemplo, tomemos a(s) = &(1 + kcos(27s)) cona > 0, |k| < 1y

a(l — a(l

a-r)y | _allir)y
Bo Bo

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Esta tltima condicion asegura que efectivamente haya una temporada desfavorable. Mas especificamente, elijamosa = 3, k = 0,75, 8 =2,y = 1y é = 1. Estos

valores no son muy realistas, pero demuestran claramente el fenomeno. Entonces tenemos s1 >~ 0,323 y s2 ~ 0,677. Podemos verificar numéricamente que se

verifica la condicion (3.8). Tomemos también 7" = 1000, m = 3y so = 0,25. La Figura 1 representa la solucion del sistema (3.2) - (3.3) con la condicion inicial

21(0) = z,(0) = 0. Utilizamos el software Scilab y resolvimos el sistema diferencial para log(1 — z1(s)) y log(1 — z5(s)). Luego volvimos a las variables
iniciales. También hemos trazado la funcion constante igual a 1 y las curvas (3.4). Tenga en cuenta lo siguiente:

¢ en el barrio de s = 0, las curvas son casi verticales (no visibles en las figuras);
e z1(s) y @y(s) converger a una solucion periddica;

« asintoticamente z;(s) y z2(s) estdn muy cerca de 1 para los valores de s con A(sg + m — s) < 0, especialmente para s €]sg + 1 — s9, 59 + 1 — s1], pero

también para s €]sg +1 — s1,8 + 1 — s*[ con sy — 1 < s* < s;. En este tltimo caso, tenemos A(sy + m — s) > 0. Hay un "pato".
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Figura 1. En funcion de s , las curvas ; (s) (en negro) y x2(s) (en azul) asi como curvas lentas x;(s) (punteado en negro), x3(s) (azul punteado) y 1
(rojo punteado). En rosa, una parte de la funcién. s — 1 + f;;ﬂm A(sg +m — u) du.

La Figura 2 muestra como las cantidades que nos interesan, las probabilidades de extincion después de m periodos z1(m) y z2(m), varian seglin so. También

hemos trazado las curvas deducidas de (3.4):

x*(m) _ 1+ a(in) $*(m) 1+ %
1 =1 .1 2 = T ey
1+ % 1+ Dt(;o)

La figura 2 sugiere que x1(m) y zs(m) converger, cuando T' — +o0, hacia limites iguales a 1 si sy €]s*, s3] . 9 = s* Es una discontinuidad de limites. E1
problema es determinar este punto.
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Figura 2. Las probabilidades de extincion después m periodos z1(m) (en negro) y z2(m) (en azul oscuro) dependiendo de so. Las formulas para z} (m)
y z3(m) estan punteados En rosa, una parte de la funcién. so — 1 + f:'f A(s)ds.

Demostraremos en la siguiente seccion que las soluciones x1(s) y 2(s) en la Figura 1, que estan muy cercade 1 parap := s+ 1 — 83 < s < 89+ 1 — s, de
repente se desvian del vecindario de 1 pors =g :=s9+ 1 — s* > sg+ 1 — s; con

q
/ A(sg+m —s)ds=0.
P

En otras palabras, estas soluciones se desvian de la vecindad de 1 en un punto s =¢ . De méas,q = s +1 — s*y

/:2 A(s)ds =0.

Es esta ccuacion la que determina s*de una manera tnica De hecho, si ¢(s) = [, A(v) dv, entonces tenemos

e ¢(s1) < 0 debido a la condicion (3.6),
o ¢/(s) = —A(s) < 0Vs €]sy — 1, s1] por la condicion (3.7)

. $(sy— 1) = /71 A(s)ds = /01 A(s)ds >0

debido a la condicion (3.8).
Por lo tanto, hay un numero real tnico s* €]sy — 1, s1[ con ¢(s*) = 0. En el ejemplo, encontramos numéricamente s* ~ 0,079.

Nota. La condicion (3.8) no tiene conexion con un posible caracter supercritico del sistema (3.1). También es bien conocido en la teoria de Floquet. De hecho, si
tomamos por ejemplo ¢ = 0,7 En vez de ¢ = 1, encontramos numéricamente que el multiplicador de Floquet dominante es F' = p(V(T')) ~ 1,025 > 1 entonces que

3 A(s) ds ~ —0,016 < 0.

4. La funcion de entrada-salida para una bifurcacion transcritica

Para justificar lo que se acaba de decir sobre el punto de discontinuidad, consideramos mas generalmente un campo lento-rapido con dos dimensiones rapidas y
una dimension lenta, como (3.2) - (3.3). Se supone que la dinamica rapida tiene un punto singular con dos valores propios reales distintos, uno de los cuales es
siempre negativo y el segundo es negativo y luego positivo. Por lo tanto, es una bifurcacion transcritica donde el estado de equilibrio de la dindmica rapida es un
nodo estable y luego un punto de silla de montar.

Una solucion que esté cerca del punto singular estable no abandonara su vecindario tan pronto como se vuelva inestable, sino que continuara cerca de €l por algun
tiempo. El objetivo es calcular la funcion de entrada-salida para esta bifurcacion transcritica, es decir, definir el momento en que la solucion se aleja del punto
singular (momento de salida), de acuerdo con el lugar donde esta ' se acerca (hora de entrada). Este fendmeno conocido bajo el nombre de "retraso en la bifurcacion”
esta relacionado con la nocion de soluciones de pato y de sobreestabilidad.

La nocion de la funcion de entrada-salida y el concepto de solucion de pato se estudiaron por primera vez a principios de la década de 1980 con métodos de
analisis no estandar. Véanse los articulos de revision (Benoit et al., 1981; Cartier, 1982; Zvonkin y Shubin, 1984). La funcion de entrada-salida se calculd primero
para los patos a partir de la ecuacion de Van der Pol (Benoit, 1981; Benoit et al., 1981) y luego se extendid a cualquier sistema lento-rapido del avion (Diener y
Diener, 1983).

Mas tarde, la existencia de soluciones de pato se encontr6 con los métodos clasicos de expansiones asintoticas (Eckhaus, 1983) y por la teoria geométrica de
perturbaciones singulares (Dumortier y Roussarie, 1996). La funcién de entrada-salida para un sistema del plano también se ha obtenido mediante la teoria
geométrica de perturbaciones singulares (De Maesschalck y Schecter, 2016).

Para mas detalles sobre la contribucion de la escuela francesa sin centralita al problema de los patos y la demora en la bifurcacion, el lector puede consultar
(Cartier, 1982; Fruchard y Schifke, 2008). Para una vision mas completa sobre los diversos enfoques en la teoria de las perturbaciones singulares, consulte la
monografia reciente (Kuehn, 2015), asi como el articulo (Wechselberger, 2007) dedicado a los patos. Para la nocion de sobreestabilidad y retraso en la bifurcacion,
ver también (Benoit, 1991, 2015; Benoit et al., 1998; Wallet, 1990, 1994) y las referencias que contienen.

El caso particular de un campo lento-rapido en la dimension dos, con una dindmica rapida de la dimension uno que es atractiva y luego repulsiva, se entiende bien,
ver (Diener y Diener, 1983). Varios autores han considerado el caso de la bifurcacion de Hopf, donde dos valores propios son conjugados complejos y su parte real
cambia de signo, ver (Benoit, 2009; Callot, 1993; Diener y Diener, 1995; Lobry, 1992; Neishtadt, 1987, 1988; Wallet, 1986). Vea también la presentacion completa y
educativa en la monografia reciente (Kuehn, 2015, capitulo 12).



Considere un sistema diferencial en R x R? con una variable lenta s € R y con dos variables rapidas z € R?

dz
gds

= f(s, ). (4.1)

f:R x R? — R? es una funcion diferenciable en (s,z)y € > 0Es un infinitamente pequefio. Utilizamos el vocabulario de analisis no estandar, ver (Diener y Reeb,
1989) o Lobry (2018, capitulo 5). Asumimos f(s,0) = 0Vs.

x=0no es solo una curva lenta del sistema (4.1), es decir, una solucién de la ecuacién f(s, z) = 0, pero también una solucion particular del sistema (4.1).
Definimos la matriz cuadrada 2 x 2
of
M(s) = =—(s,0). 4.2
(5) = 5 (5,0) (42)
Suponemos que M (s) tiene dos valores propios distintos, A;(s) y A2(s) uno de los cuales siempre permanece negativo y el otro cambia de signo. Conoy < o7 < 09,
se tiene :

. AI(S) < UyAl(S) < /\2(5) Vs € [0’0,0’2],
e Xy(s) <0Vs € [og,01[y Aa(s) > 0Vs €|oy,09].

En la teoria geométrica de perturbaciones singulares, estudiamos el sistema (4.1) en el espacio de fase extendido (z, ). Agregamos la ecuacion % = 0. Un unico
valor propio de la dindmica rapida cambia de signo. Esta situacion se puede devolver al caso de los sistemas en el plano, por reduccion en el multiple central del
sistema aumentado ((4.1),% = 0) en su punto de equilibrio (z,e) = (0,0). Para mas detalles ver (Boudjellaba y Sari, 2009; Krupa y Szmolyan, 2001). Con esta
reduccion, obtenemos un sistema plano cuya funcion de entrada-salida viene dada por la integral del valor propio que cambia de signo (Diener y Diener, 1983):

/‘1 Ao(s)ds =0. (4.3)

p

En esta ecuacion, p es el tiempo de entrada, y ¢ es el tiempo de salida. La reduccion predice que la funcion de entrada-salida viene dada por la formula (4.3)
localmente, cerca del valor de bifurcacion transcritica. Proponemos a continuacion calcular la funcion de entrada-salida total. Se consider6 el caso particular de un
campo lento-rapido en la dimension tres con una dindmica desacoplada rapida (Boudjellaba y Sari, 2009).

Usamos el vocabulario de analisis no estandar. Lo que precisamente es esta teoria no es muy importante para la comprension de este articulo. El lector puede tener
en cuenta el sentido intuitivo del lenguaje infinitesimal y sentirse tranquilo al saber que el analisis no estandar proporciona una base rigurosa para los conceptos de lo
infinitamente pequefio y lo infinitamente grande. Para una introduccion al analisis no estandar, ver (Diener y Reeb, 1989). Para obtener mas informacion sobre el uso
del analisis no estandar en la teoria de ecuaciones diferenciales, consulte (Cartier, 1982), (Zvonkin y Shubin, 1984), (Kuehn, 2015, seccion 19.5) o (Lobry, 2018,
Capitulo 5).

Por lo tanto, suponemos que el pardmetro € en (4.1) es infinitamente pequefio. La solucién z(s) = 0 es un "pato" ya que es atractivo para s € gy, 01| y repelente
para s €]oy, 05]. El objetivo es estudiar las soluciones del sistema (4.1) que son infinitamente cercanas a esta solucion. La dinamica rapida es atractiva durante el
intervalo [oy, o1 [. Se tomap € o9, 1] . Una solucion del sistema (4.1) con una condicion inicial en la cuenca de atraccion de 0 va rapidamente hacia la curva lenta x
=0 y permanece infinitamente cerca de ella mientras s < o7. La solucion no deja el vecindario infinitesimal de 0 en este momento, sino que continia bordeando el 0
durante todo un intervalo. El momento g > o7 por el cual z(s) ya no esta infinitamente cerca de 0 se llama tiempo de salida. El objetivo es determinar la funcion.

p — gq. Mostraremos que ¢ esta definido por la ecuacion (4.3). Para ser mas precisos, tenemos el siguiente resultado:

Teorema

Definimos

* p € [og,01

* z(p) una condicion inicial ubicada en la cuenca de atraccion de 0 pero que no estd infinitamente cerca de la variedad invariante de la dindmica rdpida
correspondiente al valor propio A1 (p).

e g por la ecuacion (4.3).

Entonces ¥ s €|p, q| no infinitamente cerca de p o q , tenemos: z(s) ~ 0. De mds, z(q) no estd infinitamente cerca de 0. En p , z(s) se acerca a 0 a lo largo de la
orbita de dinamica rapida

dx

E = f(pyw)'

quien pasa x(p). En q , x(s) se aleja de 0 a lo largo del separador inestable de 0 para una dindmica rdpida

dz
= = @)
Prueba . Se tiene g(s, z) = f(s,z) — M(s)z. M(s)es la matriz (4.2). Se tiene
o500 =0, 29(s.0)=0. (4.4)
oz
El sistema (4.1) se convierte
dz
e = M(s)z + g(s,z). (4.5)
s

La matriz M (s) tiene dos valores propios distintos. Por lo tanto, existe una matriz invertible diferenciable P(s) con

P(s)"IM(s)P(s) = A(s) , A(s)= (AI(SS) )\208)),

Transformamos la ecuacion (4.5) con el cambio de variable z = P(s)u

du

et = Als)u-+ P(s) (s, P(s)u) — P(s) " P/(s)u.

Transformamos esta ecuacion con la lupa u = eU



a% = A(s)U + %P(s)—lg(s, P(s)eU) — eP(s) P! (s)U.

Las condiciones (4.4) son verificadas por g(s, z). Entonces tenemos
P(s)tg(s, P(s)eU) = e2g1(s, U, €),
y 91(s, U, ) Es una funcion continua. Por lo tanto, tenemos

v

€ A(s)U +€h(s,U,e¢).
ds

h(s,U,e) = g1(s,U,e) — P(s)~1P'(s)U Es una funcién continua. Definimos los componentes de los vectores: U = (Uy, Uy) y h = (hy, hy). El sistema se
convierte

du;
e

= X;(s)U; + e hj(s,Uy, Uy, €), j=1,2.
Este sistema esta compuesto por dos ecuaciones débilmente acopladas. El cambio de variables.
Ui =rcosf, U;=rsinb

convierte el sistema en

5% = r[M1(s) cos? 6 + Aa(s) sin’ 6] +eki(s,r,0,¢),

sz—g = [Xa(s) — Ai(s)] cosOsin 0 + € ka(s, 7,6, €),
con

ki(s,r,0,€) = cos8 hi(s,7cosf,rsinb,e) + sinf ha(s,rcosf,rsinb, ),

ka(s,r,0,e) = — sin 0 hi(s,rcosf,rsinb,e) + cos 6

ha(s,rcosf,rsinb,e).

k2 es una funcion continua en » = 0 porque hy = O(r) y ha = O(r). Nosotros elegimos rg con 0 < 79 < 1y para que la pelota con centro 0 y radio 79 Se incluye en
la cuenca de atraccion del origen. Aplicar el cambio de variable v = £1n(r) a la region 0 < r < 7y, que se envia a la region definida por —oo < v < eln(rg) < 0.
Obtenemos el sistema:

% = A1(8) cos? 0 4 Ay(s)sin? 0 + e ky (s, e/, 0, ¢),

(4.6)
5% = [A2(8) — Ai(s))] cosOsin @ +  ka(s, e/, 8, ¢€).

Es un sistema singularmente perturbado cuya variedad lenta es la union de los dos planos 6 =0y 6 =1/ 2. Porque A5(s) > A;(s) para todos los s , el plano 6 =7 /2
es atractivo y el plano 0 = 0 es repulsivo. Cualquier solucion resultante de un punto no infinitamente cercano al plano repulsivo se vuelve infinitamente cercana al
plano atractivo en un tiempo infinitamente pequeflo. Las soluciones que provienen de un punto muy cercano al plano repelente pueden permanecer cerca de este
plano durante mucho tiempo antes de alejarse de ¢l. Se aplica el teorema de Tihonov (Lobry et al., 1998; Tihonov, 1952). Nosotros elegimos p € [0g, 1]y z(p) una
condicion inicial ubicada en la cuenca de atraccion de 0, pero que no esta infinitamente cerca de la variedad invariante de la dindmica rapida

d
()

correspondiente al valor propio A; (p). La dinamica rapida lleva la solucion correspondiente infinitamente cerca de 0. En el plano (Uy, U;) no esté infinitamente
cerca de la variedad lenta Uy = 0, y por lo tanto del plano 6 = 0. Por lo tanto, la solucion se acerca rapidamente al plano 6 =/ 2 y luego se aproxima por la
solucién del sistema lento

d
d—z =ols), O=m/2.
Deducimos que

o(s) = /p " No(w) duw.

Por lo tanto tenemos de nuevo r(s) = g, es decir v(s) infinitamente pequefio, cuando s es asintoticamente igual a g definido por (4.3). Para este valor de g , el
origen es un punto de referencia para una dinamica rapida

d
d—f = f(g, @)

Por lo tanto, la solucion se aleja en el punto g del punto de silla a lo largo de su separador inestable. Aqui utilizamos que en el momento p la solucién no estaba
infinitamente cerca de la variedad lenta 6 =7/ 2, lo que traduce el hecho de que la solucion no llegé al plano (Ui, Uz) estar muy cerca de Uy = 0. Esto termina la
prueba.

Volvamos al ejemplo (3.2) - (3.3). Definimos &(s) = a(so + m — s). El siguiente sistema rapido, donde s se considera como un parametro,

I = B - zp) — vz (1 — z3),

% =0(1 —z5) — a(s)(1 — z1)zy,
tiene dos puntos de equilibrio (estados cuasi estacionarios) (z1,z2) = (1,1) y (z1, z2) = (@}(s), z3(s)) dado por (3.4). La matriz jacobiana en (1,1) es

&(sp +m — s). Como ya hemos visto, los dos valores propios son siempre distintos, son nimeros reales. Los dos valores propios son negativos si y solo si

&(s) < Bd/~. Por lo tanto, el punto singular (1,1) es un nodo atractivo para los valores de s para los cuales &(s) < 86/~y un punto de silla si &(s) > 86/7. Los
valores propios son A1(s) = A_(s) y A2(s) = A+(s), dado por (3.5).

Con (z1,z2) = (z7(s),z5(s)), obtenemos la matriz jacobiana

_ Bty 1+6/a(s)
J= 1+0/a(s) 1/B+1/y
- 148/y _§+als)

1/a(s)+1/8 1+8/~



Se tiene
Trace(J) < 0, Dét(J) = a(s)y — Bé.

Los valores propios tienen una parte real negativa si y solo si &(s) > 33/. Por lo tanto, en los puntos donde &(s) = 88/, hay bifurcaciones transcriticas, porque
los dos equilibrios siguientes se encuentran e intercambian sus estabilidades: (z1,z2) = (1,1) y (21, x2) = (2](s), z3(s)).

Se tiene
. )\1(8) <0
e Xo(s) <0Sisg+m — s €]s1, s2[ modulo 1
e Xa(s) > 0Siso+m— s €]s2,s1 + 1] modulo 1.

Podemos aplicar el teorema y calcular la funcion de entrada-salida como lo hicimos en la seccion 2.

5. Generalizacion

Este estudio, sin duda, se extiende a problemas con mas de dos ecuaciones rapidas y una ecuacion lenta. Considere, por ejemplo, el sistema linealizado con cuatro
ecuaciones rapidas de (Bacaér, 2007, Seccion 4.2)

((7 +p) 0 0 ¢(t/T)\‘

aw 0% —u 0 0

ks 0 5 s 0 W =c(t/T)W.
0

\ 0 5 )

Asumimos o > 0,8 > 0,7 > 0,6 > 0, u > 0. 9(-) > 0es una funcidn periddica del periodo 1. También es un modelo para la transmision de enfermedades
transmitidas por vectores. Los dos primeros componentes representan los vectores infectados en la fase latente y en la fase infecciosa, mientras que los dos ltimos
componentes representan a las personas infectadas en la fase latente y en la fase infecciosa. El sistema (2.1) se convierte, cone = 1/T

dx

€ d_sl(s) = (’Y+/L)[1 — 231(8)] — 7[1 _ Iz(s)},
¢ %(S) = pu[l — z5(s)] — Baa(s)[1 — z3(s)],
¢ %(s) = O[1 — as5(s)] — O[1 — za(s)],

d(li4

La conjetura es que la funcion de entrada-salida viene dada por la formula (4.3), donde A2 (s) debe ser reemplazado por el valor propio real dominante A(s) de la
matriz ¢(s), como se podria verificar en un ejemplo numérico (Figura 3). Los valores de los parametros sona =1, =1,y =1, =1, p = 1,
P(s) =3 x (1+ 0,75 cos(27s)), m = 3y T = 2000. Tenemos la ecuacion caracteristica para los valores propios A de la matriz c(s)

A+7+m)A+ A+ A+ a) = Bv¢(s).
Deducimos que A(s) < 0 siy solo si

Byy(s) -
ap(y+p)

Qué pasasi s; < s < 85 con 87 =~ 0,323 y 85 ~ 0,677, como en el ejemplo numérico de la seccion 3 (simple coincidencia). Con la formula (4.3) encontramos por
otro lado s* ~ 0,047. Esto parece corresponder bien con el brusco salto en la probabilidad de extincion en la Figura 3.
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Figura 3. Las probabilidades de extincion después de m periodos z1(m) (en negro), z2(m) (en azul) asi como z3(m) y z4(m) (en verde, indistinguible)
dependiendo de s,. Punteado, curvas lentas. En rosa, hemos dibujado una parte de la funcion. sy — 1 + fs 3: A(s)ds.

5. Conclusion

En este articulo, se han tomado como ejemplos modelos peridédicos para enfermedades transmitidas por vectores. Pero el resultado de la seccion 4 también se
aplica, por ejemplo, a los modelos SEIR periodicos que modelan una enfermedad con transmision directa. En la aproximacion lineal, solo intervienen los dos



compartimentos infectados E e I, que representan a las personas en fase latente y a las personas infecciosas. Este modelo se utilizo para el inicio de la epidemia de
coronavirus en Francia (Bacaér, 2020b), pero sin la estacionalidad. Al igual que con la gripe, se espera que la estacionalidad desempefie un papel en la propagacion
de este coronavirus. La cuestion de la extincion surgira hacia el final de la epidemia.

Otro punto importante que es bueno recordar es que nuestros resultados sobre el comportamiento del sistema involucran integrales de un valor propio en
intervalos. En particular, el valor de este valor propio en un momento dado no proporciona informacion directa sobre el comportamiento del sistema. También es
bien sabido en la teoria de Floquet que un sistema periddico solo puede tener valores propios negativos en cualquier momento y, sin embargo, ser inestable. Sin
embargo, durante la epidemia de coronavirus, escuchamos regularmente anuncios sobre la reproducibilidad diaria (Ryp), que es solo otra forma del valor propio
instantaneo.
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