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ملخص

نحن مھتمون باحتمالیة انقراض عملیة خطیة للولادة والموت بعدة أنواع في بیئة دوریة عندما تكون فترة المعاملات كبیرة جدًا. یمكن أن یقدم
ھذا الاحتمال ، في الحد ، انقطاعًا فیما یتعلق بطة في نظام دینامیكي بطيء السرعة. یتم تحدید نقطة الانقطاع بدقة في مثال مع نوعین من

الأفراد.

الكلمات المفتاحیة: عملیة الولادة والوفاة ، البیئة الدوریة ، نظام بطيء السرعة

1 المقدمة

    تقدیر احتمال انقراض السكان ھو سؤال یتدخل بشكل خاص في بیولوجیا الحفظ وعلم الأوبئة. في ھذه الحالة الثانیة ، یعني السكان السكان
المصابین. نموذج ریاضي كلاسیكي لدراسة ھذا النوع من المشاكل ھو العملیات الخطیة للولادة والموت مع نوع واحد أو أكثر من الأفراد

(Méléard، 2016). ومع ذلك ، في كثیر من الحالات ، یجب أن تؤخذ موسمیة البیئة في الاعتبار ، مما یؤدي إلى دراسة ھذه العملیات عندما
تكون معاملات الولادة والوفاة وظائف دوریة للوقت (Bacaër and Ait Dads ، 2014). بعض السكان أو بعض الأوبئة لھا معاملات یكون

مقیاسھا الزمني قصیرًا نسبیاً مقارنة بالموسمیة السنویة ؛ لذا فإننا نأخذ بعین الاعتبار الحد الذي تكون فیھ فترة المعاملات كبیرة جدًا. عندما
تكون المعلمات الحیویة دون حرجة خلال جزء من السنة (الموسم غیر المواتي) ، فإن احتمال الانقراض كدالة للموسم الذي تبدأ فیھ العملیة

یتقارب نحو حد غیر مستمر (Carmona and Gandon، 2019). نقطة الانقطاع ھي قبل بدایة الموسم غیر المواتي.

    تابع باكیر (2019) ھذه الدراسة بشكل أساسي في حالة نوع واحد من الأفراد ، مشیرًا على وجھ الخصوص إلى أن انقطاع احتمال
الانقراض مرتبط بوجود نظام دینامیكي بطيء السرعة في "بطة" "، وھذا یعني (انظر على سبیل المثال 2018) Lobry ، الفصل 5)) لمسار

یتبع قوسًا جذاباً لفترة معینة قبل اتباع القوس البغیض. نقترح أدناه لدراسة مثال مع نوعین من الأفراد المستوحاة من نموذج انتقال المرض
Bacaër، ؛Carmona and Gandon، 2019) المنقولة. یتم تحدید نقطة انقطاع احتمال الانقراض بدقة. ظلت ھذه المشكلة دون حل

.(2019

    یقدم القسم 2 النموذج السكاني ، وھو العملیات الخطیة للولادة والوفاة مع معاملات دوریة مع عدة أنواع من الأفراد. وأوضح أن احتمال
الانقراض مرتبط بنظام المعادلات التفاضلیة العادیة. عندما تتقارب الفترة إلى ما لا نھایة ، یؤدي تغییر المتغیر إلى تحویل ھذا النظام إلى نظام

بطيء السرعة مع فترة زمنیة ثابتة.

    في القسم 3 ، نقدم مثالاً على نوعین من الأفراد. تشیر المحاكاة العددیة إلى أن احتمال الانقراض یتقارب إلى حد غیر مستمر وأن نقطة
الانقطاع یتم تحدیدھا من خلال حالة تنطوي على تكامل القیمة الذاتیة السائدة لمصفوفة معینة. في القسم 4 ، نوضح باستخدام أدوات التحلیل

غیر القیاسیة أن ھذا الشرط ھو الذي یحدد نقطة الانقطاع. في القسم 5 ، نقدم مثالاً آخر في ھذا الوقت أربعة أنواع من الأفراد. تقترح المحاكاة
العددیة أن حالة من نفس النوع لا تزال تحدد نقطة الانقطاع. ومع ذلك ، لم نتمكن من إظھار ذلك في إطار عام عندما یكون عدد أنواع الأفراد

أكبر من اثنین.

2. النموذج
    ونحن نعتبر عملیة خطیة الولادة والموت مع ك أنواع ( ك ≥1) في بیئة الدوریة. T > 0 ھي فترة البیئة. نعطي أنفسنا وظیفتین مصفوفة

 و  من الحجم k والفترة T مع الافتراضات التالیة:

 یمثل المعدل الذي یولد فیھ الأفراد من النوع j أفرادًا من النوع الأول
ھو المعدل الذي یتحول عنده الأفراد من النوع j إلى الأفراد من النوع الأول
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A(t) = (Ai,j(t))B(t) = (Bi,j(t))

∀i, j,  Ai,j(t) ≥ 0
∀i ≠ j,   − Bi,j(t) ≥ 0
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یمثل المعدل الذي یغیر فیھ الأفراد النوع j أو یموتون ، و
إذا  ھو حل النظام  مع الشرط الأولي  (مصفوفة الھویة) ، ثم نصف القطر الطیفي

، أي مضاعف فلوكیت المھیمن ، ھو  للمصفوفة 
غیر قابل للاختزال لجمیع ر . المصفوفة 

    بتعبیر أدق ، كما في (Bacaër and Ait Dads، 2014) ، نحدد

أفراد من النوع الأول في الوقت ر   احتمال وجود 
 دالة التولید المقابلة.

لدینا بعد ذلك

. یمكننا ) مع  أفراد من النوع الأول (ال ھي أعداد صحیحة ،      نفترض ذلك في ذلك الوقت  یوجد 
. بحسب (باكیر وآیت دادس ، 2014) ، الاحتمال أن السكان انقرضوا في ھذه اللحظة الثانیة ، أي أن نفترض ذلك

أنھ لا یوجد فرد من الأنواع المختلفة ،

 ھو حل النظام التفاضلي

. مع الشرط الأولي 

    إن توقع عدد الأفراد من النوع i في الوقت t ھو حل

. نحدد و 

.  حل النظام  مع الشرط الأولي 
 المضاعف المھیمن فلوكیت.

، F ≤1 إذا كانت

إذا كان F > 1 ، فإن ھذا الاحتمال یتقارب على عكس الاتجاه نحو حد أقل من 1. وھو دالة دوریة لـ (باكیر وأیت دادس ، 2014).

    ومن المفترض

مع ھناك وظیفتان مصفوفة دوریة للفترة 1 ، مستقلة عن T ،  و 

 ھو رقم ثابت
، حیث m ≥1 عدد صحیح ثابت.

ھدفنا ھو دراسة الحد

∀j,  Bj,j(t) ≥ 0∑iBi,j(t) ≥ 0
U(t)dU/dt = −B(t)U(t)U(0) = I

U(T )ρ(U(T )) < 1
C(t) = A(t) − B(t) = (Ci,j(t))

π(t,N1, … ,Nk)Ni(1 ≤ i ≤ k)
G(t,Z1, … ,Zk)

∂G

∂t
= ∑

i,j

[1 − Zi][Bi,j(t) − Ai,j(t)Zj]
∂G

∂Zj

.

t0ni ≥ 0ni1 ≤ i ≤ k∑i ni ≥ 1
0 ≤ t0 < Tp(t0, t1)

p(t0, t1) = [z1(t1 − t0)]n1 ⋯ [zk(t1 − t0)]nk , ∀t1 > t0.

z(t) = (zi(t))1≤i≤k

dzi

dt
(t) = ∑

j

[1 − zj(t)][Bj,i(t1 − t) − Aj,i(t1 − t)zi(t)], 0 < t < t1 − t0,

zi(0) = 0 ∀i

dEi

dt
= ∑

j

Ci,j(t)Ej(t)

Ei(t0) = ni ∀i

V (t)dV /dt = C(t)V (t)V (0) = I

F = ρ(V (T ))

p(t0, t1) ⟶
t1→+∞

1.

 t0

a(s)b(s)

A(t) = a(s), B(t) = b(s), s = t/T .

s0 = t0/T
t1 = t0 + mT

qi(s0) = lim
T→+∞

zi(t1 − t0), 1 ≤ i ≤ k



. ولدینا ایضا مع  من ناحیة 

. i عند البدء من فرد واحد من النوع m وھو احتمال الانقراض بعد فترات

    نحدد

،
،

.

لدینا بعد ذلك

. نحن ایضا لدینا  (باكیر وأیت دادس . علاوة على ذلك، مع 
.(2014 ،

، یمكن كتابة النظام (2.1) كنظام مستقل بطيء السرعة بمتغیرات k السریعة      إذا كانت T تتقارب مع ∞ ، بعبارة أخرى إذا
.  ومتغیر بطيء  مع 

یدل على المصفوفة  . ، المصفوفة الیعقوبیة للعضو الصحیح في النظام (2.1) ھي      لحل ثابت تافھة 
المنقولة من المصفوفة ج . وفقاً للنتیجة الطبیعیة لنظریة Perron و Frobenius للمصفوفات غیر القابلة للاختزال التي تكون معاملاتھا خارج

القطر كلھا موجبة أو صفریة (Allaire et al. ، 2018 ، الملاحظة 6.2.13) ، المصفوفات و  لدیھم قیمة ذاتیة حقیقیة سائدة
، أكبر بدقة من الجزء الحقیقي من جمیع القیم الذاتیة الأخرى. مشتركة 

3. مثال

    لنأخذ

.  ھي وظیفة دوریة مستمرة من الفترة 1. ھذا النموذج العشوائي مستوحى من النموذج ،  و   ، مع 
:(Bacaër، 2007، Section 4.1) القطعي الخطي للمرض المنقولة

ھو المعدل الذي ینقل بھ المصابون العدوى إلى المتجھات المتجھات المصابة ھي النوع 1. الأشخاص المصابون ھم النوع 2. المعلمة 
عند عضھا. ھذا المعدل دوري لأن عدد المتجھات السلیمة ھو أیضًا دوري. المعلمة β ھي معدل موت النواقل. المعلمة γ ھي معدل لدغات

المتجھات. المعلمة δ ھي المعدل الذي یتعافى بھ المصابون. ثم یتم كتابة النظام (2.1)

أو لاحظ أن الأعضاء على الیمین یلغیون بعضھم البعض في حالتین:  و 

القیمة الذاتیة للمصفوفة  ھي أرقام حقیقیة:

s00 ≤ s0 < 1

qi(s0) = lim
T→+∞

p(t0, t1),

ε = 1/T
c(s) = a(s) − b(s)

x(s) = z(t)

ε
dxi

ds
(s) = ∑

j

[1 − xj(s)][bj,i(s0 + m − s) − aj,i(s0 + m − s)xi(s)], 0 < s < m, (2.1)

xi(0) = 0 ∀iz(t1 − t0) = x(m)0 ≤ xi(s) ≤ 1 ∀i,  0 ≤ s ≤ m

ε → 0xi(s)
(1 ≤ i ≤ k)xk+1(s) = sdxk+1/ds = 1

xi = 1 ∀i~c(s0 + m − s)~c

c(s)~c(s)
Λ(s)

a(s) = ( ), b(s) = ( ),
0 α(s)

γ 0

β 0

0 δ

α(s) > 0β > 0γ > 0δ > 0α(s)

dW

dt
= ( )W = c(t/T )W .

−β α(t/T )

γ −δ
(3.1)

α(s)

ε
dx1

ds
(s) = β [1 − x1(s)] − γ x1(s)[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = δ [1 − x2(s)] − α(s0 + m − s) [1 − x1(s)]x2(s).

(3.2)

(3.3)

x1(s) = 1x2(s) = 1

x1(s) = x∗
1(s) =

1 + δ
α(s0+m−s)

1 + γ
β

, x2(s) = x∗
2(s) =

1 + β

γ

1 +
α(s0+m−s)

δ

. (3.4)

c(s)



. . نملك القیمة الذاتیة السائدة ھي 

    لنفترض أن ھناك موسمًا غیر مواتٍ لانتقال الوباء ، أي  مع

افترض كذلك

،  و     كمثال ، لنأخذ  مع 

. ،  و   ،  ، یضمن ھذا الشرط الأخیر وجود موسم غیر مواتٍ بالفعل. بشكل أكثر تحدیدًا ، دعنا نختار

. یمكن التحقق عددیاً من استیفاء الشرط (3.8). ھذه القیم لیست واقعیة للغایة لكنھا تبرز الظاھرة. لدینا بعد ذلك و 
. . یمثل الشكل 1 حل النظام (3.2) - (3.3) مع الشرط الأولي ،  و  لنأخذ أیضًا 

. ثم عدنا إلى المتغیرات الأولیة. كما قمنا برسم استخدمنا برنامج Scilab وحلنا النظام التفاضلي لـ و 
دالة ثابتة تساوي 1 والمنحنیات (3.4). لاحظ ما یلي:

، تكون المنحنیات عمودیة تقریباً (غیر مرئیة في الأشكال) ؛ في حي 
 و  تتلاقى على حل دوري.

، خصوصا ل  قریبة جدا من 1 لقیم s مع  بشكل مقارب ،  و 
. في الحالة ، ولكن أیضا ل  مع 

. ھناك "بطة". الأخیرة ، لدینا 

λ±(s) =
−(β + δ) ± √(β + δ)2 + 4[α(s)γ − βδ]

2
. (3.5)

Λ(s) = λ+(s)λ−(s) < 0 ∀s

∃ 0 < s1 < s2 < 1

α(s) γ

β δ
< 1 ⇔ Λ(s) < 0 ∀s ∈]s1, s2[, (3.6)

α(s) γ

β δ
> 1 ⇔ Λ(s) > 0 ∀s ∈]0, s1[∪]s2, 1[. (3.7)

∫
1

0

Λ(s) ds > 0. (3.8)

α(s) = ᾱ(1 + κ cos(2πs))ᾱ > 0|κ| < 1

ᾱ(1 − κ) γ

β δ
< 1 <

ᾱ(1 + κ) γ

β δ
.

ᾱ = 3κ = 0,75β = 2γ = 1δ = 1
s1 ≃ 0,323s2 ≃ 0,677

T = 1000m = 3s0 = 0,25x1(0) = x2(0) = 0
log(1 − x1(s))log(1 − x2(s))

s = 0
x1(s)x2(s)

x1(s)x2(s)Λ(s0 + m − s) < 0
s ∈]s0 + 1 − s2, s0 + 1 − s1[s ∈]s0 + 1 − s1, s0 + 1 − s∗[s2 − 1 < s∗ < s1

Λ(s0 + m − s) > 0



الشكل 1. كدالة s ، المنحنیات (باللون الأسود) و  (باللون الأزرق) وكذلك المنحنیات البطیئة  (أسود
(أزرق منقط) و 1 (أحمر منقط). باللون الوردي ، قطعة من الوظیفة منقط) ، 

.

. كما رسمنا ، تختلف باختلاف      یوضح الشكل 2 كیف الكمیات التي تھمنا ، واحتمالات الانقراض بعد فترات م و 
المنحنیات المستخلصة من (3.4):

ھو انقطاع الحدود. ، نحو حدود تساوي 1 إذا  .  یقترح الشكل 2 ذلك  و  تتلاقى عندما 
المشكلة ھي تحدید ھذه النقطة.

x1(s)x2(s)x∗
1(s)

x∗
2(s)

s ↦ 1 + ∫ s

s0+1−s2
Λ(s0 + m − u) du

x1(m)x2(m)s0

x∗
1(m) =

1 + δ
α(s0)

1 + γ

β

, x∗
2(m) =

1 + β
γ

1 + α(s0)
δ

.

x1(m)x2(m)T → +∞s0 ∈]s∗, s2[s0 = s∗



. الصیغ الشكل 2. احتمالات الانقراض بعد  فترات  (باللون الأسود) و  (باللون الأزرق الداكن) حسب 
. منقط. باللون الوردي ، قطعة من الوظیفة  لـ و 

    سنوضح في القسم التالي أن الحلول  و  في الشكل 1 ، وھي قریبة جدًا من 1 لـ 
فجأة انحرفت عن حي 1 لـ  مع

بمعنى آخر ، تنحرف ھذه الحلول عن الجوار 1 عند نقطة s = q . علاوة على ذلك، و

، إذن لدینا بشكل فرید. في الواقع ، إذا ھذه المعادلة ھي التي تحدد 

 بسبب الحالة (3.6) ،
 بسبب الحالة (3.7)

بسبب الحالة (3.8).

. . في المثال ، نجد عددًا  لذلك ھناك رقم حقیقي واحد  مع 

تعلیق. الشرط (3.8) لیس لھ اتصال مع شخصیة فوق حرجة محتملة للنظام (3.1). كما أنھا معروفة جیدًا في نظریة فلوكویت. في الواقع ، إذا
نجد عددیا أن المضاعف المھیمن فلوكیت ھو  في حین أخذنا على سبیل المثال في مكان 

. أن 

4. وظیفة المدخلات والمخرجات من أجل التشعب عبر الحرج
أ ً ً أ

mx1(m)x2(m)s0

x∗
1(m)x∗

2(m)s0 ↦ 1 + ∫
s2

s0
Λ(s) ds

x1(s)x2(s)
p := s0 + 1 − s2 < s < s0 + 1 − s1s = q := s0 + 1 − s∗ > s0 + 1 − s1

∫
q

p

Λ(s0 + m − s) ds = 0.

q = s0 + 1 − s∗

∫
s2

s∗

Λ(s) ds = 0.

s∗ϕ(s) = ∫
s2

s Λ(v) dv

ϕ(s1) < 0
ϕ′(s) = −Λ(s) < 0 ∀s ∈]s2 − 1, s1[

ϕ(s2 − 1) = ∫
s2

s2−1
Λ(s) ds = ∫

1

0
Λ(s) ds > 0

s∗ ∈]s2 − 1, s1[ϕ(s∗) = 0s∗ ≃ 0,079

c = 0,7c = 1F = ρ(V (T )) ≃ 1,025 > 1

∫
1

0 Λ(s) ds ≃ −0,016 < 0



    لتبریر ما قیل للتو عن نقطة الانقطاع ، نعتبر بشكل أعم مجالاً بطیئاً سریعًا مع بعدین سریعین وأبعادًا بطیئة ، مثل (3.2) - (3.3). یفترض
المرء أن الدینامیكیات السریعة لھا نقطة واحدة مع قیمتین حقیقیتین متمیزتین ، أحدھما سلبي دائمًا والثاني سلبي ثم إیجابي. وبالتالي فھو تشعب

عبر النقد حیث تكون حالة توازن الدینامیكیات السریعة عقدة مستقرة ثم نقطة سرج.

    إن الحل القریب من نقطة المفرد المستقرة لن یترك حیھ بمجرد أن یصبح غیر مستقر ، ولكنھ سیستمر في البقاء قریباً لفترة معینة. الھدف
ھو حساب وظیفة المدخلات والمخرجات لھذا التشعب عبر النقدي ، أي تحدید اللحظة التي یتحرك فیھا الحل بعیدًا عن نقطة المفرد (لحظة

الخروج) ، وفقاً للحالة حیث یكون اقترب (وقت الدخول). ترتبط ھذه الظاھرة المعروفة باسم "تأخر التشعب" بمفھوم حلول البط والاستقرار
المفرط.

    تمت دراسة مفھوم وظیفة المدخلات والمخرجات ومفھوم حل البط لأول مرة في أوائل الثمانینیات باستخدام طرق تحلیل غیر قیاسیة. انظر
مقالات المراجعة (Benoît et al.، 1981؛ Cartier، 1982؛ Zvonkin and Shubin، 1984). تم حساب دالة الإدخال والإخراج لأول
Diener and) ثم امتدت إلى أي نظام بطيء السرعة للطائرة (Benoît et al.، 1981 ؛Van der Pol (Benoît، 1981 مرة لبط معادلة

.(Diener، 1983

    في وقت لاحق ، تم العثور على وجود حلول البط باستخدام الأسالیب الكلاسیكیة للتطور المقارب (Eckhaus ، 1983) والنظریة الھندسیة
للاضطرابات المفردة (Dumortier and Roussarie ، 1996). تم أیضًا الحصول على وظیفة الإدخال والإخراج لنظام مستوي من خلال

.(De Maesschalck and Schecter، 2016) النظریة الھندسیة للاضطرابات المفردة

    لمزید من التفاصیل حول مساھمة المدرسة الفرنسیة غیر المعیاریة في مشكلة البط والتأخیر في التشعب ، یمكن للقارئ أن یستشیر (كارتییھ
، 1982 ؛ فروخارد وشیفك ، 2008). للحصول على نظرة أكثر اكتمالاً حول المناھج المختلفة في نظریة الاضطرابات الفردیة ، انظر
الدراسة الأخیرة (Kuehn ، 2015) بالإضافة إلى المقالة (Wechselberger ، 2007) المخصصة للبط. لفكرة الإفراط في الاستقرار

Wallet، ؛Fruchard and Schäfke، 2008 ؛Benoît et al.، 1998 ؛Benoît، 1991، 2015) والتأخیر في التشعب ، انظر أیضًا
1994 ،1990) والمراجع التي تحتوي علیھا.

    إن الحالة الخاصة لحقل بطيء السرعة في البعد الثاني ، مع دینامیكیة سریعة للبعد الأول تكون جذابة ثم مثیرة للاشمئزاز ، مفھومة جیدًا ،
انظر (Diener and Diener ، 1983). تم النظر في حالة تشعب ھوبف ، حیث یكون ھناك قیمتان ذاتیان متقاربان معقدًا وعلامة تغییرات
جزئیة حقیقیة ، من قبل العدید من المؤلفین ، انظر (Benoît، 2009؛ Callot، 1993؛ Diener and Diener، 1995؛ Lobry، 1992؛
، Kuehn ، 2015) ؛ المحفظة ، 1986). انظر أیضًا العرض التقدیمي الكامل والتعلیمي في الدراسة الحدیثة Neishtadt ، 1987 ، 1988

الفصل 12).

    النظر في نظام تفاضلي  مع متغیر بطيء  ومع متغیرین سریعین 

Diener) ھو صغیر بلا حدود. نستخدم مفردات التحلیل غیر القیاسي ، انظر و   ھي دالة مختلفة في 
. and Reeb، 1989) أو Lobry (2018 ، الفصل 5). ومن المفترض 

، ولكن أیضا حل معین للنظام (4.1). نحدد المصفوفة     x = 0 لیس فقط منحنى بطيء للنظام (4.1) ، أي حل المعادلة 
المربعة 2 × 2

، أحدھا یبقى دائمًا سلبیاً وعلامة التغییرات الأخرى. مع نحن نفترض ذلك  لدیھ قیمتین متمیزتین ،  و 
نملك :

،  و 
.  و 

. علامة . نضیف المعادلة     في النظریة الھندسیة للاضطرابات المفردة ندرس النظام (4.1) في مساحة المرحلة الممتدة 
eigenvalue واحدة من دینامیات التغییرات السریعة علامة. یمكن تقلیل ھذا الوضع إلى حالة الأنظمة في الطائرة ، عن طریق تقلیل التنوع
Boudjellaba and Sari،) لمزید من التفاصیل انظر . ) عند نقطة التوازن  المركزي للنظام المعزز ((4.1) ،
2009؛ Krupa and Szmolyan، 2001). مع ھذا التخفیض ، نحصل على نظام مستوي یتم إعطاء وظیفة الإدخال والإخراج من خلال

:(Diener and Diener ، 1983) تكامل القیمة الذاتیة التي تغیر العلامة

R × R
2s ∈ Rx ∈ R

2

ε
dx

ds
= f(s,x). (4.1)

f : R × R
2 → R

2(s,x)ε > 0
f(s, 0) = 0 ∀s

f(s,x) = 0

M(s) =
∂f

∂x
(s, 0). (4.2)

M(s)λ1(s)λ2(s)σ0 < σ1 < σ2

λ1(s) < 0λ1(s) < λ2(s) ∀s ∈ [σ0,σ2]
λ2(s) < 0 ∀s ∈ [σ0,σ1[λ2(s) > 0 ∀s ∈]σ1,σ2]

(x, ε)dε
ds = 0

dε
ds = 0(x, ε) = (0, 0)

∫
q

p

λ2(s) ds = 0 . (4.3)



في ھذه المعادلة p ھي لحظة الدخول ، و q ھي لحظة الخروج. یتوقع التخفیض أن وظیفة المدخلات والمخرجات معطاة بالصیغة (4.3) محلیاً
، قریبة من قیمة التشعب عبر الحرجة. نقترح ما یلي لحساب دالة المدخلات والمخرجات العالمیة. تم النظر في الحالة الخاصة لحقل ثلاثي

.(Boudjellaba and Sari، 2009) الأبعاد بطيء السرعة مع دینامیات سریعة منفصلة في

    نستخدم مفردات التحلیل غیر القیاسي. ما ھي بالضبط ھذه النظریة لیست مھمة للغایة لفھم ھذه المقالة. یمكن للقارئ أن یضع في اعتباره
الإحساس الحدسي للغة اللامتناھیة ویطمئن نفسھ من خلال معرفة أن التحلیل غیر القیاسي یوفر أساسًا صارمًا لمفاھیم صغیرة لا نھائیة وكبیرة

بشكل لا نھائي. للحصول على مقدمة للتحلیل غیر القیاسي ، انظر (Diener and Reeb، 1989). لمزید من المعلومات حول استخدام التحلیل
Cartier، 1982)، (Zvonkin and Shubin، 1984)،) غیر القیاسي في نظریة المعادلات التفاضلیة ، یمكن للقارئ الرجوع إلى

Kuehn، 2015، Chapter 19.5)). أو (Lobry ، 2018 ، الفصل 5).

    لذلك نفترض أن المعلمة ε في (4.1) صغیرة بشكل لا نھائي. الحل بطة لأنھا جذابة  ومثیر للاشمئزاز 
. الھدف ھو دراسة حلول النظام (4.1) التي ھي قریبة بشكل لا نھائي لھذا الحل. الدینامیات السریعة جذابة خلال الفاصل الزمني
. یذھب حل النظام (4.1) مع حالة أولیة في حوض الجذب 0 بسرعة نحو المنحنى البطيء x = 0 ویبقى قریباً . یاخذ

. لا یترك الحل الحي اللامتناھي من 0 في ھذه اللحظة ، لكنھ یستمر في اتباع 0 خلال فترة زمنیة كاملة. إلى ما لا نھایة لھذا طالما
. سنوضح أن q محددة لم یعد قریباً بلا حدود من 0 یسمى وقت الخروج. الھدف ھو تحدید الوظیفة اللحظة التي 

بالمعادلة (4.3). بتعبیر أدق، لدینا النتیجة التالیة:

نظریة

نحدد

 حالة أولیة تقع في حوض الجذب 0 ولكنھا لیست قریبة بشكل لا نھائي من التنوع الثابت للدینامیات السریعة المقابلة للقیمة الذاتیة
.

q بالمعادلة (4.3).

 ، p لیس قریباً بلا حدود من 0. عند . علاوة على ذلك، لیس قریباً بلا حدود من p أو q ، لدینا: ثم 
تقترب من 0 على طول مدار الدینامیكیات السریعة

. في س ،  یتحرك بعیدًا عن 0 على طول فاصل 0 غیر المستقر للدینامیكیات السریعة الذي یمر 

ھي المصفوفة (4.2). نملك  .     إثبات . نملك

یصبح النظام (4.1)

لھ قیمتان متمیزتان. وبالتالي ھناك مصفوفة قابلة للتمییز قابلة للعكس مع المصفوفة 

نقوم بتحویل المعادلة (4.5) مع تغیر المتغیر 

نقوم بتحویل ھذه المعادلة بالعدسة المكبرة 

x(s) = 0s ∈ [σ0,σ1[
s ∈]σ1,σ2]

[σ0,σ1[p ∈ [σ0,σ1[
s < σ1

q > σ1x(s)p ↦ q

p ∈ [σ0,σ1[
x(p)
λ1(p)

∀ s ∈]p, q[x(s) ≃ 0x(q)x(s)

dx

dt
= f(p,x).

x(p)x(s)

dx

dt
= f(q,x).

g(s,x) = f(s,x) − M(s)xM(s)

g(s, 0) = 0,
∂g

∂x
(s, 0) = 0. (4.4)

ε
dx

ds
= M(s)x + g(s,x). (4.5)

M(s)P(s)

P(s)−1M(s)P(s) = A(s) , A(s) = ( ).
λ1(s) 0

0 λ2(s)

x = P(s)u

ε
du

ds
= A(s)u + P(s)−1g(s,P(s)u) − εP(s)−1P ′(s)u.

u = εU



. اذا لدینا یتم التحقق من الشروط (4.4) 

ھي وظیفة مستمرة. لذلك ، لدینا و 

.  ھي وظیفة مستمرة. نحدد مكونات ناقلات:  و 
یصبح النظام

یتكون ھذا النظام من معادلتین ضعیفتین. المتغیرات المتغیرة

یحول النظام إلى

مع

. یتم تحدید مع  بحیث تكون الكرة بمركز 0 ونصف ھي دالة مستمرة عند r = 0 لأن  و 
، الذي یتم إرسالھ إلى یتم تضمینھ في تجمع الجذب الأصلي. قم بتطبیق التغییر المتغیر  إلى المنطقة  القطر 

. نحصل على النظام: المنطقة المحددة بواسطة 

θ = تكون المستوي ، s بالنسبة لجمیع إنھ نظام منزعج منفرداً تنوعھ البطيء ھو اتحاد الطائرتین θ = 0 و θ = π / 2. لان
π / 2 جذابة والمستوي θ = 0 مقیت. أي حل قادم من نقطة لیست قریبة بشكل غیر محدود من المستوى البغیض یصبح قریباً إلى ما لا نھایة

من المستوى الجذاب في وقت صغیر للغایة. یمكن للحلول التي تأتي من نقطة قریبة جدًا من طائرة طاردة أن تبقى قریبة من ھذه الطائرة لفترة
طویلة قبل الابتعاد عنھا. تنطبق نظریة تیحونوف (Lobry et al.، 1998؛ Tihonov، 1952). یتم تحدید و  حالة

أولیة تقع في حوض الجذب 0 ، ولكنھا لیست قریبة بشكل غیر محدود من التنوع الثابت للدینامیات السریعة

. تدفع الدینامیكیات السریعة الحل المطابق قریب بلا حدود إلى 0. في المستوى لیس قریباً جدًا  eigenvalue المقابلة لقیمة
، وبالتالي للمستوى θ = 0. وبالتالي فإن الحل یقترب بسرعة من المستوى θ = π / 2 ثم یتم تقریبھ بمحلول من التنوع البطيء 

النظام البطيء

نستنتج ذلك

ε
dU

ds
= A(s)U +

1

ε
P(s)−1g(s,P(s)εU) − εP(s)−1P ′(s)U .

g(s,x)

P(s)−1g(s,P(s)εU) = ε2g1(s,U , ε),

g1(s,U , ε)

ε
dU

ds
= A(s)U + εh(s,U , ε).

h(s,U , ε) = g1(s,U , ε) − P(s)−1P ′(s)UU = (U1,U2)h = (h1,h2)

ε
dUj

ds
= λj(s)Uj + ε hj(s,U1,U2, ε), j = 1, 2.

U1 = r cos θ, U2 = r sin θ

ε dr
ds = r[λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ] + ε k1(s, r, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s)] cos θ sin θ + ε k2(s, r, θ, ε),

k1(s, r, θ, ε) = cos θ h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) + sin θ h2(s, r cos θ, r sin θ, ε),

k2(s, r, θ, ε) = −
sin θ

r
h1(s, r cos θ, r sin θ, ε) +

cos θ

r
h2(s, r cos θ, r sin θ, ε).

k2h1 = O(r)h2 = O(r)r00 < r0 < 1
r0v = ε ln(r)0 < r < r0

−∞ < v < ε ln(r0) < 0

dv
ds = λ1(s) cos2 θ + λ2(s) sin2 θ + ε k1(s, ev/ε, θ, ε),

ε dθ
ds = [λ2(s) − λ1(s))] cos θ sin θ + ε k2(s, ev/ε, θ, ε).

(4.6)

λ2(s) > λ1(s)

p ∈ [σ0,σ1[x(p)

dx

dt
= f(p,x)

λ1(p)(U1,U2)
U2 = 0

dv

ds
= λ2(s), θ = π/2.



صغیر بشكل لا نھائي ، عندما تكون s متساویة بشكل تقارب مع q المحدد بواسطة ، ذلك بالقول  لذلك لدینا مرة أخرى 
(4.3). لھذه القیمة q ، الأصل ھو نقطة سرج لدینامیكیات سریعة

ونتیجة لذلك ، ینتقل الحل بعیدًا عند النقطة q من نقطة السرج على طول فاصلھ غیر المستقر. كنا ھنا أنھ في الوقت ص ھو الحل لا متناھیة
على مقربة من مجموعة متنوعة بطیئة θ = π / 2، والذي یترجم حقیقة أن الحل لم تصل في الطائرة بكونھا قریبة جدا من 

. ھذا یكمل الدلیل.

. النظام السریع التالي ، حیث تعتبر s معلمة ،     لنعد إلى المثال (3.2) - (3.3). نحدد

(3.4). المصفوفة الیعقوبیة في (1،1) ھي لدیھ نقطتي توازن (حالات شبھ ثابتة)  و 
. كما رأینا بالفعل ، فإن القیمتین الذاتیتین متمیزتین دائمًا ، وھما رقمان حقیقیان. إن قیمتي eigenvalues   سلبیة إذا وفقط

، ونقطة سرج إذا  . وبالتالي فإن النقطة المفردة (1،1) ھي عقدة جذابة لقیم s التي من أجلھا إذا
.(3.5) . القیم الذاتیة ھي  و 

، نحصل على المصفوفة الیعقوبیة     مع 

نملك

، ھناك تشعبات عبر الحرجة ، لأن . لذلك ، في النقاط حیث القیم الذاتیة لھا جزء حقیقي سلبي إذا وفقط إذا 
. التوازنین التالیین یلتقیان ویتبادلان استقرارھما:  و 

    نملك

 إذا 
.  إذا 

یمكننا تطبیق النظریة وحساب وظیفة المدخلات والمخرجات كما فعلنا في القسم 2.

5. التعمیم

    من المحتمل أن تمتد ھذه الدراسة إلى مشاكل أكثر من معادلتین سریعتین ومعادلة بطیئة واحدة. لنأخذ على سبیل المثال النظام الخطي مع
(Bacaër، 2007، Section 4.2) أربع معادلات سریعة

ھي وظیفة دوریة للفترة 1. كما أنھا نموذج لانتقال الأمراض  .  ،  ،  ،  ، ومن المفترض 
المنقولة بالنواقل. یمثل المكونان الأولان المتجھات المصابة في المرحلة الكامنة وفي المرحلة المعدیة بینما یمثل المكونان الأخیران الأشخاص

v(s) = ∫
s

p

λ2(w) dw.

r(s) = r0v(s)

dx

dt
= f(q,x).

(U1,U2)
U1 = 0

~α(s) = α(s0 + m − s)

dx1

dt
= β(1 − x1) − γx1(1 − x2),

dx2

dt
= δ(1 − x2) − ~α(s)(1 − x1)x2,

(x1,x2) = (1, 1)(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))
~c(s0 + m − s)
~α(s) < βδ/γ~α(s) < βδ/γ

~α(s) > βδ/γλ1(s) = λ−(s)λ2(s) = λ+(s)

(x1,x2) = (x∗
1(s),x∗

2(s))

J = .
⎛⎜⎝−

β+γ

1+δ/~α(s)
1+δ/~α(s)
1/β+1/γ

1+β/γ
1/~α(s)+1/δ

− δ+~α(s)
1+β/γ

⎞⎟⎠Trace(J) < 0 , Dét(J) = ~α(s)γ − βδ.

~α(s) > βδ/γ~α(s) = βδ/γ
(x1,x2) = (1, 1)(x1,x2) = (x∗

1(s),x∗
2(s))

λ1(s) < 0
λ2(s) < 0s0 + m − s ∈]s1, s2[ modulo 1
λ2(s) > 0s0 + m − s ∈]s2, s1 + 1[ modulo 1

dW

dt
= W = c(t/T )W .

⎛⎜⎝−(γ + μ) 0 0 ψ(t/T )

γ −μ 0 0

0 β −δ 0

0 0 δ −α

⎞⎟⎠ α > 0β > 0γ > 0δ > 0μ > 0ψ(⋅) > 0



المصابین في المرحلة الكامنة وفي المرحلة المعدیة. یصبح النظام (2.1) مع

التخمین ھو أن وظیفة المدخلات والمخرجات معطاة بواسطة الصیغة (4.3) ، حیث  یجب استبدالھ بالقیمة الذاتیة الحقیقیة المھیمنة 
،  ،  ،  ،  ، ، حیث یمكننا التحقق من المثال العددي (الشكل 3). قیم المعلمات ھي  المصفوفة 

. لدینا المعادلة الممیزة للقیم الذاتیة λ للمصفوفة ،  و 

نستنتج ذلك  إذا وفقط إذا

، الذي یبدو أنھ یتوافق بشكل جید مع . مع الصیغة (4.3) نجد ماذا یحدث  مع  و 
القفزة المفاجئة في احتمال الانقراض في الشكل 3.

الشكل 3. احتمالات الانقراض بعد فترات م (باللون الأسود) ،  (باللون الأزرق) وكذلك  و 
. منحنیات منقطة وبطیئة. باللون الوردي ، قمنا برسم قطعة من الوظیفة (باللون الأخضر ، لا یمكن تمییزه) حسب 

.

المراجع الببلیوغرافیة

ε = 1/T

ε
dx1

ds
(s) = (γ + μ)[1 − x1(s)] − γ[1 − x2(s)],

ε
dx2

ds
(s) = μ[1 − x2(s)] − βx2(s)[1 − x3(s)],

ε
dx3

ds
(s) = δ[1 − x3(s)] − δ[1 − x4(s)],

ε
dx4

ds
(s) = α[1 − x4(s)] − ψ(s0 + m − s)[1 − x1(s)]x4(s).

λ2(s)
Λ(s)c(s)α = 1β = 1γ = 1δ = 1μ = 1

ψ(s) = 3 × (1 + 0,75 cos(2πs))m = 3T = 2000c(s)

(λ + γ + μ)(λ + μ)(λ + δ)(λ + α) = β γ δψ(s).

Λ(s) < 0

β γ ψ(s)

αμ (γ + μ)
< 1,

s1 < s < s2s1 ≃ 0,323s2 ≃ 0,677s∗ ≃ 0,047

x1(m)x2(m)x3(m)x4(m)
s0

s0 ↦ 1 + ∫
s2

s0
Λ(s) ds
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