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RESUME. On s'intéresse a la probabilité d’extinction d’un processus linéaire de naissance et de mort
avec plusieurs types dans un environnement périodique dans la limite d'une période tres grande.
Cette probabilité dépend de la saison et peut présenter a la limite une discontinuité en lien avec un
canard dans un systeme dynamique lent-rapide. On détermine précisément le point de discontinuité
dans un exemple avec deux types d’individus provenant d’'un modele de transmission d’une maladie
a vecteurs.

ABSTRACT. We study the probability of extinction of a population modelled by a linear birth-and-
death process with several types in a periodic environment when the period is large compared to
other time scales. This probability depends on the season and may present a sharp jump in relation
to a "canard" in a slow-fast dynamical system. The point of discontinuity is determined precisely in an
example with two types of individuals related to a vector-borne disease transmission model.

MOTS-CLES : processus de naissance et de mort, périodique, lent-rapide, canard
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1. Introduction

L'estimation de la probabilité d’extinction d’'une poputat est une question qui inter-
vient notamment en biologie de la conservation et en épiolégie. Dans ce deuxiéme
cas, par population il faut entendre population infectée.nibdéle mathématique clas-
sique pour étudier ce genre de probléme est celui des pusckiséaires de naissance et
de mort avec un ou plusieurs types d’individus|[27]. Il faBanmoins tenir compte dans
de nombreuses situations de la saisonnalité de I'enviraeng ce qui conduit a I'étude
de ces processus lorsque les coefficients de naissance airtieamt des fonctions pé-
riodiques du temps [4]. Certaines populations ou certadpédémies ont des coefficients
dont I'échelle de temps est relativement courte par rapipdat saisonnalité annuelle ;
on est donc amené a considérer la limite ou la période deficerfs est trés grande.
Lorsque les parameétres vitaux sont sous-critiques pendanpartie de la période (di-
sons la saison défavorable), la probabilité d’extinctiomme fonction de la saison de
démarrage du processus tend vers une limite discontinjjelj@ $oint de discontinuité
se trouve avant le début de la saison défavorable. Il a pulétegminé précisément lors-
gu'il n'y a qu’un seul type d'individu, mais pas dans le casiby a plusieurs types
d’individus.

Dans [3], on avait poursuivi cette étude essentiellemens da cas d'un seul type
d’individus, en remarquant notamment que la discontindétéa probabilité d’extinction
était liée a la présence dans un systeme dynamique lemterdhin « canard », c’est-a-
dire (voir par exemple [24, chapitre 5]) d’une trajectoite lpnge un arc attractif pendant
un certain temps avant de longer un arc répulsif. On se peopiedessous d’'étudier un
exemple avec deux types d'individus inspiré d’'un modeélergiesmission d’une maladie
a vecteurs. On détermine précisément le point de discat#ida la probabilité d’extinc-
tion, ce qui était resté non résolu dans [13, 3].

Dans la section 2, on présente le modeéle pour la populatisayair celui des pro-
cessus linéaires de naissance et de mort a coefficientdjugres avec plusieurs types
d’individus. On explique que la probabilité d’extinctiostdiée a un systéme d’'équations
différentielles ordinaires. Lorsque la période tend vémgihi, un changement de variable
transforme ce systéme en un systéme lent-rapide avec uondgéxe.

Dans la section 3, on présente un exemple avec deux typefivitins. Des simula-
tions numériques suggérent que la probabilité d’extimctend vers une limite discon-
tinue et que le point de discontinuité est déterminé par wneliion qui fait intervenir
l'intégrale de la valeur propre dominante d’'une certaindricea Dans la section 4, on
démontre avec les outils de I'analyse non standard que lw@stcette condition qui dé-
termine le point de discontinuité. Dans la section 5, ongssun autre exemple avec
cette fois quatre types d'individus. Une simulation numée suggére qu’une condition
du méme type détermine encore le point de discontinuité sNi@usommes néanmaoins
pas parvenu a le démontrer dans un cadre général lorsquetzrade types d'individus
est strictement supérieur a deux.

2. Le modele

On considére un processus linéaire de naissance et de neark dypes ¢ > 1)
dans un environnement périodique. SBit> 0 la période de I'environnement. On se
donne deux fonctions matricielles(t) = (A; ;(t)) et B(t) = (B, ;(t)) de taillek et de



périodeT” avec les hypothéses suivantes :

— pour tout: et toutj, A, ;(t) > 0 représente le taux auquel les individus de type
engendrent de nouveaux individus de type

— pour touti # j, B; ;(t) < 0 et—B; ;(t) estle taux auquel les individus de typse
transforment en individus de type

— pour toutj, B; ;(t) > 0 représente le taux auquel les individus de tymdangent
de type ou meurent, avec, B; ;(t) > 0;

—siU(t) est la solution du system#//dt = —B(t)U(t) avec la condition initiale
U(0) = I, ouT est la matrice identité, alors le rayon spectral de la matfi(7"), c’est-a-
dire le multiplicateur de Floquet dominant, vérifie/ (T')) < 1;

— lamatriceC'(t) = A(t) — B(t) = (C; ;(t)) estirréductible pour tout

Plus précisément[4], si(t, N1,..., Ni) est la probabilité d’avoitV; individus de
type: pour toutl < ¢ < k au tempg, et siG(t, Z1, ..., Z;) est la fonction génératrice
correspondante, alors

oG oG
— = 1—Z;|[B;i(t) — Aij () Zj] == -
8t ;[ ][ »]() ’J() J]aZJ
Supposons qu’au temps initigJ il y ait n; > 0 individus de type (lesn; sont des
entiers) pour tout < i < k avec) ,n; > 1. On peut supposer que< t, < 7. On
a vu dans([4] que la probabilit&t, t1) que la population soit éteinte au temps> ¢,
c’est-a-dire qu'il ne reste aucun individu des différeysats, est donnée par

p(to, t1) = [21(t1 — to)]™ - - - [z (t1 — t0)]™*,
ou z(t) = (z;(t))1<i<k estla solution du systéme différentiel
dZZ‘
o= Dol OByt — ) = Azt — 1)z(0)]

J

sur l'intervalle0 < ¢t < ¢; — to avec la condition initiale;(0) = 0 pour touti.
L'espérance?;(¢) du nombre d'individus de typeau tempg vérifie

dcii = Zcm(t) E;(t)

et E;(to) = n, pour tout:. NotonsV'(¢) la solution du systeméV/dt = C(¢)V (t) avec
la condition initialeV (0) = I. Soit F' = p(V(T)) le multiplicateur de Floquet dominant.
LorsqueF’ < 1, la probabilité d’extinctiom(¢o, t1 ) tend vers 1 quant — +oo. Lorsque
F > 1, cette probabilité tend au contraire vers une limite srent inférieure a 1, mais
qui dépend de, de maniere périodiquel[4].

Posonss = t/T. Supposons gu'il existe deux fonctions matricieldgs) etb(s) pé-
riodiques de période 1, indépendantesTdetelles queA(t) = a(s) et B(t) = b(s).
Supposons qu&, = to/T soit fixé. De méme, supposons que= to + mT, oum > 1
est un entier fixé. Notre objectif est d'étudier, paux i < k, la limite

qi(So) = lim Zi(tl - to)

T—+oc0o



en fonction desg, avec) < sy < 1. Notons quey; (so) est aussi la limite quanfl — +oo
dep(to, t1), la probabilité d’extinction aprés périodes lorsqu’on part d’'un seul individu
de typei a la saisorsg = to/T.

Posons
e=1/T, c(s)=ua(s)—b(s), x(s)==z(t).
Alors
€ ‘i;‘ (s) = Z[l —xz;(s)] [bﬂ(so +m—s)—aj;(so+m—2s) xl(s)} Q)

J
sur l'intervalle0 < s < m avecz;(0) = 0 pour touti. De plus,z(t; — to) = z(m).
Rappelons au passage qug z;(s) < 1 pour touti et tout0 < s < m [4].

LorsqueT — +oo, autrement dit lorsque — 0, le systeme[{]1) peut s’écrire comme
un systeme autonome lent-rapide avewariables rapides;(s) (1 < i < k) et une
variable lenter; .1 (s) = s telle quedx41/ds = 1.

La matrice jacobienne du membre de droite du systéine (1) =sidéion stationnaire
triviale z; = 1 pour touti esté(so + m — s), oué(-) désigne la matrice transposée de la
matricec(-). D’aprés un corollaire du théoréme de Perron et Frobeniuslpe matrices
irreductibles dont les coefficients en dehors de la diagosaiht tous positifs ou nulsi[1,
remarque 6.2.13], les matricegs) et é(s) ont une valeur propre réelle dominante com-
muneA(s), strictement supérieure a la partie réelle de toutes lessvdleurs propres.

3. Un exemple

Prenons

a(s)=<3 “Eﬁ), b(s)=<§ g)

aveca(s) > 0,8 > 0,7 > 0etd > 0; la fonctiona(s) est périodique de période 1
et continue. Ce modéle stochastique s'inspire du modéekrmétiste linéarisé pour une
maladie & vecteurs del[2, Section 4.1] :

% _ ( _f O‘%T) >W: o(t/T) W, @)

Les vecteurs infectés sont le type 1; les personnes infestid le type 2. Le parameétre
a(s) est le taux auquel les personnes infectées transmetternnfeation & des vecteurs
lorsqu’elles sont piquées ; ce taux est périodique car lalptipn de vecteurs susceptibles
I'est aussi. Le paramétre est le taux auquel les vecteurs meurent. Le paramédst le
taux auquel les vecteurs piquent. Le paramégst le taux auquel les personnes infectées
guérissent. Le systenld (1) s’écrit alors

dl‘l

e—=(s) = Bll-zm(s)] —yma(s)L - wa(s)), ®)
5%(5) = 0[]l —ma(s)] —also+m—s) [l —z1(s)] x2(s). (4)

Notons que les membres de droite s’annulent dans deux cadieou:;(s) = 1 et
x2(s) = 1, ou bien

= olotm=s) o ro(s) = ah(s) = ——— 21—~ . (5)

1(s) = z1(s) 113

- 1+ a(sotsmfs)



Les deux valeurs propres de la matrig¢e) sont réelles :

—(B+9) £ +96)? +4[a(s)y — 85
ray) = —OHIEVEE T LaGh - 5] ©
La valeur propre dominante ests) = A (s). Notons que\_(s) < 0 pour touts.
Supposons gu'il existe une saison défavorable a la trasfmisle I'épidémie, c’est-

a-dire qu'il existes; etss avecl < s1 < so < 1 tels que

a(s)y

53 <1 autrementdit A(s) <0 si s €]sy,sa, 7)
04(63()57 >1 autrementdit A(s) >0 si s €]0,s1[U]s2,1]. (8)
Supposons de plus que
1
/ A(s)ds > 0. (9)
0
Comme exemple, prenongs) = a(1 + « cos(27s)) aveca > 0, |x| < 1 et
a(1— k)7 a(1+ )y
—— <1< —.
g5 T T A

Cette derniére condition assure gu'il y a bien une saiscemdéhble. Plus spécifiguement,
choisissong = 3, k = 0,75,8 = 2,y = 1 et§ = 1. Ces valeurs ne sont pas trés réalistes
mais elles mettent bien en évidence le phénomeéne. On asaloy9,323 ets, ~ 0,677.

On peut vérifier numériquement que la conditibh (9) est \&&ifiPrenons par ailleurs
T = 1000, m = 3 etsy = 0,25.

La figureld représente la solution du systemel(B)-(4) avesridition initialex; (0) =
22(0) = 0. D’'un point de vue numérique, on a utilisé le logiciel Sciibésolu le systeme
vérifié parlog(1 — z1(s)) etlog(1l — z2(s)) avant de revenir aux variables initiales. On
a également tracé la fonction constante égale a 1 et lese®{f). Notons les choses
suivantes :

— au voisinage de = 0, les courbes sont presque verticales (non visible sur les fi-
gures);

— les solutions: (s) etzs(s) tendent & devenir périodique ;

—1x1(s) etxzo(s) sont alors trés proches de 1 non seulement pour les valewss de
telles queA(sp + m — s) < 0, notamment pous €)so + 1 — s2, 59 + 1 — s1[, mais aussi
pours €]sp+ 1 —s1,80 + 1 — s*[avecsy — 1 < s* < s1, 0UA(so+m —s) >0(lya
un « canard »).

La figurel2 montre comment les quantités qui nous intéreskeenprobabilités d’ex-
tinction aprésn périodesr; (m) etz (m), varient en fonction dey. On a aussi tracé les
courbes déduites del(5)

14+ 2 142
zi(m) = # et a3(m) = ﬁ
I+3 14 =5
La figure[2 suggere que;(m) et zo(m) tendent, lorsqud” — +oo, vers des limites
qui valent 1 sur l'intervallesy, €]s*, so[; de plus, les limites sont discontinues au point
sp = s*. Le probleme est de détermingr.
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Figure 1 — En fonction de, les courbes:; (s) (en noir) etz (s) (en bleu) ainsi que les
courbes lentes? (s) (noir en pointillé),z5(s) (bleu en pointillé) et 1 (rouge en pointillé).
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Figure 2 — Les probabilités d’extinction aprespériodest; (m) (en noir) etzo(m) (en
bleu foncé) en fonction dey. Les formules pout;(m) et z3(m) sont en pointillé. En
rose, un morceau de la fonctiep — 1 + f:[f A(s) ds.



On démontrera dans la section suivante que les solutig3s etz (s) de la figurd 1L,
qui sonttres proches de 1 pqur= so+1—s2 < s < sg+1—s1, S’écartent brusquement
du voisinage de L powr=q:=sp+ 1 — s* > sg + 1 — s; tel que

a
/ A(sg +m —s)ds = 0.
p

Autrement dit, ces solutions s’écartent du voisinage ded ey = sg + 1 — s* tel que

/( A(s)ds = 0.

C’est cette équation qui déterminé de maniere unique. En effet, si I'on pogés) =
[2% A(v) dv, alors on ap(s1) < 0 a cause de la conditioRl(%/(s) = —A(s) < 0 pour
s €]ss — 1, s1[ a cause de la conditioh](8) et

¢><s2—1>=/S:2_1A<s>ds:/olA<s>ds>o

a cause de la conditionl(9). Il existe donc bien un unigue]s2—1, s1 [ tel qued(s*) = 0.
Dans I'exemple, on trouve humeériguement giie~ 0,079.

RemargueLa condition [9) n’a pas de lien avec un éventuel caractareitique du
systeme[(R), ce qui est d'ailleurs bien connu dans la théferiEloquet. En effet, si I'on
prend par exemple = 0,7 au lieu dec = 1, on trouve numériquement que le multi-
plicateur de Floquet dominant eBt= p(V(T')) ~ 1,025> 1 alors quefo1 A(s)ds ~
—0,016< 0.

4. La fonction entrée-sortie pour une bifurcation transcri tique

Pour justifier ce qui vient d’'étre dit au sujet du paifitde localisation de la disconti-
nuité, on considere plus généralement un champ lent-rapietledeux dimensions rapides
et une dimension lente, comnig (B)-(4). On suppose que |lantigoa rapide possede un
point singulier avec deux valeurs propres réelles digmdbnt I'une est toujours négative
et la deuxiéme est négative puis positive. Il s’agit donad’bifurcation transcritique ou
I'équilibre de la dynamique rapide est un noeud stable puisal

Une solution qui est proche du point singulier lorsqu’il sttble, ne va pas quitter
son voisinage, dés qu'il devient instable, mais va contirduen rester proche, pendant
un certain temps. Le but est de calculer la fonction entogespour cette bifurcation
transcritique, c’'est-a-dire de définir I'instant ol la g@o s'éloigne du point singulier
(instant de sortie), en fonction de celui ou elle s’en espraghée (instant d’entrée). Ce
phénoméne connu sous le nomrdeard a la bifurcationest lié & la notion dsolutions
canardset desurstabilité

La notion de fonction entrée-sortie et le concept de salutianard ont été étudiés
pour la premiere fois au tout début des années 1980 avedyi&naon standard (voir
les articles de revué]9, 14, 135]) ; la fonction entrée-saatété calculée d’abord pour les
canards de I'’équation de Van der Bdll[5, 9] puis étendue a stesye lent-rapide quel-
conque du plari[15]. Plus tard, I'existence des solutiomsuzds a été retrouvée avec les
outils classiques des développement asymptotiques [1@iréa théorie géométrique des
perturbations singuliéres [18]. La fonction entrée-gopour un systéme du plan a été



obtenue aussi par la théorie géométrique des perturbatingsliéres([26]. Pour plus de
détails sur I'apport de I'école non standardiste francaisprobléme des canards et du re-
tard a la bifurcation, le lecteur peut consulter|[14, 20uRame vue plus compléte sur les
divers approches dans la théorie des perturbations sémgslivoir la monographie récente
[22] ainsi que I'article de Scholarpedia |34] consacré aameards. Pour plus d’informa-
tions sur la notion de surstabilité et de retard a la bifuocatvoir [6,[8, 10/ 20, 32, 33] et
les références qu’elles contiennent.

Le cas particulier d'une champ lent-rapide en dimensiorxdavec une dynamique
rapide de dimension un qui est attractive puis répulsivebies compris, voir([15]. Le
cas de la bifurcation de Hopf, ou deux valeurs propres sanptexes conjuguées et leur
partie réelle change de signe, a été considéré par plusietasrs, voir([7, 12, 16, 2B, 28,
29,[31]. Voir aussi la présentation compléte et pédagogdigms la monographie récente
[22, chapitre 12].

Considérons un systeme différentiel singulierement peétdéfini suiR x R? a une
variable lentes € R et deux variables rapidasc R? de la forme

ds

f(s,x) (10)

ol f : R x R? — R? est différentiable efis, z), ete > 0. On suppose qug(s,0) = 0

pour touts, de sorte quec = 0 est non seulement une courbe lente du systéme (10),
c’est-a-dire une solution de I'équatigifs, z) = 0, mais aussi une solution particuliére
du systeme(10). On note paf(s) la matrice carrée d'ordr2

_of

M(s) B

(s,0). (11)
On suppose qud/ (s) possede deux valeurs propres distincke$s) et A2 (s), dont I'une
reste toujours négative et I'autre change de signe. Ayec 01 < og,0na:

o \i(s) < 0etAi(s) < Az(s) pour touts € [og, 02],
e \(s) < 0 pour touts € [, o1[ €t A2(s) > 0 pour touts €]oy, o3].

Dans la théorie géométrique des perturbations singuliémestudie le systemé_(110)
dans I'espace de phase éterfdue). On ajoute I’équatiorgg = 0. La situation rencontrée
ici ou une seule valeur propre de la dynamique rapide cha@gégde peut étre ramenée
au cas des systemes du plan en faisant une réduction suidéveentrale du systeme
augmenté @O)g—i = 0) en son point d'équilibréz, ) = (0, 0). Pour plus de détails voir
[11,[21]. En effet, en réduisant a cette variété central@htient un systeme plan dont la
fonction entrée-sortie est donnée par l'intégrale de lawapropre qui change de signe
[15] :

q
/ Aa(s)ds =0. (12)
p
Dans cette équatiop est I'instant d’entrée ef celui de sortie. La réduction a la variété
centrale prédit que localement, c’est-a-dire prés de lkawale bifurcation transcritique
s = o1, la fonction entrée-sortie est donné par la formulé (12)s®propose dans ce qui
suit de calculer la fonction entrée-sortie globale. Le @asiqulier d’'un champ lent-rapide
en dimension trois avec une dynamique rapide découpléecagsiéré dans [11].

Nous utilisons le langage de I'analyse non standard. Cestjptécisément I'analyse
non standard n’est pas trés important pour la compréhemigaret article. Le lecteur



peut garder en téte le sens intuitif du langage infinitésenale rassurer en sachant que
I'analyse non standard fournit une fondation rigoureuseadacepts d’'infiniment petit et
d’infiniment grand. Pour une introduction a I'analyse naamstard, voir([1]7]. Pour plus
d’informations sur I'utilisation de I'analyse non standatans la théorie des équations
différentielles, le lecteur peut se reporter_al [14, 35], [@2apitre 19.5] ou [24, chapitre
5].

On suppose donc que le parametdans[(ID) est infiniment petit. La solutiofs) =
0 est un canard puisqu’elle est attractive powr [0, o1 ] et répulsive pous €]o, 02]. Le
but est d'étudier les solutions du systerne (10) qui sontimént proches de(s) = 0.
Comme la dynamique rapide est attractive sur l'intervalie o411, sip € [o0g,01[, une
solution du systémé{10) avec une condition initialg) située dans le bassin d'attraction
de0 se dirige rapidement vers la courbe lente- 0 et reste infiniment proche de celle-
ci tant ques < o3. La solutionz(s) ne va pas quitter le voisinage infinitésimal de 0
ens = o1, devenu instable, mais va continuer a longesur tout un intervalldo, g[.
Linstantq > o1 pour lequek:(s) n'est plus infiniment proche deest appelé I'instant de
sortie. L'objectif est de déterminer la fonctipn— ¢. On va montrer que est défini par
I'équation [12). Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1. Soitp € [0g,01] et soitz(p) une condition initiale située dans le bas-
sin d'attraction de0 mais qui n’est pas infiniment proche de la variété invariaméela
dynamique rapide correspondant a la valeur proprgp). Soitgq défini par I'équation
(12). Alors pour touts €]p, ¢[ non infiniment proche dgou g, on a :z(s) ~ 0. De plus,
z(g) nest pas infiniment proche de 0. enz(s) s’approche de 0 le long de l'orbite de la
dynamique rapide

dx

E - (p,ﬂ?)
passant par:(p). Eng, z(s) s’éloigne de 0O le long de la séparatrice instable de O pour la
dynamique rapide

dx
Démonstration.Soitg(s, z) = f(s,2) — M(s)x, ouM(s) est la matrice[{111). On a
9(s,0) =0 et%(s, 0) =0. (13)
Le systémel(10) s'écrit
d
5d—§ = M(s)x + g(s,x). (14)

Comme la matricél/ (s) possede deux valeurs propres distinctes, il existe uneamatr
différentiable inversibleP(s) telle que

P(s)"'M(s)P(s) = A(s) avec A(s) = ( )\1(58) AQ(ES) ) .

Le changement de variahle= P(s)u transforme I'équatiori{(14) en

du

T A(s)u+ P(s)"tg(s, P(s)u) —eP(s) ' P'(s)u.
S
La loupeu = U transforme cette équation en
du 1 -1 —1p/
ey = A(s)U + gP(s) g(s, P(s)eU) —eP(s)” " P'(s)U.



Commey(s, x) vérifie les conditiond(13), on B(s) ~1g(s, P(s)eU) = e2g1(s,U, ), oU
g1(s,U, ) est une fonction continue. Par conséquent, on a

au

e— = A(s)U 4+ eh(s,U,¢)

ds
ouh(s,U,e) = gi(s,U,e) — P(s)~1P'(s)U est une fonction continue. Notons fdar=
(Uy,U7) et parh = (hy, ha) les composantes des vectelfet h(s, U, ). Le systéme
s’écrit

au;

SE:)\j(S)Uj —|—e€hj($,Ul,U275)7 j=1,2.

Ce systéme est constitué de deux équations faiblementéssidle changement de va-
riables
Ui =rcosf, Us=rsinf

transforme le systéeme en
dr __ 2 1.2
g4 =1 [Ai(s) cos? 0 + Aa(s) sin® 6] + e k1 (s, 7,0,¢),
e = [Xa(s) — Ai(s)] cosOsinf + e ko(s, 7,0, ¢),

avec
k1(s,m,0,e) = cosO hy(s,rcosf,rsinb, e)+sinb ho(s,rcosf,rsinb,e),
in 6 0
ko(s,r,0,e) = o hl(s,rcose,rsin9,5)+cos ha(s,rcosf,rsinb, e).
r

Notons que la fonctior, est continue em = 0 car les fonctiong:; et hy sont d’ordre
un enr. Considérong, tel que0 < ry < 1 et que la boule de centfeet de rayonrg
soit inclue dans le bassin d’attraction de 'origine. Agpibns le changement de variable
v =c¢ln(r) alarégiord < r < ry, qui est envoyée dans la région définie pab < v <
eln(rg) < 0. On obtient le systéme :
4o — X\ (s) cos? 0 4 Ma(s)sin? 0 + e ky (s,e¥/%,0,¢),
ds (15)
el = [Ay(s) — Ai(s))] cosOsin 6 + € ka(s, e*/%,0,¢).
Commev/e < In(rg) < 0, les termes k; (s, e”/<,0,¢) ete ky (s, /¢, 0, ) sont infini-
ment petits, de sorte que{15) est un systeme singuliergmeetirbé dont la variété lente
est la réunion des deux plafis= 0 et = 7/2. Commely(s) > A (s) pour touts,
le pland = 7 est attractif et le plad = 0 est répulsif. Toute solution issue d'un point
non infiniment proche du plan répulsif devient infinimentgire du plan attractif en un
temps infiniment petit. Les solutions qui sont issues d’uinftoes proche du plan répul-
sif peuvent rester prés de ce plan un temps assez long avaetd&oigner. Le théoréme
de Tihonov s’appliquel[25, 30]. Saijt € [0g, 01] et soita(p) une condition initiale si-
tuée dans le bassin d'attraction @emais qui n’est pas infiniment proche de la variété
invariante de la dynamique rapide

dzx

dr = (p,x)

correspondant a la valeur propkg(p). La dynamique rapide conduit la solution corres-
pondante infiniment prés de 0. Dans le p{&hA, U) elle n'est pas infiniment proche de



la variété lentd/, = 0, et donc du pla® = 0. Par conséquent la solution s’approche
rapidement du plaf = 7 puis est approximée par la solution du systeme lent

% =o(s),  O=m/2.

On en déduit que

o(s) = / " Na(w) du.

Par conséquent on a de nouvedsd) = r(, c'est-a-direv(s) infiniment petit, lorsque
est asymptotiquement égad @éfini par [12). Pour cette valeur dgl’origine est un point
col pour la dynamique rapide
dr
Par conséquent, e la solution s’éloigne du col le long de sa séparatrice bisteaOn
a utilisé ici qu'a l'instantp la solution n’était pas infiniment proche de la variété lente
6 = m/2, ce qui traduit le fait que la solution n’est pas arrivée danglan(U,,Us) en
étant trés prés dg; = 0.
O

Retournons a I'exempl€l(31d(4). Posai&) = a(so + m — s). Le systéme rapide

B = B(1 —z1) —y21 (1 — 22),

92 — §(1 — 22) — G(s)(1 — z1) 22,
ou s est considéré comme un parametre, admet deux points di#qui{etats quasi-
stationnaires)zi,z2) = (1,1) et (z1,z2) = (z7(s),z5(s)) donnés parl{5). La matrice
jacobienne effizy, z2) = (1, 1) esté(so+m —s). Comme on I'a déja vu, les deux valeurs
propres sont toujours distinctes et réelles, et toutesdax dégatives si et seulement si
a(s) < Bd/~. Par conséquent le point singuligr;, z2) = (1,1) est un noeud attractif
pour les valeurs de pour lesquellegi(s) < 36/, et un col lorsquex(s) > 5d/v. Les
valeurs propres sont; (s) = A_(s) et \2(s) = A, (s), données pakl6).

Pour(z1,x2) = (27(s),z5(s)), on obtient la matrice jacobienne

__ Bty 1+6/a(s)
J= 1+d/a(s)  1/B+1/v )

148/y ~ _tals)
/a(=)+1/8  ~ 1+8/%

Ona
Trace(J) <0 et Dét(J) = a(s)y — Bd.

Les valeurs propres sont de parties réelles négatives suletrsent siv(s) > 3§/~. Par
conséquent, aux points @i{s) = 84/, il y a des bifurcations transcritiques car les deux
équilibres(z1,z2) = (1,1) et(z1,z2) = (z7(s),z5(s)) se rencontrent et échangent leurs
stabilités.

Notons que\; (s) est toujours négative et que(s) < 0 poursy + m — s €]sq, sa|
modulo 1 eth\y(s) > 0 poursg + m — s €]sa,s1 + 1] modulo 1. On peut appliquer la
proposition 1 et calculer la fonction entrée-sortie comméafait dans la section 2.




5. Généralisation

Cette étude s'étend sans doute a des problémes avec plusxdédgiations rapides
et une équation lente. Considérons par exemple le systédarié a quatre équations
rapides de[2, §4.2]

—(v+u) 00 Y(/T)

aw v w00 B
e 0 g -5 o |W=dt/DW,
0 0 ) —«

ola >0,8>0,v>0,0>0,u>0ety() > 0 estune fonction périodique de
période 1. C’est aussi un modele pour la transmission d'usladie a vecteurs ; les deux
premieres composantes représentent les vecteurs inflniéda phase latente et dans la
phase infectieuse tandis que les deux derniéres compssapeesentent les personnes
infectées dans la phase latente et dans la phase infectisusgsteme[{1) avec= 1/T
prend la forme

5%(3) = (y+m = z1(s)] =1 = 2a(5)],

U2 = ut—als)] — Baa(s)[1 — ()]

U5y = o~ (o)) — 611~ aa(o)],

cWs) =t~ amals)] — (s + m— )1 (s)]a(s).

La conjecture est que la fonction entrée-sortie est donaééaformule [IR), oth,(s)
doit étre remplacé par la valeur propre réelle dominate de la matrice:(s), comme
on a pu le vérifier sur un exemple numérique (Fidure 3). Lesuraldes parameétres sont
a=1=1,v=1,=1,p=1,9(s) = 3x(1+0,75cos(27s)), m = 3 etT = 2000.
L'équation caractéristique pour les valeurs propreke la matrice:(s) est

A+7+ A+ A+ A+ a) = Byd1(s).

On en déduit qué (s) < 0 si et seulement si
Byy(s)

ap(y+p)

ce qui se produit numériguement paur< s < s, avecs; ~ 0,323 ets, ~ 0,677. Avec
la formule [12) on trouve* ~ 0,047, qui semble bien correspondre au saut brusque de la
probabilité d’extinction dans la figué 3.

b
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