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Sur la probabilité d’extinction d’une population
dans un environnement périodique lent

Nicolas Bacaér* Claude Lobry ' Tewfik Sarit

Résumé

On s’intéresse a la probabilité d’extinction d’une population modélisée par
un processus linéaire de naissance et de mort avec plusieurs types dans
un environnement périodique, dans la limite d’une période trés grande
par rapport aux autres échelles de temps. Cette probabilité dépend de la
saison et peut présenter un saut brusque en lien avec un « canard » dans
un systéme dynamique lent-rapide. On détermine précisément le point de
discontinuité dans un exemple avec deux types d’individus provenant d’un
modéle de transmission d’une maladie & vecteurs.

Mots clés : extinction, population, saisonnalité, maladie & vecteurs

1 Introduction

L’estimation de la probabilité d’extinction d’une population est une ques-
tion qui intervient notamment en biologie de la conservation et en épidémiologie.
Dans ce deuxiéme cas, par population il faut entendre population infectée. Un
modéle mathématique classique pour étudier ce genre de probléme est celui des
processus linéaires de naissance et de mort avec un ou plusieurs types d’individus
[1]. Il faut néanmoins tenir compte dans de nombreuses situations de la saison-
nalité de ’environnement, ce qui conduit & ’étude de ces processus lorsque les
coefficients de naissance et de mort sont des fonctions périodiques du temps [2].
Certaines populations ou certaines épidémies ont des coefficients dont 1’échelle
de temps est relativement courte par rapport & la saisonnalité annuelle ; on est
donc amené a considérer la limite ot la période des coefficients est trés grande.
Lorsque les paramétres vitaux sont sous-critiques pendant une partie de la pé-
riode (disons la saison défavorable), la probabilité d’extinction comme fonction
de la saison de démarrage du processus tend vers une limite discontinue [3]. Le
point de discontinuité se trouve avant le début de la saison défavorable. Il a pu
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étre déterminé précisément lorsqu’il n’y a qu’un seul type d’individu mais pas
dans le cas ou il y a plusieurs types d’individus.

Dans [4], on avait poursuivi cette étude essentiellement dans le cas d’un seul
type d’individus, en remarquant notamment que la discontinuité de la probabi-
lité d’extinction était liée & la présence dans un systéme dynamique lent-rapide
d’un « canard », c’est-a-dire (voir par exemple [5, chapitre 5]) d’une trajectoire
qui longe un arc attractif pendant un certain temps avant de longer un arc répul-
sif. On se propose ci-dessous d’étudier un exemple avec deux types d’individus
inspiré d’un modéle de transmission d’une maladie & vecteurs. On détermine
précisément le point de discontinuité de la probabilité d’extinction, ce qui était
resté non résolu dans [3, 4].

2 Le modéle

On considére un processus linéaire de naissance et de mort avec k types (k >
1) dans un environnement périodique. Soit 7' > 0 la période de ’environnement.
On se donne deux fonctions matricielles A(t) = (A4;,;(t)) et B(t) = (B, ;(t)) de
taille k et de période T avec les hypothéses suivantes :

— pour tout ¢ et tout j, A; ;(t) > 0 représente le taux auquel les individus
de type j engendrent de nouveaux individus de type 7 ;

— pour tout i # j, B; ;(t) < 0et —B; ;(t) est le taux auquel les individus de
type j se transforment en individus de type i;

— pour tout j, Bj ;(t) > 0 représente le taux auquel les individus de type j
changent de type ou meurent, et > . B; j(t) > 0;

— si U(t) est la résolvante du systéme dU/dt = —B(t)U(t) avec la condition
initiale U(0) = I, ou I est la matrice identité, alors le rayon spectral de la
matrice U(T), c’est-a-dire le multiplicateur de Floquet dominant, vérifie
p(U(T)) < 1;

— la matrice C'(t) = A(t) — B(t) = (C; ;(t)) est irréductible pour tout ¢.

Supposons qu’au temps initial ¢g il y ait n; > 0 individus de type i (les n;
sont des entiers) pour tout 1 < i < k avec ) ,n; > 1. On peut supposer que
0 <ty <T.On a vu dans |2| que la probabilité p(to,¢1) que la population soit
éteinte au temps t1 > tg, c’est-a-dire qu’il ne reste aucun individu des différents
types, est donnée par

p(to, t1) = [z1(tr — to)]™ - - [zk(t1 — t0)]"™,
ou z(t) = (#(t))1<i<k est la solution du systéme différentiel

le'

)= Y=z O][Balty — 1) = At — t)=i(1)]

J

sur intervalle 0 < t < t1 — to avec la condition initiale z;(0) = 0 pour tout <.



L’espérance E;(t) du nombre d’individus de type ¢ au temps ¢ vérifie

dFE;
pra ; Ci,;(t) E;(t)

et E;(to) = n; pour tout i. Notons V(t) la résolvante du systéme dV/dt =
C(t)V (t) avec la condition initiale V' (0) = I. Soit F' = p(V(T')) le multiplicateur
de Floquet dominant. Lorsque F' < 1, la probabilité d’extinction p(to,t1) tend
vers 1 quand ¢; — +4o00. Lorsque F' > 1, cette probabilité tend au contraire
vers une limite strictement inférieure & 1, mais qui dépend de ty de maniére
périodique [2].

Supposons qu’il existe deux fonctions matricielles a(s) et b(s) périodiques de
période 1, indépendantes de T, telles que A(t) = a(s) et B(t) = b(s), o s =t/T.
Supposons que sy = to/T soit fixé. De méme, supposons que t; = tgp + mT, ou
m > 1 est un entier fixé. Notre objectif est d’étudier, pour 1 < i < k, la limite

; = 1l i(th — 1
qi(s0) pim zi(t1 —to)
en fonction de s, avec 0 < so < 1. Notons que ¢;(so) est aussi la limite quand
T — 400 de p(to,t1), la probabilité d’extinction aprés m périodes lorsqu’on
part d’un seul individu de type ¢ & la saison sg = to/T.
Posons € = 1/T, ¢(s) = a(s) — b(s) et x(s) = z(t). Alors
dIi

e 8= Z[l — 2;(s)][bji(s0 +m —s) — aji(so +m—s)zi(s)] (1)

sur l'intervalle 0 < s < m avec x;(0) = 0 pour tout ¢. De plus, z(t1 —to) = x(m).
Rappelons au passage que 0 < z;(s) < 1 pour tout 7 et tout 0 < s < m [2].

Lorsque T' — 400, autrement dit lorsque ¢ — 0, le systéme (1) peut s’écrire
comme un systéme autonome lent-rapide avec k variables rapides z;(s) (1 <14 <
k) et une variable lente zx1(s) = s telle que dxgy1/ds = 1.

La matrice jacobienne du membre de droite du systéme (1) en la solution
stationnaire triviale x; = 1 pour tout 7 est ¢(sop+m—s), ou &(-) désigne la matrice
transposée de la matrice ¢(-). D’aprés un corollaire du théoréme de Perron et
Frobenius pour les matrices irréductibles dont les coefficients en dehors de la
diagonale sont tous positifs ou nuls [6, remarque 6.2.13], les matrices c(s) et é(s)
ont une valeur propre réelle dominante commune A(s), strictement supérieure
a la partie réelle de toutes les autres valeurs propres.

3 Un exemple

Prenons



avec a(s) > 0, 8 >0, v > 0 et § > 0; la fonction a(s) est périodique de
période 1 et continue. Ce modéle stochastique s’inspire du modéle déterministe
linéarisé pour une maladie & vecteurs de [7, Section 4.1] :

dd_V;’ _ ( —f a(i/éﬂ )W — c(t)T)W. 2)

Les vecteurs infectés sont le type 1, les personnes infectées le type 2. Le para-
meétre a(s) est le taux auquel les personnes infectées transmettent leur infection
4 des vecteurs lorsqu’elles sont piquées; ce taux est périodique car la popula-
tion de vecteurs susceptibles ’est aussi. Le paramétre 5 est le taux auquel les
vecteurs meurent. Le paramétre v est le taux auquel les vecteurs piquent. Le
paramétre 0 est le taux auquel les personnes infectées guérissent. Le systéme (1)
s’écrit alors

6%(5):ﬂ[l—.Il(S)]—’yIl(S)[l—;pQ(S)], (3)
5 %(s) =01 — xa(s)] — a(so +m — ) [1 — z1(s)] 2(s). (4)

Notons que les membres de droite s’annulent dans deux cas : ou bien z1(s) =1
et z2(s) = 1, ou bien

14 1+ 8
o« - a(so+m—s) % _ i
z1(s) = 27(s) = R 7 et xa(s) = 3(s) = 1 olotm—s) n a(so-tim_S) )

Les deux valeurs propres de la matrice ¢(s) sont réelles :

La valeur propre dominante est A(s) = Ay(s). Notons que A_(s) < 0 pour
tout s.

Supposons qu’il existe une saison défavorable & la transmission de I’épidémie,
c’est-a-dire qu’il existe s1 et s avec 0 < 51 < s9 < 1 tels que

a(s)y
8o
ol

<1 autrement dit A(s) <0 si s €]sy,s2], (7)

a(s)
36

Supposons de plus que

>1 autrement dit A(s) >0 si s €]0,s1[U]s2,1]. (8)

1
/ A(s)ds > 0. )
0
Comme exemple, prenons «(s) = &(1 + kcos(27s)) avec @ > 0, |k| < 1 et

a(l+r)y
B

a(l—kr)y

T<1<



Cette derniére condition assure qu’il y a bien une saison défavorable. Plus spé-
cifiquement, choisissons & = 3, k = 0,75, § = 2, v = 1 et § = 1. Ces valeurs
ne sont pas trés réalistes mais elles mettent bien en évidence le phénoméne.
On a alors s1 ~ 0,323 et s2 ~ 0,677. On peut vérifier numériquement que la
condition (9) est veérifiée. Prenons par ailleurs 7' = 1000, m = 3 et so = 0,25.
La figure 1 représente la solution du systéme (3)-(4) avec la condition initiale
21(0) = 22(0) = 0. D’un point de vue numeérique, on a utilisé le logiciel Scilab
et résolu le systéme vérifié par log(1 — z1(s)) et log(1 — z2(s)) avant de revenir
aux variables initiales. On a également tracé la fonction constante égale & 1 et
les courbes (5). Notons les choses suivantes :

— au voisinage de s = 0, les courbes sont presque verticales (non visible sur
les figures) ;

— les solutions z1(s) et x2(s) tendent vers un régime périodique;

— dans ce régime, x1(s) et x2(s) sont trés proches de 1 non seulement pour
les valeurs de s telles que A(sgp + m — s) < 0, notamment pour s €]sg +
1 — 89,80 + 1 — $1[, mais aussi pour s €]sg + 1 — s1,80 + 1 — s*[ avec
sg—1< s <sp,0uA(sog+m—s)>0 (il yaun «canard »).

0.2 1

0 0.5 1 15 2 25 3

FIGURE 1 — En fonction de s, les courbes x1(s) (en noir) et z2(s) (en bleu) ainsi
que les courbes lentes z7(s) (noir en pointillé), z5(s) (bleu en pointillé) et 1

(rouge en pointillé). En rose, un morceau de la fonction s — 1+ fss()+1_52 A(so+
m — u) du.

La figure 2 montre comment les quantités qui nous intéressent, les probabi-
lités d’extinction aprés m périodes x1(m) et zo(m), varient en fonction de so.
On a aussi tracé les courbes déduites de (5)

. L+ ot . 1+4
x4 (m) = 1_’_71 et 3:2(m) = W .
B T



La figure 2 suggére que x1(m) et x2(m) tendent, lorsque T — +oo, vers des
limites qui valent 1 sur lintervalle sy €]s*, so[; de plus, les limites sont discon-
tinues au point sg = s*. Le probléme est de déterminer s*.

1.8
1.64
144

1.2 1

14

0.8

0.6 1

0.4

024 | | |

If* . '181 . . . Ifz . . 50'

0 01 02 03 04 05 06 07 08 O 1

0

FIGURE 2 — Les probabilités d’extinction aprés m périodes x1(m) (en noir) et
x2(m) (en bleu foncé) en fonction de sg. Les formules pour x5 (m) et 23(m) sont
en pointillé. En rose, un morceau de la fonction sg — 1 + fssoz A(s) ds.

On démontrera dans la section suivante que les solutions x1(s) et z2(s) de
la figure 1, qui sont trés proches de 1 pour p:=sg+1—s52 < s < 9+ 1 — s1,
s’écartent brusquement du voisinage de 1 pour s = q:=so+1—5" > sg+1—s3
tel que

q
/ A(so+m —s)ds = 0.
p
Autrement dit, ces solutions s’écartent du voisinage de 1 en s = ¢ =59+ 1 — s*

tel que
52
/ A(s)ds = 0.

C’est cette équation qui détermine s* de maniére unique. En effet, si ’on pose
¢(s) = [ A(v)dv, alors on a ¢(s1) < 0 a cause de la condition (7), ¢/(s) =
—A(s) < 0 pour s €]sy — 1, s1[ & cause de la condition (8) et

B(s2 — 1) = /:_lA(s)ds = /01 A(s)ds >0

a cause de la condition (9). Il existe donc bien un unique s* €]sg — 1, s1] tel que
¢(s*) = 0. Dans l'exemple, on trouve numériquement que s* ~ 0,079.



4 La fonction entrée-sortie pour une bifurcation
transcritique

Plus généralement, on considére un champ lent-rapide avec deux dimensions
rapides et une dimension lente, comme (3)-(4). On suppose que la dynamique
rapide posséde un point singulier avec deux valeurs propres réelles distinctes
dont 'une est toujours négative et la deuxiéme est négative puis positive. Il
s’agit donc d’une bifurcation transcritique ot ’équilibre de la dynamique rapide
est un noeud stable puis un col. Le but est de calculer la fonction entrée-sortie
pour cette bifurcation transcritique. Le cas particulier d’une dynamique rapide
découplée a été considéré dans [8]. Le cas de la bifurcation de Hopf, ou des
valeurs propres sont complexes conjuguées et leur partie réelle change de signe,
a été considéré par plusieurs auteurs, voir [9, 10, 11, 12, 13] et les références
qu’elles contiennent.

Considérons un systéme différentiel singuliérement perturbé défini sur R x R?
3 une variable lente s € R et deux variables rapides € R? de la forme

dx

A= (o) (10)
ot f:R xR? — R? est différentiable en (s, x), et ¢ > 0 est un infiniment petit
(on utilise le vocabulaire de I’analyse non standard, voir [14] ou [5, chapitre 5]).
On suppose que f(s,0) = 0 pour tout s, de sorte que = 0 est non seulement une
courbe lente du systéme (10), c’est-a-dire une solution de I’équation f(s,z) =
0, mais aussi une solution particuliére du systéme (10). On note par M (s) la
matrice carrée d’ordre 2

_of

M(s) = %(S,O). (11)

On suppose que M(s) posséde deux valeurs propres distinctes, A2(s) et A1(s)
dont 1'une reste toujours négative et ’autre change de signe. Avec og < 01 < 039,
ona:

e \i(s) <0et A (s) < A2(s) pour tout s € [og, 03],

e \2(s) < 0 pour tout s € [0g,01[ et A2(s) > 0 pour tout s €]oy, 03]

La solution x(s) = 0 est un canard puisqu’elle est attractive pour s € [0g, 01]
et répulsive pour s €]o1,02]. Le but est d’étudier les solutions du systéme (10)
qui sont proches de z(s) = 0. Comme la dynamique rapide est attractive sur
lintervalle [0g, 01], si p € [00,01], une solution du systéme (10) avec une condi-
tion initiale z:(p) située dans le bassin d’attraction de 0 se dirige rapidement vers
la courbe lente z = 0 et reste infiniment proche de celle-ci tant que s < 7. La
solution z(s) ne va pas quitter le voisinage infinitésimal de 0 en s = o1, devenu
instable, mais va continuer & longer 0 sur tout un intervalle [o1,¢[. L’instant
q > o1 pour lequel z(s) n’est plus infiniment proche de 0 est appelé 'instant de
sortie. L’objectif est de déterminer la fonction p — ¢. On va montrer que ¢ est
défini par ’équation

/q Xa(s)ds =0. (12)

P



Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1. Soit p € [0g,01[ et soit x(p) une condition initiale située dans
le bassin d’attraction de 0 mais qui n’est pas infiniment proche de la variété
invariante de la dynamique rapide correspondant & la valeur propre A\1(p). Soit
q défini par Uéquation (12). Alors pour tout s €]p, q[ non infiniment proche de
p ou q, on a : 2(s) ~ 0. De plus, x(q) n’est pas infiniment proche de 0. En p,
x(s) s’approche de 0 le long de Uorbite de la dynamique rapide

dx
passant par x(p). En q, x(s) s’éloigne de 0 le long de la séparatrice instable de

0 pt)’ln la/ dynamlque 1apide
dt ’ ’

Démonstration. Soit g(s,z) = f(s,z)— M (s)x, ot M(s) est la matrice (11). On
a

g(s,0) =0 et %(s, 0) =0. (13)
Le systéme (10) s’écrit
sz—x = M(s)x+ g(s, z). (14)
s

Comme la matrice M (s) posséde deux valeurs propres distinctes, il existe une
matrice différentiable inversible P(s) telle que

P(s)"'M(s)P(s) = A(s) ~ avec A(S)‘<A1(58) A;ES))'

Le changement de variable = P(s)u transforme 1’équation (14) en

SZ—: = A(s)u+ P(s) " tg(s, P(s)u) — eP(s) ' P'(s)u.
La loupe u = €U transforme cette équation en
dU 1 -1 —1p/
S A(s)U + EP(S) g(s, P(s)eU) —eP(s)” P'(s)U.
s

Comme g(s, x) vérifie les conditions (13), on a P(s) " tg(s, P(s)eU) = e2g1(s, U, ¢),
ou g1(s, U, €) est une fonction continue. Par conséquent, on a

au

e— = A(s)U +eh(s,U,¢)

ds
ot h(s,U,e) = g1(s,U,e) — P(s) "' P'(s)U est une fonction continue. Notons par
U = (Uy,Us) et par h = (hy, ha) les composantes des vecteurs U et h(s,U,¢).
Le systéme s’écrit

du,
Ed—J:)\j(S)Uj+€hj(S,U1,U2,E), 7 =1,2.
S



Ce systéme est constitué de deux équations faiblement couplées. Le changement
de variables
Ui =rcosf, U =rsind

transforme le systéme en

5% =1 [Ai(s) cos? 0 + Aa(s)sin® 0] + e ki (s, 7,0, ¢),
0 (15)
0

6% = [A2(8) — A1(s)] cosOsinb + € ka(s, 7,0, ¢),

avec

k1(s,7,0,e) = cos® hi(s,rcosf,rsinb, )+ sinf ha(s,rcosb,rsinb,e),

in6 6
ka(s,r,0,¢) = —% hi(s,rcosf,rsind, e) + €03

ha(s,rcosf,rsind, ).

Notons que la fonction ko est continue en r = 0 car les fonctions hy et ho sont
d’ordre un en r. La loupe v = eIn(r) transforme ce systéme en

% = A1(5) cos? 0 4 No(s)sin? @ + c ky (s, ev/5, 0, ¢),

¥ (16)
0

5% = [A2(s) — Ai(s))] cosOsinf + ¢ ka(s,e"/%, 0, ¢).

C’est un systéme singuliérement perturbé dont la variété lente est la réunion des
deux plans § = 0 et § = 7/2. Comme Xz(s) > Ai(s) pour tout s, le plan 6 = 7
est attractif et le plan 8 = 0 est répulsif. Toute solution issue d’un point non
infiniment proche du plan répulsif devient infiniment proche du plan attractif en
un temps infiniment petit. Les solutions qui sont issues d’un point trés proche
du plan répulsif peuvent rester prés de ce plan un temps assez long avant de
s’en éloigner. Le théoréme de Tihonov s’applique |15, 16]. Soit p € [0g, o1] et
soit z(p) une condition initiale située dans le bassin d’attraction de 0, mais qui
n’est pas infiniment proche de la variété invariante de la dynamique rapide

x

fl—t = f(p,x)

correspondant & la valeur propre A;(p). La dynamique rapide conduit la solu-
tion correspondante infiniment prés de 0. Dans le plan (Uy, Us) elle n’est pas
infiniment proche de la variété lente Us = 0, et donc du plan § = 0. Par consé-
quent la solution s’approche rapidement du plan 6 = 7 puis est approximeée par
la solution du systéme lent

dv
7 = Aa(9), 0 =m/2. (17)

On en déduit que



Par conséquent on a de nouveau v(s) = 0, c’est-a-dire » = 1, lorsque s est
asymptotiquement égal & ¢ défini par (12). Pour cette valeur de g, l'origine est
un point col pour la dynamique rapide

d
d_zf = f(%x)'

Par conséquent, en ¢, la solution s’éloigne du col le long de sa séparatrice in-
stable. On a utilisé ici qu’a l’instant p la solution n’était pas infiniment proche
de la variété lente 6 = /2, ce qui traduit le fait que la solution n’est pas arrivée
dans le plan (Uy,Us) en étant trés prés de Uy = 0.

O

Retournons a l'exemple (3)-(4). Posons a&(s) = a(sp + m — s). Le systéme
rapide
S B~ a) — a1 = ),
(18)
dZEQ ~
e 0(1 —z2) — a(s)(1 — x1)wa,
ol s est considéré comme un paramétre, admet deux points d’équilibre (états
quasi-stationnaires) (z1,x2) = (1,1) et (z1,22) = (27(s), 25(s)) donné par (5).
La matrice jacobienne en (x1,z2) = (1,1) est &(sp + m — s). Comme on l'a
déja vu, les deux valeurs propres sont toujours distinctes et réelles, et toutes
les deux négatives si et seulement si &(s) < (/. Par conséquent le point
singulier (z1,22) = (1,1) est un noeud attractif pour les valeurs de s pour
lesquelles a(s) < 8/, et un col lorsque a(s) > B6/~. Les valeurs propres sont
A1(s) = A_(s) et A2(s) = A1(s), données par (6).
Pour (x1,z2) = (235(s),23(s)), on obtient la matrice jacobienne

__ Bty 1+6/a(s)
J= 1+8/a(s) 1/B+1/y )

1+5/y _0+a(s)
1/a(s)+1/6 1+8/~

Ona
Trace(J) <0 et Dét(J) = a(s)y — B4.

Les valeurs propres sont de parties réelles négatives si et seulement si a(s) >
B4 /~. Par conséquent, aux points ot &(s) = /7, il y a des bifurcations trans-
critiques car les deux équilibres (z1,2z2) = (1,1) et (z1,22) = (27(s),23(s)) se
rencontrent et échangent leurs stabilités.

Notons que A1(s) est toujours négative et que Aa(s) < 0 pour s +m — s €
Js1, s2[ modulo 1 et Az(s) > 0 pour sgp + m — s €]s2, 51 + 1[ modulo 1. On peut
appliquer la proposition 1 et calculer la fonction entrée-sortie comme on ’a fait
dans la section 2.

5 Généralisation

Cette étude s’étend sans doute a des problémes avec plus de deux équations
rapides et une équation lente. Considérons par exemple le systéme linéarisé &
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quatre équations rapides de [7, Section 4.2]

—(v+m) 00 Y(/T)

aw ~ —u 0 0 B
T 0 5 -3 0 W = c(t/T)W, (19)
0 0 0 -

ota>0,8>0,v>0,60>0,u>0ete() >0 est une fonction pério-
dique de période 1. C’est aussi un modeéle pour la transmission d’une maladie
& vecteurs; les deux premiéres composantes représentent les vecteurs infectés
dans la phase latente et dans la phase infectieuse tandis que les deux derniéres
composantes représentent les personnes infectées dans la phase latente et dans
la phase infectieuse. Le systéme (1) avec € = 1/T prend la forme

€ %(8) = (4 )1 —21(8)] —Y[1 — 22(5)],

e L2 (5) = 41 — a(9)] — Ba()1 — s(s),

: %“) = 0[1 —w3(s)] = 8[1 — za(s)],

: %(8) = a[l — z4(s)] — Y(s0 +m — s)[1 — z1(s)]za(s).

La conjecture est que la fonction entrée-sortie est donnée par la formule (12),
ol A2(s) doit étre remplacé par la valeur propre réelle dominante A(s) de la
matrice ¢(s), comme on a pu le vérifier sur un exemple numérique (Figure 3).
Les valeurs des paramétres sont « = 1, S =1,y =1, =1, u = 1, ¥(s) =
3 x (140,75 cos(27s)), m = 3 et T = 2000. L’équation caractéristique pour les
valeurs propres A de la matrice ¢(s) est

A7+ A+ A +0A+a) =Byi9(s).
On en déduit que A(s) < 0 si et seulement si

Byy(s)
ap(y+ p)

)

ce qui se produit numériquement pour s; < s < s avec s ~ 0,323 et s9 ~ 0,677.
Avec la formule (12) on trouve s* ~ 0,047, qui semble bien correspondre au saut
brusque de la probabilité d’extinction dans la figure 3.
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