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8 rue Léonard de Vinci - 45072 Orléans
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Résumé :

On résout les équations de Navier-Stokes compressibles dans un canal plan turbulent en Simulation des Grandes

Echelles. On apporte un soin particulier à la détermination des conditions aux limites du domaine de calcul. Des

structures turbulentes réalistes alimentent l’entrée du canal ; des modèles physiques d’ondes acoustique, vorticale

et entropiques (Kovasznay 1953 [1]) sont appliqués aux frontières d’entrée et de sortie. On étudie le décollement

de la couche limite généré par un gradient de pression adverse local. On propose des lois de parois pour les profils

de vitesse et de temperature totale. Les effets de compressibilité sont pris en compte par des transformations de

type van Driest (1955).

Abstract :

The present study focuses on the turbulent compressible flow in a channel. LES is used to analyse the behaviour of

a separating boundary layer subjected to a local inverse pressure gradient. A big effort is made to define realistic

inflow conditions based on coherent structures and outflow semi-reflecting conditions (Kovasznay 1953 [1]). Laws

of the wall for the velocity and the total temperature are studied based on van Driest transformation (1955).
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1 Introduction

L’écoulement en canal constitue un modèle d’étude du comportement de la couche limite

turbulente soumise à des contraintes. On s’intéresse ici aux effets du décollement généré par

un gradient de pression adverse à la paroi. Ce modèle est représentatif de l’écoulement décollé

autour d’un obstacle sous l’effet de sa courbure (profil d’aile, maquette automobile, colline, ...).

Par ailleurs, l’écoulement en canal est utile pour la compréhension des phénomènes de compres-

sibilité rencontrés dans le domaine des lanceurs spatiaux et des avions sub- et supersoniques.

L’écoulement de fluide dans le circuit de refroidissement de la tuyère d’éjection du moteur vul-

cain est caractéristique du régime établi de couche limite en canal. Les entrées d’air de réacteurs

en incidence induisent à l’inverse un décollement local de couche limite. Le code de calcul uti-

lisé dans cette étude pour résoudre les variables conservatives d’un fluide compressible a été

développé au L.E.G.I. Grenoble puis à l’I.M.F.S. Strasbourg.

2 Simulation numérique de l’écoulement en canal plan

2.1 Configuration d’étude

On s’intéresse au développement de l’écoulement compressible dans un canal à paroi iso-

therme (fig. 1). On considére un gaz idéal de chaleurs spécifiques constantes (γ = 1.4), nombre
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FIG. 1 – Géométrie du domaine de calcul

de Prandtl constant Pr = 0.7 et viscosité dynamique µ̃(T̃ ) = µ(Tw)( T̃
Tw

)0.7 [2]. On résout

les équations de Navier-Stokes compressibles adimensionnalisées écrites en moyenne de Favre

(noté .̃ ) pour la méthode de Simulation des Grandes Echelles (SGE). La fermeture du système

est assurée par un modèle de type viscosité et diffusivité turbulente (Prt = 0.6) [3] :

∂ρ̄

∂t
+

∂(ρ̄ũi)

∂xi

= 0 (1)
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avec l’énergie totale ρ̄ẽ = p̄
γ−1

+ γM2

2
ρ̄ũ2

i et la loi des gaz parfaits p̄ = ρ̄T̃ . Les grandeurs de

référence sont la température à la paroi Tw , la mi-hauteur du canal h, le débit massique (ρ̄ũ)b

et la masse volumique moyenne ρ̄b. Les nombres de Reynolds et de Mach caractéristiques des

simulations considérées sont Re = (ρ̄ũ)b h
µ(Tw)

∈ [1200; 4880] et M = (ρ̄ũ)b/ρ̄b√
γRTw

∈ [0.3; 5].

Conditions d’entrée

Afin d’alimenter le canal se développant spatialement (domaine 2) en structures turbu-

lentes cohérentes et réalistes, on connecte en entrée un domaine de calcul (1) dans lequel on

résout l’écoulement développé instationnaire du canal. On applique un modèle classique de

résolution périodique de l’écoulement en canal qui consiste à modéliser la perte de charge par

un terme source f = −dP0

dx
dans les équations de quantité de mouvement [4]. Dans le cas d’un

écoulement compressible en canal, on considère en général que ce terme source représente une

force extérieure au système[2], qui génère au niveau de l’équation d’énergie un travail :

Wext = ũ1f = −ũ1
dP0

dx
(2)

Lorsqu’on reconduit dans le cas compressible le raisonnement qui a permis de déterminer

le terme f dans les équations de quantité de mouvement incompressibles, on obtient cependant

une autre forme du terme source Wint, dérivé à partir de l’équation d’énergie totale :

Wint =
γ

γ − 1
ũ1f = −

γ

γ − 1
ũ1

dP0

dx
(3)

Une approche similaire a permis de mettre en évidence l’existence d’un gradient longitudinal

de température dans un canal incompressible avec convection/rotation [5] (pages 2805-2806).

Pour le système (1) à résoudre, on peut dériver analytiquement (écoulement laminaire) une

relation du type Crocco-Buseman reliant vitesse et température, qui est également bien vérifiée
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au centre du canal pour les cas turbulents. On a T−Tw

Tw
= (γ − 1) Pr M 2

(

u
ub

− 1/3u2

u2
b

)

dans

le premier cas, et T−Tw

Tw
= Pr M 2

(

γ u
ub

+ 3−2γ
6

u2

u2
b

)

dans le deuxième cas. La différence

d’effet sur le comportement de l’écoulement entre les deux termes sources utilisés est notable.

A même nombre de Mach la différence de température entre le centre et le bord du canal est de

l’ordre de 8 fois plus élevée dans le deuxième cas. Pour obtenir une description qualitativement

équivalente en terme de structures cohérentes dans le canal à Re = 4880, on compare finalement

(fig. 2) une simulation à M = 3.0 avec un terme source Wext [6] et une simulation à M = 1.5
avec un terme source Wint. Nous ne sommes pas encore en mesure d’apporter une explication

claire sur la différence entre ces des 2 formulations de termes sources.

a) terme source Wint b) terme source Wext

FIG. 2 – Isovaleurs du critère Q : (a) Wint : Re = 4880,M = 1.5, (b) Wext : Re = 4880,M = 3

Conditions de sortie

En sortie du domaine 2, on applique des conditions faiblement réfléchissantes basées sur la

modélisation des équations d’Euler 1D en fonction des ondes l1 − l5 traversant la frontière du

canal [7, 8]. Dans le cas présent, lorsque l’écoulement en sortie est subsonique (ce qui est tou-

jours vrai près de la paroi) l’onde l1 = (ũ − cnorm)
(

∂p̄norm

∂x
− ρ̄cnorm

∂ũ
∂x

)

entre dans le domaine

de calcul et doit être modélisée. Le modèle du type Strickwerda [8] l1 = −k(ũ2−c2norm)(p̄norm−p∞)
cnormLx

est bien adapté pour des écoulements cisaillés libres. Pour les écoulements en canal nous pro-

posons une alternative plus naturelle basée sur la perte de charge du canal l1 = k(ũ2−c2norm)
cnorm

dP0

dx
=

−k(ũ2−c2norm)
cnorm

f . Dans les figures (3) et (4), on présente les isovaleurs obtenues pour un écoulement

laminaire sub- et supersonique respectivement. La perte de charge dans le canal est relativement

bien représentée dans les 2 cas. Les effets de compressibilité se font davantage sentir sur la

température qui est fonction à la fois de x et de y.

2.2 Décollement

Dans notre étude, le décollement de la couche limite est provoqué par un gradient de pres-

sion adverse artificiel implémenté dans les équations de Navier-Stokes compressibles. Le prin-

cipe proposé par R. Howard en écoulement incompressible [9] consiste à freiner l’écoulement

(et provoquer le décollement) par l’intermédiaire d’une force g(x, y) = −30 f sin(2π x
Lx

) tanh(5 y
h
)

appliquée près des parois (domaine 2). Les résultats 2D préliminaires pour un écoulement la-

minaire (fig. 5) confirment le même comportement de l’écoulement en parois du canal com-

pressible jusqu’à Mach M = 4. On note une bulle de recirculation pour la vitesse (U ≤ 0) qui

3
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correspond à une zone de refroidissement local pour la température (T ≤ Tw). Ceci s’explique

en partie par l’existence d’un minimum de pression.

a b c
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FIG. 3 – Isovaleurs de (a) vitesse, (b) pression, (c) température dans le canal, M=1, Re=1200
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FIG. 4 – Isovaleurs de (a) vitesse, (b) pression, (c) température dans le canal, M=4, Re=1200
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FIG. 5 – Isovaleurs de (a) vitesse (umin = −0.06ũb, umax = 1.5ũb), (b) pression, (c) température

dans le cas décollé, M=4, Re=1200

3 Modélisation de couche limite compressible

On s’intéresse à la fois au comportement de la couche limite dynamique définie par son

épaisseur δ et de la couche limite thermique définie par son épaisseur δT . Pour l’air, la relation

entre les deux épaisseurs est δ
δT

∼ Pr1/2 = 0.77. Les lois de paroi sont obtenues à partir

des équations de Navier-Stokes compressibles. On considère le régime établi (stationnaire en

moyenne statistique 〈.〉). En utilisant d’une part les hypothèses de couche limite et d’autre part

les hypothèses de Boussinesq pour le tenseur de Reynolds et pour le flux de chaleur turbulent,

les équations de quantité de mouvement et d’énergie deviennent (sous forme dimensionnelle) :

−
∂〈p̄〉

∂x
+

∂

∂y

[

〈(µ̃ + µturb)
∂ũ

∂y
〉

]

= 0 (4)

−
γ

γ − 1
〈ũ

∂p̄

∂x
〉 +

∂

∂y

[

〈λ̃
∂T̃i

∂y
+ λturb

∂T̃iturb

∂y
〉

]

= 0 (5)

où la température totale s’écrit T̃i = T̃ + Pr
2 cp

ũ2 et ˜Titurb = T̃ + Prturb

2 cp
ũ2.
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Couche limite attachée sans gradient de pression

Après pondération par les propriétés physiques locales du fluide [10, 11], les profils de vi-

tesse dans la sous-couche visqueuse (µturb ≪ µ̃) et la zone logarithmique (µturb ≫ µ̃) s’écrivent

respectivement :

Ĩ+
1 =

∫ 〈ũ〉+

0

〈µ̃〉

µw

d〈ũ〉+ = y+ (6)

Ũ+
V D =

∫ 〈ũ〉+

0

√

〈ρ̃〉

ρw

d〈ũ〉+ =
1

k
lny+ + C (7)

De la même manière, on obtient les lois correspondantes pour la couche limite thermique :

Ĩ+
2 − T+

w =

∫ 〈T̃i〉+

T+
w

〈µ̃〉

µw

d〈T̃i〉
+ = Pr y+ (8)

T̃+
iV D −

1

Prt

T+
w =

∫ 〈T̃i〉+

T+
w

1

Prt

√

〈ρ̃〉

ρw

d〈T̃i〉
+ =

1

k
lny+ + CT (9)

Sur la figure (6) on compare des profils de vitesse et de température totale à différents

régimes (M , Re) pour les 2 cas de forçage. On constate que les profils théoriques de loi loga-

rithmique sont globalement retrouvés. Cependant, la zone tampon reste mal reproduite avec la

transformation de van Driest qui n’est pas adaptée aux écoulements de paroi isotherme. Une

transformation prenant en compte les forts gradients de ρ(T ) et µ(T ) [12] devrait permettre de

s’approcher vers un profil de couche limite plus universel.
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FIG. 6 – Profil de (a) vitesse, (b) température totale en couche limite attachée à (Re, M ) crois-

sant ; trait vert pointillé - Wint et trait rouge continu - Wext

Couche limite détachée

En écoulement décollé, le frottement et le flux de chaleur à la paroi sont équilibrés par le

gradient de pression adverse. Les lois de parois compressibles pour les profils de vitesse et de

température totale de couche limite sont donc fonctions de ces trois paramètres. Ainsi, dans les
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zones décollées de paroi où les tensions turbulentes sont négligeables, on a :

Ĩ1 = h1(τw,
d〈p̄〉

dx
, y) =

τw

µw

y +
1

2µw

d〈p̄〉

dx
y2 (10)

Ĩ2 = h2(τw, qw,
d〈p̄〉

dx
, y) ≈ Tw −

qw

λw

y +
γ

γ − 1

τw

λwµw

d〈p̄〉

dx

y3

6
+

γ

γ − 1

1

λwµw

(

d〈p̄〉

dx

)2
y4

24

Conclusion

L’étude présente vise à provoquer et étudier le décollement d’une couche limite compres-

sible en canal plan développé. A cette fin nous avons effectué une extension compressible des

travaux de thèse de R Howard [9] portant sur le développement d’un modèle de décollement

artificiel de l’écoulement. Nous avons de plus intégré la prise en compte de conditions réalistes

en entrée et en sortie du domaine afin d’étudier le cas de développement spatial de l’écoulement

en canal. Le formalisme de van Driest pour la couche limite attachée a été adapté au cas

d’écoulement décollé et a permis de proposer des lois de parois pour la vitesse et la température

en fonction du frottement et du flux de chaleur à la paroi et de la perte de charge dans le canal.
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