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Spectroscopie de Bragg et mode du continuum de paire brisée dans un gaz de
fermions superfluide

Yvan Castin

Laboratoire Kastler Brossel, ENS-Université PSL, CNRS, Université de la Sorbonne et Collége de France, 24 rue Lhomond, 75231 Paris, France

Résumé

Les gaz superfluides de fermions de spin 1/2, condensés par paires, sont censés présenter a vecteur d’onde non nul
un mode d’excitation collectif encore inobservé dans leur continuum de paire brisée. A 1’aide de la théorie BCS a
température nulle et dans la limite des grandes longueurs d’onde, nous prédisons que ce mode est quantitativement
observable (en fréquence, largeur et poids spectral) dans la réponse d’un gaz d’atomes froids a une excitation de Bragg
par laser, si I’on mesure la perturbation induite sur le module du parametre d’ordre plutdt que sur la densité.
Mots-clés : gaz de fermions; condensat de paires; modes collectifs; facteur de structure dynamique; excitation par brisure de
paire; atomes froids ; théorie BCS

1. Introduction

On sait désormais préparer en laboratoire un gaz d’atomes froids fermioniques de spin 1/2 piégé dans une boite
de potentiel a fond plat [1], donc spatialement homogene [2, 3, 4]. Ces atomes subissent une interaction attractive
dans ’onde s entre états de spins opposés T et | de type van der Waals, de portée b négligeable et de longueur de
diffusion a ajustable par résonance de Feshbach magnétique [5, 6, 7, 8, 9, 10]. On peut s’arranger pour le gaz soit non
polarisé, c’est-a-dire qu’il comporte le méme nombre de particules dans T et |. Aux tres basses températures atteintes
expérimentalement, on peut alors supposer, en premiere approximation, que tous les fermions s’assemblent par paires
liées T, équivalentes pour notre systeme neutre aux paires de Cooper des supraconducteurs, ces paires formant de
plus un condensat et un superfluide, comme le prédit la théorie BCS.

A la limite thermodynamique, & vecteur d’onde d’excitation q fixé, le spectre d’excitation du systeme a tempéra-
ture nulle comporte un continuum de paire brisée, de la forme &q/2+k + £q/2-k, OU k > & est la relation de dispersion
d’un fragment de paire brisée et le vecteur d’onde relatif k des deux fragments décrit tout 1’espace de Fourier tridi-
mensionnel. Nous nous limitons ici au cas habituel, ou les paires liées sont de rayon suffisamment grand (par rapport a
la distance moyenne entre fermions) pour présenter un caractere de boson composite affirmé, c’est-a-dire que k — &g
atteint son minimum en un nombre d’onde ky > 0. Si 0 < g < 2k, la densité d’états du continuum de paire brisée pré-
sente alors, sur I’axe des énergies réelles, deux points de singularité £,(q) < £2(q), et méme un troisieme £3(q) > &2(q)
pour g/ky suffisamment petit. Par prolongement analytique de 1’équation aux énergies propres a travers 1’intervalle
[€1(9), €2(¢)], on trouve que le continuum abrite un mode d’excitation collectif par brisure de paire, d’énergie com-
plexe zq s’écartant quadratiquement en g de sa limite 2A en g = 0, ou A est le parametre d’ordre du condensat de
paires, pris réel positif a 1’équilibre. Ceci est prédit aussi bien dans la limite de couplage faible A < gr [11], ol gF
est I’énergie de Fermi du gaz, que dans la limite de couplage fort A ~ g [12, 13]; d’apres la théorie BCS dépendant
du temps utilisée, il suffit que le potentiel chimique du gaz soit positif, u > 0, afin que ky > 0. Notons que le mode du
continuum est souvent appelé mode d’amplitude, ou méme mode de Higgs [14] mais 1’analogie avec la physique des
hautes énergies n’est qu’approximative [15] et la relation de dispersion donnée dans la référence [14] est incorrecte.
Notons encore que d’autres modes du continuum peuvent étre obtenus par prolongement analytique a travers les in-
tervalles [£2(g), +oo[, [£2(q), €3(q)] et [e3(g), +oo[ (si £3(q) existe), et que le régime ko = 0 (u < 0 d’apres la théorie
BCS) admet lui aussi des modes du continuum par prolongement a travers [£(g), +oo[ (il n’y a dans ce cas qu’un seul
point de singularité), méme dans la limite y/ep — —oco ol les paires liées se réduisent a des bosons élémentaires [13].
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Ces modes exotiques ont en général une énergie complexe z4 de partie réelle éloignée de leur intervalle de prolonge-
ment analytique a faible g et de partie imaginaire élevée (en valeur absolue) a grand ¢, ce qui les rend difficilement
observables selon les criteres de la référence [12]; aussi les ignorons-nous ici.

La question est de savoir comment mettre en évidence la branche du continuum ordinaire. La question est d’impor-
tance car la branche est pour I’instant inobservée : les oscillations du parametre d’ordre a la pulsation 2A/h détectées
dans un supraconducteur [16, 17] ou dans un gaz d’atomes froids fermioniques [18] apreés une excitation spatialement
homogene ont une dépendance temporelle amortie en loi de puissance sin(2At/h + ¢)/t* plutoét que purement sinusoi-
dale [19, 20, 21], et ne résultent pas d’un mode discret du superfluide mais simplement d’un effet générique du bord 2A
du continuum de paire brisée [22, 23]; c’est que, a ¢ = 0, comme le prédit la théorie, I’équation aux énergies propres
admet comme racine seulement 1’énergie nulle, point de départ de la branche acoustique d’ Anderson-Bogolioubov,
et surtout pas 1’énergie 2A, méme apres prolongement analytique au demi-plan inférieur [12]. En revanche, sous cer-
taines conditions, les fonctions de réponse linéaire (ou susceptibilités) y du systéme a une excitation de pulsation w
et de vecteur d’onde q non nul doivent présenter, en fonction de la pulsation, un pic centré prés de w = Rezq/h et
de mi-largeur approximative Im zq/A, au-dessus du fond large de réponse du continuum, ce qui est caractéristique
d’une contribution modale. C’est bien le cas de la fonction de réponse module-module y|aa/(q, w), ot I’on regarde
I’effet sur le module du parametre d’ordre d’une excitation en module du parametre d’ordre via une modulation spatio-
temporelle de la longueur de diffusion [12]; une telle excitation est cependant difficile a mettre en ceuvre. En revanche,
I’excitation en densité d’un gaz d’atomes froids par une impulsion de Bragg, au moyen de deux faisceaux laser de
différence de pulsation w et de différence de vecteur d’onde (, est une technique bien rodée en laboratoire, qui a donné
naissance a une véritable spectroscopie de Bragg [24, 25, 26, 27, 28]. Selon que 1’on mesure la variation de la densité
totale p du gaz (par absorption ou dispersion d’un faisceau laser [29]) ou du module |A| de son parametre d’ordre
(par interférométrie [30] ou bosonisation des paires liées T par rampe de Feshbach rapide [29, 31]) a la suite de
I'impulsion de Bragg, on accéde a la fonction de réponse x,,,(q, w) ou x|aj(q, w). D’un coté, la susceptibilité densité-
densité d’un gaz de fermions superfluide a fait I’objet de nombreuses études théoriques [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38] et
expérimentales [26, 27, 28], mais sans que la moindre attention ait été prétée au mode du continuum; de I’autre, la
susceptibilité module-densité a été rarement calculée, et a notre connaissance jamais mesurée avec des atomes froids.
L’ objectif du présent travail est de combler ces deux lacunes, du moins sur le plan théorique.

2. Fonctions de réponse dans la théorie BCS

Notre gaz de fermions condensé par paires, initialement préparé a 1I’équilibre a température nulle, est soumis a une
excitation en densité, c’est-a-dire a une perturbation de son hamiltonien de la forme

o = [ Eruen Y iimim M
o="T.0

ot le potentiel réel U(r,r) dépend du temps et de I’espace, et les opérateurs de champ i,(r) et @i (r), écrits en
point de vue de Schrodinger, annihilent et créent un fermion dans 1’état de spin o au point r et obéissent aux relations
d’anticommutation fermioniques habituelles. Lorsque U(r, ¢) est suffisamment faible ou est appliqué pendant un temps
suffisamment court, la réponse du systéme sur une observable O est linéaire, ¢’est-a-dire que I’écart 6(O) de la valeur
moyenne de O a sa valeur a I’équilibre est une fonctionnelle linéaire de U, décrite par une susceptibilité Xo0p- Nous
nous limitons ici a deux observables, la densité totale p et le module |A| du parametre d’ordre complexe A défini dans
la référence [39] :

f d*r f At xpp(x =1, t = YU, 1) 2

f &3 f A xap(r =1/ t = U, 1) 3)

op(r, 1)

SlAl(r, 1)

Comme I’état initial du systéme est stationnaire et spatialement homogene, les susceptibilités ne dépendent que de la
différence des temps et des positions; elles sont aussi causales donc retardées (nulles si ¢ < ¢'). En pratique, I’excitation
de Bragg mentionnée dans I’introduction correspond au potentiel de déplacement lumineux U(r, 1) = Upe @) +c c.,
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ou I’amplitude U, est complexe. Elle donne ainsi acces, comme le montre le report de U(r, ) dans (2) et (3), a la
transformée de Fourier spatio-temporelle des susceptibilités :

X(q,w) = f d’r f drell@rm=arthy e 1y (3 > 0%) 4)

Le facteur e™ assurant la convergence de 1’intégrale sur le temps est habituel des fonctions de Green retardées [40].

Pour obtenir une expression approchée des susceptibilités a 1’aide de la théorie variationnelle BCS dépendant du
temps, il est commode d’utiliser un modele sur réseau cubique de pas b dans le volume de quantification [0, L]® avec
des conditions aux limites périodiques, en faisant tendre b vers zéro et L vers I’infini a la fin des calculs. Les fermions
de masse m ont la relation de dispersion de I’espace libre k +— Ej = h?k*/2m sur la premiére zone de Brillouin
D = [-x/b,n/b[>, et on I’étend par périodicité au-dela. Ils interagissent par le potentiel binaire de contact V(r;,r;) =
800r,.x; /b3, avec une constante de couplage nue g( ajustée pour reproduire la longueur de diffusion a de 1’expérience
[41,42]: 1/go = 1/g — fD Tl 2E oug = 4nh%a/m est la constante de couplage effective. L’état fondamental grand
canonique du gaz de potentiel ch1m1que u (de signe quelconque dans cette section) est approximé par 1’habituel
état |yo), état cohérent de paires de fermions brisant la symétrie U(1) : c’est le vide des opérateurs d’annihilation
fermioniques Ji, de quasi-particules définis plus bas. L’ansatz variationnel BCS s’étend au cas dépendant du temps
[43], et le parametre d’ordre vaut simplement

Ar, 1) = go((nI L (D1 (0l (1)) &)

Pour obtenir y(q, w), le plus simple est de considérer une excitation percussionnelle en temps et de vecteur d’onde
non nul bien défini, U(r, f) = he cos(q - r)d(¢), avec € — 0. La théorie des perturbations dépendant du temps donne le
vecteur d’état juste apres la perturbation au premier ordre en € :

ie P
1+5 Zkl<U+V—+U—V+>@LW'_l+qH—q> W) (6

W(0*) = [1 —ie f dr cos(g 1) Y &;L(r)&(r(r)} W(07) =

Ici, les indices + et — font référence aux nombres d’onde q/2 + k et /2 — K, les coefficients Uy = [%(1 + & /e)]?
et Vy = [%(1 — &/ex)]'? sont les amplitudes des modes de quasi-particules sur les particules et les trous, et k

K = (512{ + A%)1/2 est leur relation de dispersion BCS, avec & = Ex — u + gop/2.' L’ évolution de la densité et du
parametre d’ordre pour un tres faible état cohérent de paires de quasi-particules comme (6) (qui reste bien entendu un
fort état cohérent de paires d’atomes fermioniques) a été calculée avec la théorie BCS dépendant du temps [44, 45];
en particularisant les expressions générales de la référence [13], nous trouvons pour ¢ > 0 :

21A(60)q(l) in—co dz e—izt/h Z13(Z’ (I)
2(51ADg (1) | = (~ie) e 2@ @)
(3p)q (D) in+o0 V2352, q)

ol 6(r,1) = arg A(r, 1) est la phase du parametre d’ordre et Xq est le coeflicient de Fourier de X(r) sur I’onde plane
e'd". Nous avons di introduire la matrice 3 X 3, fonction de 1’énergie complexe z dans le demi-plan supérieur et du
nombre d’onde,

iz q) Zinq - gZiszq)
M(z,q) = |Z12(z,qQ) Z2(z,qQ)  — goX23(z,q) ®
213z, q) Zs(z,q) 1 —goZas(z.q)
décrite par les six coefficients indépendants :
Pk (e +e)ee- +EL-+A) 1 &k wére. +E gy)
21z q) = + — Xz, q) =
new f o ( 2eve (- (e +e )l 2 26 e f Crieie 2 (e e 7]
(es +& )ee +EE -N) 1 f ZA(es + &)
2oo(z, + — 213z, 9
2(z4) f 2 ( 26,62 — (e, +E 0] 26 e AT Er v e ppw ) B
@k (e, +e)(e,6- —EE + AP Pk Al +e)(E +E0)
2 " = 2 N =
32 q) fz) 2rY  26.6 [ — (&8s + )] 5@ p(2n)} 28,8 [2% — (64 + &-)7]
1. Il a fallu utiliser les développements modaux des opérateurs de champ, @T(r) =132 2 k(P Uk —&ikl VioelkT et ;@l(r) =132 2k Uk +
oF ik-r
’y,kTVk)e .



En spécialisant (2) et (3) a I’excitation percussionnelle considérée, il vient aisément pour notre modele sur réseau :

2 213(Z’ q)
Xpp(Q, w) = (0,0,1) - 223(z,9) (10)
MG, q) X33(z @) z=hw+in
1 E13(Z7 (I)
Xiap(q, ) = (0,1,0) - 23(z,q) (11)
' MGz @) 233(z,q)

z=hw+in

ce que nous exploiterons pour un espace continu dans la suite.

3. Dans le raccordement CBE-BCS

Dans I’espace a un parametre mesurant la force des interactions, on appelle raccordement CBE-BCS la zone
intermédiaire entre la limite d’attraction forte kra — 0%, ol I’état fondamental du systéme est un condensat de Bose-
Einstein (CBE) de dimeres T de taille a petite devant la distance moyenne entre particules, et la limite d’attraction
faible kra — 07, ol 1’état fondamental est un état BCS de paires liées 7| de taille & ~ A%kx/mA bien plus grande que
la distance interatomique. Ici kr = (37°p)!/3 est le nombre d’onde de Fermi du gaz. Le raccordement correspond donc
au régime 1 < krlal, qui est aussi celui dans lequel les gaz d’atomes froids fermioniques superfluides sont préparés
en pratique, pour éviter de fortes pertes de particules par collision a trois corps dans la limite CBE et des températures
critiques trop faibles dans la limite BCS.

Or, notre modele sur réseau doit toujours avoir un pas b < 1/kp pour bien reproduire la physique de 1’espace
continu. On a donc aussi b < |al, et ’on est conduit a faire tendre b vers zéro a longueur de diffusion fixée. On
remplace alors la premiére zone de Brillouin D par 1’espace de Fourier tout entier R®. Dans la définition des X; J» cela
ne conduit a aucune divergence ultraviolette ; cela en déclenche une dans 1’expression de 1/gy, ce qui fait tendre gg
vers z€ro dans la matrice (8) :

g —0 (12)

La relation de dispersion des excitations BCS se réduit a g, = [(Ex — u)*> + A?]"/?; elle admet un minimum A en
un nombre d’onde kg > 0, et le gaz admet une branche d’excitation collective du continuum de départ 2A [12, 13],
lorsque le potentiel chimique u est > 0, ce que nous supposerons désormais. De méme, les expressions (10) et (11)
des susceptibilités se simplifient comme suit :

X X2 X3
2| Zp Ip Xp 21 Zi3
i3 Xz I3 Xy X3
Xop = , Xap = T——— (13)
i i 2 i 22
X X X X

ol |A] est le déterminant de la matrice A, et ou I’on a sous-entendu la dépendance des y en (q, w) et des X;; en (z, q)
pour alléger. > La valeur de Xpp €st en accord avec I’équation (118) de la référence [38].

Cherchons la trace éventuelle du mode du continuum dans les fonctions de réponse dans la limite des faibles
nombres d’onde, g — 0, ou la partie imaginaire de I’énergie complexe zq est la plus faible. C’est 1a que le mode
a a priori le plus de chance de bien se détacher du fond de réponse large du continuum sous forme d’un pic étroit
en pulsation w. Dans cette limite, sous la condition ¢ < ko min(A/u, (u/A)"/?) [13], la branche du continuum a une
dispersion quadratique en q :

2,2
Zq = 2A+ & Pq u
q—0

3
= o) (14)

2. En effet, le vecteur x = M~ s est solution du systéme Mx = s, que 1’on résout par la méthode de Cramer, avec s le vecteur colonne de (10)
et (11), pour obtenir ses coordoonnés x; et x3.



Le coefficient {, est solution dans le demi-plan complexe inférieur d’une équation transcendante donnée dans la
référence [12] (généralisant celle de [11] au raccordement CBE-BCS). Il est représenté en fonction de la force des
interactions sur la figure 4, et son comportement aux limites est donné dans [12]. On retiendra ici que sa partie réelle
est positive pour A/u < 1,21, et négative sinon. Calculons donc les fonctions de réponse sur 1’axe réel des pulsations
prés du mode du continuum, en imposant la méme loi d’échelle en nombre d’onde que dans (14) :

2.2

K
hw=20+v2L B eR) (15)
2m A

c’est-a-dire en faisant tendre g vers zéro a fréquence réduite v quelconque fixée. Ceci revient a observer 1’axe des
pulsations autour de 2A /A sous un grossissement divergent oc g~2. Dans la suite, il sera commode de poser

{=v+in (p—0%) (16)

par analogie avec z = hw + i dans (10) et (11). Comme les points de singularité £,(g) et £,(¢q) de la densité d’états du
continuum de paire brisée 2 q fixé mentionnés dans I’introduction vérifient £/(q) = 2A et £2(q) = 2A+(u/A)h2q* /[ 2m+
O(q*) [12], on s’attend dans la limite ¢ — 0 a ce que les fonctions de réponse admettent des singularités en fréquence
env =0etv=1,etqu’il faille effectuer le prolongement analytique de 1’équation aux énergies propres a Im < 0 en
passant entre les points v = 0 (soit fiw = £1(g)) et v = 1 (soit hw = &,(q) + O(q4)) pour trouver le mode du continuum.
Le fait que ces singularités subsistent & v fini lorsque ¢ — 0 permet d’éliminer tout de suite un faux espoir : méme
si sa largeur en énergie tend vers zéro comme ¢, le mode du continuum ne peut conduire & un pic trés étroit en
valeur relative dans les fonctions de réponse en fréquence, car la contribution « large » du continuum présente une
structure variant 2 la méme échelle « ¢%. En revanche, le troisitme point de singularité &3(q) = (u> + A?)!/? + 0(¢?)
est non pertinent car rejeté a v = 4+co par le changement d’échelle (15). Pour le calcul de y proprement dit, reprenons
la méthode de développement des quantités X;; en puissances de g a v fixée de la référence [12] : il ne suffit pas de
développer naivement les intégrales sur k sous le signe somme en puissances de g, mais il faut traiter a part la couche
de vecteurs d’onde k d’épaisseur o< g autour de la sphere k = ko, qui donne en général la contribution dominante
car les dénominateurs d’énergie y prennent des valeurs extrémement faibles, de I’ordre de ¢*.° Les formes (13)
conduiraient a des calculs assez longs car, a I’ordre dominant en g, la premiere et la derniére colonne des déterminants
aux numérateurs sont équivalentes (X3 ~ X;, 1 < i < 3), ce qui donne un résultat nul et oblige a aller chercher les
ordres sous-dominants des X;;. On peut heureusement effectuer d’astucieuses combinaisons lin€aires sans changer la
valeur de ces déterminants, en soustrayant la premiére colonne de la derniére puis, seulement dans y,,, en soustrayant
la premiere ligne de la troisieme, si bien que :

X1 X 0Xp3

2| Zp X 0Zp3 X1 0Xg3
0213 03 0X33 X2 023 a7
Xpp = , Xiap = ———
i X I g i I
Zip I i X
avec
0Z;3 =Xz —Xq1, 0Xp3 =Xo3 —Zpp, 0233 = X33 + Xy — 2243 (18)

On développe alors ces 6Z apres recalcul de leur intégrande par combinaison linéaire des intégrandes des X;;. Il suffit

3. Apres passage en coordonnées sphériques d’axe q, on sépare le domaine d’intégration sur le module & en les deux composantes I = [ko —
Ag,ko + Agl et J = R* \ I, ou A > 1 est fixé. Sur J, on développe directement I’intégrande en puissances de g a k fixé. Sur I, on effectue le
changement de variable k = ko + gK puis on développe I’intégrande en puissances de ¢ a K fixé. On regroupe les contributions de 7 et J ordre par
ordre en ¢, puis on fait tendre A vers +co dans les coefficients des mondmes ¢". Dans les résultats (19), la contribution de J est négligeable sauf
dans 635 et 537,



ici de connaitre I’ordre dominant des 6 et celui des ;; restants, sauf pour 6Z33 ol I’ordre sous-dominant est requis :

y o
P SO BT CSRb N T B Catal| K(ie")

=17 _ . [ _ T o _ . o
211 - 817‘[ asin \/Z 5 222 - ]617TA ) 212 = —(27{)2 Re H(e ,1€ )—H(—e ,1€ )-‘,—W s

cu IV p) 230 Vime .
62[1] =T < > 62[2] = ~ 2[0] - E )—e" h K T s

B 16nA 23 ke T2 T g [EeD-eTchTK(ien)]
. 1

3 Vi—e> . ({-2)\{-1+ *asin -

S5 = "% _[E(ie") + coth T K(ieD)], 03D = v Ve 9)
2472 64in A3

ou fll[;’] (6531[?]) est le coefficient de " dans le développement limité de 3; j (6% ;). Les trois premieres identités figurent
déja dans [12, 13]. L’accent tcheque signale I’adimensionnement des énergies par i (A = A/u), des nombres d’onde
par ko (§ = g/ko) et des X;; par k; /u, avec ici ko = (2mu)'/?/h. On a utilisé les expressions de plusieurs intégrales sur
k en termes d’intégrales elliptiques compleétes K, E et I1 de premiere, seconde et troisieme espece [46], en particulier
celles données dans la référence [47], aprés avoir posé sht = 1/A pour abréger.* Nous obtenons finalement le
comportement des fonctions de réponse a faible ¢ :

$10] oxn[1] o50(2] _ (1] o3 [1]2 _ [=1] s¥0[2]2
221252136223 —2226213 — X, ox

L VEXE 5 y2 2] L A3 | cwid] 23 gt
Xep = 2q°0X35 +24° |63 + -1 _ 012 +0@) (20)
9-0 X2y ),
SR 101 s
V@(e v<ll 23 12 13 + 0(&2) (21)

X =0 4 g _sion
a0 I I,

ol y,, est exprimé en unités de kg /1 et xjap est naturellement sans dimension. Une dépendance plus explicite en la
fréquence réduite v est obtenue en passant a la limite 7 — 0* comme dans 1’équation (16) :

—iargsh % siv<0

1 . ) . ivl—-v siv<l
_ Z —jarech—= si0O<v<l1 t -1 22
e ¢ 5@&w7mn @2

as1n$ sil<v

v

Elle permet de vérifier que le coefficient /\?5)] de la contribution d’ordre §° dans (20) et celui Xl[illp de la contribution
d’ordre ¢ dans (21) ont une partie imaginaire nulle pour v < 0 (ceci était prévisible et se produit dans les fonctions de
réponse a tous les ordres en ¢, car la densité d’états du continuum de paire brisée K — £q/2+k + &q/2-k €st nulle aux
énergies < 2A) et une partie réelle nulle pour v > 1 (ceci pour une raison physique que nous ignorons, et qui ne vaut pas
a tous les ordres en g). Ces coefficients ont une limite finie et réelle en v = 0, atteinte lentement (logarithmiquement,

avec un écart variant comme 1/ 1In|v]),

1 -
s w31 - _ _ 21, _ 2

gno)(pp(V) = Tk 327A[6%5; (v = 0)] (23)
lim )V(l[i‘]p(v) = 167520 (v = 0) (24)

ce qui donne naissance a une structure pointue, a tangente verticale, dans la dépendance en v, comme dans la référence
[12]; ils présentent en v = 1 une singularité en |v — 1|'/2, sur la partie réelle pour v — 17, sur la partie imaginaire pour
v — 1%, ce qui donne lieu cette fois a un banal point anguleux a tangente verticale (voir la figure 2 a venir).
Analysons physiquement les résultats (20,21). D’abord, le terme dominant (d’ordre ¢*) dans la fonction de réponse
densité-densité n’a guere d’intérét pour notre étude : il est insensible au mode du continuum puisque les fonctions
2;j(z,q), méme aprés prolongement au demi-plan complexe inférieur, ne comportent aucun pdle. Heureusement, il

o Ly 22
4. On a aussi utilisé, pour x > 0, E(ix) = V1+x2E(x/ V1+x2) et K(ix) = K(x/ V1+x2)/ V1+x2 [46]. Ainsi, par exemple, 0+ dk% =
%
K(ieT) Ve2™—1/2.



constitue un fond indépendant de la fréquence réduite v, comme on peut le vérifier sur 1’équation (19); il est donc
possible de s’en débarrasser expérimentalement en considérant la différence

Xoo(q> V) = Xpp(G>v0) (25)

oll v est la variable courante et vy, la fréquence réduite de référence, est fixée. On remarque aussi que ce fond en ¢>
est réel, si bien qu’il ne contribue pas a la partie imaginaire de y,,, qui est souvent ce que I’on mesure vraiment dans
I’expérience [28]. En revanche, le terme sous-dominant (d’ordre ¢*) dans x,, est sensible au mode du continuum :
comme il contient des fonctions X;; au dénominateur, son prolongement analytique au demi-plan complexe inférieur
a travers ’intervalle v € [0, 1] admet un pole en { = £y, ol le nombre complexe ¢y est celui de 1’équation (14), avec un
résidu non nul, voir la figure 1a. La m&me conclusion s’impose pour le terme dominant (d’ordre ¢) dans la fonction
de réponse module-densité, voir la figure 1b.> ¢ Sans surprise, sur ces figures tracées en fonction de ¢, le résidu Z du
mode du continuum est complexe, puisqu’aussi bien les fonctions de réponse que I’énergie z4 le sont. En pratique, la
phase de Z importe peu (le pdle est unique et sa contribution ne peut interférer avec celle d’un autre pdle) et c’est son
module qui caractérise le poids spectral du mode ; nous représentons donc |Z| (ou plus précisément le coefficient de
son ordre dominant en ¢) en fonction de la force des interactions sur la figure 4.

Cependant, les mesures physiques ont lieu sur 1’axe réel des pulsations. Aussi avons-nous représenté /\Vf/[i)] et /\V/l[AliU
en fonction de la fréquence réduite v sur la figure 2, pour deux valeurs de la force des interactions. Les structures
étroites espérées devraient se trouver sur I’intervalle de prolongement analytique v € [0, 1], presque au-dessus du pdle
Zo donc pres de la ligne verticale en trait plein vert. Pour A = 1/2 (premiére ligne de la figure), on est dans le cas
favorable Re ¢, € [0, 1]; or, )25,@] présente, sur I’intervalle [0, 1], une structure en forme d’épaule avec un maximum et
un minimum, aussi bien sur sa partie réelle que sur sa partie imaginaire ; encore mieux, )2&0 présente, sur le méme
intervalle, une bosse assez prononcée sur sa partie réelle, il est vrai assez loin de la ligne verte, et un creux assez net
sur sa partie imaginaire, proche de la ligne. Pour A = 2 (seconde ligne de la figure), on est dans le cas défavorable
Re ¢y < 0; les fonctions de réponse devraient donc garder la trace du mode du continuum sur ’intervalle v € [0, 1]
seulement au travers de 1’aile de la résonance complexe associée, et non plus sous forme d’extréma ; malheureusement,
les structures observées restent essentiellement les mémes que pour A = 1/2, ce qui jette un doute affreux sur leur lien
avec le mode du continuum. ’

Pour voir ce qu’il en est vraiment, nous effectuons un prolongement analytique des coefficients )V(l[,%] et )Vgll i|]p(§ ) au
demi-plan complexe inférieur Im ¢ < 0 comme dans la note 5, puis nous repérons la position des extréma de la partie
réelle ou de la partie imaginaire de ces coefficients, c’est-a-dire leur abscisse vg, sur la droite horizontale { = vg + iv;
d’ordonnée fixée v;, et nous tracons enfin le lieu de ces extréma lorsque v; varie dans I'intervalle ] Im ¢y, 0], voir la
figure 3. Ce lieu est la réunion de lignes continues (ses composantes connexes) ; certaines, mais pas toutes 8, convergent
vers le pole £,.° Tout extrémum de )V(,[fpj ou )}lliio sur I'intervalle réel v €]0, 1[ relié continiment au pdle par une de
ces lignes est indubitablement une marque physique du mode du continuum, observable dans la fonction de réponse

5. Le prolongement analytique de ¢ — )?/lpr et — )Z{A”VJ du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur est effectué en passant a travers
1

I’intervalle [0, 1] (reliant leurs singularités en v = 0 et v = 1 sur I’axe réel) par les substitutions asin ik asin % et \/gj - - \/ﬁ
comme dans la référence [12]. Le prolongement analytique du dénominateur au second membre des équations (20) et (21) donne précisément la
fonction de [12] dont {p est racine. Il n’y a pas d’autre intervalle de prolongement a considérer car le dénominateur de )}B,J et )?\[AI\Jp (étendua C\ R
par les relations X;;(z) = [Z;;(z")]*) n’a de ligne de coupure ni pour v €] — co, 0] (par annulation de la densité d’états du continuum de paire brisée)
ni pour v € [1, +oo[ (par compensation des discontinuités de i‘[{l” et i[zlzl sur cette demi-droite, qui sont un simple changement de signe).

6. Le prolongement analytique des fonctions X;;(z) de Imz > 0 aImz < 0 est donné par X;;1(z) = Z;(z) — é%p,- j(z) en termes des densités
spectrales définies sur R* par Im X;(s+i0%) =

- ﬁpi (&) [48], qu’il suffit ici de connaitre sur I’intervalle de prolongement entre les deux premiers

points de branchement £1(g) = 2A et &2(g) [12]. Alors p13(¢) = (;—’5‘)2 ’%K(i shQ), p23(e) =0, p33(e) = (%)Z%E(i shQ), avec Q = argch 5% Les
autres p;;(¢) figurent dans les références [12, 13].

7. Quand Re ¢y < 0, il ne faut pas en général espérer voir de bosse ou de creux associé au mode du continuum dans les fonctions de réponse
sur lintervalle v €] — oo, O[. En effet, cet intervalle physique est séparé du pole par le bout de la ligne de coupure [0, 1] qu’il a fallu rabattre sur
] — o0, 0] pour effectuer le prolongement analytique, 1’autre bout étant rabattu sur [1, +ool.

8. Une ligne de maxima et une ligne de minima de Re y (Im y) peuvent se rejoindre en un point d’arrét ou Re 6‘2,R X =0 (Im [")%R x=0).

9. En {p, on s’attend en général a voir converger une ligne de minima et une ligne de maxima de la partie réelle et de la partie imaginaire,
soit quatre lignes au total. En effet une fonction méromorphe f(¢) au voisinage de son pdle {y est équivalente a Z/({ — {p), ou Z est le résidu. Des
décompositions en partie réelle et imaginaire Z = a + ib, { — {p = x + iy, et du changement d’échelle x = yX, ot y > 0 est la distance de la droite

horizontale { = vg + ivy au pole, nous tirons f({) ~ y’l(;’gil]’ + ié’é;‘f). Or, pour tout u € R, la fonction X — (X + u)/(X? + 1) admet sur R un
7
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FiGure 1: Poids spectral complexe du mode du continuum dans les fonctions de réponse densité-densité (colonne a) et module-densité (colonne b),
c’est-a-dire résidu Z,, ou Zjs, du prolongement analytique de x,,(q,z/R) ou de x|a|p(q,2/h) de Imz > 0 a Imz < O (a travers Iintervalle entre
leurs deux premiéres singularités 1(g) et &2(g) sur R*) en le pdle zq (énergie complexe du mode), en fonction du nombre d’onde ¢, du c6té u > 0
du raccordement CBE-BCS (12), pour A = 1/2 (ligne 1) et A = 2 (ligne 2). Les résidus ont été divisés par la puissance de ¢ assurant I’existence
d’une limite finie et non nulle en ¢ = 0. En noir : partie réelle ; en rouge : partie imaginaire. Cercles reliés en pointillé : résultats numériques tirés
des formes générales (13); le prolongement analytique est effectué comme dans [12, 13] par la méthode des densités spectrales de la référence [48],
voir notre note 6. Tiretés horizontaux : limite en ¢ = 0, tirée des résultats analytiques (20,21) prolongés comme dans la note 5. Accent tcheque :
adimensionnement de A par u A= A/w), de g par ko = (2m,u)”2/h (g = q/ko), de Z,,, par kg et de Zj|, par .

associée; les autres extréma sur I’axe réel n’en sont pas. D’ou le verdict sur la figure 2 : pour A = 1/2, seuls le

maximum de Re )?;[?p] le maximum de Im /\V/SJ] le maximum de Re /\V/|[A1\]p et le minimum de Im )?I[il]p sur v €]0, 1] sont des

marques physiques du mode du continuum ; pour A =2, c’est le cas seulement du maximum de Re )V(K[,?OJ, du maximum
de Im )250] et du maximum de Re )2|[A1L sur v €]0, 1].

En définitive, il reste a voir jusqu’a quel point on peut extraire la position et le poids spectral du mode du continuum
de mesures des fonctions de réponse sur 'intervalle de fréquence réduite v € [0, 1]. A cette fin, nous proposons un
ajustement tres simple des susceptibilités y(q, w) par la somme de la contribution du pdle du mode collectif et d’un

fond affine lentement variable décrivant la réponse large du continuum :
V1] A
X‘Am(yﬂajust = m + C + DV (A, Bs Cs D € (C) (26)

en prenant I’exemple de la réponse module-densité limitée a son ordre dominant en q. La fonction d’ajustement est
équilibrée dans sa recherche de précision, puisqu’elle décrit le fond avec le méme nombre de parametres ajustables
complexes (C et D) que la résonance (A et B), soit un parametre de plus que dans la référence [12]. L’ ajustement est
effectué sur un sous-intervalle [v{,v;] de [0, 1] afin d’éviter les singularités aux bornes. Le résultat est trés encoura-
geant pour la réponse module-densité, voir la figure 4a : on obtient une bonne approximation de 1’énergie complexe
et du poids spectral du mode, méme pour A > 1,21 ott Re ¢y < 0 et ot le pole n’est plus en dessous de I’intervalle de

minimum en —u — V1 + #? et un maximum en —u + V1 + u2. Donc, si a # 0 (b # 0), on voit converger vers /o deux lignes d’extréma de la partie
réelle (imaginaire). Pour A = 1/2, la ligne des minima de Re /\?pp] arrive presque horizontalement (par la droite, avec une pente ~ —a/2b, voir la

figure 3al) car le résidu est presque imaginaire pur, pr ~ (=0,003 + 0,04i)¢> comme on le voit sur la figure 1al.
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Ficure 2: Premier coefficient sensible au mode du continuum dans le développement a faible nombre d’onde g (20, 21) des fonctions de réponse
densité-densité (colonne a, ordre q3) et module-densité (colonne b, ordre g), du c6té u > 0 du raccordement CBE-CBS (12), pour A=1/2 (ligne 1)
etA=2 (ligne 2), en fonction de la fréquence réduite v de I’équation (15) (utiliser la variable v plutdt que w revient a regarder astucieusement I’axe
des pulsations autour de 2A/Ah avec un grossissement divergent oc ¢~> compensant exactement le rétrécissement du mode du continuum lorsque
q — 0). Trait plein noir : partie réelle; trait plein rouge : partie imaginaire. Pointillés verticaux : positions v = 0 et v = 1 des singularités. Ligne
verticale verte : partie réelle réduite Re {p de I’énergie complexe du mode du continuum. Les extréma indiqués par une fleche sont une marque
physique du mode du continuum sur I’axe réel des fréquences (voir le texte et la figure 3). Accent tchéque : adimensionnement de A par u, de g par
ko = (Zmﬂ)'/z/h, de x,pp(q, w) par kg/y;)(|A|p(q, w) est déja sans dimension.

prolongement analytique (et de mesure) v € [0, 1]. En revanche, le résultat est mauvais pour la réponse densité-densité,
voir la figure 4b, sauf peut-étre pour la largeur de la résonance. Pour comprendre cette différence de succes suivant
I’observable |A| ou p, nous avons calculé la hauteur relative A, de la contribution de la résonance sur le fond. '° Pour
A < 2, nous trouvons toujours que Ay > 1 pour le module du parametre d’ordre, mais que /e < 1 pour la densité. Par
exemple, pour A=1/2, h'rillp ~ 1,8 alors que hf :1 =~ (,37. Le probleme est donc que la résonance complexe n’émerge
pas assez du fond dans la réponse densité-densité. Ce probleme devient rédhibitoire dans la limite d’interaction faible,

ou hf 5 — 0, alors qu’il ne se pose pas pour le module, puisque h‘rﬁllp — 2,338... pour v; < Re (), voir la section 4.

4. Dans la limite BCS d’interaction faible

Le régime d’attraction faible kra — 07, bien que peu pertinent pour les expériences d’atomes froids, présente
un certain intérét théorique : c’est en effet 1a que la théorie BCS utilisée est la plus quantitative et la plus fiable.
Une fagon astucieuse de prendre la limite continue de notre modele sur réseau correspond a la chalne d’inégalités
0 < —a < b < 1/kr : on peut continuer 2 remplacer le domaine d’intégration D par R® dans la définition des Z;;,
mais comme |a|/b <« 1, 'interaction entre fermions est désormais dans le régime de Born de la théorie de la diffusion,
si bien que 1’on peut approximer g( par g dans la matrice (8),

80 — g 27

et que le déplacement de champ moyen de Hartree subsiste dans le spectre BCS, avec & = Ex — i + pg/2. A I’ordre
un en kra, ’équation d’état du gaz a température nulle contient justement ce terme de Hartree, u = er + pg/2; le

10. La fonction y(v) étant donnée, on définit le fond par F(v) = y(v)—Zo/(v— o), {o étant le pdle du prolongement analytique de y au demi-plan
complexe inférieur et Zg le résidu associé. Alors i = |Zo/(vo — £0)I/|IF (vo)| avec vo = max(v, Re {p).
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Figure 3: Lieu des extréma des fonctions de la partie réelle vg — Re X[”]l({ = vg + ivy) (en noir) et vg — Im X["]J,(g“ = vg + ivy) (en rouge) lorsque
la partie imaginaire v; de { varie. Ici K1) est le coefficient de ¢ dans le développement a faible ¢ de la susceptibilité y(q, w) a v fixé dans (15),
voir les équations (20,21), prolongé analytiquement de Im¢ > 0 a Im¢{ < O a travers v € [0, 1] comme I’indique la fleche | dans la notation y|.
Colonne (a) : ¥ = xpp et n = 3; colonne (b) : x = x|ap et n = 1. Le gaz de fermions est dans le raccordement CBE-BCS du coté 4 > 0: A/u = 1/2

(ligne 1) et A/u = 2 (ligne 2). Trait plein : I'extrémum est un maximum. Tireté : I’extrémum est un minimum. Croix bleue : énergie complexe
réduite £y du mode du continuum. Pointillés verticaux : positions v = 0 et v = 1 des singularités de y"1(v) sur I’axe réel.

spectre BCS correspondant vaut simplement gx = [(Ex — er)? + A?]V2, en accord avec la référence [11], et atteint son
minimum au nombre d’onde kg = kf.

obtenons !!

Les expressions (13) des fonctions de réponse obtenues pour go = 0 ne suffisent plus. Recalculons-les en partant
des expressions générales (10,11) et en y effectuant la substitution (27). En procédant comme dans la note 2, nous

i X Ing
2| X2 Zpp o3 i X3
1 Ziz Xy Iy I RIERR>
Xep = det M ’ X =

_ 28
det M (28)
en sous-entendant que les y sont évalués en (q, w) et les X;; en (z = hw + 10, q). Or, le déterminant det M est une
fonction linéaire du troisieme vecteur colonne de M, si bien que

X X X3
-8 iz Exn Xo3 (29)
213 Xoz X33
En divisant (28) haut et bas par le premier terme au second membre de (29), nous faisons apparaitre les susceptibilités

i I
det M =
| L In

(13) obtenues pour gy = 0, que nous notons %=, et qui permettent donc d’écrire trés simplement les susceptibilités
cherchées a gop = g non nul :

=0 80=0
= e e (30)
oo = =0° P =0
L= 5o L= 5

11. Dans le déterminant de Cramer 3 X 3 au numérateur de y|a|p, on ajoute a la troisitme colonne la deuxieéme multipli€e par g pour se ramener
a un déterminant 2 X 2.
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FiGure 4: Extraction de I'énergie complexe du mode du continuum et de son poids spectral par un ajustement a quatre parametres complexes (26)
des fonctions de réponse y(q, w) dans le raccordement CBE-BCS du c6té p > 0 (la valeur A = 0, 2 correspondant a kpa =~ —1 dans la théorie BCS).

(a) Par ajustement du coefficient )“(‘[Al‘]p(v) de ¢ dans le développement (21) de la fonction de réponse module-densité. (b) Idem pour le coefficient
)V(Epj (v) de & dans (20). En noir (rouge) : partie réelle (imaginaire) du coefficient £y dans le départ quadratique (14) de 1’énergie complexe. En vert :
poids spectral ITy du mode dans la fonction de réponse considérée (c’est le module du résidu du prolongement analytique de ™! en g, si bien que
Iy = limy_o AIZ‘ Al/ q3 dans (a) et [Ty = limy_,o AIZPPI/ q5 dans (b), ot les Z sont ceux de la figure 1 et on a tenu compte du changement d’échelle
(15)). Trait plein : valeurs exactes. Tireté : valeurs tirées de 1’ajustement sur I’intervalle de fréquence réduite v € [1/10,9/10]. Pointillé : idem pour
v € [1/5,4/5]. L’intervalle d’ajustement a été discrétisé en 60 points régulierement espacés. Noter le facteur 100 sur Iy dans (b).

Les formes (30) sont typiques de la théorie de la RPA [49], a laquelle notre théorie BCS dépendant du temps linéarisée
est équivalente a des fluctuations quantiques entrantes pres [44]. De telles formes (mais pas les expressions explicites
que nous en donnons) apparaissent déja dans les références [33, 34].

Il est donc facile de reprendre I’ étude des fonctions de réponse au voisinage du mode du continuum a faible nombre
d’onde, en faisant tendre g vers zéro a fréquence réduite v fixée comme dans (15). Comme Xﬁ,"):o(q, w) varie alors au
second ordre en ¢, les dénominateurs dans (30) peuvent étre approximés par 1 et les résultats (20,21) se transposent
directement. De maniere remarquable, toute la discussion a faible g de la section 3 est en fait indépendante de la valeur
précise de go et s’applique aussi au cas gy = g, exception faite bien slir de la valeur de la fonction & et du spectre
BCS &, ainsi que de la position ky de son minimum.

Dans la présente limite kra — 07, le parametre d’ordre a 1’équilibre tend exponentiellement vers zéro, A/ep ~
8e2 exp(—n/2kr|al) selon la théorie BCS [50]. Ceci permet de simplifier grandement nos résultats. Donnons ainsi le
coeflicient de ¢ et de § dans les développements limités (20,21) des fonctions de réponse a I’ordre dominant en A : 2

- _ 2 ein L _ 2¢=D
- -1+¢ asin asin

vBl) ~ _ 31
Koo ) 32irA’ ey
. 2 1+ZInd lip &

Fiap®) : . (32)

V ~ —_— a—
X0 i | 7 —1 in L
A—0 17T | L asin o + (-1 asin \/Z

ou les énergies sont cette fois en unités de ep (A = A/er) et les nombres d’onde en unités de ko = kr (G = q/kF). A
cet ordre, au contraire de la réponse en module, la réponse en densité ne présente plus de pdle dans son prolongement
analytique donc ne porte aucune trace du mode du continuum '3 ; dailleurs, sur I’intervalle ouvert v €]0, 1[, sa partie
réelle (imaginaire) est une fonction purement croissante (décroissante) de v, sans extrémum, en contraste avec la figure

2al.

12. On utilise la section 4.6.3 de la référence [13] pour Xy et le développement connu des intégrales elliptiques pour le reste. Les développements
(20,21) supposent que g¢ < 1 donc ¢ < A, d’ou I’ordre des limites g — 0 puis A — 0.

13. 1l faut développer )}5} (&) al’ordre A~! pour trouver un pdle dans son prolongement analytique, de résidu {(()0)(1+{(<)0) In 8% )2 /i3 A ¢ (()0) -1

avec ¢ = 0,2369 — 0,2956i.
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5. Conclusion

A température nulle, dans I’approximation BCS dépendant du temps, nous avons calculé la réponse linéaire y(q, w)
d’un gaz superfluide de fermions de spin 1/2 a une excitation de Bragg de vecteur d’onde q et de pulsation w, comme
on sait bien en réaliser dans une expérience d’atomes froids. Pour un potentiel chimique u > 0, nous avons étudié cette
réponse analytiquement dans la limite des faibles nombres d’onde ¢ — 0, ’écart de Aw au bord 2A du continuum
de paire brisée étant mis a ’échelle o« ¢> de celui de I’énergie complexe Zq du mode du continuum, mode a ce jour
inobservé ; bien que de nombreux travaux théoriques aient été consacrés aux fonctions de réponse d’un superfluide
de fermions, nos résultats analytiques sur y dans cette étroite fenétre de fréquence hiw — 2A = O(g?) sont a notre
connaissance originaux. Dans le raccordement CBE-BCS ou le parametre d’ordre A est comparable a u, le mode du
continuum est a I’origine de bosses ou de creux en fréquence dans les fonctions de réponse en densité et en module
du parametre d’ordre. Un ajustement simple de ces fonctions par la somme d’une résonance complexe et d’un fond
affine en fréquence permet d’estimer 1’énergie complexe zq et le poids spectral du mode, avec une bonne précision
pour la réponse en module, méme lorsque Re zq < 2A donc que le mode n’est pas sous I’intervalle de prolongement
analytique (dans la théorie) et de mesure (dans I’expérience). Ceci laisse augurer une observation prochaine.
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