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Résumé

Siw et Q,w C €, sont deux ouverts bornés de R? ou Q := (0, L) x (0, H) etw := (I1,12) x (a,b),0 <

I <l < L,O2 < a < b < H, on vérifie a la main qu’il existe une constante C, telle que 0 < C, <
HUHL2 w Vol(w

Ro(w) = Tty < Vone
cette double inégalité est inexacte pour un opérateur autoadjoint elliptique A dont les coefficients ne sont
plus constants, on examine ici la possibilité de distinguer deux familles de fonctions propres normalisées de
I’opérateur A : F pour fonctions propres guidées et F ¢ pour fonctions propres non guidées, telles que
-Yw C Q,3C, > 0,u € Fng = Ro(u) > C,,
-3w C Qw # 0, = infyecr, Ro(u) =0.
On donne ici, sur deux modeles tres simples en dimension 2 ! une condition suffisante, et parfois nécessaire,
qui devrait permettre de caractériser ces ensembles. Nous prouvons dans certains cas que ces deux compo-
santes constituent une partition. Le milieu étant stratifié, nous pouvons passer de la représentation habi-
tuelle du spectre de I’opérateur A, i.e. 0(A) C R, a une représentation en deux dimensions qui permet de
comprendre la répartition des valeurs propres associées ainsi que d’autres résultats reliés : interprétation
microlocale, mesure de défaut de sous-suites, ...

pour toute fonction propre u du Laplacien-Dirichlet —A sur 2. Comme

1 Introduction : objectifs et les trois modeles de base

Pour un opérateur elliptique autoadjoint agissant dans un ouvert {2 borné ou non, on sait que les variations
du ou des coefficients de diffusion de la partie principale, ainsi que des conditions au bord particulieres a la
frontiere de €2, créent un phénomene de concentration de 1’énergie. La littérature étant abondante, nous ne
donnerons que quelques exemples,

1. en 1930, Epstein [8] a mis en évidence, en milieu non borné, des ondes guidées acoustiques pour
une famille de vitesses, chacune étant une fonction analytique ne dépendant que de la coordonnée
verticale, ce qui a donné naissance a de nombreux travaux. Les applications vont de I’acoustique aux
fibres optiques 2, (cf. [11] ainsi que [13] et sa bibliographie).

1. facilement prolongeable a des dimensions supérieures.

2. Les fibres optiques sont de trés bonnes illustrations. La fibre monophase correspond au modele traité ici, c’est a dire deux vitesses
avec un ceeur d’indice plus grand (donc avec la vitesse la plus petite), est un bon exemple de la concentration de 1’énergie dans le cceur.
Cette concentration est d’autant plus grande que le rayon transversal de celui-ci est petit (c’est 1’analogue du ho de ce travail). La
difficulté est de bien placer la source face au cceur, ce qui ameéne souvent a lui préférer la fibre multiphasée (traitée plus tard) qui a
d’autres ennuis car il faut espacer les pulses dans le temps.



2. le systeme de I’élasticité linéaire a surface libre dans le demi-espace 2 = R"™ x (0,+00) crée un
couplage a la frontiere donnant naissance a une onde particuliere, ’onde de Rayleigh. Elle est par-
ticulierement destructrice lors d’un tremblement de terre ([12], [6]). Les noms des physiciens Lamb,
Love et Stoneley ont aussi été donnés a des phénomenes voisins ([5]).

Dans ces deux items, les fonctions propres le sont en un sens généralisé car elles n’appartiennent pas au domaine
de I’opérateur mais des sous-familles guidées sont quand méme distinguées. Dans le travail présenté ici, nous
modifions le cadre pour nous placer dans le suivant :

Hypothese générale (H0)
e :=(0,L) x (0,H)etw := (l1,l2) x (a,0),0< ;1 <la <L,0<a<b<H,
e la fonction scalaire ¢ : & = (21, 72) — c(z) est constante par morceau ou est de classe C'!,
e la fonction ¢ est monotone croissante et ¢(z) = ¢(22),0 < Cpin < ¢ < Cpax < +00,
A = —cA de domaine D(A) := H}() N H?(Y), opérant dans H := L?(2, ¢~ dx)
. ou
A= -V - (cV) de domaine D(A) := {u € H}(Q); Au € L*(Q2)}, opérant dans L?(€2, dz).

Nous complétons 1’hypothese (HO0) afin de distinguer nos deux modeles de base :

Modele a N sauts : Hypothese (H1)
e louvert  := (0, L) x (0, H) C R? est partagé en N + 1 parties, Qo := (0, L) x (0, ho),
Q; :=(0,L) x (hj—1,h;),i=1,...,NyavecO0=h_1 < hy<...<h;<hj1 <...<hy_1 < hy =H,
qui sont séparées par N interfaces horizontales S; := (0, L) x {h;},i =0,..., N — 1,
cosi0 < o < hg,

) ) . ) clsih0<a:2<h1,
e une fonction scalaire ¢ prenant N + 1 valeurs, a savoir ¢(z) =

ey Sihy_1 <x9 < H,
aveccp < cp < ...<cny-1 <CN.

] Modele C' : (H3) La fonction scalaire c est strictement croissante et appartient a C*([0, H]) |

Nous partons donc d’un ouvert €2 borné et d’un opérateur elliptique A autoadjoint et positif et nous sommes
intéressés par le rapport
B fw |v(z)|2da

R,(v) i= Z———, (1)
fQ |v(x)|?2dz
qui nous permettra de distinguer deux sous-familles de fonctions propres : les fonctions propres guidées et les
autres. L'idée de s’intéresser au rapport (1) n’est pas nouvelle. Pour le Laplacien sur des variétés compactes,
analytiques réelles avec une métrique analytique réelle, I’inégalité

1

A2
Ce™N [lpjl 720y < l2ill72 () @)

est connue, cf. [7]. Elle est devenue un cas particulier de 1’inégalité de Lebeau-Robbiano, cf. [10], pour des
opérateurs a coefficients variables réguliers dans un ouvert borné. Dans un récent travail de Camille Laurent
et Matthieu Léautaud, cf.[9], les auteurs généralisent (2) a des opérateurs hypoelliptiques lorsque €2 est une
variété compacte sans bord, disons un tore, toujours sous la condition d’analyticité.

Nos estimations montrent en notre cas que des encadrements plus précis sur des sous-espaces vectoriels de



1
L?(€2) sont atteignables, méme avec des coefficients non réguliers. En particulier, I’exposant ]2 de (2) ne peut

1

étre remplacé par )\J?; avec a > 4 (cf. Corollaire 3). L’exemple avec N = 1,¢cg = 1,c¢; = 2 éclaire le type de
résultats prouvés :

e Pour la famille F ¢ (fonctions propres non guidées) le rapport R,,(v) est uniformément minoré par une
constante positive. Autrement dit, on se trouve dans le cas d’un opérateur elliptique a coefficients constants
(se reporter au Théoreme 2)

e Si (vy,) est une suite de fonctions propres guidées, i.e. contenue dans F¢, alors le rapport R, (v,) — 0 si
w C 1, i.e. est contenu dans la zone ou le coefficient de diffusion a sa plus grande valeur. De plus, selon la
sous-suite choisie et la localisation < microlocale > de celle-ci, le taux de la convergence de R, (v,) vers 0

1 1
varie de e =177 & CwAn 32 on passant par e~b2 i , An, étant la valeur propre associée a v,
En fait, les résultats obtenus pour v,, sont beaucoup plus précis si, au lieu d’utiliser les valeurs propres A,,, on
utilise la distance introduite dans la Remarque 3. Pour le modele avec N = 1, la concentration de la norme
L? alieu d’un coté de I’interface pour les hautes fréquences (Théoréme 3, Cas 3) tandis que, pour N = 2, le
Théoreéme 4 exhibe une concentration a cheval sur I’interface S;. Le Cas 1 du Théoréme 3 ainsi que la Propo-
sition 2 sont aussi des résultats inhabituels.

Le milieu étant stratifié, I’approche par séparation des variables s’impose et les valeurs propres seront
naturellement indexées par deux indices, a savoir (\;¢), k, £ > 1. Pour chacun des deux modeles de ce papier
on construit une base orthonormée de fonctions propres B := (vy ¢)k>1,>1, associées aux valeurs propres A ¢
avec Uy ¢ = Q¢ sin(kf:cl)uu(xg) ol uy, ¢(x2) satisfait

k22

(cu) + N — c?)u =0,u(0) =u(H) =0. 3)
Comme I’intervalle (1, l2), largeur de w, n’influence que la valeur des constantes encadrant R, (v), il sera suf-
fisant de travailler avec les fonctions x5 — ukyg(xg). Il est clair que toute suite extraite d’une base orthonormée
B := (ug,)k>1,>1 ainsi définie, converge faiblement vers 0 dans L?(0, H). Si A est une valeur propre multiple,
il y a plusieurs possibilités : elles peuvent étre toutes associées a des éléments de F ou bien de F ¢ ou encore
a des éléments des deux. C’est, en partie, cette représentation par deux indices qui est a I’origine des résultats
de ce papier.

Reprenons 1’exemple du modele a un saut,i.e . N = 1,0 < ¢p < c;. La base orthonormée est constituée
de deux familles décrites visuellement dans la partie gauche de la figure 1 par les valeurs propres qui leurs sont
associées. Les fonctions dites guidées correspondent aux valeurs propres situées entre les deux paraboles A =
co ki—g? etA = k;f (voir la partie gauche de la Figure 1). Pour chaque &, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs
propres entre les deux paraboles alors que, pour chaque k, il y a une infinit€ de valeurs propres A, ¢ au-dessus de

z . 2.2 . N z .
la parabole d’équation A = ¢; ]“L—g En restant toujours dans ce modele, ces paraboles déterminent deux zones

qui deviennent coniques par un changement de variables, par exemple (k, \) — (k, V) = (km,+/\) permet

d’établir une correspondance avec les notions microlocales habituelles en travaillant dans  x ((N7) x R).

L 2,2 . . . . . .
L application (k,\) — (kL§ , A) convient aussi (cf. la partie droite de la Figure 1) mais ne donne pas une
correspondance immédiate avec les coordonnées microlocales.

Afin d’illustrer comment ce précédent changement de coordonnées donne un autre point de vue, notons la

. . N . 5, . . TN \/1+c2 . 1
distance du point (k = ’i—gz, Ak,¢) ala droite d’équation A = ¢k par dist et posons dist := (%dlst) 2.0n

obtient, entre autres résultats, le
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FIGURE 1 — modele a un saut : répartition des valeurs propres

Théoréme 1. Soit N = 1,w = (I1,12)x(a,b), ho < a < b < H et une suite de valeurs propres (A, ¢, )ns kn —
00, contenue dans un cone cok < A < (c1 — €)k, alors

672(a7h0 Ydist,

Ry(Vky, 0,) = O 4)

dist,,

Dans le modele a deux sauts, i.e. N = 2, nous conjecturons que les fonctions dites guidées correspondent
aux valeurs propres situées entre les deux paraboles A = col‘i—gZ et \ = 02"32—752 que nous divisons en la zone
0)= {co k;f < gy < kzif} et la zone (I)= {c; kZ’f < Apy < czki—g?}. On distinguera donc trois zones
spectrales dont deux correspondants a une famille de fonctions propres guidées (voir la Figure 2). Les fonctions
propres associées a la zone (0) sont des ondes presque rasantes en .S car elles arrivent sur cette interface avec un
angle supérieur a ’angle limite de la réflexion totale et, malgré cela, ont une énergie essentiellement localisée
dans €1 U €29 tandis que les fonctions propres associées a la zone (I) peuvent traverser I’interface Sy sans
difficulté mais subissent une réflexion totale sur 1’interface S; et sont donc essentiellement localisées dans
Qo U Q. Les résultats des sections 3 et 4 sur la décroissance exponentielle des fonctions propres feront penser
a ceux de S. Agmon (cf. [1]) et d’autres travaux ou les auteurs agissent principalement dans des ouverts non
bornés. L’analogie s’arréte 1a pour plusieurs raisons :

e C’est I'influence d’un potentiel ¢ dans I’opérateur —V - (AV) + ¢ qui les motive, la distance d’ Agmon
permettant d’estimer la concentration de certaines fonctions propres en des zones dépendant de g. Nous
n’avons pas de potentiel car nous considérons des opérateurs de la forme —V - (cV)? ou —cA et ce
sont les variations de ¢ qui nous importent.

e Pour les valeurs propres A inférieures a X, I’infimum du spectre essentiel, les fonctions propres associées
décroissent exponentiellement a I’infini avec un taux lié a la différence /> — A (Theorem 4.1 de [1]).

3. Sic € C*, un changement de fonction inconnue permettrait d’introduire un potentiel mais le probléme changerait.
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FIGURE 2 — modele a deux sauts.
Dans le travail qui vient, bien que ¥ = +oco*, on ne voit que pour certaines valeurs propres une

décroissance d’allure exponentielle pour x3 € (h;, H),i =0, 1.
Nous parlons donc, comme les physiciens, de solutions guidées et le substitut a 3 sera la barriere spectrale
mentionnée dans la Remarque 3. Les auteurs de [2] élargissent dans un récent travail des idées d’ Agmon mais
I’exigence d’un potentiel ¢ > 0, g # 0, ne permet qu’une comparaison partielle a ce stade avec nos résultats :

o, A . A » . 2.2 . . 2.2 . .
elle pourrait étre faite avec notre opérateur réduit Agu := —(cu’) + ck 75~ u puisque le potentiel ckL—g satisfait
leur condition.

Le plan de ce papier est le suivant. La section 2 établit une condition suffisante pour qu’une fonction
propre se comporte comme si 1’opérateur A avait un coefficient de diffusion constant. Cette condition est aussi
nécessaire pour le modele a un saut, il reste a le prouver dans les deux autre cas. Dans les sections suivantes on
s’intéresse aux fonctions propres guidées. La section 3 rassemble les propriétés des suites de fonctions propres
guidées du modele a un saut. La section 4 considere aussi les fonctions propres guidées, cette fois-ci pour le
modele a deux sauts, mais elle est incomplete pour le moment. Des extensions sont en devenir : considérer un
ouvert {2 qui serait un disque ainsi que €2, un disque intérieur de méme centre, 2; étant la couronne 2 \ o,
ou bien travailler avec un tore plat ol le coefficient de diffusion est discontinu. Nous pensons que les résultats
seront analogues. Il faudrait aussi envisager la généralisation a des situations moins simples. La plupart des
calculs sont renvoyés aux Annexes.

2 Fonction propre non guidée : condition suffisante

Commencons par énoncer le résultat principal de cette section. Il faut noter que la preuve ne nécessite pas
la connaissance de la relation de dispersion, celle dont les racines sont les valeurs propres de I’opérateur A.

Théoreme 2. Soient ¢ > 0 et un ouvert w := (ly,12) X (a,b) avec 0 <1y <lo < L,0 <a < b < H, qui sont
fixés. Si nous posons cg 1= SUpy .,y c(x2), alors il existe une constante C,, strictement positive, telle que

4. Cas que [1] n’exclue pas.



I’on ait pour toute fonction propre vy, ¢ associée a la valeur propre Ay, 4
kP k¢l 22
Mg > (i +e) e = 0<C, < o

< <1 )
L? vk.ell 2 ()

e Cette constante est invariante pour toute translation de w.

Remarque 1. Lorsque ¢ € C(0, H) mais non a C1([0, H))), il faudra que les translations respectent 0 <
a<a<b< H-—a< H avec « fixé. Pour le modéle a un saut, on peut poser ¢ = 0 mais il faut effectuer
alors une étude fine de la relation de dispersion.

2.1 Preuve du Théoreme 2 pour le modele a N sauts

Dans cette sous-section les hypotheses (HO) et (H1) sont satisfaites et nous prenons A = —V - (¢V). Ne
1, 2.2 . . . . .
considérant que les valeurs propres A > chL—g (ici ¢y = cp), nous nous intéressons aux solutions u de

k22
—(cu') + (c? —Nu=0, u0)=ulH)=0. (6)
Si on pose &; = (C% — kz’f )%, la fonction propre u associée a la valeur propre A = )y, (on remplace x2 par
x) s’écrit
uo(x) = apsin(§oz),0 <z < hg,
ui(z) = apsin(&x) + by cos(&1x), hg < x < hy,
ui(z) = a;sin(&x) + b;cos(&x), hi—1 < x < h;,
un—1(x) = an—1sin(éy—12) +by_1cos({ny—12),hy—2 <z < hy_1,
un(z) = ansin({yz)+ bycos({nz),hy—1 <z < hy = H,
= asin(y(H —x)),hy—1 <x < hy = H. @)
Quelque soit la fonction propre considérée, nous choisissons le méme ag, par exemple 1, mais, par contre, les
(ai,b;),i = 1,...,N, dépendent de (k,¢). A I'interface S;,i = 0,--- , N — 1, les conditions de transmission
s’écrivent

a;sin(&;h;) + bicos(&hi) = ai1sin(&i41hi) + bit1 cos(i1h;)
ciai& cos(&ih;) — ¢ibi&isin(§hi) = civ1ait1&i41 cos(§ir1hi) — cip1bi&ipr sin(&ir1h) €))

e .. a; a; »
d’ou I’écriture matricielle S; ( ! > =T ( ol > avec det S; = —¢;&;, det T; = —c;11&;41 et on vérifie

bi bit1
que
in(&11h; B sin(&41hy) cos(&i+1hi)

T; _( sin(&i+1hi) cos(&i+1hi) ) 71 _ N(&i+17 Cit18i+1

‘ Cit1&it1 c08(&ir1hi)  —cip1&ivisin(§i11hi) )0 cos(&ip1hi) _% J

)

5.:< sin(&ihy) cos(&ih) > g1 _ [ sin(&hi) Cofc(féhi)

' ci&icos(&hy)  —ci&isin(§hy) ) ’ cos(&ihi) _% .



Il est alors facile d’obtenir pour¢ = 0,1,2,..., N — 1

)

( Qir1 ) B sin(&41hi) Cifng cos(&i+1hi) ( sin(§ihi)  cos(§ihi) )( ai) (10)
—bit1)  \ —cos(&ir1hi) —S8—sin(&1h) cos(§ih;) —sin(&§hi) b;

Cit1&i+1
( a; ) _ Sin(&hi) CHClz%-H COS(fihi) < sin(&ﬂhi) COS(€i+1hi) >(ai+1) (11)
—b; —cos(&hy) L sin(&hy) cos(§i+1hi)  —sin(§1hi) )\ bita
Lemme 1. Les normes euclidiennes dans R? des opérateurs linéaires associés aux matrices
sin(&;h; G1bitl oos(€h; sin(&11h; & cos(&iy1h
Biy1 = (&:hi) cggl,@Z),&Hy: (Eit1hi) “ﬁ%l,@HZ) (12)
—cos(&hi) L sin(&ihy) — cos(&i+1hs) T sin(&;41h;)
vérifient
Bl = mae (1, S ) = e (1, ) (13)
¢i&i Cir18it1
Démonstration. On a ||Bi1,v|*> = v? + (%)%5 < max (1, (%)2) (v? + v3) si on pose v =
(v1,v2), A0l || Biy10] < max (1, %) . Pour obtenir 1’égalité on prend v = (1,0) si % < 1ou
v=(0,1) si “EEEL > O
Lemme 2. Si A\, , > cNki—QZ (cqH =cnN), ona
G S o N1, (14)
Cit1 Cit18i+1
_Gbi alen=a) o N_2 (15)
Cit18i+1 cit1(eN — cit1)
Ci+1
[Bivnil < /= (16)
(]

k2n2

A—c;

Démonstration. Pour la premiére inégalité, il suffit de remarquer que (—%% )2 = % 2" L7 oy Je
Ci+1&i+1 Citl A—ciyq kLg
A k2n2
N . , .. s .. —Ci o5
deuxieéme facteur est toujours plus grand que 1. Comme I’hyperbole décrite par ’application A — ——L5—

2

At b5

est décroissante sur I’intervalle considéré, on en déduit la seconde inégalité. La derniere inégalité est une
conséquence de la premicere inégalité et de (13). 0

Lemme 3. Si A\ o > CN%, ona
laol < /= H( g) i=0,...,N, (17)
0 7
et il existe une constante M > 0 telle que
H(?)Hthmi:Q”wNL (18)
(2

7



, : sin(&i+1hi)  cos(&iy1hs)
Démonstration. < o8 ( fin hi) _sin ( fin hi)

d’ou |ap| < \/ %rl) ’ < Zz > ,2 = 0,..., N en utilisant (16). La matrice < sin(&ihi) COS(&hi)) ) étant
K3

cos(§ihi)  —sin(&ihi
aussi unitaire, on a || < ZZ ) | < 1Bi-1
(3

> étant unitaire, on a |ag| < || Biol| -« || Bi,i—1| H< (;z >H
(2

-+ +||Bo,1]| |ao| ce qui permet de dire, utilisant (15), que les vecteurs

a; . . N 4
( bl > sont bornés, pouri = 0,..., N — 1, par M1 |ap| o M; est une constante ne dépendant pas de la valeur
i
2.2
propre Ay ¢ > cNkL—Z. ]
On voudrait que (18) reste vraie pour ¢ = N mais ||By_1 n| = max(1, %) tendra vers 1’infini

5. . . . k2 72 .
s’il existe une suite infinie de valeurs propres (g, ¢, )n, Moo b — cN}:—g — 0T. Pour cette raison, nous

. . 2.2 . _1€Nn—
considérerons les valeurs propres satisfaisant Ay, y > (cny + g)kL—’; En effet, avec ce choix”, on a eN-1bN-1

enén —
cN_l(Cz\é;N —1%6) oo qui permet d’affirmer que les couples (a;, b;),7 = 0, ..., N, sont comparables les uns
avec les autres (bg = 0) et nous obtenons la
Proposition 1. Si ¢ > 0, il existe une constante M. > 0 telle que
a; C; a; . k272
H<b1>H§ME|a0|§ME a ( bl> ,ZZO,...,N,\V/)\]C7£>(CN+5)?. (19)

qui a pour conséquence (5). En effet, on commence par noter que
1. nous pouvons écrire a; sin(&;x) + b; cos(&x) = y/a? + b7 cos((& — Bi)x) o 0 < B; < 27 lorsque
hi—l <xr < hi;
2. il existe au moins un indice j,0 < j < N tel que w; := w N (hj, hjp1) = (li,l2) x (d,d’) avec

U b—a
d'—d= N+1°

/ aj+b? sin((¢;—8,)(d'—d
3. J7 ule)de = Y2 (d — d)1 + TS

2
Puis, si & — f; = O alors [, u?(z)dw = /a} + b3(d" — d) et la preuve est finie en utilisant (19). Sinon, on a

& — Bj # 0 eton pose M = maxe, 8,40 \W| < 1 qui est une quantité indépendante de I’indice

. . d/ 2 — a?—i—b?
i. On peut encore conclure puisque [ v*(z)dz > (1 — M)Y—=—(d' — d).

2.2 Preuve du Théoréme 2 pour le modele C

Si on suppose déja que le coefficient c est une fonction continue de xo strictement croissante et strictement

positive, I’opérateur A = —V - (¢V) devient alors A = —cd; — 02(c0d2). Cherchant des fonctions propres v
de la forme v(z) = sin(%Fx)u(z2) associes a la valeur propre A, nous introduisons la famille d’opérateurs
réduits autoajoints (Ay), agissant dans L%(0, H), définis formellement par Ayu = —(cu')’ + cki’f u,u(0) =
u(H) = 0, et nous sommes amenés a résoudre 1’équation
k22
() + (A= c?)u =0,u(0) =u(H) =0. (20)

k

i 22 . .
5. Le choix Ag,¢ > cn "5~ + € ne conviendrait pas.



Pour u dans le domaine de 1’opérateur réduit Ay, on a fo (cu? + ( E7Z — MNu?)dz = 0 ce qui implique que

le spectre o (Ay,) vérifie o(Ay) C ((inf ¢) ki’f ,+00). Lorsque le coefﬁc1ent ¢ a un peu de régularité on peut se
ramener a la forme F” + QF = 0. Par exemple, si le coefficient ¢ est deux fois dérivable, le changement de

; —
fonction F' = NG donne

—2¢d’ +4(\ — k7 2)0
4¢?

ce qui donne a penser que la solution u aura un comportement sinusoidal pour A > 1rr1axm(ckzér2 + %5 ).
Intuitivement, on serait dans la situation non guidée de la Figure 1.

Nous décomposons la preuve en quatre étapes.

e Ktape 1: Se ramener a I/ + QF = 0.

La transformation de Liouville demande le changement de variable s = |, Ox %dt. Cette application, g : x — s,
1

F// +

F=0, 1)

est positive, croissante et de classe C'*. Sa réciproque g~ ! est aussi positive, croissante et de classe C'. Posant

F(s) = u(g1(s)), on vérifie que

2

ce qui implique u” (g1 (s))c(g™(s)) = E RO —u'(g71(s))c' (g7 (s)). Comme cu”+c’u’+()\—ckL’§2 Ju =
0,ona

F"+QF =0.

Q) = (A — EZcog(s))cog(s)
Pour ces opérations on a supposé que c est dérivable. La fonction () est positive des que A est assez grand.
¢ Etape 2 : utiliser la transformation de Priifer modifiée

La résolution de F”' + QF = 0, se raméne a la résolution des deux équations différentielles du premier ordre
suivantes (cf. [14])

¢ (s) = Q1/2 1 & sin(2¢) F(s) = R(s)Q 4 cos(¢(s)),
{ L) = 1S eos9). { F'(s) = R(s)Q"/* sin(6(s)). 22

e Etape 3 : Propriétés de ’amplitude R et de la phase ¢
Posant &(s) = c(g!(s)),en = fOH ﬁdt, nous avons F” + QF = 0 sur 'intervalle (0,¢7). On note
co = c(0) etcy = c(H).

Lemme 4. Soit £ > 0 et supposons que c € C1([0, H]). Ona

' (A= en') = co<c(?{> - B2 <Q< (2 -85 o)
(A2 (e + )% FW|<20+9)
2. SiA> (cy+e) k?f , les solutions ¢ et R de I’équation différentielle (22) vérifient
o) ~ = [ @0t quand & -5 s o @
R(s) = Cetls Geosolr oy (25)



622 ok2n?

. _ _ k2,2 . ’ A, A—2C7—5— =
Démonstration. De Q)'(s) = & (\ — 20”‘“{2T ) on voit que % = %(}\_sz) = £(1 — —ZL5) et comme,
L L2
I'h hose f A\ k22 o _k2r? N Ekif . . . )
avec I’hypothese faite, on a A\ — ¢35~ > %5~ on arrive a i < e < 1. Si on avait supposé
L
z . 2,2 :
A > (2eq + 5) > on aurait 0 < % (s) < % Noter que pour (24) la condition (2 ’ng ) — oo est remplie
si k — oo mais auss1 quand A = A\ ¢ avec £ — oo. ]

L’amplitude R n’est jamais nulle sinon elle le serait identiquement. En imposant ¢(0) = 0 ou ¢(0) = /2
on obtient deux solutions linéairement indépendantes d’oti la solution cherchée correspond a ¢(0) = 7 (a
un multiple pres)®. On a donc trouvé la forme écrite de la fonction propre correspondant a la valeur propre
A>(eg + 5)’“2—752) :

u(xr) = T z)) Y4 cos x))) avec g(x) = xi .
(x) = R(g(2))(Q(g(x)) ™/ cos(6(g(x))) avec g(x) /Oc(t>dt (26)

o Etape 4 : Estimation de Jull?,

Corollaire 1. Soient ¢ > 0 et un ouvert w C €. Il existe une constante a..., > 0, indépendante par translation

de w dans Q, telle
_ Julu(@)Pdz

Gee = (o) Pdx @7

pour la famille des fonctions propres associées aux valeurs propres A\ > (cp + €) L2 , hormis un ensemble

fini.

Démonstration. 11 vient du Lemme 4 que le module de la fonction R est borné inférieurement et supérieurement
par deux constantes strictement positives : r; < |R| < 79 puisque 0 < s < ¢y, et si on joint ce résultat a
I’encadrement de () de (23) on peut affirmer que pour 0 < a < b < H

271'2 b b
et (S = S5 [ eosolg@n)de < [ (Rlg()P(Qlata) 2 cost(o(g()a
b
<t -0 [oo@nar e

On a un encadrement similaire pour fOH(R(g(:v)))Q(Q(g(:U))) 1/2 cos? (4(g(x)))dz ce qui veut dire qu’il suf-

fit de regarder le rapport ’ ff cos?(é(g(x)))dz/ fOH cos?(é(g(x)))dz. Comme ¢’ est négative pour les valeurs
propres considérées, a ’exception éventuelles d’un nombre fini, la fonction x — ¢(g(z)) est strictement

décroissante. Avec le nouveau changement de variable ¢t = ¢(g(z)), ona dz = Wdt d’ou

’ COS2 x T = d)(g(a)) M COS2
/a (¢(9( )))d _/<;S(g(b)) _¢/(¢ (t)) tdt. (29)

6. La dimension du sous-espace propre de chacune des valeurs propres de cet opérateur est de dimension 1. En effet, soient u; et
uz deux fonctions propres associées a A. Le wronskien W = cujus — cubui a une dérivée nulle sur (0, H) ce qui montre que les
vecteurs (u1, cuy) et (uz, cuy) sont colinéaires.

S S co P K272\ A k272 —1
7. Des que 2e < cu — co,ilexiste 0 <d < Zrtelqued < (- — “2-)(5 — ") <1

co
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On peut oublier c(g_l(gb_l(t))) car on le controle trés bien. On se rappelle que —¢/ = Q/2 + : 9 G sin(2¢).

Comme \ > (cgy + )57, ona

L2 D)
(1—e)QY?2 < —¢/ < (1+¢)QY? (30)

a I’exception éventuelle d’un nombre fini de valeurs propres A € A (le cardinal de A dépend de ¢) et, par suite,

M ¢(9(a)) COS t b M (b(g(a)) COS2t
—dt < / cos? (¢ dz < / ———dt
T+er Jomy QV2(t) a (@lg(=)) L—e1 Jogmy QV3(t)

o9
¢(g(a)) b M #(g(a))
M1 - ))1/ cosztdtg/ cos?(p(g(z)))dz < )\(—2622)1/ cos?tdt. (31)
2 a )2

cu(Z =557 Joww) co(2 — E57)2 Jotev)

Dans I’intégrale f¢(g cos?tdt = 1[¢(g(a)) — B(g(b)) + COS(Q(¢(9(“))))5005(2(¢(g(b))))] le dernier terme du

crochet est majoré par 1 Pour ¢(g(a)) — &(g(b)) = (g(b) — g(a))(—¢'(d1)) on a vu que I’on contrdle ¢'(d;)
indépendamment de la position de a et b (utiliser (23) et (30)). Il reste a constater que (g(b) —g(a)) = (b—a) %

pour un réel é < dg < % ce qui montre que c’est la différence (b — a) qui importe. On fait de méme pour

f (g (g (0) 0032 tdt ce qui permet de conclure pour un parallélépipede puisque fllf sin?(krxy)dz; = % —

[%]ﬁ Il n’y a pas de difficulté a généraliser ceci a n’importe quel ouvert w puisque ce dernier contient
toujours un parallélépipede. O

3 Concentration : cas du modele a un saut

Maintenant nous considérons les ondes guidées pour un milieu avec un coefficient de diffusion ayant deux

valeurs. De maniére intuitive, les fonctions propres sont celles dont I’essentiel de la masse est concentrée dans
une partie de 1’ouvert (2. Ici, ces fonctions propres correspondent exactement aux ondes ayant une réflexion
dite totale sur ’interface.
On pose par commodité, dans cette section, cg = 1, L = 1 et parfois hy = % Ces restrictions n’ont aucune
conséquence sur la généralité des résultats car des transformations unitaires permettent de se ramener au cas
général (cf. Remarque 10). Avant de détailler la formulation des vy, o, précisons quelques notations dans les-
quelles les A, ¢ sont les valeurs propres de I’opérateur A que nous choisirons de la forme A = —cA (la forme
divergentielle —V - ¢V donnerait des résultats généraux analogues)

o = &o(k, ) == (Ao — K>7%)1/2,

€ = & (k, 0) = (k*n? — 2t)1/2, (32)

Les fonctions propres dites guidées sont de la forme

Sin(fg%‘g) si0 < x9 < hg,
vpe(x) = apeV2sin(kr sin . . 33
k() k. ( 1) { 7sin£(§i(§%lg)ho)) sinh(&)(H — x2)) si hg < 2 < H, (33)
ol les quantités Ay, ¢, §o et &] sont liées par la relation de dispersion

tanh(&{(H — ho)) _ tan(éoho) (34)
g o

Cette relation exprime la continuité des traces des fonctions propres et de leurs dérivées normales en x2 = hyg.
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Remarque 2. Si (ug,, ¢, )n est une suite de solutions guidées, il n’est pas possible que &o(kn, £y) — 0 puisque

tanh (€} (H—ho))

I’on aurait a la fois £ — oo et — —hy, ce qui est impossible puisque I’expression de gauche

1

est positive. Par conséquent, & (ky,, {n) — +00 et & borné implique sin(§yh) — 0. De méme, sin(§phg) — 0
implique £ — oo.

Les coefficients ay, ¢ servent a la normalisation des fonctions propres. Noter que les solutions ne vérifient ni
& =0ni& =0.
Remarque 3. Les quantités &y et £ ont une interprétation spectrale géométrique simple si on pose k :=
k27? : dans le nouveau repére (1, \)? les paraboles deviennent des droites et la quantité (51)2 est égale a
V142 N . . N . ) 5 .
%d(MAM, B) oud(My, ,, B) est la distance du point My, , = (k, Ak ¢) a la barriére spectrale d’équation
A = c1k. De son coté, ﬂgé est la distance de M), ¢ a la frontiére spectrale d’équation N = k.

Pour k fixé, on pose £ = Ly, := max{l; £ > 1, A\ < c1k?m?}. Cest le plus grand entier £ tel que k¢ est
une valeur propre guidée. On posera aussi dans 1’article
Sin(kﬂ'(lg — ll))

kﬂ'(lg — ll)

Crw = vol(w) <1—

[, Joge(@)|2dz
Ry, = oSwlhOD1 0 36
b Joy [0 () Pz 0)

pour les fonctions propres vg ¢, 1 < £ < L,k > 1,avec w := (I1,1l2) x (a,0),0< 11 <p <1,0<a<b< H

cos(km(ly + ll))> , (35)

et v o(x) == au\/%sin(kﬂxl)uk’g(a:g) ot L = 1, uy, ¢ étant défini implicitement par (33). Noter qu’il ne faut
pas confondre les nombres réels [ et [o avec les entiers £,,, que I’on utilise. Quand il n’y a aucune possibilité
d’ambiguité, la notation C' désigne une constante strictement positive qui peut prendre différentes valeurs. Noter
qu’étudier les vy, o revient a €étudier les wuy, 4.

3.1 Les énoncés

Théoreme 3. Suivant la localisation de I’ouvert w = (I1,12) % (a,b) C Qona
o Casl:wCQ,ie hg<a<b,etune suite de fonctions propres guidées (vy, ¢, )n>1-
Si la suite (v, 4, )n vérifie £ — 00, alors on a

[kt lF2) o — 1 sin?(€ohg) e 2Ei(@—ho)

Avec k, — oo, ceci a lieu, en particulier, dans les deux cas suivants : ,, < Ly, — 1, ou bien s’il existe une
constante d,co = 1 < d < cy, telle que (k,m)? < Ay, o, < d(knm)2.
o Cas 2 : w C Qg et une suite de fonctions propres guidées (v, ¢, )n>1-

(37

1. Si la suite (vg, ¢, )n Vérifie & — oo, alors on a I’encadrement suivant pour tout € > 0, dés que
k> N(e),
Vo}ll(w) (1-2) < Hvkn:‘enH%Q(w) 5 vol(w)
0

N ||vkn:en||%2(Q) 2 h[)

(1+¢). (38)

Ceci a lieu, en particulier, si {, < Ly, — 1 ou bien s’il existe une constante d,co = 1 < d < cy, telle
que (knm)? < A0, < d(kpm)2.

8. Ce n’est pas celui qui correspond exactement aux coordonnées microlocales usuelles.

12



2. Pour la suite de fonctions propres guidées associées aux A r, , on a

vol(w)

”Uk,ﬁk||%2(w) - vol(w)
ho + 2(H — ho)

Ve > 0,3IN,Vk > N =

(1+4¢). (39)

(1-¢)< <
Hvk,ﬁk”%2(g) ho

Si, de plus, £ — oo pour une suite extraite, celle-ci vérifie

[0k, 17 1
kigﬂ(w) ~ —vol(w). (40)
”Uk£k ||L2(Q) ho

e Cas 3 : w est une bande ouverte a cheval sur l'interface, i.e. w := (0, L) X (hg — a—,hg + a4),0 < a_ <
ho, oy < H — hg. On pose w; :=w Ny, 1 = 0,1, et soit (v, ¢, )n une suite de fonctions propres guidées.

Si &) — oo pour la suite de fonctions propres guidées (v, 4, )n il alors existe une constante positive a =
a(a_) < 1 telle que, pour tout n, on a

1 Sin2 (50 h)

. [ an%Q(w ) 1 sin®(&h)
e I e < 1

< < — 1+ o(e 610+ A1)
bty 1—a & (14 of ))

Ceci a lieu, en particulier, si {,, < Ly, — 1 ou bien s’il existe une constante d,co = 1 < d < cy, telle que
(knF)Q < )\kn,gn S d(knﬂ-)2

Nous n’avons considéré que des suites de fonctions propres sans répétition et, dans le Cas 3, pour revenir a
unw = (ly,12) x (hg — a—, hg + ), il suffit de multiplier par le coefficient 2 fllf sin?(kmxy)dax; les résultats
affichés.

Corollaire 2. Soit w := (l1,l2) x (a,b) C Q et une suite de fonctions propres guidées (vy ¢)y, l'indice £ étant
fixé. On a alors
eCasl:wC 8, ie hg<a<hb,

3 33
arhg e 0t log el 2oy ~ 1ok ell72) k= oo, (42)

Nlw

_ 2
ona) = (t2 Z;L?s(h) (Clcil) et ay = 2(a — hy) 010:1.

OCas2:wCOQO,i.e.Oga<b<ho,

lvk,ellZ2 Lot 1 - sin((7 (b — a))
202 (b—a)
0

™

cos(2¢ »

5 (a+0b) |, k— o0, (43)
Hvk,EHLQ(Q) ho

e Cas 3 : w est une bande ouverte a cheval sur l'interface, i.e. w := (0, L) x (hg — a—,ho + a4),0 < a_ <
ho,ar < H — hg. On pose w; := wnN ;i =0,1,

2 sin?(Eho) lorelzn 2 sin®(gho)

— (14 o(e™81)) < < (14 o(e 417+)) (44)
o & o ~ o €
o sin?(&ghg) ~ mé et &§ — oo.

Remarque 4. I/ est important de noter que
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1. Lorsque w = ) et & — oo pour la suite considérée, le cas 1 du Corollaire 2 dit que la norme L*
se concentre dans g en O(gi,) De plus, pour w = (0,1) x (hg — €,ho),e > 0, le Cas 2-item 1 du
1
Théoreme 3 implique que lim infy, o Ry 4, > 0, (cf. (51)), Uindice £,, pouvant varier avec k.

2.2 . R
kL’; définit la frontiére entre les valeurs

propres guidées et celles qui ne le sont pas. Ceci n’est pas encore prouvé pour le probléme a plusieurs
sauts.

2. Pour le modele a un saut, il est certain que la courbe A = ¢,

Il reste a étudier la suite (v ¢, )i, ¢’est a dire la suite des fonctions propres dont les valeurs propres sont
les plus proches de la barriere spectrale. Pour cette suite on a {y = &y(k, L) — oo quand & — oo mais les
comportements de & (k, L) et sin?(£ohg) sont plus délicats 4 déterminer car I’item 2 du Lemme 5 ne répondra
a toutes les possibilités. Par souci de simplicité rappelons que hg = % 9 1l faut se reporter a 1’ Annexe B pour
certains détails énoncés et utilisés dans le Cas 1 du Corollaire 2 et la Proposition 2.

Proposition 2. Supposons hg = % w C

1. Siv/c1 — 1 € N, il existe des constantes positives C1, C}, Ca, C}, telles que la suite de fonctions propres
guidées correspondant aux valeurs propres A\, ¢, Vérifie I’encadrement

1
—oyad —Coad
Cre” 2 bk lug £ 7o) < N e 2 < Cre 2 " [lug 2, 172 o) (45)

2. Siv/ep — 1 € R\ N, il existe des constantes positives C1,Cy telles que la suite de fonctions propres
guidées correspondant aux valeurs propres A\, ¢, Vérifie I’encadrement

—CoN!
Cre™ e ug g, 3y < Nk gy W < ke 320 0

3. Sivecg —1 € R\ N, il existe des constantes positives C1,C,Ca, Ch et une sous-suite de fonctions
’ p s M1 s ~2
propres guidées correspondant aux valeurs propres Ay, o, Vérifiant I’encadrement

1 1
—oyad —Col
Cre” 2k lug £, 172 () < N e 2y < Cre 2 " [lug 2, 172 (o) (47)

Corollaire 3. Soient (¢;) une base orthonormale de fonctions propres associées a la suite croissante des
valeurs propres j1; < pij11 < --- de U'opérateur A = —VN - (cV) et un ouvert w C Q. On sait ([10]) qu’il
existe une constante C' telle que

1
Z laj|* < CeCr? / | Z ajpi*dz,Va; € R,V > 0. (48)
s <p “opi<p
1 1
Il n’est pas possible de remplacer le facteur e“** par e“** avec a > 4.

C’est une conséquence immédiate de la Proposition 2 en prenant une suite de fonctions propres satisfaisant
cette Proposition et w C 2.

Lemme 5 (Lemme préparatoire). On considére une suite de fonctions propres guidées (uy,, ¢, )n.

9. Ce choix ne change pas la nature du résultat puisque 1’on ne fixe pas en méme temps la valeur numérique de ¢ > 1.
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1. La constante Cy,,.,, définie par (35), tend vers vol(w) si k, — 0.

2. Si by, = Lfixé ona g — N = o(l) on X = X(ky) := kZn? + EQZ—;, ce qui implique que
§o(kn, £) — €5 et & (kn, £) — o0 quand n — oo.
On a plus précisément

cp—1.1 ml? c 1 1
M =€l ) = oy [ o), (49)
0 n n
. 1 cp 1 1
sin€oho) =~ [ o) (50)

3. (&1 = &1 (kn, £n) = 0) = |sin(§oho)| > C' > 0.

Démonstration. L’item 1 est évident. Pour I’item 2, voir I’Annexe A. Pour I’item 3, on utilise la relation de
dispersion (34) et on remarque que §o(kn, £) = &o(kn, 1) — 7= d’aprés I'item précédent. 11 suffit alors d’agir

par I’absurde puisque 1’on aurait —tw(gi(;’ho) ~ (H — hyp), les deux c6tés ayant des signes opposés. O

3.2 Preuves
3.2.1 Cas 1 du Théoreme 3 et du Corollaire 2 : décroissance dans w C )

L’ouvert w étant contenu contenu dans €21, la partie ou le coefficient de diffusion ¢ est au maximum, on part
de

sin?(&o0ho) sinh(&}(b—a))
B o G (g™ cosh (&1 H — (b+a)) 1)
klw — VYkiw

’ sin(2&0ho) sin? (£oho) sinh(2¢! (H—ho)) )
ho(1— ) + (H — ho) gretcorhany (5 cmy — 1)

Tout repose sur les résultats de I’ Annexe A a laquelle il convient de se reporter. Appliquant I’hypothese ¢, = ¢
fixe dans le Théoreme 3 et les propriétés du Lemme 5 on a directement le Corollaire 2. De plus, I’estimation
(37) est moins précise que (42) si les indices ¢, sont tous égaux puisqu’on sait que sin({pho) — 0 dans le cas
de (42).

Par contre, on peut remplacer dans (37) le terme &} (ky, £5,) par la racine carrée de la distance du point M =
(k2m2, Ak, 0,,) @ la barriere spectrale, a un coefficient multiplicatif prés. Se reporter a la Remarque 3 dans ce
but. Noter que les quantités 1 — SHI;;)L;;O’“LO)
ponentielle disparait dans (42) et (37).

ne tendent pas vers 0 dans (37) et que, si w touche I’interface, 1’ex-

3.2.2 Cas 2 du théoréme 3 et du Corollaire 2 : concentration dans w C

Maintenant on a
1~ gt cos (o(a + b))

sin(2&0ho) sin? (£oho) sinh(2¢/ (H—hg)) ’
o1 — D) + (H — ho) et iy (2o — 1)

Ry 0o = Cho

que I’on peut mettre sous la forme

(1+0()) (1~ 202D cos gy (a + 1)) )

sin(2&oho) 22 1 H—h
ho(l B 2{0200 ) + sin ({()h/(]) ({i tanh(¢] (H—ho)) sinh2(§i(h;)—h0))>

Ry = vol(w) (51
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e Pour le Corollaire 2, on sait que, d’une part £&g — Ehlo (cf. Lemme 5) et, d’autre part, {{ — oo. Il suffit alors
d’utiliser (51). _

e Pour le point 1 du Théoréme 3, ona £ — 0o et ho(1 — 5=) < ho(1 — Slg(;%’oho) < hy.

e Pour le second point, on sait que &y(k, L) — oo mais le comportement de &) présente une difficulté. Si

lug,c, 1125
=RUL
T~ Lvol(w). Lorsque y/c1 — 1 n’est pas
”uk,ﬁk IlLQ(Q)
un entier, ce sera le cas pour une sous-suite comme il sera montré dans I'item 2 du Lemme 6. Sinon, on vérifie

L sinh (26} (H—ho)) 2
IR E D R

&} — oo, ce qui arrive lorsque v/c; — 1 est un entier, on a

que 0< sinh?

3.2.3 Cas 3 du théoréme 3 et du Corollaire 2 : concentration sous I’interface S.

) . oy “in,én (z)dz
Si Ry, ., désigne le rapport T, @ on a
.2 %cosh(g’(QH—Qh —ay))—1
R oy sin*(oho) Gar 1 0~ ™+
k:TL7€TL = : 2 i — ’
a— sinh” (& (H — ho)) - Smg(f%) cos(§o(2ho — a-))
_ sin2(50ho) 1+0(€_€,1a+)

Comme &} — oo, on voit que Ry,

WS . Dans le Corollaire on utilise (50)

! sin(épa_
Sro- 1 TR0 cos(gg (2ho—a-))
et on remarque que

1 <1 ]sin(%zaf)\ <1 sin(&pa_) \Sin(%W%)’ §
2 207 %= oar_ 2

cos(§o(2ho —a—)) <1+

Pour le Théoréme, on note que la quantité o (ky, £,,) ne s’approche pas de 0 car §o(kp, ) > Eo(kn, 1) — 7.
Par conséquent, il existe une constante strictement positive a = a(a—) < 1 telle que \Slnf(f%*” <ala-) <1
ce qui implique (41).

Dans les deux résultats, auy n’intervient plus que dans 0(6_530‘+) ce qui peut surprendre si on voulait faire
grandir oy mais il faut bien voir que a4 est fixé.

On remarque, pour le premier cas particulier du Cas 3 du Théoreme, que c1 & (k, L, —1) = c1k*m2 — Ak Lp—1 >
Az, — Nt = (£)2(4L), — 3) — oo dans les Cas 1 et 3 de I’ Annexe B. Pour le Cas 2 de I’Annexe B, on a
& (b, Lx — 1) > Agpm1 — A2 = o0,

3.2.4 La Proposition 2
Lorsque v/c; — 1 est un entier strictement positif, on a toujours &} (k, L), &o(k, L) — oo, et, de plus,
VE, & (k, Ly) et )\%7 ¢, sont comparables. La preuve s’appuie sur la Remarque 4 qui donne
sin® (§oho) e~ *1(a=ho)
ho 3
De plus, il n’est pas possible que sin?(&yho) — 0. En effet, si sin?(&yhg) — 0, il vient de la relation de

2 2
dispersion que sin?(&phg) ~ éﬁ mais on sait aussi que & et & sont reliés par (éﬁ =(c1—1) % —cy. Cette
1 1 1

Rk,ﬁ;w ~ si éi(kv [’k)) §O(k7 [’k) — 00, k — oo. (52)

derniére quantité explosant puisque /% et €/ sont comparables, nous avons montré que sin?(£phg) > C' > 0 et
—2¢1 (a—hg) | TSN

on peut encadrer Ry, £, .., par 6157,0 a un facteur multiplicatif pres.
1
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Lorsque v/c1 — 1 n’est pas un entier, on a, de manicre générale,

1
0 < & (kL) < CON/p, . (53)

ce qui n’implique pas (52) mais on peut extraire une sous-suite ayant les mémes propriétés que dans la preuve
1

de la Proposition 2 : sin?(&ho) - 0, &} (k, Ly), &o(k, L) — oo et, de plus, vk, & (k, Lx) et A\ ¢, €tant com-
parables. Ceci prouve I’item 3 (cf. Annexe B pour les détails).
On ne sait pas affirmer la méme chose pour toutes les sous-suites.

Commengons par examiner I’item 2 qui concerne la suite compléte. Outre (53), on montre que )‘k: ., €stcom-

parable 2 V% et &2 est comparable a k2, ce qui implique (é’ﬁ > Ck. Sisin(§pho) — 0, la relation de dispersion
1

52 tanh? (€] (H—ho))

1mp11que EAE — 0. Par conséquent, £] — oo, et comme tanh(&](H — hg)) — 1, il faudrait que

(5, )2 — 0 ce qui contredit la croissance en k.
Maintenant nous savons que sin(&yhg) > C > 0, (C ne dépendant pas de la sous-suite considérée). On a donc
sin? (€oho) (mzﬁﬁ# cosh (¢{(2H — (a+b))) — 1)

hosinh (€ (HL — ho)) + (H — o) sin?(€oho) (508 7-ho) 1)

nggk;w ~ Vol(w) X

A cause de (53) on doit regarder les comportements de ce rapport pour des sous-suites ol I’on aurait 1’une des
situations suivantes : ] — 0,£] — ocoou0 < a; < & < by < co. On obtient

(b—a)? +12(H — 5t

Rirow ~ vol(w)sin?(&ho) 500 + 2)(H  )? si&l —0, (54)
L, 1 ea—ho)i

Rirpw ~ vol(w)sin®(&oho) holo— ) g si&] — o0, (55)

0<C1 < Rirpw<Casi0<a <& <b <oo. (56)

ce qui donne I’encadrement peu précis (46) si, au lieu de &} (k, L), on introduit la valeur propre associée A\, ¢, -
Il faut noter la différence des exposants entre (42) et (45) : ’exposant indiquant la décroissance est AT sila

suite des points M) longe la barriere spectrale alors qu’il est A2 si les points sont du type (k272, Ak 0), ¢ étant
fixé.

4 Concentration : cas du modele a deux sauts

Pour alléger 1’écriture nous remplacerons provisoirement x par . L’équation 2 satisfaire dans L?(0, H)

est

k272

L2

—(cu') + (e —MNu, u(0)=u(H) =0, (57)

et nous utiliserons les notations suivantes :

wo(IE)i:@ﬁ( )Sio<$<h0,¢1( ):=(x )Sih0<l‘<h1,¢2( )= %/)( )sihy <z < H,
O K2a2 k2 2 k2 2 £272 I (58)

5(2) = co 2 751 = Cl - (&1) 7&2 02 - L2 ’(52) = .2 57
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étant entendu que les valeurs &3, £2, &1 et &£ seront toujours des nombres réels positifs quand nous les utiliserons.
On vérifie que

up(x) = ag sin(§ox)

ur () = ay sin(&1x) + by cos(&1x) si €2 > 0,

ui(z) = @) sinh(&)x) + b) cosh(&]x) si & < 0, (59)

us(z) = ag sinh(&(H — 1)) si &2 <0,

ug(r) = agsin(&(H — x)) si €3 > 0.
et on obtient trois relations de dispersion suivant la position de la valeur propre A :

tanh(£3 (h1—ho)) | tanh(§(H—h1))

+ ,
Zone(0) - o 28 sigf <0, (60)
1+ gk tanh(€] (b1 — ho)) tanh(&5(H — 1))
b(EL(H—ha)) tan(égho) + tan(&(fzrho))
Zone(I) ezt — coo c1é1 sié2>0et(8)2>0, (61)
2 gL tan(&oho) tan(é1 (b1 — ho)) —
o ) tan(fgho) tan(&1(h1—ho))
Zone(II) fneUlzh) coso L] sié2>0et&l > 0. (62)
1y b 8k tan(€oho) tan(&1 (hn — ho)) — 1 g @

Si on cons1dere a k fixé, la position des valeurs propres A ¢ par rapport aux valeurs limites ¢ K L2 ,C1 L Lg et

co km L2 ,on constate que

2.2 .. N . . .
— lorsque cok L2 < Ape < clkL—g, la restriction a €2y de la solution wy, ¢ arrive sur I'interface Sp avec un
angle supérieur a I’angle limite de la réflexion totale;;
k2x2 k272 © e N . 5.
— lorsque ¢1 %75~ < A < c2775-, larestriction a o U 2y traverse Sy et arrive sur I'interface Sy avec un
angle supérieur a I’angle limite de la réflexion totale;
lc27r2 . L . . . . e
— lorsque c2 "5 < Ak, la solution uy ¢ est, dans chaque région 2, 2 et €22, une combinaison linéaire
de sinus et cosinus sans réflexion totale sur une interface.

4.1 Zone (0) : cas de la relation de dispersion (60)

2
—. 1y
en a une infinité formant une suite a deux indices A\ ¢,k = 1,--- ,1 < £ < Ly, I'entier £}, étant une fonction
monotone croissante de k.
Proposition 3. Posant ag = 1, on a, a une constante de normalisation pres,
ug(x) = sin(§ox) (63)
up(x) = cosh(&](z — ho)) I:Sin(foho) éo cos(&oho) tanh (€] (z — hg))] (64)
1
cosh(&] (h1 — ho))[ . coéo .
= h hg) tanh h h h(&(H — 65
uz(z) Sinh(¢,(H — ) sin(§oho) + ol (€oho) tanh(&; (h1 — ho)) [sinh(§(H — ) (65)

Proposition 4 (Estimations préparatoires). Lorsque [’indice 0 est fixé, 1 < 20L, on a

1.
= (1= P8+ ok e _ e
§o = ho (1 sz Moz + O(k)) avec 261(61_00) < My, <2 L
. h2 M,
sin(§oho) = (—1) M 5 =EE + o(3), (66)

2 M2
cos(€oho) = (~1)"(1 = g7 5" + ol3%)):
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I _  Jeci1—co km __cofPL? 1 1 !/ c2—co kT __cof?L? 1 1
51 = 7101 0 7 (1 72(03_00)}18 12 +10( kz)) 752 = 202 0 s (1 72(03_00)}% 12 + O(k2)> ) (67)
C1—C 2 w2 c
Vet e = 6 =550 ata T o).
3.

cosh(& (h1 — ho))[ . coéo / 11 (L+0(1))

h — ho) tanh(&7(hy — h = (-1
x e~ (€5 H—h1)=€] (m—ho)) ____C0¢ g Verler = o) Mie 1 oo

ho+/cC1 (Cl — Co) 2m Cco 2

Remarque 5. L’onde associée a la fonction propre dans )y devient rasante le long de l'interface Sy lorsque
k — oo. En effet, d’apres (660) la quantité &y est équivalente a i—’; ce qui fait que I’'angle d’incidence 0y de
I’onde par rapport a la normale a Sy vérifie tan 6y ~ %%k Asymptotiquement (en k) il n’y aurait donc plus de
transmission entre Qg et 01 U Qs.

Maintenant, en vue de considérer la localisation d’une suite de fonctions propres uy ¢ lorsque k& — 0o, £
étant fixe, sur un ouvert w := (0, L) X (a,b) C £, nous négligeons la largeur de I’ouvert {2 et nous nous
contentons d’estimer la norme L? de la suite de fonctions associées )y ¢ lorsque k& — 00.

Proposition 5. Siw := (0,L) X (a,b) C Q,0 < a < b < H, ona les cas suivants lorsque k — oo,
o wC (O, h(])

. . . by g In
/ |ug,o(7)dz = b—a (1 _ sin(2§b) — Sln@&ﬂ)} b—a (1 _ sin(250b) — sin(257 “)> (69)
(a,b)

2 260(b —a) 2 2%(1)—@)
h sin(2&pho) h
2 0 00 0
de = (1-——=—| = 70
/(O,ho) [ure(w)Pdz = < 2eohs >—> 5 (70)
o wC (ho, hl)
2
2ct h3\/c1(c1 — co) 281 (b—ho)
o = ’ OV O e~ L) S (140(1)) (71
/(a,b) k(@) 2h301(61 —¢cp) 21l ¢y kit 2k2¢] (1+0(1)) (71)
2
(2ct h3\/c1(c1 — co) 281 (h1—ho)
dr = : 0 Myy—L) S (14 0(1)) (72
/(ho,hl) |Uk,£(l‘)| . 2}%61(61 —Co) 27Tf200 kit 2k2£i ( +O( )) ( )
o wC (hl,H).
2
’ 23 h3\/e1(cr — co) e~ 2(€b(a—h1)—€] (h1—ho))
2 _ 0 0 1\€1 0 .
/a [ure(@)l de ~ 2h¢ei(er — ) 2702 ¢q Mye =L 2k2¢} (I+o(1) (73)
2
H 2 2 3 — 2 '(hl—ho)
¢ hiv/c1(c1 — co) €261
2d _ 0 0 M iy e 1 74
| et = | BVAG = 0u, g1+ o) (74)
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Remarque 6. Le théoréme précédent nous amene aux précisions suivantes

1. Dans (70) la convergence vers }‘2—0 se fait par valeurs supérieures. Une partie de |’énergie fuit donc vers

0 U Q.

2. L’introduction du terme My, ¢ est d’origine technique car nous ne connaissons pas exactement la solu-
tion de (60). A cause de cette imprécision nous supposerons que
Cohg

3
cohy g~ o (75)
™ T

2
foyerleizeo) L> > 0.

ce qui implique Ac ¢, ko = ( ETLr

(H) L<

3. La normalisation de chaque fonctions propre uy, ¢ étant la méme pour xo € (0, H), il est facile de voir
qu’avec celle-ci

2¢7 (h1—ho)
1 1> et 76)

2 &
u ~N————A — + —
| k7fHL2(Q) thcl(cl — o) co,c1,k,L <§i I k2
Théoreme 4 (concentration autour de S1). On suppose que £ fixé et que I’hypotheése (75) est satisfaite, alors
Iessentiel de I’énergie de la suite (uy, ¢)>1 Se concentre au voisinage de Uinterface S1 = {(x1,h1);0 < 1 <
L}. Plus précisément, si 0 < ¢ < inf(H — hy,h1 — hg), ona

2
f(O,L)x(hl—S,hl) |uk’é| da ~ L (77)
Jo lune*dz SRS
2
f(o,L)x(hl,hlJrs) ke dz - & (78)
Jo lune?dz SRS
sachant que %1 = %(1 + 0(%)) avec une limite strictement inférieure a 1.
2

La remarque 5 fait penser que I’hypotheése (75) n’est pas essentielle pour qu’il y ait concentration dans
Q1 U Qo.

Remarque 7. Il faudrait comprendre la raison pour laquelle il n’y a pas de concentration de |’énergie au

2
voisinage de I'interface Sy. Posant x = ho(1 —y),y — 01, on a sin(&oz) = (1) lr(y + 2;% M,f’e + 1+

2
0(3))- Ainsi, a k fixé, sin(§oz) ~ (—1)+1 2;;‘;2 le’z lorsque y — 0. Toujours dans ce cadre,

1. si € est impair, o(x) est petit et positif, sa dérivée, négative, est proche d —%. Elle décroit et est

. .. {7 M, . . N , p P
concave mais cette concavité (———%) devient petite lorsque k augmente. Apres avoir dépassé x =

ho, la courbe continue a décroitre mais la concavité change de sens d’autant plus fortement que k
augmente.

2. sil est pair, les variations sont analogues mais symétriques.

Ces comportements n’expliquant pas vraiment la situation il faudrait peut-étre chercher une explication utili-
sant le lien entre la dérivée normale et la dérivée tangentielle.
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4.2 Zone (I) : cas de la relation de dispersion (61)

Puisque ¢ > O on a
uo(x) = agsin(§oz)
ui(z) = ay sin(&1x) + by cos(&1x), (79)
ug(z) = agsinh(&,(H — x))
Notation : Soient (f,,) et (g,) sont deux suites. La notation f,, & g, signifiera que ces quantités sont com-
parables, i.e. qu’il existe des nombres réels positifs My, My > 0 tels M; < % < M5 dés que n est assez
grand.

P . . . . 2 2 2_2
Théoreme 5. On suppose que la suite (A, ¢, )n appartient a la zone (1), i.e. c; kL—’; < ke, < CQkTg.

2.2 2.2
1. Soit 0 < & < 255 Si la suite vérifie (c; + 8)% < Aot < (€2 — E)k"L—Z, la suite des fonctions
propres associées (uy,, ¢, )n concentre leurs normes L* dans Qo U Q
b ) e—285(a—h1)
hi1<a<b<H = |ug e(x)|"de = B — (80)
a 2

[ s @fas = [ g @)Pds 1)
Qo 1951

2. Si la suite des quantités (&), correspondant a la suite (\k, 4, )n, tend vers 0 alors la norme L? des
fonctions propres associées (uy,, ¢, )n est répartie de maniére comparable sur les 2;,i = 0,1,2 :

| oo [ o @Pde s [ o, @R )
Qo 951 Qs

3. Si la suite des quantités (&1)n, correspondant a la suite (Ak, ¢, )n, tend vers 0 alors la norme L? des
fonctions propres associées (ux,, 4, )n Se concentre dans y :

b e—285(a—h1)
hi<a<b<H = / |k, 0, (2)]Pde & ——f—— (83)
a &
o 2d 2y = 84
5 ~ | ke (@) Fdz > |tk 0, ()" 22 (84)
Qo Qo 2
Démonstration. Utiliser les trois cas particuliers de I’ Annexe C. O

1l faut noter que toutes les possibilités n’ont pas été examinées car il se pourrait, par exemple, que la suite
des valeurs propres vérifie a; > £ > a9 > 0 sans que I’on soit dans la situation 1 du théoreme 5.

Conclusion Beaucoup reste a faire dans cette voie, en particulier la généralisation a un coefficient de diffusion
seulement continu mais les résultats obtenus disent déja ce qu’il est possible d’espérer. Il faut noter que si 1’étude
tres précise du cas N = 1 (Section 3) résulte d’une résolution presque explicite de la relation de dispersion, ce
n’est plus le cas dans la Section 4.2. D’autre part, nous aurions pu aussi considérer 1’énergie |u ¢|? + |Vug ¢|*
au lieu de |uy, ¢ 2 un rapide coup d’oeil montre que dans la plupart des cas la valeur du rapport R, (v) dans (1)
change mais pas sa nature.

Annexes
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tanh( kﬂ\/?( Hfh)-)-

A Item 2 du Lemme 5 et Théoreme 3 : indications

Remarque 8. Comme les valeurs propres guidées A\, ¢ vérifient k2m? < A < c1 k%72, elles sont comparables
N 122
akome.

e Les notations définies en (32) seront parfois étendues au cours du texte en y remplacant la valeur propre A ¢
par la variable X\ parcourant un intervalle de R mais aucune confusion ne sera possible.

e [’entier k est provisoirement fixé, la constante c; est supposée strictement supérieure a 1. On a £ = Ly
valeurs propres i ¢ classées dans I'ordre croissant k2% < A1 < Ao < -+ < A < cik®m?. Elles
correspondent aux abscisses des points d’intersection de la courbe représentant la fonction croissante A >
é tanh(¢](H — ho)) avec la courbe A — — 2 L tan(%p) oll, ici, & = (A — k*n%)1/2, ¢ = (k?x% — 2)1/2 La
figure 3 représente ceci ol on a posé

Ao = N(k) = K*n? + (20 — 1)? W,v MN(k) == E*n% + th 1<l0< L+ 1. (A.1)
0

Maintenant, nous nous intéressons a I’intervalle Iy, ¢ := (Ag, Ap41) :

A

km

N

p > e S, T
-

N R T T R T P —

= |
g
/
>’l\‘)
D N

> ammmmmmha

(+1 L+1

k k k

FIGURE 3 — répartition des valeurs propres

1. lalongueur de I'intervalle I}, ; est égale a 2/ ”—z et ne dépend donc pas de I’indice k;

2. le milieu de I'intervalle est (A\; + A\p11)/2 = k?m% + (402 + 1)’77

3.0\ = Ao+t w2 .

2 4h’
4. la restriction de la courbe \ — _é% tan(§oho) a 'intervalle I, ¢ est indépendante de I’indice k ce qui
se voit immédiatement par le changement de variable 1 = A\ — k?r% — (20 — 1)2 i e et u € (0, 262—;).
0
D’autre part, sur Iy ¢, la courbe en tangente hyperbolique dépend de k et s’écrase de plus en plus vers

I’axe des abscisses lorsque k& — oo, ce qui prouve que la suite (A ) tend vers X quand k — oo,
I’indice / restant fixe,
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5. La quantité & devient alors \/ w+ (20— 1)2 ™ . Si ! correspond a Af et [k, @ Ak ¢, ON Obtient

tanh (&) (H — ho)) 1 =it ﬁ 1
éi B c1 — 1]-6‘71’ 1+ 01—1 kQ( 2 +h(2))+0(k’2) , (A2)

t h h3
_ ango ) _ 2630 . (1 — ) + o(u* — ), (A3)

¢ 23 2
W= e = 1/ —1E+0 (A4)

De son c0t€, la relation de dispersion (34) s’€crit (u €tant la solution iy, ¢)

¢ _
W= ke = ,/ 1 lm ) +o(u’ — p) (A.5)

Il n’y a plus qu’a rassembler ces résultats et revenir aux notations &g, &} et Ak,¢ pour avoir le Lemme 5 (cf. [3]
pour plus de détails).
e Examinons maintenant le Théoréme 3. On suppose provisoirement que w est une bande (0, 1) X (a,b) de Q4

[l ell?
et on appelle Ry, 4., le rapport ”H‘# 10 Les hypothéses du Théoréme 3 impliquent déja que &/ (k, £) — oo
L2(Q)

car la distance des points (k272 Ak,¢) a la barriere spectrale tend vers I’infini avec k. On vérifie que

sin” (&oho) e~ %i(a—ho) ol (H—
/w|uk,é($)!2d$ = ap, o2, (H=ho))? (1+0(1)) = 4(b — a)e~ 21 =ho)

201 — g
N ai,gSiHZ(SOhO) 625’15(;%)’ (A.6)
| waoPas = at i (1- =M, (a7
[ e =t PG a1 = e I oI as)

Pour cette derni¢re relation on a utilisé 1’équivalence sin® (&oho) ~ 0 5, jz COS (50 ho), conséquence de la relation
de dispersion (34). On arrive ainsi a

sin?(&hg)e~ %1 (a—ho)

Rk,f;w ~ in h : ; . (A9)
(1 — D) 1 5in (€oho) (14 O(Epe 25K 0D
Pour I’item 1, on utilise le Lemme 5 qui implique sin?(&yhg) ~ (5,1%, d’on
ET( 2 67251(0’7}7’0)
Ry g ~ (£m) (A.10)

hy o ()P
C’est maintenant la relation (49) qui permet d’obtenir (42). Cf. [4] pour plus de détails.
e Pour I'item 2, on note que les relations (A.6)-(A.9) sont toujours valables car c1(&](kn, 1)) > (c1 —

10. Pour revenir au cas général il suffira de multiplier les limites, lim sup et lim inf, du rapport par lo — I;.
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d)k2m* — oo. De plus, &(kn, £n) > &o(kn, 1) ' implique lim inf &y (kp, €,) > 0 puisque &o(ky, 1) —
d’apres le Lemme 5. Ces trois constatations amenent a

1 sin?(&hg) e Zila—ho)

Ry .0 ~ % 1_ m;;)#goim) &

(A.11)

Remarque 9. Il faut noter que I’équivalence (A.9) n’exige pas que Uindice ¢ soit constant mais seulement que
&1 — oo tandis que (A.11) n’exige pas non plus que { soit constant mais que & — oo et lim inf {o(ky, £,,) > 0.

B Proposition 2 : indications

Remarque 10. Choisir hg = % n’est pas restrictif. En effet, partons des trois éléments : ’ouvert } = (0,1) x
(0, H) avec une interface en xo = h, le coefficient de diffusion c et le couple (A, D(A)) introduits dans la
Section 1 et posons

c(z) =
U: L3(Q,¢71da) — L2(Q, ¢ da), (Uf)(z) = V2h (e (),

= (0, ) ( 0,H),Q=(0,1) x (0 2hH H,
- [ (&1,2hZo) si 0<95 < ,
P Qp(2) = (71,2 (i’22 %)+l21s122<:1:2<H (B.1)
(2h)%c S ~Ha)),

on vérifie que
1. U est une application unitaire entre ces deux espaces d’Hilbert;
1.
2
3. UYAU = A oile couple (A, D(A) est défini par A = —¢A et D(A) := {u € H}(Q); Aa € L*(Q)}.

Comme €l n’est pas égal a 1 mais & (2h)? il faut corriger les valeurs propres par ce coefficient multiplicatif
mais les fonctions propres sont inchangées.

2. Uinterface de ) est ramenée de xo = h a Tos =

Les quantités & (k,0),1 < ¢ < L, sont les indicateurs du taux de décroissance des fonctions propres
guidées dans la partie €2, et elles vérifient

&1k, 1) > &1 (k,2) > -+ > & (k, Ly) > 0. (B.2)

Remarque 11. Pour h = %, c1 = 2, des calculs assez simples aboutissent aux inégalités plus précises suivantes

T <ok, 1) <&o(k,2) < < 7k = 2) < €l Ly) < mh
IV 1> (k1) > € (k,2) > -+ > V2rvE— 1> € (k, Lx) > T\ [k — § (B.3)

1
Dans ce cas particulier, la quantité £ (k, Ly,) est de I’ordre de V'k donc du méme ordre que i ¢, Ceciservira
de guide dans ce qui suit mais, malheureusement, nous n’avons pas ce résultat dans le cas général, sans
I’exclure cependant.

11. Linterprétation géométrique de la Remarque 3 rend évidente cette inégalité.
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Dans la suite on n’impose plus ¢; = 2 mais, comme on suppose hg = %, on a
A= N(k) = k20?2 + (20 — 1222 X = M(k) := K2n? +4Pn% 1 < (< L+ 1. (B.4)
Appelant £;, le plus petit entier vérifiant c;k?m? < A Z,+1, on est confronté a trois possibilités pour situer
L = Ly, (le plus grand entier tel que A\ £, < c3k?), dans les intervalle I, o = (Ag, Apy1)
1. Cas1,i.e. ALk < e k?n? < >‘Zk+17 représenté a gauche dans la figure 3, d’ou £y, = Lr:

2. Cas2ie Az, < k22 < ALk et les deux courbes ont un point commun dans cet intervalle (centre
de la Figure 3) d’ou Ly = Li;

3. Cas 3,ie. \;, < c1k?m? < ALk et les deux courbes n’ont pas de point commun dans cet intervalle
(a droite de la Figure 3) d’ou £ = L — 1. Ce dernier cas ressemble alors au premier, moyennant le
décalage d’une unité.

Remarque 12. Dans les deux derniers cas, la double inégalité Az, < c1 k2% < Aok implique que

-1 Vel —1 1
kclT<£k<kclT+§. (B.5)

Ainsi, d’une part k et L}, sont comparables '? et, d’autre part, ces deux cas ne pourront jamais se produire si
V/c1 — 1 est un entier. Plus généralement, que \/c1 — 1 soit un rationnel %, q # 0, ou un irrationnel, (B.5) ne
sera pas vérifiée pour une suite (ky,) tendant vers linfini et donc les cas 2 et 3 ne pourront pas se produire pour
ces entiers k,,. C’est cette suite qui vérifiera (47).

L existence de cette suite (k,,) découle des deux points qui suivent.
e Soit/c1 — 1= g,p, q > 0,p,q € N et considérons la suite (k,,) définie par k, = 2ngq,n € N. Alors
kivcé_l < L < k‘ivcé_l + % devient np < L < np + % ce qui est impossible.

e Soita := 7”;_1 ¢ Q. L’inégalité (B.5) s’écrit donc kaw < L, < ka—l—%, ou encore ﬁk—% < ka < L.
Nous agissons par 1’absurde en montrant que la proposition :

1
IN=N(a),Vk>N,3LeN=L - <ha<L (B.6)

est fausse. Soit un entier kK > NN quelconque. Il vérifie par hypothese L — % < ka < L et soit I’entier
p,p > 1,telqueL—% <(k+p—-la<L<(k+pa Sia< %,ona(k‘+p)a < L+%,ce
qui montre ce que nous voulons. Si % < «a < 1, nous posons o = % +pBdoug < % Considérons
I’analogue de (B.6) pour 3. Si cette nouvelle proposition est exacte, elle est vérifiée pour un N’ = N ()
et choisissons k = 2p, k > max(N, N’). Comme on a supposé que (B.6) est vraie, on devrait avoir
L — % <p+ kB < Ldou(L—p) — % < kB < (L — p) et I’on peut recommencer le raisonnement

e 1
utilis€ pour o < 5.

Lemme 6. On consideére la suite des valeurs propres (A, r, )i>1. Les entiers k et L, sont toujours comparables.
De plus,

1
1. Cas I et 3 : les quantités k, Ly, \} , ¢t (€1)? sont comparables entre elles ;

12. i.e. il existe deux constantes positives a1, az telles que 0 < a1 < < ag pour les quantités variables k et L.

Kk
Ly
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1 12
2. Cas 2 : les quantités k, Ly, A}, ¢, Sont comparables entre elles et (51) =0(1).

2
AkLy

Démonstration. Nous étudions les trois cas séparément.

Cas 1 Mok < k%72 < Mgy q1

L}, est le plus grand entier tel que A+ < ¢, k%72, ie. k2m? + 4£27r2 < c1k?m? d’oﬁ 2Ly, < ky/cp — 1 puis
Lr=F (kivcéA) (E(x) désigne la partie entiere du nombre réel x), d’ott k¥5— = L + avavec 0 < o < 1.

Par suite, k£ et L), sont comparables et \; o, est ainsi comparable a Ek puisque Az, < Mgz, < M\Ek . Pour
préciser Ay £, nous procédons en deux étapes :

(a) Commencgons par évaluer la valeur Az, de A — 1 tanh(gl( — 1)) en A = Ag,. En ce point

ona (&) = Z—f((cl — 1)k? — (2L — 1)?). Comme (1 — 1)k?* = 4(L + «)?, on obtient & =
2y 6 (1 4 20+ 22705200 gy

N[ =

tanh (27r\/§f(1 +2a+ %(;HQ))(H - ))
Ap — . (B.7)

k
27r\/ (14 20 + Gopla2))

Pour Ly, grand, donc £ grand, la majoration Az, > 4% 7 est vraie.

Ao, +Xfke L .
= , milieu des abscisses

(b) Nous évaluons la valeur A de la fonction \ — —% tan(go) en ALk =
Az, et AC%. Ona Afr = k272 + (42 — 4£’§ Ly72 et la valeur de & en ce point est égale a 2L, (1 —

4§2£1)1/2. Quand Ly, — 00, ~ 7Ly — T et

Ag, e <%0> vt : (B.8)

Cela signifie que la valeur propre A, £, satisfait Ag, < Az, < A“* pour k grand, ce qui implique que

A AEw ANk — ) Mok — ) 4L, — 1
L:CIRQWQ_)\L_F L > Ly _ *~k 2 5 oo,
2 2 2 2
(B.9)
Comme & = 27r\/ E(142a+ w) valeur de &} en A, , est supérieur a la valeur de &} en i ¢, ,

on déduit de (B.9) que &](k, L) est comparable a /Ly, et que le taux de décroissance dans le cas 1 est de
1

1 (&1 (k, Lx))* > erk*m® —

Pordre de )\,f ¢,.- On peut donc utiliser I'équivalence (A.11) sachant que & — o0..

Cas 3 \; < ¢1k272 < AL, sans intersection
Ce cas est facile a traiter (Figure 4, a droite) car il signifie qu’il y a £, = L — 1 valeurs propres. Il vient

(AL) + 1)7? = A1 — V% < 1 (€1 (K, Ly))? = ek 7% — Mg, < NP = N\p, = 3(4L; + 1)72. (B.10)

Comme Ly, est le plus grand entier tel que L), < ¥5— Lk + 1, les entiers £, et k sont comparables et sont donc

aussi comparables a )\ ki, € qui montre que le taux de décroissance dans le cas 3 est de I’ordre de )\,;* Ly
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‘ LNQB T ‘ ! D)
)‘L, (1k27r2 >‘Lk )‘k-L Ai Clkzﬂ_z
N
Cas2 Cas3
FIGURE 4 — Cas 1 a gauche, Cas 2 au milieu, Cas 3 a droite
On peut encore utiliser I’équivalence (A.11) sachant que §y — o©.
Pour les Cas 1 et 3 on a donc ) 2! (amho)
sin”(§oho) e~ 114710
Ry g0 ~ . (B.11)

ho 3

Cas 2 \;, < c1k?7? < AP+, avec intersection
Cette situation ne peut arriver que si on a, en méme temps,
(i) ve1 —1 € (0,00) \ N (voir Remarque 12),

1
(i) A, < crk?m? < Afr, Cestadire kY9t < £ < k¥<=L 4 L ce qui entraine que k, £y et A2
k 2 2 2 k,LCy
sont comparables,
tan(:+/c1—1km) 1
(111) —ﬁ < H— bR
On peut déja majorer & (k, Ly,). En effet, de c(&])? = c1k?n? — Mg g, < c1k?n® — Mg, = c1k?n? — Nk

Mok —Ap, < MR — g, = (4L) — 1)72 on déduit que &) < 4/ 45(’:“17177, cette derniere quantité étant de 1’ordre

1 1
de A . ce qui montre I'existence d’une constante C1 > 0 telle 0 < & (k, Ly) < Cidpc,

1
On voudrait améliorer la minoration de &£] mais prouver I’existence de C5 > 0 telle que &; (k, L) > Co\} L
par exemple en prouvant que le cas 2 n’arrive pas, est encore un probléme ouvert a ce jour dans le cas général.
On a ainsi prouvé, a I’aide de la Remarque 12, que le taux de décroissance dans le Cas 2 est de ’ordre de
1

/\g, £,—1 bour une suite (k) convenable, mais le comportement associé a Ay, ¢, reste ouvert en général dans ce
cas. O

C Détail des calculs pour la zone (I).

s 12 . SN 2.2 2.2
Nous considérons une fonction propre associée 4 une valeur propre \ de la zone (I) : ¢; 5 <A< k 13

Les conditions de transmission aux interfaces S, S1 s’écrivent

aysin(§1ho) + b1 cos(§1ho) = agsin(éoho)
cra1&s cos(&1ho) — cr&ibisin(€iho) = coaoo cos(§oho)
arsin(é1hy) + by cos(é1hy) = agsinh(&4(H — hy))
cra1&1 cos(€1hy) — c1éibysin(é1hy) =  —coaséh cosh(E5(H — hy)). (C.12)
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et la résolution donne pour (ay;b1)

C1§1 Sin(foho) sin(& h()) + Cofo COS(&)hQ) COS(fl ho)

a = Qo c 5 )
161
b = g C0S0cos(&ho)sin(€iho) — c1& sin(€oho) cos(&1ho)
1 0 6151 )
a2+ = a3 (sin2(§0hg) + (Z?g)%oﬁ(goho)) , (C.13)

tandis que pour a9

—c1&y smh(fé(H — hl)) sin(ﬁlhl) + Cgfé COSh(fé(H — hl) cos(&hl)

ap = —a2 ’

c1é1
b = a co&h sin(€1hy) cosh(&5(H — hy)) 4 c1éy sinh(§y(H — hy)) cos(1hy)
c1é1 ’
Gt = a (s )+ (22 cosk? (0~ m))).
2 = a sin®(€oho) + (gfg;)z cos? (&oho) . (C.14)
sinh?(y(H — b)) + (og2)? cosh®(&4(H — hy))

. . 2.2 2.2
Cas particulier 1: (¢; + g)’fL—g <A< (c2— s)kL—g, pour un ¢ > 0.
On ne considere ainsi que les valeurs propres A ¢ qui ne s’approchent pas trop pres des bords de la zone (I), au
sens qui vient d’étre précisé. Avec cette hypothese on a

e (cgsg)Q < ele-a-e) (C.15)
ci(ca —c1 —¢) s €1&

wle—cote) _ <cOso)2< cole2 —cot+e) (C.16)
ci(ca —c1 —¢) att) = ce ' ‘

Il vient alors que, pour toute suite infinie de valeurs propres distinctes vérifiant ce cas particulier, les quantités
a%—i—b% et a% sont comparables (utiliser (C.13) ) et que a2 — 0. Précisément, il existe deux constantes M7, Mo >
0 telles que

Mye 26H=m) < 42 < Ny 2 (H=M) (C.17)

i.e. a3 &= e %2(H=") ayec 1a notation introduite 2 la Section 4.2.

Nous considérons maintenant deux autres cas particuliers dont on ne peut pas affirmer pour 'instant qu’ils
existent. Pour cette €tude, il est intéressant de connaitre les relations suivantes

1\2 2 k22

c2(§) +aéf = (e —Cl)? (C.18)
k272

(&)’ +off = (2= o)~ (C.19)
k22

b —aél = (a1 — Co)? (C.20)

et posons N = sin?(Epho) + (£282)2 cos?(&pho) et D = sinh?(€(H — hy)) + (0255 )% cosh?(&5(H — hy)). Cas

c1é1 c1&1
particulier 2 : £, — 0.
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! 2
Avec cette éventualité on vérifie que (c0§0> ~ Gle2=0) Opna N & et D = sinh?(&(H—hy)) (1 + (0252(H7hl))2 cosh (¢

c1é ci(ca—c1)” c1é1 sinh? (¢
sinh?(¢5(H — hy)). Le terme ag exploserait, plus précisément (3—3) est comparable a (&5(H — hy))~? tandis
que a3 =~ a? + b3.
Cas particulier 3 : £, — 0.
N\ 2 N 2
Il vient que & — 00,y — o0, (62£2> —ooetD ~ (ﬁ) cosh?(&,(H — hy)) ce qui donne

c1é& c1é1
0~ % <(Cl’51)2 sin’(Eoho) + (22)? C052(§0h0)> (C.21)
coshQ(fé (H — h1)) 28 28y

2
s N2 2 : coéo ., co(ca—co)
d’ou aj < aOCOSh2(5 CEDY) puisque (02%) er(ca—en)”

1. Si cos?(&oho) ne tend pas vers 0 alors a3 = a2 mais a3 + b — oo.

2. Si cos?(&hg) — 0 et tanc(fgoho) = 0(1) on a cp&cos(éohg) — 0. Cette situation est possible a

la condition que n(ofo) —M=ho
coo

Ci 2
(%) cos?(&ohg) — oo.

ho (utiliser la relation de dispersion (61)) et alors al + b2 ~

3. Si cos?(&ho) — O et |%| — 00, on utilise encore (61) : le membre de gauche tendant vers 0, il

faut que le dénominateur du c6té droit tende vers 1’infini mais le c6té droit de (61) serait alors équivalent
A ——1— — 0o d’ ol une contradiction et cette situation ne peut arriver.
c1€7)(h1—ho)
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