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Symétries physiques et cristallographie : notion de groupe

Curie - 1894
Je pense qu'il y aurait intérét a introduire dans I'étude des phénoménes
physiques les considérations sur la symétrie familiéres aux cristallograhes.

Théorie des groupes en cristallographie
@ Symétries en cristallographie : groupe d'invariance de réseaux
cristallins;

@ Groupes ponctuels : sous-groupes du groupe des transformations
orthogonales O(3) ;

@ Steno (1669) - De Solido intra Solidum
Naturaliter Contento

@ Haiiy (1784) - Law of rational indices
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De |'anisotropie en élasticité linéaire

Une certaine zizani

Probléme : comment parler de symétrie en élasticité linéaire.

Le point d’'appui : les 32 groupes cristallographiques (crystal classes).
Il ne reste plus que 11 sous-groupes (du groupe SO(3) des rotations).
En fait, il n'en reste que 9 (Love, 1927).

Mais si on s'y prend différemment, il en reste 10 (Schouten, 1951,0u
Fedorov, 1968, etc).

@ Huo—Del Piero (1991) : il y en a bien 10 qui peuvent se réaliser...
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La représentation des groupes pointe son nez

Autour des invariants
o ldée présente chez les anciens (Rivlin, Smith) : fonctions invariantes
sur les orbites (bases d'intégrité, bases fonctionnelles).
@ Boehler—Kirilov—Onat (1994) : paramétres élastiques <+ invariants du

tenseur.

Classes de symétries de |'élasticité
o Forte—Vianello (1996) : les classes de symétrie des tenseurs
d’élasticité via la théorie des représentations des groupes.

@ Existence de 8 classes de symétrie; les noms hérités de la
cristallographie (triclinique, orthotropique, etc)
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Anisotropie des lois de comportements

Anisotropie (cas linéaire)

Comment définir et obtenir les différentes anisotropies possibles dans un
modele donné?

Les lois de comportements linéaires : formulation tensorielle
o Conductivité thermique (3D) :

Cth := {X ordre 2, X\ = \ji}, dimension 6

o Elasticité linéaire (3D) :

Ela := {E ordre 4,  Ejiy = Ejiy = Ejjc = Epjj}, dimension 21
o Piézoéléctricité linéaire (3D) :

Pie := {P ordre 3, Pjjx = Pji}, dimension 18
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Cas d'un matériau thermique

0

=< A= 0],
m ;
Symétries : S
1 0 0

X=1|0 512 1/2],
e 0 1/2 5/2

e Symétries : S

O O
o N O

1 0 0
XN=[(0o 9/4 3],
0 V3/4 11/4

Symétries : S

Anisotropie thermique d’une théiére?
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Anisotropies en thermique (linéaire)

@ Anisotropie : ne dépend pas de I'orientation du matériau dans
I'espace.

@ On peut toujours trouver une orientation telle que

A 0 O
A=1]10 X O
0 0 A3
@ Conclusion : seulement trois cas d'anisotropies possibles
Trois valeurs propres distinctes Orthotrope
Deux valeurs propres distinctes | Transverse isotrope
Une seule valeur propre Isotrope
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Orientations d'un matériaux et représentation de groupe

@ Un matériau fixé dans I'espace : tenseur C € M d'une physique

donnée.
@ Changement d'orientation du matériau : transformation orthogonale

g € 0(3).
@ Le méme matériau représenté par le nouveau tenseur

C=gxC, Ci. .i,=8ipr---8ipnCpr..pn, N =ordre
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Orbite d'un tenseur

o L’'application
C—gxC

est linéaire et bijective.
o Cela définit une représentation linéaire du groupe O(3).

@ Un matériau est représenté par |'orbite

Orb(C) = {g*xC, gecO(@3)}
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Groupes de symétrie

@ Symétries d'un matériau fixé dans |'espace : sous-groupe d’isotropie

Sym(C) := {g € SO(3), gxC=C}

@ Un méme matériau : plusieurs groupes

g €0(3)

Symétries d'un cube O Symétries d'un autre cube Q'
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Anisotropies et classes de symétrie

@ Les groupes de symétries d'un méme matériau : relation de
congugaison

0 &0g; " 20g;"

@ Anisotropie d'un matériau : classe de conjugaison

[Sym(C)] = {gSym(C)g ', g € O(3) }
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Premiere problématique

@ On se fixe un modele linéaire de comportement, décrit par des
tenseurs C € M

@ On veut connaitre les anisotropies possibles dans ce modéle

@ Traduction mathématique : trouver les classes de symétries possibles

[Syml]a AR [Sym#classe]

qui existe bel et bien en nombre fini (théoreme difficile)

@ Une piste : découper I'espace M en blocs plus simples
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Plan de présentation
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Plan de présentation

© La décomposition harmonique et les opérations de clips
@ Espaces des tenseurs symétriques d’ordre 2
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Tenseurs symétriques d’ordre 2

@ Tenseur symétrique d'ordre 2 : partie sphérique/déviatorique
p 1 /
a=a + gtr(a)% tr(a’) =0
otl a € S? et q le tenseur métrique.

@ Le tenseur @’ est dit harmonique (totalement symétrique et de trace
nulle)
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Et pourquoi donc harmonique ?

@ Isomorphisme tenseur symétriques/polyndmes homogénes :

a1 ar a3
a=|an an a3 |—pxy,z)=
413 a3 ass
2 2 2
a11x“ + axpy’ + azzz” + 2a1oxy + 2a13xz + 2ax3yz

@ Tiens, on s'ennuie : calculons le laplacien !
A(p) = 2(811 + ax» + 333) = 2tr(a)

e Donc a € S? de trace nulle est appelé tenseur harmonique, |'espace

étant noté H2.
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Géométrie de I'espace S?

Pour tout tenseur a € S? on note

1 1
ao:§tr(a)€H0:R, a’:a—gtr(a)qe]l-]l2

On a donc la décomposition harmonique S? = H? @ HP.

On ne peut pas "faire mieux que cela" :

V C H* stable, i.e gV =V = V = {0} ou V=H*

On dit que H? et HO sont irréductibles.
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Un déviateur est un covariant

o Le déviateur d'un tenseur a € S? "bouge" de la méme facon que a :

a dev a € H?
g€S0(3) gl

gxac——>(gxa) =g«xa cH?

@ On dit que a’ est un covariant (linéaire) de a.

@ Il en est de méme de la partie sphérique.
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Plan de présentation

© La décomposition harmonique et les opérations de clips

@ Décomposition harmonique d’espaces de tenseurs
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Le cas de |'élasticité

@ 1970 : Backus applique le théoréme de Peter-Weyl aux tenseurs
d’élasticités (3D)
@ Blocs (irréductibles) : espace de tenseurs harmoniques (totalement
symétriques de trace nulle)
@ Au final : 5 covariants harmoniques
» Deux composantes isotropes dans H° (coefficients de Lamé)

» Deux tenseurs dans H?
» Un tenseur dans H*
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Le cas général

On se fixe un espace de tenseurs (stable) : il existe une décomposition
harmonique

@ On a un procédé général : formule de Clesch—Gordan

H"Q@HP =H"PoH""P1g...0H"P (n>p)

Les premiers cas :
Cth = H? ¢ H°
Ela = H* @ H? @ H? ¢ H° ¢ H°
Pe=HoH ?eH & H

(]

L'explicite est une autre histoire...
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Et I'anisotropie dans tout ca?

Rappel de la problématique

Trouver toutes les anisotropies possibles dans la modélisation tensorielle
étudiée

Formulation mathématique

Obtenir les classes de symétrie de notre représentation de O(3) sur
I'espace M
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Ce qui est déja connu

Dans les années 1980
Ihrig et Golubystki obtiennent les classes de symétries des espaces H"

Cas "simples"

o Pour H3,SO(3) on a 8 classes (triclinic, monoclinic, orthotrope,
trigonal |, trigonal Il, tétrahédral, rotation plane, isotrope)

@ Pour H* SO(3) on trouve les 8 classes de I'élasticité

Pour exploiter cela
@ Forte—Vianello propose une approche au cas par cas

@ Une idée : essayer de jouer aux légos avec les classes de symétrie
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Entre deux vecteurs

e Un vecteur (de H') : SO(2) s'il est non nul, ou bien SO(3) (isotrope).

@ Deux vecteurs : comment combiner deux SO(2

L= &t

o On définit

[S0(2)] @ [S0(2)] = {[S0(2) N gS0(2)g "], g € S0(3)}
= {[1], [S0(2)1}
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Clips de classes de symétrie

Une fois découpé I'espace M en blocs M; & M, on utilise les clips pour
trouver les anisotropies de M

M D M,
| |
[Sym]  ©  [Syma] = {[Symi N (gSymag )]} = [Sym(M)]
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Pour deux tenseurs symétriques d'ordre 2

o Classes de symétries de S? : {[Ortho], [Iso-T], [Iso]}.
@ Table de clips

® [Ortho] [Iso-T]
[Ortho] | {[Tri],[Mono], [Ortho]} | {[Tri], [Mono], [Ortho]}
[Iso-T] {[Mono], [Ortho], [Iso-T]}

Table de clips pour S? & S?

o Conséquence :

[Sym(S? & §?)] = [Sym(S?)] @ [Sym(S?)]
= {[Tri], [Mono], [Ortho], [Iso-T], [Iso] }
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Le cas de I'élasticité (Forte—Vianello, 1996)

M. Olive

Isotrope : [SO(3

/\

Isotrope transverse : Cubique : [0]

—

Tetragonwle [Dy]

Trigonale : D3] Ort hotrope : [Dy]

N

Monochmque (Z,)

Trlchrnque (1]
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Deuxieme problématique (formulation)

@ On connait toutes les ansisotropies d'un modéle tensoriel

Sym(M) = {[Sym], ..., [Symyclasse] }

@ Un matériau est associé a un tenseur C € M connu dans une base.
@ Deux questions :

@ Comment connaitre |'anisotropie associée a ce matériau ?
@ Connaissant I'anisotropie, comment connaitre une base propre ?
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Deuxieme problématique (le cadre)

Peau d’un marsupiau Peau d’'un marsupiau (élasticité)
(thermique)
7.9122 07161  2.1801  —0.0778  —0.054  —0.6541
0.7161  10.808  —0.0235  0.4322  —0.0725  2.1674
2.1801  —0.0235 10.2544  0.8267  0.5779  —1.2035
12.18 5.93 8.77 —0.0778  0.4322 0.8267  4.3250  —1.0971  0.0825
~0.054 —0.0725  0.5779  —1.0071  6.2017  0.3278
593 11.69 11.32 _0.6541  2.1674  —1.2035  0.0825  0.3278  4.5151

8.77 1132 6.35

diag.

vect. propres

Forme normale :
val. propres
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Plan de présentation

© Covariants et classes de symétrie
@ Equations algébriques d'une classe
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Orthotropie d'un tenseur d'ordre 2 symétrique

@ a € S? est orthotrope <= trois valeurs propres distinctes, donc
A = disc(pa) # 0 (pol. caractéristique)

e En notant i = tr(a), /» = tr(a®) et ;3 = tr(a3) une base d'intégrité
de a

6A2 =12+ 9l —21713 83K +35 +36hhk— 1813

@ Equation algébrique de degré 6 en les coordonnées de a
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Un léger mieux

e a € S? orthotrope <= partie harmonique a’ € H? orthotrope
o Plus que deux invariants : J, = tr((a’)?), J; = tr((a’)3)
e Condition sur le discriminant A du pol. caractéristique de a’ :

2A%2 =6J2 - J3£0
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Pour |'élasticité

o E < Ela possede cing covariants harmoniques
(A, p,a’,b’ H) e H° @ H® @ H? @ H? ¢ H*
@ Expressions explicites par opérations de traces (Backus 1970)

1
d:=trnE a’ =5d —4v A= 9 tr(d)

1
vi=tri3sE  b'=3vV-20 = E(3 tr(v) — tr(d))

M. Olive Ens Paris-Saclay 14/11/2019
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Orthotropie de H* par les invariants

Shioda (1968), puis Boehler—Kirilov—Onat (1994)
H € H* posséde 9 invariants Js, ..., Jio (base d'intégrité)

Les équations existent : H orthotrope si et seulement si

— 12150 J3 J3 J7 + 3600 J6* — 11610 J2 Jy Jo + 9750 Jo* Jg + 4410 J2° Jg
+ 8505 3 Ju Js + 3645 Jo” Jy J5 + 1458 Ji® + 5670 J2* Jy*
— 10710 J3 Js* Ja — 4104 J* Ja + 400 Js* + 2580 Jo° Js? + 576 1,° = 0
— 1350 J5 Jr — 840 J Jo + 465 Jo® o + 270 J5* + 720 Jo J3 Jo + T4T Jo Ja*

1800 J J7 — 10800 J Ju J7 +4800 J* J7 44950 Jo° Jr +4020 J3 Ja Jo — 8370 Jo* Ja Jo — 170 J% Js — 564 J2° Js + 70 Jo* Ja® + 84 12" = 0
+162.Ja% Js + T3T1Ja® Ju Js + 2880 J2 Ju® Js — 3483 Ja" J5 — 9216 J2 Jy Ji*
+ 640 J2% Ja + 11946 J2* Jy Ja — 720 1o Jo® — 2160 12" Jy = 0 — 1620 J4 J7 + 810 J° Jr + 360 J5 Jo — 1110 J3 Ja Jg + 999 Ja Ja Js + 960 Jg” Js

— 54905 Jg — 972 J3 Ju® + 1638 J2” Ja Ju — 80 Ja Js* — 312" Jy = 0
60750 J7* + 178200 J3 Ja J7 — 546750 Jo® Ja Jr + 3780 J4° J — 246780 J2° Ja Jo

+ 348000 Jo J5? Jg + 137025 Jo* Jo + 116640 5 Js Ja J5 — 75600 J5* J 4050 J5 Jr — 25650 Jz Ja J; — 14310 J Jy Jo +9600 J3* Jo+7965 Jo° Jo+9450 Js Ju Js
+ 223560 J2° Js J5 + 29808 5 Ju® + 82170 J5 Ja? + 177660 Jo° Ju* +10530 J2° Jg Js + 1134 J3° + 11259 5% Ju* — 12330 15 Js* Ja — 9018 " J
— 438300 Jo? J5? Jy — 148014 Jo° Ji + 17200 Jo J5* + 102000 Jo* J5? +22221 J," = 0 +400 J5* + 3270 1% Js* + 1350 12° = 0

et ce n'est pas fini...
y
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Plan de présentation

© Covariants et classes de symétrie

@ Pour simplifier, on complexifie
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Un passage par les formes binaires : I'application de Cartan

Tenseurs harmoniques isomorphes aux formes binaires (pol. homogénes en
deux variables complexes) : on double le degré

a1l ad12 d13
a=|aix ax» an3 S H2 — h(Xl,Xz,Xg,) = 3jjXjXj € Ho
413 a3 —ai1 — a2
u? 42 22 )
x; = 2 Xy = 5 ,X3 = iuv

1 . .
f(u, v) = Z(all — axy — 21312) u? + (1213 + 323) ulv + %(811 + 322)u2v2
o M _aguvd +agvt € S,

M. Olive Ens Paris-Saclay 14/11/2019 43/53



Ueberschiebungen : un constructeur de covariants

@ Les invariants et covariants de formes binaires :
une plongée dans le milieu du 19ieme siecle

e Gordan (1968) : procédé unique
(Ueberschiebungen) pour trouver des covariants

ROD TAYLOR - AIAN YOUNG - YVETTE MIMIEUX
SEBASTIAN CABOT - TOM HELMORE

@ Un cas tres particulier : le Hessien

2 2 2
(fyf)z:zzafaf <8f

2
WW_ 8[]8\/) B f€S3j(f7f)2€S2

@ Plus généralement, si f de degré n et g de degré p, transvectants
d'index r

! r O'f g
f.g) = -1) S i 4 )
(f.g) ;( ) (/) i D ud Ty de degré n+p — 2r
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Retour vers les tenseurs : un dictionnaire incomplet

@ Transvectant d'index pair : opération de trace

acH?«—feS,, HeH*+—> heSg
tr(a®) «— (f,f)g,  tr(tr(H : H)) <— (h,h)g

@ Un nouvel entrant, pour a € H? et f € S4 correspondant, les anciens
calculent le covariant

((f,f)2,f)1 € Se

e Bilan : un tenseur a € H? possede un covariant d’ordre 3, mais
lequel 7
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Le produit vectoriel se généralise

@ On note € le symbole de Levi—Civita. Le produit vectoriel s'écrit par
contraction

uxv=v-e-u, (UXV);=VpeEpglg

o Généralisation a tout tenseurs totalement symétriques S; € S” et
Sz €SP
S1 xSy :=(S2-€-51)° €SP

ou (-)° est la partie totalement symétrique d'un tenseur.

@ Le covariant qui manquait :

a®xac§tl=g3
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Classes de symétrie et covariants

Bases de covariants

On sait construire des bases de covariants, par contraction et produit
vectoriel généralisé

Question d’héritage

Si C(H) est un tenseur (symétrique) covariant d'un tenseur H, alors toute
symétrie de H est aussi une symétrie de C

Sym(H) C Sym(C(H))

Deux conséquences

@ a € H? est isotrope transverse = a? x a = 0 (H € S3 ne peut pas
étre Iso-T).

@ a orthotrope <= a’ xa#0
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Plan de présentation

© Covariants et classes de symétrie

@ Le cas cubique
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Tenseurs d'élasticité cubique

o Tenseur d'élasticité E = (\, u,a’,b’,H) € H° ¢ H° & H* ¢ H* & H*
e Covariant d'ordre 2 quadratique (Boehler—Kirilov—Onat)

d, := tr(H?)

Théoreme

Le tenseur E est cubique si et seulement sidy, =a' =b’' =0 et dy # 0.

Conséquence

Le "cube" d'un tenseur cubique est porté par la partie H € H*.
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En allant plus loin

Théoreme (Base cubique propre)

On note E_pjc un tenseur d’'élasticité cubique et H sa composante
harmonique d’ordre 4. Alors il existe un tenseur a symétrique d’ordre 2
orthotrope solution de I'équation linéaire

tr(Hxa)=0

Toute base propre de a donne une base propre de E ypic.
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Cas pratique

o Tenseur E” d'un Superalliage monocristallin a base de Nickel,

approximation cubique

240.131 144.442

144.442 223.957

EY |- 125.76 141.935
cubic 6.39666 —27.7808
41.9737 2.27754

—21.1614 16.6041

e Partie H € H*

—59.1358 38.9089

38.9089  —75.3102
WY - 20.2269  36.4013
cubic 6.30666  —27.7808
41.9737  2.27754
—21.1614  16.6041
M. Olive

125.76
141.935
242.638
21.3841
—44.2512
4.55736

20.2269
36.4013
—56.6282
21.3841
—44.2512
4.55736

6.39666
—27.7808
21.3841
133.268
4.55736
2.27754

6.39666
—27.7808
21.3841
36.4013
4.55736
2.27754

41.9737 —21.1614
2.27754 16.6041
—44.2512 4.55736
4.55736 2.27754
117.094 6.39666
6.39666 135.776

41.9737 —21.1614
2.27754 16.6041
—44.2512 4.55736
4.55736 2.27754
20.2269 6.39666
6.39666 38.9089

Ens Paris-Saclay 14/11/2019
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Par de |'algebre linéaire

o Systéme linéaire tr(H x a) = 0 : 5 inconnues a € H? et 3 équations.

@ On trouve par exemple

3.485 1 1
a’ = 1 —9.93526  —2.23089

1 —2.23089 6.45025

qui est orthotrope car a® x a # 0.

o Vecteurs propres orthonormés de a, et forme normale de [E] ,. ] :
213.355  148.489  148.489 0 0 0
148.489  213.355  148.489 0 0 0
148.489  148.489  213.355 0 0 0
[ECChe") = 0 0 0 139.823 0 0 (GPa).
0 0 0 0 139.823 0
0 0 0 0 0 139.823
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