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Symétries physiques et cristallographie : notion de groupe

Curie - 1894
Je pense qu’il y aurait intérêt à introduire dans l’étude des phénomènes
physiques les considérations sur la symétrie familières aux cristallograhes.

Théorie des groupes en cristallographie
Symétries en cristallographie : groupe d’invariance de réseaux
cristallins ;
Groupes ponctuels : sous-groupes du groupe des transformations
orthogonales O(3) ;

Steno (1669) - De Solido intra Solidum
Naturaliter Contento

Haüy (1784) - Law of rational indices
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De l’anisotropie en élasticité linéaire

Une certaine zizani
Problème : comment parler de symétrie en élasticité linéaire.
Le point d’appui : les 32 groupes cristallographiques (crystal classes).
Il ne reste plus que 11 sous-groupes (du groupe SO(3) des rotations).
En fait, il n’en reste que 9 (Love, 1927).
Mais si on s’y prend différemment, il en reste 10 (Schouten, 1951,ou
Fedorov, 1968, etc).
Huo–Del Piero (1991) : il y en a bien 10 qui peuvent se réaliser...
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La représentation des groupes pointe son nez

Autour des invariants
Idée présente chez les anciens (Rivlin, Smith) : fonctions invariantes
sur les orbites (bases d’intégrité, bases fonctionnelles).
Boehler–Kirilov–Onat (1994) : paramètres élastiques ↔ invariants du
tenseur.

Classes de symétries de l’élasticité
Forte–Vianello (1996) : les classes de symétrie des tenseurs
d’élasticité via la théorie des représentations des groupes.
Existence de 8 classes de symétrie ; les noms hérités de la
cristallographie (triclinique, orthotropique, etc)
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Anisotropie des lois de comportements

Anisotropie (cas linéaire)
Comment définir et obtenir les différentes anisotropies possibles dans un
modèle donné ?

Les lois de comportements linéaires : formulation tensorielle
Conductivité thermique (3D) :

Cth := {𝜆 ordre 2, 𝜆ij = 𝜆ji}, dimension 6

Elasticité linéaire (3D) :

Ela := {E ordre 4, Eijkl = Ejikl = Eijlk = Eklij}, dimension 21

Piézoéléctricité linéaire (3D) :

Pie := {P ordre 3, Pijk = Pjik}, dimension 18
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Cas d’un matériau thermique

𝜆 =

⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎞⎠ ,

Symétries : S

𝜆 =

⎛⎝1 0 0
0 5/2 1/2
0 1/2 5/2

⎞⎠ ,

Symétries : S

𝜆
′ =

⎛⎝1 0 0
0 9/4

√
3/4

0
√

3/4 11/4

⎞⎠ ,

Symétries : S ′

Anisotropie thermique d’une théière ?
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Anisotropies en thermique (linéaire)

Anisotropie : ne dépend pas de l’orientation du matériau dans
l’espace.
On peut toujours trouver une orientation telle que

𝜆 =

⎛⎜⎝𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

⎞⎟⎠
Conclusion : seulement trois cas d’anisotropies possibles

Trois valeurs propres distinctes Orthotrope
Deux valeurs propres distinctes Transverse isotrope

Une seule valeur propre Isotrope
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Orientations d’un matériaux et représentation de groupe

Un matériau fixé dans l’espace : tenseur C ∈M d’une physique
donnée.
Changement d’orientation du matériau : transformation orthogonale
g ∈ O(3).
Le même matériau représenté par le nouveau tenseur

C = g ⋆ C, C i1...in = gi1p1 . . . ginpnCp1...pn , n = ordre
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Orbite d’un tenseur

L’application
C ↦→ g ⋆ C

est linéaire et bijective.
Cela définit une représentation linéaire du groupe O(3).
Un matériau est représenté par l’orbite

Orb(C) = {g ⋆ C, g ∈ O(3)}
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Groupes de symétrie

Symétries d’un matériau fixé dans l’espace : sous-groupe d’isotropie

Sym(C) := {g ∈ SO(3), g ⋆ C = C}

Un même matériau : plusieurs groupes

Symétries d’un cube O Symétries d’un autre cube O′

g ∈ O(3)
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Anisotropies et classes de symétrie

Les groupes de symétries d’un même matériau : relation de
congugaison

O g1Og−1
1 g2Og−1

2

Anisotropie d’un matériau : classe de conjugaison

[Sym(C)] =
{︁

gSym(C)g−1, g ∈ O(3)
}︁
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Première problématique

On se fixe un modèle linéaire de comportement, décrit par des
tenseurs C ∈M
On veut connaître les anisotropies possibles dans ce modèle
Traduction mathématique : trouver les classes de symétries possibles

[Sym1], . . . , [Sym#classe]

qui existe bel et bien en nombre fini (théorème difficile)
Une piste : découper l’espace M en blocs plus simples
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Tenseurs symétriques d’ordre 2

Tenseur symétrique d’ordre 2 : partie sphérique/déviatorique

a = a′ + 1
3 tr(a)q, tr(a′) = 0

où a ∈ S2 et q le tenseur métrique.
Le tenseur a′ est dit harmonique (totalement symétrique et de trace
nulle)
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Et pourquoi donc harmonique ?

Isomorphisme tenseur symétriques/polynômes homogènes :

a =

⎛⎜⎝a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

⎞⎟⎠ ↦→ p(x , y , z) =

a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz

Tiens, on s’ennuie : calculons le laplacien !

Δ(p) = 2(a11 + a22 + a33) = 2 tr(a)

Donc a ∈ S2 de trace nulle est appelé tenseur harmonique, l’espace
étant noté H2.
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Géométrie de l’espace S2

Pour tout tenseur a ∈ S2 on note

a0 = 1
3 tr(a) ∈ H0 = R, a′ = a− 1

3 tr(a)q ∈ H2

On a donc la décomposition harmonique S2 = H2 ⊕H0.
On ne peut pas "faire mieux que cela" :

V ⊂ Hk stable, i.e gV = V⇒ V = {0} ou V = Hk

On dit que H2 et H0 sont irréductibles.
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Un déviateur est un covariant

Le déviateur d’un tenseur a ∈ S2 "bouge" de la même façon que a :

a

g∈SO(3)
��

dev // a′ ∈ H2

g
��

g ⋆ a ∈ // (g ⋆ a)′ = g ⋆ a′ ∈ H2

On dit que a′ est un covariant (linéaire) de a.
Il en est de même de la partie sphérique.
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Le cas de l’élasticité

1970 : Backus applique le théorème de Peter–Weyl aux tenseurs
d’élasticités (3D)
Blocs (irréductibles) : espace de tenseurs harmoniques (totalement
symétriques de trace nulle)
Au final : 5 covariants harmoniques

I Deux composantes isotropes dans H0 (coefficients de Lamé)
I Deux tenseurs dans H2

I Un tenseur dans H4
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Le cas général

On se fixe un espace de tenseurs (stable) : il existe une décomposition
harmonique
On a un procédé général : formule de Clesch–Gordan

Hn ⊗Hp = Hn+p ⊕Hn+p−1 ⊕ . . .⊕Hn−p (n ≥ p)

Les premiers cas :

Cth = H2 ⊕H0

Ela = H4 ⊕H2 ⊕H2 ⊕H0 ⊕H0

Pie = H3 ⊕H−2 ⊕H1 ⊕H1

L’explicite est une autre histoire...
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Et l’anisotropie dans tout ça ?

Rappel de la problématique
Trouver toutes les anisotropies possibles dans la modélisation tensorielle
étudiée

Formulation mathématique
Obtenir les classes de symétrie de notre représentation de O(3) sur
l’espace M
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Ce qui est déjà connu

Dans les années 1980
Ihrig et Golubystki obtiennent les classes de symétries des espaces Hn

Cas "simples"
Pour H3, SO(3) on a 8 classes (triclinic, monoclinic, orthotrope,
trigonal I, trigonal II, tétrahédral, rotation plane, isotrope)
Pour H4, SO(3) on trouve les 8 classes de l’élasticité

Pour exploiter cela
Forte–Vianello propose une approche au cas par cas
Une idée : essayer de jouer aux légos avec les classes de symétrie
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Entre deux vecteurs

Un vecteur (de H1) : SO(2) s’il est non nul, ou bien SO(3) (isotrope).
Deux vecteurs : comment combiner deux SO(2) ?

SO(2)

∩

SO(2)

= SO(2)

SO(2)

∩

gSO(2)g−1

= 1

On définit

[SO(2)] } [SO(2)] =
{︁

[SO(2) ∩ gSO(2)g−1], g ∈ SO(3)
}︁

= {[1], [SO(2)]}
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Clips de classes de symétrie

Une fois découpé l’espace M en blocs M1 ⊕M2, on utilise les clips pour
trouver les anisotropies de M

M1 ⊕ M2

[Sym1] } [Sym2] =
{︀
[Sym1 ∩ (gSym2g−1)]

}︀
= [Sym(M)]
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Pour deux tenseurs symétriques d’ordre 2

Classes de symétries de S2 : {[Ortho], [Iso-T], [Iso]}.
Table de clips

} [Ortho] [Iso-T]
[Ortho] {[Tri], [Mono], [Ortho]} {[Tri], [Mono], [Ortho]}
[Iso-T] {[Mono], [Ortho], [Iso-T]}

Table de clips pour S2 ⊕ S2

Conséquence :

[Sym(S2 ⊕ S2)] = [Sym(S2)] } [Sym(S2)]
= {[Tri], [Mono], [Ortho], [Iso-T], [Iso]}
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Le cas de l’élasticité (Forte–Vianello, 1996)
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Deuxième problématique (formulation)

On connaît toutes les ansisotropies d’un modèle tensoriel

Sym(M) = {[Sym1], . . . , [Sym#classe]}

Un matériau est associé à un tenseur C ∈M connu dans une base.
Deux questions :

1 Comment connaître l’anisotropie associée à ce matériau ?
2 Connaissant l’anisotropie, comment connaître une base propre ?
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Deuxième problématique (le cadre)

Peau d’un marsupiau
(thermique)

⎛⎝12.18 5.93 8.77
5.93 11.69 11.32
8.77 11.32 6.35

⎞⎠
diag.

Forme normale : vect. propres
val. propres

Peau d’un marsupiau (élasticité)

⎛⎜⎝
7.9122 0.7161 2.1801 −0.0778 −0.054 −0.6541
0.7161 10.808 −0.0235 0.4322 −0.0725 2.1674
2.1801 −0.0235 10.2544 0.8267 0.5779 −1.2035

−0.0778 0.4322 0.8267 4.3259 −1.0971 0.0825
−0.054 −0.0725 0.5779 −1.0971 6.2917 0.3278
−0.6541 2.1674 −1.2035 0.0825 0.3278 4.5151

⎞⎟⎠
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Orthotropie d’un tenseur d’ordre 2 symétrique

a ∈ S2 est orthotrope ⇐⇒ trois valeurs propres distinctes, donc

Δ = disc(pa) ̸= 0 (pol. caractéristique)

En notant I1 = tr(a), I2 = tr(a2) et I3 = tr(a3) une base d’intégrité
de a

6Δ2 = −I6
1 + 9 I4

1 I2 − 21 I2
1 I2

2 − 8 I3
1 I3 + 3 I3

2 + 36 I1 I2 I3 − 18 I2
3

Equation algébrique de degré 6 en les coordonnées de a
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Un léger mieux

a ∈ S2 orthotrope ⇐⇒ partie harmonique a′ ∈ H2 orthotrope
Plus que deux invariants : J2 = tr((a′)2), J3 = tr((a′)3)
Condition sur le discriminant Δ̃ du pol. caractéristique de a′ :

2Δ̃2 = 6J2
3 − J3

2 ̸= 0
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Pour l’élasticité

E ∈ Ela possède cinq covariants harmoniques

(𝜆, 𝜇, a′, b′, H) ∈ H0 ⊕H0 ⊕H2 ⊕H2 ⊕H4

Expressions explicites par opérations de traces (Backus 1970)

d := tr12 E a′ = 5d′ − 4v′ 𝜆 = 1
9 tr(d)

v := tr13 E b′ = 3v′ − 2b′ 𝜇 = 1
15(3 tr(v)− tr(d))
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Orthotropie de H4 par les invariants

Shioda (1968), puis Boehler–Kirilov–Onat (1994)
H ∈ H4 possède 9 invariants J2, . . . , J10 (base d’intégrité)

Les équations existent : H orthotrope si et seulement si
− 12150 J2 J3 J7 + 3600 J6

2 − 11610 J2 J4 J6 + 9750 J3
2 J6 + 4410 J2

3 J6

+ 8505 J3 J4 J5 + 3645 J2
2 J3 J5 + 1458 J4

3 + 5670 J2
2 J4

2

− 10710 J2 J3
2 J4 − 4104 J2

4 J4 + 400 J3
4 + 2580 J2

3 J3
2 + 576 J2

6 = 0

1800 J6 J7−10800 J2 J4 J7+4800 J3
2 J7+4950 J2

3 J7+4020 J3 J4 J6−8370 J2
2 J3 J6

+ 162 J4
2 J5 + 7371 J2

2 J4 J5 + 2880 J2 J3
2 J5 − 3483 J2

4 J5 − 9216 J2 J3 J4
2

+ 640 J3
3 J4 + 11946 J2

3 J3 J4 − 720 J2
2 J3

3 − 2160 J2
5 J3 = 0

60750 J7
2 + 178200 J3 J4 J7 − 546750 J2

2 J3 J7 + 3780 J4
2 J6 − 246780 J2

2 J4 J6

+ 348000 J2 J3
2 J6 + 137025 J2

4 J6 + 116640 J2 J3 J4 J5 − 75600 J3
3 J5

+ 223560 J2
3 J3 J5 + 29808 J2 J4

3 + 82170 J3
2 J4

2 + 177660 J2
3 J4

2

− 438390 J2
2 J3

2 J4 − 148014 J2
5 J4 +17200 J2 J3

4 +102000 J2
4 J3

2 +22221 J2
7 = 0

− 1350 J3 J7 − 840 J4 J6 + 465 J2
2 J6 + 270 J5

2 + 720 J2 J3 J5 + 747 J2 J4
2

− 170 J3
2 J4 − 564 J2

3 J4 + 70 J2
2 J3

2 + 84 J2
5 = 0

− 1620 J4 J7 + 810 J2
2 J7 + 360 J5 J6 − 1110 J2 J3 J6 + 999 J2 J4 J5 + 960 J3

2 J5

− 549 J2
3 J5 − 972 J3 J4

2 + 1638 J2
2 J3 J4 − 80 J2 J3

3 − 312 J2
4 J3 = 0

4050 J5 J7−25650 J2 J3 J7−14310 J2 J4 J6+9600 J3
2 J6+7965 J2

3 J6+9450 J3 J4 J5

+ 10530 J2
2 J3 J5 + 1134 J4

3 + 11259 J2
2 J4

2 − 12330 J2 J3
2 J4 − 9018 J2

4 J4

+ 400 J3
4 + 3270 J2

3 J3
2 + 1350 J2

6 = 0

et ce n’est pas fini...
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Un passage par les formes binaires : l’application de Cartan

Tenseurs harmoniques isomorphes aux formes binaires (pol. homogènes en
deux variables complexes) : on double le degré

a =

⎛⎜⎝a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 −a11 − a22

⎞⎟⎠ ∈ H2 h(x1, x2, x3) = aijxixj ∈ ℋ2

f(u, v) = 1
4(a11 − a22 − 2ia12)⏟  ⏞  

𝛼0

u4 + (ia13 + a23)⏟  ⏞  
𝛼1

u3v + 3
2(a11 + a22)u2v2

−𝛼1uv3 + 𝛼0v4 ∈ S4

x1 =
u2 + v2

2
, x2 =

u2 − v2

2i
, x3 = iuv
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Ueberschiebungen : un constructeur de covariants

Les invariants et covariants de formes binaires :
une plongée dans le milieu du 19ième siècle
Gordan (1968) : procédé unique
(Ueberschiebungen) pour trouver des covariants

Un cas très particulier : le Hessien

(f, f)2 := 2 𝜕2f
𝜕u2

𝜕2f
𝜕v2 − 2

(︃
𝜕2f

𝜕u𝜕v

)︃2

, f ∈ S3 ⇒ (f, f)2 ∈ S2

Plus généralement, si f de degré n et g de degré p, transvectants
d’index r

(f, g)r =
r∑︁

i=0
(−1)i

(︃
r
i

)︃
𝜕r f

𝜕r−iu𝜕iv
𝜕r g

𝜕 iu𝜕r−iv de degré n + p − 2r
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Retour vers les tenseurs : un dictionnaire incomplet

Transvectant d’index pair : opération de trace

a ∈ H2 ←→ f ∈ S4, H ∈ H4 ←→ h ∈ S8

tr(a2)←→ (f, f)4, tr(tr(H : H))←→ (h, h)8

Un nouvel entrant, pour a ∈ H2 et f ∈ S4 correspondant, les anciens
calculent le covariant

((f, f)2, f)1 ∈ S6

Bilan : un tenseur a ∈ H2 possède un covariant d’ordre 3, mais
lequel ?

M. Olive Ens Paris-Saclay 14/11/2019 45 / 53



Le produit vectoriel se généralise

On note 𝜀𝜀𝜀 le symbole de Levi–Civita. Le produit vectoriel s’écrit par
contraction

uuu × vvv = vvv · 𝜀𝜀𝜀 · uuu, (uuu × vvv)i = vvvp𝜀𝜀𝜀piquuuq

Généralisation à tout tenseurs totalement symétriques S1 ∈ Sn et
S2 ∈ Sp

S1 × S2 := (S2 · 𝜀𝜀𝜀 · S1)s ∈ Sn+p−r

où (·)s est la partie totalement symétrique d’un tenseur.
Le covariant qui manquait :

a2 × a ∈ S2+2−1 = S3
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Classes de symétrie et covariants

Bases de covariants
On sait construire des bases de covariants, par contraction et produit
vectoriel généralisé

Question d’héritage
Si C(H) est un tenseur (symétrique) covariant d’un tenseur H, alors toute
symétrie de H est aussi une symétrie de C

Sym(H) ⊂ Sym(C(H))

Deux conséquences
a ∈ H2 est isotrope transverse ⇒ a2 × a = 0 (H ∈ S3 ne peut pas
être Iso-T).
a orthotrope ⇐⇒ a2 × a ̸= 0
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Tenseurs d’élasticité cubique

Tenseur d’élasticité E = (𝜆, 𝜇, a′, b′, H) ∈ H0 ⊕H0 ⊕H4 ⊕H4 ⊕H4

Covariant d’ordre 2 quadratique (Boehler–Kirilov–Onat)

d2 := tr(H2)

Théorème
Le tenseur E est cubique si et seulement si d′

2 = a′ = b′ = 0 et d2 ̸= 0.

Conséquence
Le "cube" d’un tenseur cubique est porté par la partie H ∈ H4.
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En allant plus loin

Théorème (Base cubique propre)
On note Ecubic un tenseur d’élasticité cubique et H sa composante
harmonique d’ordre 4. Alors il existe un tenseur a symétrique d’ordre 2
orthotrope solution de l’équation linéaire

tr(H× a) = 0

Toute base propre de a donne une base propre de Ecubic .
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Cas pratique

Tenseur E𝛾 d’un Superalliage monocristallin à base de Nickel,
approximation cubique

[E𝛾
cubic ] =

⎛⎜⎝
240.131 144.442 125.76 6.39666 41.9737 −21.1614
144.442 223.957 141.935 −27.7808 2.27754 16.6041
125.76 141.935 242.638 21.3841 −44.2512 4.55736
6.39666 −27.7808 21.3841 133.268 4.55736 2.27754
41.9737 2.27754 −44.2512 4.55736 117.094 6.39666

−21.1614 16.6041 4.55736 2.27754 6.39666 135.776

⎞⎟⎠ GPa

Partie H ∈ H4

[H𝛾
cubic ] =

⎛⎜⎝
−59.1358 38.9089 20.2269 6.39666 41.9737 −21.1614
38.9089 −75.3102 36.4013 −27.7808 2.27754 16.6041
20.2269 36.4013 −56.6282 21.3841 −44.2512 4.55736
6.39666 −27.7808 21.3841 36.4013 4.55736 2.27754
41.9737 2.27754 −44.2512 4.55736 20.2269 6.39666

−21.1614 16.6041 4.55736 2.27754 6.39666 38.9089

⎞⎟⎠ .
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Par de l’algèbre linéaire

Système linéaire tr(H× a) = 0 : 5 inconnues a ∈ H2 et 3 équations.
On trouve par exemple

a′ =

(︂
3.485 1 1

1 −9.93526 −2.23089
1 −2.23089 6.45025

)︂
qui est orthotrope car a2 × a ̸= 0.
Vecteurs propres orthonormés de a, et forme normale de [E𝛾

cubic ] :

[Enormal
cubic ] =

⎛⎜⎝
213.355 148.489 148.489 0 0 0
148.489 213.355 148.489 0 0 0
148.489 148.489 213.355 0 0 0

0 0 0 139.823 0 0
0 0 0 0 139.823 0
0 0 0 0 0 139.823

⎞⎟⎠ (GPa).
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(...)

Suite aux prochains épisodes
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