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POURQUOI FAIRE 7

L'analyse tensorielle des réseaux et la méthode de Kron permettent
d’établir le systéme d’équations de tout probléme. Et c’est déja
beaucoup.

Par contre il ne dit pas comment résoudre ce systéme : probléme
de la résolution numérique d'un systéme d’équations
intégro-différentielles non linéaires.
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4ALGEBRE TENSORIEL

L'algébre tensoriel permet de synthétiser les propriétés des objets
physiques impliqués dans les mécanismes étudiés de facon
extrémement efficace. Léon Brillouin a dit "I'algébre tensoriel
connait mieux la physique que le physicien lui-méme".
Pour ce qui nous intéresse, nous manipulerons trois natures de
composantes :

@ des courants électriques ;

@ des forces électromotrices ;

@ des températures.
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S5ALGEBRE TENSORIEL

Les composantes sont repérées par des symboles munis d’indices
soit positionnés en haut a droite des symboles, soit en bas a droite
des symboles. Nous parlons de composantes car il s'agit
effectivement de composantes de vecteurs ou de covecteurs.

Soit un circuit R, I'ensemble de tous les courants de ce circuit
forme un vecteur J. En définissant une base u; dont chaque vecteur
est associé a une maille, nous avons :

J=Ju, (1)
et d'une maniére générale, chaque fois qu’un symbole aura un

indice en haut a droite, il s'agira d’une composante d’un vecteur
courant. Ainsi V@ est un courant.
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6ALGEBRE TENSORIEL

Dans ces expressions, I'indice est dit muet. Il n’a pas de
signification propre et le vecteur pointé par ses composantes J? est
le méme que JP ou JC, etc.

Nous devons définir ensuite la notion de covecteur. Nous pouvons
définir un dual a 'espace vectoriel qui porte les J°. Pour cela nous
définissons un invariant. C'est un concept essentiel qui stipule que
qu’elle que soit la représentation d'un probléme, il existe une
propriété intrinséque a I'espace étudié qui est invariante. Dans le
cadre de la relativité, il s’agit de la vitesse de la lumiére. Et quel
que soit le référentiel choisi, cette grandeur est invariante et a
toujours la méme amplitude.
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7TALGEBRE TENSORIEL : régles de manipulations des

indices

TV =) ToU?, TPU? = VP, TuU2 = Vi (2)
a

(Tap) t =Y (3)
Tabcﬁ Ugvcl\% — |3a0 (4)

/\g est une matrice.
gx =y (5)
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S8ALGEBRE TENSORIEL

Pour les circuits électroniques, |'invariant est la puissance.

L’autre notion dont nous avons besoin maintenant est celle de
scalaire. Les scalaires sont extrémement pratiques car ils quantifient
de la facon la plus simple possible des phénoménes. Prenons un
exemple. Considérons une boussole. L’aiguille est un vecteur avec
sa direction. Si I'on veut indiquer une direction il est trés difficile
d'utiliser |'aiguille. Par contre il est trés simple d'utiliser les
nombres que pointe l'aiguille. Ainsi & chaque position de I'aiguille
qui est un vecteur, nous pouvons associer un nombre : un scalaire.
L’espace de toutes les positions possibles de I'aiguille est un espace
vectoriel et & chaque composante du vecteur aiguille nous pouvons
faire correspondre un nombre qui est la direction de I'aiguille.
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Le choix des graduations pour faire correspondre un nombre 3
chaque vecteur est arbitraire. Un point fondamental : nous nous
dotons d’une métrique pour établir cette correspondance.
Ainsi nous réalisons une certaine projection entre un espace vectoriel
et un espace fonctionnel (Hilbertien). Or pour tout vecteur, quelle
que soit sa dimension, nous pouvons définir un produit extérieur.
Le produit extérieur de deux vecteurs, noté A A B est une fonction
de la surface décrite par les deux vecteurs. Elle s'opére en deux
temps : nous définissons tout d'abord un opérateur J rotation qui
fait tourner tout vecteur de 7 /2 dans le sens positif d'un espace
vectoriel orienté. En regardant la figure boussole : J(A,) = —A,.
Alors :

AAB=(JA), B) (6)

Puisque A A B est un produit scalaire, il renvoie bien un nombre.
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Considérant :

A=A%x+Ay, B=Bx+B"y (7)
alors :
J(A) = —A'x + Ay (8)
et
A B~
AANB = ABY — AYBX = =T (9)
AV BY

Le produit direct est le déterminant A de la matrice formée des
composantes des deux vecteurs. Il engendre le tenseur deux fois
covariant T*. Nous pourrions |'exprimer par :

A/\B:A//dx/\dy, //dx/\dyzl (10)
xJy xJy
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La forme

//dx/\dy
xJy

est appelée une 2-forme, faisant intervenir deux infinitésimaux. En

généralisant a un espace a N dimensions : A — A*, x € [1,...,N].
Idem pour BY, alors le nombre renvoyé par le produit extérieur que
nous notons S peut s'écrire sous la forme :

S=TYdxNdy (11)
8xy étant un tenseur et plus généralement un opérateur. Ici :

TY = ABY — AV B* (12)
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13ALGEBRE TENSORIEL

S est I'invariant fondamental : ce sera pour nous la puissance, et
8yx est un tenseur deux fois covariant (les deux indices sont en
bas), que nous appellerons tenseur fondamental. Or I'invariant qui
est une puissance peut s'exprimer par :

S=F,BY (13)

ol Fy est le dual du vecteur BY. F, avec |'indice en bas est le
covecteur (appartenant au co-espace) qui est 'espace de nombre
correspondant aux vecteurs : principe de la boussole. Alors :

F,BY = g A"B” = F, = g,xA* (14)

Le tenseur fondamental gy permet de projeter un vecteur en
covecteur. C’est le seul opérateur qui permet cela. Son inverse
y> projette un covecteur en vecteur.
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14Application aux circuits

Il nous reste un dernier chemin a parcourir avant d'utiliser ces
propriétés sans plus nous poser de questions !

Entre les composants électroniques et les équations de Maxwell (qui
sont des 0, 1 ou 2-formes) nous avons bien siir une correspondance.

# da><db~E:9:>E:LuE& V:E-x:>C:9:e§
ab €

47eR? 4 X
(15)
1x. S

¢=Li=puS H, %dc.H:i:H.W:i&L:uS (17)
c w
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15Application aux circuits

Dans ces relations, les quantités i, € et o sont en fait des tenseurs
d’ordre 2 :

Lag = Maﬂg(S, w) CoP = 6O[Bg(svx) Rap = ppad(x,S)
(18)
Le produit d'un scalaire par un tenseur est un tenseur. Les fonctions
G(.,.) sont des fonctions de formes géométriques, scalaires. Ces
tenseurs sont d’ordre 2, ils doivent donc provenir de fonctions de
2-formes. Remarquons tout d’abord que I'intégration en fonction du
temps d'un scalaire est un scalaire. Soit e la force électromotrice,

—/dte
t

est scalaire. Nous obtenons les relations avec les 2-formes :
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16Application aux circuits
—/dt e:,uag//d)'(/\dsz (19)
t xJy

Q=¥ / / dx A dyE, (20)
xJy

i:aaﬁ//dx/\dyEz (21)
xJy

Dans cette derniére relation nous montrons pourquoi le courant est
un scalaire alors que la densité de courant est un vecteur avec
i=8-J— =57 Xest le covecteur dual de x (soit

ca _ pab

x? = g%¥xp).
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17Application aux circuits

Ayant montré que les grandeurs u, € et o sont tensorielles, la
fonction G étant scalaire, les composants R, L, et C sont aussi des
tenseurs. Etant d'ordre 2, ils doivent permettre la projection de
vecteurs en covecteurs ou |'inverse. Or nous savons que la
résistance relie une différence de potentiels qui est un scalaire, a un
courant. Mais le courant aussi est scalaire. Cependant il est
toujours colinéaire a la densité de courant qui est un vecteur. Pour
toute circulation curviligne d'un courant dans un tube u,, nous
pouvons définir une section d’onde n d’amplitude 1/S ou S est la
section normalisée du tube (I'amplitude de section étant comprise
dans la définition de R ou C via G). Alors J = in, et nous pouvons
écrire :

u; = Ropd?, R : [Q.m?] (22)

J étant le vecteur de composantes J?. Nous avons bouclé la boucle
et tous les éléments sont disponibles pour généraliser le formalisme,
nommé analyse tensorielle des réseaux par Gabriel KRON.
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18Méthode de Kron

Définissons déja un espace naturel. Nous prenons |'espace des
moments. A chaque circulation fermée de courant, nous pouvons
associer une normale, perpendiculaire a la surface de la boucle.
Ainsi un vecteur que nous notons J est le vecteur de toutes les
boucles (ou mailles) que I'on peut constituer dans un circuit. Si M
est le nombre de mailles, B le nombre de branches et N le nombre
de nceuds, la relation d'Euler - Poincaré nous dit que :

M-B+N=1 (23)

Nous sommes habitués a décrire un circuit a partir de ses
composants élémentaires. Cette relation nous permet de savoir
combien de mailles sont nécessaires pour le décrire sous forme de
mailles. Avec I'habitude, nous pouvons décrire directement un
circuit par ses mailles.
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19Méthode de Kron

Dans la méthode de Kron qui est |'application aux circuits
électriques du formalisme de I'analyse tensorielle des réseaux,
I'espace naturel est I'espace des courants J%. Les covecteurs sont
les fém et différences de potentiels ug. Le tenseur fondamental est
¢ tel que :

ug = Cgad” (24)

En général la source u est connue et le courant J inconnu. Nous
allons apprendre a utiliser le formalisme sur des exemples. Il faut
retenir :

O les régles des indices ;

@ que l'espace naturel est le courant : V@ est un courant, /, une
féem.
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20Méthode de Kron

Figure: Premier circuit

s est 'opérateur de Laplace.
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21Méthode de Kron

Sur ce premier circuit figure Premier circuit, le probléme est de
dimension 1 : il n'y a qu'une seule maille et la somme des
impédances sur cette maille est R+ 1/(sC). Si nous résolvons
I'équation de Maxwell - Faraday le long de cette maille nous
trouvons :

yng-E:—elJrRJlJrlJl _ 495
I

SC T (25)

A tout circuit fermé, quelle que soit son impédance doit &tre
associée une variation de flux magnétique qui n'est nulle que si la
source est continue, engendrant un courant continu et une variation
de flux ¢g nulle. Cette variation de flux est aussi égale par
définition & LdJ/dt, I'inductance appartenant a la maille.
L’équation du circuit peut finalement s'écrire :

1
e = R11J1 + ﬁJl +s (LllJl) (26)
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22Méthode de Kron

Le circuit corrigé est donné figure Premier circuit corrigé avec
I'inductance située au centre de la maille.

Figure: Premier circuit corrigé
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23Méthode de Kron

La méthode de Kron exploite les changements de référentiels
généralisés. Considérons I'équation d'une branche dite de Kirchhoff.
C'est une source externe e, en série avec une impédance z et un
courant [ stimulé dans la branche. Soit N branches de méme type
de structure constituant un espace a N dimensions. Pour chaque
branche nous pouvons écrire :

e; = zpl? + V, (27)

Changeons de référentiel pour passer dans celui de I'espace des
courants de mailles J. Chaque branche appartient & une maille, ce
qui "fabrique" le circuit des branches connectées :

15 = nbye (28)

A est une matrice de changement d’espaces.
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24Méthode de Kron

Remplacons cette relation dans celle de départ :
e; = zpN2JS + V (29)
multiplions a gauche par la transformation inverse AJ :
Nees = Nz, N2 JS + N2V, (30)
Mais les lois de Kirchhoff nous disent que AV, = 0. En notant :
NazapN2 = Cae, Niea = Tq
L’équation du probléme se simplifie en :

7-d = CdCJC (31)
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25Méthode de Kron

Nous pouvons soit analyser théoriquement le circuit, et c'est le
premier objectif et intérét de I'analyse tensorielle des réseaux, soit
faire une application numérique pour en calculer la réponse. Dans
ce cas nous inversons (,g3 :

Jﬁ = yﬁaua’ y,Ba = (Coz,B)_l (32)

Connaissant le courant nous en déduisons les différences de
potentiels aux bornes de tous les composants du circuit. Le circuit
peut aussi comporter des sources de courants. Dans ce cas une
maille dite "virtuelle" incorpore le courant connu développé par une
ddp inconnue. Tout se passe comme si nous avions une maille dont
la composante a du courant : J? est connue mais la "fém" u,
inconnue.
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26Méthode de Kron

Figure: Source de courant

Dans ce circuit élémentaire, J! et Z;; sont connus. Nous en
déduisons la valeur de u; inconnue.
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27Méthode de Kron : couplages

Deux mailles peuvent étre couplées :

@ soit parce qu'elles sont reliées par une corde ;

@ soit parce qu’elle partage une ou plusieurs branches.
Une corde (o1 est une fonction définie par :

€2

C1 =1 (33)
Un couplage par branche partagée est équivalent a une corde.
Imaginons par exemple une premiére maille d'impédance a + b et
une seconde d'impédance b + c. Ces deux mailles partagent la

branche b. Le tensuer fondamental est :

a+b —b
¢ = (34)
—b bi+c
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28Méthode de Kron : couplages

Les deux mailles sont orientées de la méme facon et comme les
courants s'opposent dans la branche partagée, le couplage est
négatif.

Figure: Couplage

Il peut y avoir couplage entre une source de courant et une maille
alimentée par une source de tension.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



29Méthode de Kron : couplages

Exercice : exprimer la matrice du tenseur fondamental du circuit
suivant :

Figure: 2 sources
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30Méthode de Kron : couplages

Nous décidonc d’associer le courant Q! a la branche d'impédance
a. Le tenseur fondamental s’exprime par :

(= (35)
a b+a

La premiére maille, virtuelle, est d'impédance a. La seconde maille
de courant J? est d'impédance a + b. Les deux courants Q! et J?
partagent la branche a, mais suivant un sens de circulation
identique. Le couplage est donc a. La premiére maille a une ddp iy
inconnue et la seconde e connue.
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31Méthode de Kron : couplages

L’équation du circuit est :

u a a Ql
= (36)
e a a+b J?
ou I'on résout :
aQl = u; — a)?
(37)

e —aQl = (a+ b) S
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32Méthode de Kron : solution

L'équation générale d'un circuit peut presque toujours (exception
des systémes en mouvements relatifs accélérés, relativistes ou non)
se ramener a la forme suivante :

en — Rup )’ /dtJ aﬂd (38)

Ce systéme se résout en général trés bien en différences finies
temporelles. En le réduisant a la partie dissipative (pour
illustration), nous obtenons :

ea(t) — Rap(t)J7(t) + %ﬁﬂ(t) = %Jﬁ(t + dt) (39)

Que l'on peut généraliser en :

d d
ea(t) = Cap() (1) = S Lap)? & Ta= S Lag)®  (40)
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33Méthode de Kron : exemples

Résoudre :

Figure: Transistor

Vi — Vie R, RE ib

Vc - Vce RE RL ﬁib
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34Méthode de Kron : exemples

Résoudre avec deux antennes de gains Gy et Gy :

Figure: Antennes

& = % 30G1R31J1 = o= @ 30G1Ra (42)

X
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35Phénomeénes thermiques

Les équations de base de la thermique relient une puissance a une
variation de température. Un systéme est au repos a une certaine
température que I'on peut considérer comme référence. En général
nous prenons la température ambiante comme référence. La
puissance communiquée d un corps P se traduit alors en une
déviation de température 6 par rapport a la référence. Nous
aimerions intégrer cette relation dans le cadre tensoriel associé au
circuit pour lequel nous voulons étudier la variation en température.
La température est un scalaire, nous aimerions de fait pouvoir la
relier & un vecteur. Si nous considérons une équation de la forme :

P (Jk) _ RO (43)

t
oll R est une résistance thermique.
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36Phénomeénes thermiques

La température T est un scalaire comme la puissance P (Jk). Mais
la puissance est l'invariant. Par exemple pour une maille 1
entiérement résistive, la puissance est donnée par :

P =Ryt (44)

Etant invariante, |la puissance n'a pas les propriétés d'une
composante de covecteur. Mais nous pouvons lui induire une
propriété vectorielle en multipliant ce scalaire par le vecteur de base
attaché a I'élément considéré. Soit ici :

Py =Ryt (45)
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37Phénomeénes thermiques

Sous ce montage et uniquement de son fait, nous pouvons
généraliser, £ étant un opérateur "d’impédance thermique", 6 une
variation de température et écrire :

Py = Equb* (46)

Le gradient de température 6’ pouvant étre relié classiquement a
partir du scalaire qu’est |la température T au vecteur associé a sa
variation : € = —Grad T. L'écriture est sous cette forme simple,
homogéne de celle du circuit électrique. Il ne nous reste plus qu’a
étudier les formes du tenseur £ puis regarder le couplage des deux
équations électrique et thermique.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



38Résistance thermique

2 corps a des températures relatives T; et T, échangent de la
chaleur sous forme d’une puissance P a chaque instant. Cet
échange se traduit par le biais d'une résistance thermique R. Nous

avons : ) s
X
R=-==Y=k— 47
kS Y X (47)
S est la section du flux de transport et x sa longueur. Quelques
valeurs :

métaux | Cu | Al | Fe | Amiante | Mica | Air fixe
k 387 | 200 | 65 0.19 0.36 | 0.023
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39Inertie thermique - conduction

Un corps a une propriété d'inertie thermique traduisant le fait que
la température met un certain temps a s'établir sur I'ensemble de
son volume. On appelle 7 la capacité thermique et |'équation
générale de transmission de température s'écrit :

dob b
Pa = 7iz)bi + yab9 (4’8)
dt
Nous notons une similitude avec un circuit électrique. L'inertie
thermique T correspond a l'inertie électromagnétique L et la
résistance thermique a la résistance électrique. La puissance étant
reliée & un courant de maille, nous créons une corde quadratique
donnant le ratio :

Py R.pJ?J*P .
TszabT:Rabe:Ua (49)

La corde est un potentiel.
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Le processus est un transfert de chaleur par fluide. Nous pouvons
définir une résistance de transfert par convection R. avec :

6

=S =V =~hS, P,=V,0° (50)

Re

A la difféerence de la conduction, il y a ici déplacement de matiére.
La convection peut intégrer le rayonnement d'un corps qui évacue
de la chaleur vers le milieu ambiant. Nous écrirons de la méme

facon :
Pr = (hg.S)gy 0° < Pr = Vry0® (51)

Nous pouvons considérer he ~ hg =~ 7.
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41Echanges par rayonnement

Un corps rayonnant émet un flux de lumiére qui peut étre capté par
un autre corps. Cet échange de lumiére se traduit par un échange
de flux thermique. Ce flux se déplace a la vitesse de la lumiére et
ne nécessite aucun support. |l ne faut pas le confondre avec les
échanges thermiques convectifs via des masses d'air. C'est I'unique
moyen de refroidissement dans |'espace. Quelques définitions :
La luminance L° énergétique d'une source est l'intensité émise par
cette source dans une direction donnée en watt par stéradian :
[W][sr]~1. Une source obéit a la loi de Lambert si elle émet avec la
méme intensité dans toutes les directions. On rappelle la définition
de I'angle solide Q :

w

20 (52)

S
Q:*2, [5r]—>Lo:
r
r étant la distance a la source, W l'intensité source décroissant en
1/r? a la distance r et S la surface (en général une portion de
sphére) d’'émission considérée.
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42Echanges par rayonnement
Définitions

La Radiance R° est I'équivalent de la luminance mais exprimée
pour une surface d'émission et non un angle solide d’émission. Pour
une surface d'émission de surface 7r? a la distance r la radiance
vaut W /(r?). Comme I'angle solide vaut lui-méme 7, nous avons
L° = W /(xr?). D'ou :

R =nxlL° (53)
La radiance est en fait l'intégrale sur la surface d'émission a une
distance donnée du flux de |'énergie électromagnétique exprimée

par le vecteur de Poynting. Soit E = W /r? nous pouvons écrire 3
une distance donnée :

L°=

3|m

R° = E = R® = rl° (54)

)

Ce détail est préférable car pour certaines sources laser par exemple
I'atténuation de l'intensité n'est pas en 1/r2.
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43Echanges par rayonnement
Définitions

Loi de Stefan Boltzmann

Si nous considérons un corps dont le ccefficient d’absorption du
rayonnement thermique ne dépend pas de la température T, soit €
un ceoefficient d'émission totale, nous avons :

RO=coT*=1°= oT" (55)
T

avec 0 = 5,67.1078 [W][m]2[K]~*. Quelques valeurs du produit

€0 :
Matériau €0 Matériau €0

Acier 2,52 Laiton 1,2

Aluminium | 2,63 Mercure 1,05

Amiante | 5,33 Noir de fumée | 5,45

Cuivre 0,92 Plomb 2,44

Fer 5,12 Or 2,73
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44Echanges par rayonnement entre deux corps

Une portion de flux de chaleur émis par le corps 1 sur le corps 2 est

définie par :
dSycos(iy)dSscos(r o 4 dS1cos(iy)dSacos(i
Py = 1, %1 (1r)2 2 (2): o T (1r)2 2cos(iz)
12 12

(56)
ri» étant la distance entre les deux corps. Les angles i1 et iy sont
les angles d'incidence ou d'émission par rapport aux normales aux
corps. Le flux total est donné par :

Py, — 761 T1 / / dSy cos (i ngcos(lz) (57)
S1 /S,

r12
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45Echanges par rayonnement entre deux corps

Un rayonnement similaire est transmis du corps 2 vers le corps 1 :

—52 T4/ / dSycos(it) ngcos(lg) (58)
51 /45 r12
L’interaction entre les deux corps est le bilan net des deux flux :
ds )dS:
Py — 76162 B T2 / / 1cos(i)dSycos(ia) (59)
51 /S, P

Sous cette forme nous ne pouvons pas faire apparaitre le vecteur 6.
Or nous voudrions pouvoir exprimer une relation de la forme P, /6!
ce qui nous définirait une corde.
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46Echanges par rayonnement entre deux corps

Nous repartons de la relation :

617_1/ / dSycos(i d52cos(12) (60)
5175

r12

Nous définissons une température nulle de référence Ty. De fait
nous pouvons définir le gradient (61)* = (T — T3). Alors :

761 (01)* /5/5 dS; cos(iy d52cos(/2) (61)

r12

La corde est alors la fonction 7 telle que :

S 761(. /S /S dSycos(iy d52cos(/2) (62)
1 2

”12
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47Echanges par rayonnement entre deux corps

L’interaction doit étre bilatérale pour retrouver la formulation
compléte.

Figure: Echange thermique par rayonnement
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48Exemples : circuit résistif

Les lois sur les paramétres primaires sont :
p(t) =pll+a(t’ —1)]
e(t')=e[l+p(t'—t)] (63)

p(t') =pl+~(t' —t)]

Considérons une résistance alimentée par un générateur. L'équation
électrique est de la forme :

e=R[l+af]J e—R[1+ab]J
f— (64)
e.J=V0 e.d—V0O
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49Exemples : circuit résistif

Ce dernier circuit peut étre résolu par une méthode de Newton. Le

vecteur de flux est :
J

X = (65)
Le jacobien étant :
R(1+af) RaJ
W= (66)
e -V

Nous résolvons par itération pour une valeur de temps t donnée :

=g ow (2) f (ﬁé) (67)
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50Exemples : diode

Dans le cas d'une diode nous avons d'une part la résistance entre la
jonction et son boitier Rj, et d’autre part la résistance entre le
boitier et I'environnement Rp,. Le flux de puissance P traverse ces
deux éléments et engendre un échauffement. Nous avons :

1
P=(——-—16 63
<yjb+yba> (68)

Electriquement, la diode est un composant d’admittance :

I(V) = (e"Y = Vs) Dimy vy + (7Y Distov, vy + - -

(e=Y) Dpvs. 10w
(69)
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51Exemples : diode

Le schéma électrique de la diode est un générateur de courant
piloté avec une résistance de forte valeur en paralléle, arbitraire
dont la consommation est supposée négligeable (il suffit de prendre
une résistance assez forte). La figure "diode" présente ce schéma
équivalent avec la résistance arbitraire R.

Figure: Diode
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52Exemples : diode

Ce schéma conduit au systéme d’'équations :

e=(Ro+R)J — R

(70)
V=R + RS
V est une inconnue, et nous avons J2 = /(V). Soit au final :
e=(Ry+R)J*—RI(V)
V=—-RIA+RIV) (71)

VI(V) = (ﬁ) 0

Que nous pouvons résoudre par une méthode de Newton comme
précédemment.
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53Exemples : diode

Nous voulons résoudre :

e—(Ro+R)J—RI(V)=0

£ ) V+RIA+RI(V)=0 (72)

VI(V) — (ﬁ) 0=0
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54Exemples : diode

Soit :
Jl —Ro + R —RQ 0
X = v W = R 14+Q 0
6 0 I(V)+VQ = [Vp +yba]_1
(73)
avec

v v v
Q= aeaVD[va,vx] + Bemv'D]flovL,va] - UefaVD[vX,lovx[

et comme précédemment par itération jusqu'a convergence de

ox < €:
=g ow (i) f (f?) (74)
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55Exemples : effet de l'inertie thermique

Considérons un composant avec une partie en liaison avec
I'environnement et une seconde partie continuant la premiére. Il
peut s'agir de la puce d’un microprocesseur ou d’un transistor.
L’entrée du composant posséde une impédance de conduction Vg,
suivie d'une résistance de conduction vers la puce V. Le premier
étage présente une convection vers le substrat Vea et une inertie
thermique traduit la transmission du flux de chaleur vers la puce
Tipu- Le schéma global est donné figure "Inertie T.".

Figure: Inertie T.
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56Exemples : effet de l'inertie thermique

Cette inertie permet de traduire le temps de diffusion de la chaleur

dans la puce. Sur des fronts thermiques rapides, la chaleur n’a pas

le temps de se diffuser et reste concentrée sur une zone plus petite

que la surface totale de la puce. Le lead d’entrée comporte lui une

inductance (inertie électromagnétique) et le circuit électrique est de
tenseur fondamental :

¢= (R +sl1) | (75)

Rappelons ici les expressions générales des puissances dissipées (qui
engendrent le flux de chaleur) et puissance stockée (sans
dissipation) :
Pdissip = % [ekJ*k + GZJk]
(76)
Pstock = 4% [ekJ*k - e;(ka]
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57Exemples : effet de l'inertie thermique

Notre systéme est alors modélisé par x = [Jl, o', 92] et :
€ — (Rll + 5L11) Jl =0
f % [61./*1 + ele} — (VEL + yEA) 6! + yEA92 =0 (77)

Vead' — (Vea+ Vip + sTep) 02 =0

avec le jacobien (s opérateur de Laplace, 14 spineur /J*! = 43 Jb)

Ri1 + sL11 0 0
W= | Y(evi+e¢) —(Vea+ Vea) Yea
0 YVEA —(Vea + Y +5TLy)

(78)
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58Exemples : effet de l'inertie thermique

Le spineur 47 transforme le complexe en son conjugué :

"= (79)

et comme précédemment nous devons résoudre :

=g ow ()‘Z) f (ﬁé) (80)
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59Un peu plus loin

Comment prendre en compte les autres physiques :
@ la mécanique ;
@ la mécanique quantique ;
@ la mécanique des fluides ?

L’algébre tensoriel nous donne tous les outils pour y parvenir. |l
reste, ce qui n'est pas trivial, a définir les espaces adéquats.
Réécrivons notre équation de résolution a chaque instant :

6x® = —(Waa) 1y (81)

Notons :
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60Un peu plus loin

Donc en remplacant f par son développement :
d
Ox& = — M9 {ea — Cogx? — 7 [E(,qxq]} (82)

ot L est l'inertie généralisée, électromagnétique ou thermique.
Comme la température, la loi de Newton de la dynamique avec
dissipations ou déformations k peut &tre exprimée par :

d
Pq — kqav® = dt [mqav?] (83)

m est une inertie et v une vitesse de mouvement ou déformation et
p une contrainte externe. Les composants dépendent des
constantes primaires i, €, 0 mais aussi des coordonnées curvilignes
d’espace-temps de vecteurs ug, 1, U, u3. Comme la température
modifie les constantes primaires, les variations des coordonnées
d’espace-temps modifient les fonctions G qui relient les constantes
primaires et les macro-composants (voir planche 14).
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61Un peu plus loin

Notons que |'usage des potentiels V et | et des composants facilite
de facon indispensable les écritures, sinon les équations
deviendraient tellement compliquées que nous ne pourrions les
écrire que pour des systémes trés simples.

Nous comprenons que nos équations
thermo-mécano-électromagnétique s'appuie sur des variables
fondamentales que sont I'espace-temps (ou |'espace laplacien) et les
propriétés de la matiére p,.... Entre les différents réseaux en
interactions nous trouvons des interactions électromagnétiques,
thermiques et gravifiques.

La mécanique quantique détermine les valeurs des fondamentaux
électromagnétiques i, €, o. La gravitation détermine le référentiel
qui fixe les vecteurs d’espace-temps. Ces vecteurs curvilignes sont
déterminés par la chute libre.
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62Un peu plus loin

Montrons comment le formalisme de I'’ATR va permettre de coupler
les équations de la mécanique (vibrations ici) comme pour la
thermique ou I'électricité. Nous pourrions compléter ces études par
I'hydrodynamique, etc. Le formalisme peut intégrer toutes les
physiques. Considérons un systéme de deux masses couplées figure
"masses couplées".

Figure: Masses couplées
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63Un peu plus loin

Chaque masse présente une dissipation de la forme Qv, un

amortissement :
k/dtv
t

et une inertie mdv/dt. L'équation générale associée aux masses
indépendantes est :

mijﬂ + Q,'J'Vj + k,-j/dtvj =0 (84)
dt .

Chaque masse constitue un nceud. La matrice d'incidence A prend

comme convention que lorsqu’une force est dirigée vers un nceud la

connexion entre masse et amortissement est positive et lorsque la

force tire sur le nceud, la connexion est négative. Nous pouvons

ainsi dresser le tableau de relations suivant :
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64Un peu plus loin

kll k22
mi1 1 0
moo 0 -1

Par une somme directe de toutes les masses en présence, nous
pouvons construire trois tenseurs d’inertie, dissipation et
amortissement :

mll% 0 Quu O ki [t 0
0 m22% 0 Q22 0 é(éé‘)ft dt

Comme pour les courants, la méthode de Kron nous invite a
calculer les transformations :

m=AmAT, @ =AQAT, K =AkAT, f'=Af  (86)
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65Un peu plus loin

L’équation a résoudre pour le systéme couplé devient :

fl — jt(magvg) = Qv + K.\ /tdtva (87)
Cette équation mécanique a pour inconnue la vitesse - c'est a dire
la variation des variables primaires d’espace au cours du temps. Ce
sont ces mémes variables qui interviennent par exemple dans la
valeur d'un condensateur. Par le biais de ces variables, le couplage
entre électrique et mécanique est réalisé.
Soit nous faisons apparaitre explicitement les dépendances. Par
exemple en écrivant un condensateur sous la forme

S

€—

h

h:/dtv
t
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66Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Nous allons nous intéresser au fonctionnement d’un transducteur
électrodynamique. Ce sont par exemple des haut parleurs, des
microphones, mais aussi des sismographes, etc. La figure
"transducteur" montre la structure de ce type de dispositif.

I—\—o

fn

Figure: Transducteur

-
‘ J:
(o}
}:T‘ =] =
N \“\w
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67Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Le transducteur est fait d’'un aimant permanent qui produit un
champ magnétique B fixe dans un entrefer annulaire. Dans cet
entrefer nous placons une bobine réalisée avec un fil de longueur /.
La bobine fait partie d'un circuit électrique RLC alimenté par une
source de tension e(t). La bobine est solidaire d'une masse m
rappelée 3 une position d'équilibre par un ressort de dureté k. Une
tige permet d'appliquer a I'ensemble une force F(t). Lorsque la
bobine est parcourue par un courant J, une force de Laplace
s'exerce sur le fil d'intensité :

F(J)=—/B x J (88)
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68Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Lorsque la bobine se déplace a la vitesse v, la force électromotrice e
apparait a ses bornes avec :

e(v)=—-I/B xv (89)

Dans le dispositif on comprend que les trois vecteurs v, J, B sont
mutuellement perpendiculaires (il s’agit du courant dans la bobine
dans I'entrefer). Les équations de Lagrange nous donnent :

dv

mdt

+av+ k/dtv — F(J) + F(t) (90)
t

L’état du systéme mécanique est décrit par la vitesse v et celui du

systéme électrique par le courant J. Par remplacement nous

obtenons
dv

dt
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m

+av+k/dtv—/BJ:F(t) (91)
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69Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Par ailleurs I'équation du circuit électrique dans |'espace des mailles
s'écrit :
1Y Ry L /dtJ+/B (t) (92)
_ _ Vv =
dt CJ:
En utilisant I'opérateur de Laplace ces deux équations couplées

s'écrivent (en considérant R + b les pertes dans le fil de la bobine) :
(sm+a+%)v—IBJ=F(s)

(93)
Bv+ (sL+ R+ %) J=e(s)

Il reste & compléter ce systéme de I'équation thermique du
dispositif.
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70Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

La puissance fournie a la bobine dépend de sa propriété dissipative.
Soit Py, la puissance dissipée : RJJ*. Soit encore Vg, la conduction
entre la bobine et I'aimant et Vp, entre I'aimant et l'air. La
température se détermine avec I'inertie thermique T par :

d
Py = (Vfb + Vpa + 7?bdt> 0 (94)

Nous pouvons alors compléter le systéme (93) des dépendances en
température. Si la dépendance du matériau magnétique en
température s'écrit :

B =By (1 — [1 + e—B(T—Tf)] 1) (95)

T est la température de Curie. Or
T—T.=T—-T3+T;—T-=0—-0,.
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71Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Finalement :

F(s) + /By (1 - [1+ e_ﬁ(e_ef)]_1> J—(sm+a+ %) v=0

e(s)— (sSL+R+ ) J—IB (1 -1+ e‘ﬁ(o_ec)]il) v=20

RJ~J — (Vfb + Vpa + ﬂb%) =0

(96)
Choisissons comme vecteur de base x9 = [J, v, 6]. Notons
S(0) = [1+ e P07,
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72Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique
Le systéme devient :
F(s)+1Bo(1—S(0))J— (sm+a+ 5 v=0
foq e(s)— (sSL+R+X)J—IBo(1—S(0)v=0  (97)

RIvd — (Vg + Vpa + sT) 0 =0

don :
IBo(1—S(0) —(sm+a+%) IByJpeP0=0)52(p)
Wsa=| —(sL+R+ %) —IBo(1—5(0)) IBovpeP0=0)S2(p)
RvyJ + RJy 0 — (Vfb 4+ Vs + Sbe)
(98)
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73Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

et nous devons résoudre :

0x* = =M1, (99)
Procédons un peu differemment pour le processus Newtonien.
écrivons :
Weoa = W2, — sLsa
alors :

Woul ™ = V5o = sLoa] (100)
Notons [W2,]™1 = M7, comme :

6x® = — W2, —sLou] * 1y (101)
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74Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Multiplions en haut et en bas par M%9 :

MOCO'
ox* = — f, 102
= | v o) (102)
W2 M = U matrice identité. De fait :
o MOCO'

Multiplions en haut et en bas par U + sL,,M%?. Nous obtenons :

_Maa (U + S,CJQMQU)
U2 — g2 (ﬁoaMag)z

ox® = fy (104)
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75Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

Comme U? = U, sous condition de vérifier :
Vo, 1>> w? (LaaM*)?

et
Vo # 0, (LeaM*)? =0

Nous trouvons finalement puisque U~! = U :
0x® = — (M + sM Ly M) £, (105)

notons :
yaa = Mozo'[’aaMaa (106)
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76Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

alors :
Ix* = — (M +sy*) f, (107)

C’est I'équation générale non linéaire du systéme étudié. Tout
systéme posséde deux régimes : un régime dit statique ou les
variables ne changent pas de valeur et un régime dynamique. Des
paramétres déterminés en régime statique peuvent influencer les
valeurs de fonctions utilisées en régime dynamique : c'est le
principe de modélisation des électroniques sous valeurs
d’alimentations fixées. Le régime statique est défini par :

d

2 — 1
X =0 (108)

Or si les variables ne changent pas, leurs conditions limites non plus

q
ni les stimuli : sx® =0 sf, = 0.
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77Un peu plus loin : exemple d'un systéme

électro-mécano-thermique

ceci revient A obtenir :

Autrement dit, ni la métrique M si 'inertie sy ne peuvent varier au
cours du temps. Ceci exclue les espaces courbes, nous le verrons
plus loin.

L’ensemble de la variété x® ou (M, g = y!) est plongée dans
I'espace temps (x,y,z,t) ou (x,y,z,5).

Les formes exploitables de la matiéres ordinaires peuvent étre
modélisées sous la forme du produit d'une fonction de propriété
(par exemple la perméabilité 1) par une fonction de forme
géomeétrique G(x,y, z). Cette derniére résulte du plongement alors
que la propriété provient de |'espace quantique sous-jacent.
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78Changement d'échelle & mécanique quantique

La relation de Planck E = hv relie I'énergie d'une particule a la
fréquence d’oscillation du résonateur associé a cette particule. Les
particules sont classées en deux types fondamentaux :

@ les bosons ;
o les fermions.

Les bosons sont des particules qui interviennent dans les
interactions entre systémes. Ce sont par exemple les photons qui ne
comportent qu'une composante transverse du champ
électromagnétique. Comme le champ est une force normalisée, et
que la relation de Newton relie la force longitudinale a la masse

(F = m7), le photon n'a pas de masse.

Les fermions possédent une charge qui leur confére une interaction
de Coulomb et donc une masse. La mécanique quantique est le
monde des probabilités de mesures inférieures a 1.
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79Changement d'échelle & mécanique quantique

Lorsque nous travaillons dans le monde macroscopique oul les
particules sont en trés grand nombre, nous intégrons la fonction
d’onde de Schrddinger qui exploite la relation de Planck :
) ~ E LN
1 = Aexp (Jwt — kx) — Aexp Jzﬂzt —Jx2zmv (110)

Si nous dérivons 1) par rapport au temps nous retrouvons |'énergie.
Si nous la dérivons par rapport a |'espace nous retrouvons
I'impulsion. Ecrivons d’une facon générale avec |'énergie W :

P = Aexp (JQ/:T /dtW) (111)
t
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80Changement d'échelle & mécanique quantique

Définissons alors I'opérateur :

h d
H=is & (112)

La mesure :

m_/dysz/J* = ]A\2/dz/W (113)

S’interpréte comme la probabilité d'observer la particule dans I'état
d’énergie W aprés avoir normalisé a 1 la probabilité qu'elle soit
dans cet état dans tout |'espace Q2 :

yAE/ dvW =1 (114)
Q
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81Changement d'échelle & mécanique quantique

Si nous appliquons ce principe au calcul de la probabilité d'avoir un
électron dans un segment x si une différence de potentiel V est
appliquée sur X. En utilisant I"hamiltonien :

.h 0

H=jo o (115)
Nous trouvons P(x) = x/X. La conductivité du segment est alors
donnée par 0 = kQx/(5X), Q étant la charge totale disponible (k
est telle que v = kE).
Nous voyons que le changement d’échelle est une opération
d’intégration. De I'espace des nceuds nous rejoignons |'espace des
branches par intégration du point. Nous atteignons ensuite |'espace
des mailles par intégration de branches, etc. L'opérateur
d’intégration est le dual d'un opérateur appelé "de bord" : 0. Le
bord d'une branche est ainsi une paire de nceuds, etc.
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82Changement de référentiel

Définition : 2 systémes sont dans deux référentiels dés lors qu'ils
n'interagissent que par des cordes et non par des branches.

Quand deux systémes sont en vitesses relatives v(t), nous
définissons le ceefficient de dilatation v = [1 — v(t)z/czrl/z.
Contraction des longueurs : la dimension d'un corps est
contractée dans la direction du mouvement d'un facteur v pour un
observateur dans un référentiel au repos regardant le corps se
mouvoir depuis son référentiel. Ce méme observateur verra un
intervalle de temps - pour une horloge mobile par rapport a lui - se
réduire du méme facteur. C’est la contraction du temps. Un
passager de |'horloge mobile a un temps de durée moindre que celui
qui I'observe. Notons que le changement de référentiel ne peut se
faire qu’a méme échelle.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



83Changement de référentiel

Ces effets de contraction étant attachés a la vitesse entre deux
systémes non connectés, ils ne peuvent concerner que les aspects
dynamiques des systémes. Or la dynamique du systéme se voit via
son énergie cinétique - autrement dit son inertie. Considérons une
matrice de changement d’'espace A. En reportant la transformation
sur |'équation (107) nous obtenons :

fo = Nofe = 0x* = — (M7 + sy®?) N fe (116)
Multiplions & gauche par la transformation inverse A :
NGoxH = =N (MH7 4 syt?) /\ng (117)
notons :

NOE = NIMHIAS
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84Changement de référentiel
Par ailleurs :

dA® dy* d/\§
= (NS ) = =2y AS + A "7+ Agynr e

dt dt
Pour résoudre ces éléments nous utilisons une astuce
d/dt = d/dx dx/dt. Aprés quoi :
dN®  dN\% dx9
J:JL_ a 9 (118)
dt dxd dt ra

La matrice '}, est appelée ccefficient de Christofell. En notant

dyt? dy"?
o £ _ A\ apné _ ol q
No—— ™ N =N, g ¥ N =gV
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85Changement de référentiel

Alors :

jt (/\gy“"/\§> = rquvqy‘w/\g + Caqu + /\Z‘y“orgqv" (119)

L'équation (117) peut alors s'écrire :
Ox = —NOEf — (Forguiy  AS + o4 + Ay TE v ) £ (120)
L’équation fondamentale
b (0 50

est complétée de termes issus de la variation temporelle des
changements de bases :

(Faqvay ™ AS + Aoy TS v £

Ici v est la vitesse généralisée, c’est & dire x©,
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86Loi générale

Nous aurions pu ajouter d'autres physiques comme la mécanique
des fluides, etc. Toutes les équations découlent de I'équation
générique de Lagrange :

d OT oV oOF
diova  oxa T ova S (121)

T, V et F étant les énergies cinétique, potentielle et de dissipation,
e un stimuli. Nous avons vu que l'inertie est intimement liée 3
I'énergie cinétique et a la dynamique du systéme.

D’une maniére générale nous pouvons dire que la nature tente de
rendre extréme cette énergie. Soit |'action s, nous écrivons que :

B
s= 2/ dtL,svvP (122)
A

doit étre un extrémum. C’est le principe de moindre action de
Maupertuis.
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87Loi générale

L’espace de f incluant le temps et les intervalles de valeurs possibles
pour les x%, prend toutes les valeurs nominales possibles en faisant
évoluer les valeurs des composantes f;. Cet espace constitue une
variété lisse (car physique) dont nous pouvons tenter de déterminer
les extréma. Le jacobien W est la premiére forme fondamentale du
probléme. Si nous construisons I'ensemble u = x> @ xB, nous
pouvons déterminer la seconde forme quadratique fondamentale :
Vz\/ B 0?f B 0*f
C OuB Ox29xP

(123)

2
Le déterminant |W| est la clé qui indique ce qui se passe en tout

point A de la variété f. Si cette valeur est positive, le point A
constitue un extrémum local. Si elle est négative, A est un point
selle. Si elle est nulle, nous n'avons pas d’information.
Physiquement, nous pouvons considérer que la nullité de la seconde
forme quadratique fondamentale est une anomalie, un probléme

mal posé.
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88Loi générale : défaillance 1

Les valeurs extra-ordinaires que peuvent prendre les f¢ doivent &tre
explorées. Si les observables x® restent dans |'ensemble des valeurs
nominales, le systéme n'est pas perturbé. Dans le cas contraire, le
systéme est dit perturbé. Cela traduit une déformation de la variété
f sous la contrainte f;. La variété f étant bornée par la surface
atteinte avec les valeurs maximales des stimuli fz. Mais le systéme
étant couplé, les valeurs maximales acceptables ne sont pas les
valeurs maximales des éléments constitutifs z,,. Pour exemple une
maille contenant un condensateur et un écréteur a un courant
maximum qui est le plus petit des maxima des deux composants et
non le plus grand des deux.
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89Loi générale : incertitudes

Les incertitudes des changements de bases ou des stimuli peuvent
&tre intégrées dans leurs intervalles d'appartenance. L'incertitude
sur la connaissance du systéme ou sa précision de fabrication doit
étre ajoutée aux tenseur M et y. Mais I'incertitude sur y ne
dépendant pas du temps, cette incertitude n'intervient pas dans la
recherche des solutions, et en tenant compte des incertitudes :

Ox%® = — (M"“’ + iy“) f, FeMf, (124)

ol eM*? est I'amplitude de I'incertitude sur M. Les autres
expressions s’en déduisent.
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90Loi générale : défaillance 2 - risque

Les stimuli, principalement exogénes (les stimuli endogénes sont liés
au fonctionnel), peuvent &tre associés a une valeur statique 7_‘5 et
une valeur dynamique f¢, une probabilité d’amplitude Pa est une
probabilité de phase P¢ déclinée en solutions :

X (fe, fe, Pag, Pope) = (xe, Xe, Xag, Xcbe)

Les seuils qui engendrent une non convexité sur la variété f ont
aussi une probabilité associée a la défaillance par écart au seuil Qa

et Qo.
(X%, x%, Qa%, Q¢”)

Le risque R de perturber le systéme s’exprime alors par :

R = |XaQa.X¢pQo™| (125)
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91Loi générale : courbure

La variation de la vitesse généralisée traduit une courbure C dés lors
qu'il y a plus d'une composante variante. En effet si :

ov(@ 1

WD e # {q. 03 =0, vieS, &= =C(S)=0

(126)
u9 est la composante normalisée dans la direction de I'espace uy.

@ Le régime statique engendre par définition un espace plat ;

@ Tout probléme réduit a une variété qui appartient a l'espace
des droites est par définition un espace plat. La courbure
éventuelle de cette droite n'est d’ailleurs pas perceptible dans
I'espace de la droite.
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92Loi générale : courbure

Lorsque nous nous déplacons sur une surface, la détection d’une
surface courbe se traduit par le fait que le travail dépend du chemin
emprunté. Si nous considérons deux stimuli f; et g¢ appliqués
simultanément en t et t + dt, I'application de f puis g ne conduira
pas au méme point que |'application de g puis f. Si nous
admettons que :

Postulat : /a projection du stimuli de son référentiel propre dans le
référentiel du récepteur implique un changement d'espace.

La non commutativité des applications des stimuli est traduite via
les propriétés des ccefficients de Christofell.
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93Loi générale : courbure

Ce qui signifie que le chemin :

Di_» = (ru viy MU/\f +/\ay/40r£ Vq) f§+(rl3 viy ;w/\é _|_/\Byu0|'£ q) g
(127)
doit &tre non identique a celui :

Dy1 = (Th vIy™ NS + Aoy TS v9) ge+ (Mg vy TNS + Aoy TS v9) fe

(128)
La courbure peut &tre définie comme une fonction F de cette
différence :

C(S) = F(ID1 — Do) (129)
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94Loi générale : courbure

Comme le choix d'un changement d’espace impacte aussi
I'expression de la métrique, puisque

0D
oud 8uqy 7

et

X :/\qquﬁ:/\q
et donc :
o P L9 o 0
iy Y — e - Y “ ozaf'g Y ra Y Y Laoc
Dk e Tk = 5k gua? Y T o ek T gk gua”
(130)
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95Loi générale : courbure

Comme la métrique est influencée par le stimuli, nous pouvons
chiffrer la courbure par :

c(S)

2 2
0D 0°D [8 G]D (131)

T Of:0ge  Ogdf 0% Og

De fait une métrique changeante, comme un composant qui change
d’impédance en fonction de courants, courbe I'espace et le
comportement du systéme dépendra de |'ordre d'application des
contraintes. Ainsi agresser un systéme par un coup de foudre direct
puis par une onde trans-électromagnétique ne donnera pas le méme
résultat que si nous appliquons d’abord I'onde puis le coup de
foudre.
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96Loi générale : torsion

En fait dans ce cas I'espace est non seulement courbe mais souvent
tordu. C'est & dire que les solutions aprés application de f puis g
ne sont pas les mémes que celles obtenues aprés application de g
puis f.

La torsion T est donnée par la distance entre les solutions :

T=x(fog) —x*(gof) (132)

La torsion est le critére de justification de I'ordre d’application des
contraintes dans le calcul du risque de défaillance du systéme.
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97Autre approche pour établir I'équation non linéaire

Nous profitons du développement :

%zl—i—x—kxz—i-...—i-x"e(x) (133)
Repartons de
0x* = — (W, — $Lsa) £ (134)
Soit : .
P W (L sEaa W) (43
Finalement en se limitant au premier ordre :
Ix* = =M1+ sLya M) 1, (136)
ol nous retrouvons :
XY = — (MY +sy*) f, (137)
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98Approche pragmatique

Les équations précédentes permettent de poser théoriquement le
probléme. Mais en pratique elles sont trés compliquées a numériser
et demandent |la compétence de spécialistes de la numérisation. I
faut trouver une approche plus simple qui donne accés a des
résultats d’applications numériques suffisamment robustes et soit
utilisable par tout ingénieur en conception.

Le principe est d'introduire les physiques petit a petit dans le
probléme et d’exploiter des convergences itératives. Nous allons
développer I'explicatif en nous appuyant sur un exemple trés simple
. un circuit RC présenté figure "RC électrique".
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99Approche pragmatique

Figure: RC électrique

Le tenseur fondamental de ce circuit est donné par (p est
I'opérateur de Laplace) :
Ri+ R+ Lip —R
¢ = (138)
—R» Ry + 5¢ + Lop
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100Approche pragmatique

Ce circuit fait I'objet d'une application numérique simple en python
(en excluant pour I'instant les inductances) :

Figure: RC électrique : application numérique
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101Approche pragmatique

Nous obtenons le résultat suivant :

courant branche C

0.010 +

0.008 +

0.006

12, [A]

0.004 +

0.002 4

0.000 +

T T T T T T
10! 10? 10? 10* 10° 108
fréquence [Hz]

Figure: Courant dans la branche C
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102Approche pragmatique

Il nous faut maintenant ajouter |'aspect thermique. Les deux
résistances engendrent des puissances mais différentes suivant leurs
valeurs et le courant qui les traverse. Nous devons donc définir le
circuit dans I'espace des branches. Le tenseur devient :

Ri 0 0
n=10 kR 0 (139)
1
0 0

Avec la thermique (pour un domaine de température donné) :

Ry (1+ a16") 0 0
n= 0 R> (1 + a202) 0 (140)
0 0 ¢
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103Approche pragmatique

Etablissons la matrice de changement d’espace des branches vers

les mailles :
1 0
A=1]1 -1 (141)
0 1
Nous avons :
Cao = /\fi/\f?mv (142)

avec les courants de branches / tels que :

JU = AU o (143)
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104Approche pragmatique : résolution itérative

Le diagramme de la séquence des opérations effectuées est le
suivant (la barre indique le courant conjugué) :

Conditions initiales Caleul des courants & température ambiante

e

Deéfinition d un critére de convergence

‘ atteint

Dédunetion des courants Non atteint
de branches dissipatives

Calcul des variations de tempeérature
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105Approche pragmatique : résolution itérative

Dans un premier temps nous définissons le circuit dans |'espace des
branches pour ensuite appliquer une transformation vers |'espace
des mailles :

Le résultat est bien siir parfaitement identique au précédent.
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106Approche pragmatique : résolution itérative

Commencons par écrire le pro-
gramme sans itération. Nous
devons définir un tenseur ther-
mique qui transforme les varia-
tions de température par rapport
a I'ambiant en puissance.

Notez le calcul de ces puissances
avec les courants de branches
avant calculs des élévations de
température. Par ailleurs tout
est exprimé ici implicitement en
ces variations de température par
rapport & un ambiant connu et
défini, pas en températures ab-
solues.
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107Approche pragmatique : résolution itérative

Le résultat montre le courant qui
augmente dans le condensateur ,.,—;
comme précédemment, du coup !
le courant dans R» diminue, et
la température développée dans
R> également pour rejoindre la
température ambiante. Le seul .|

vecteur des inconnues est x“ qui | /

comporte 4 composantes : les  ® w S
deux courants de mailles et les

deux températures de Ry et R»

(nous avons pris des thermis-

tances de 1 puis 100 Q/K).

J(C) versus DT(R2)

0.008

K]

0.006 4

0.004 1

J2, [A]. DT(R2)
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108Approche pragmatique : résolution itérative

Nous  ajoutons  maintenant
la recherche itérative. Pour
cela nous mémorisons dans un
vecteur J les courants précédem-
ment calculés (ils sont au départ
nuls). Puis nous revenons dans
une boucle tant que le critére ¢
en énergie est supérieur a une
quantité choisie :

e =/ (x — o) (x — Joy"
(144)
A la derniére fréquence, ce critére
vaut 1,4 % dans notre exemple.
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109Approche pragmatique : résolution itérative

Résultat :

J(C) versus DT(R2)
0.025 —E

0.020 4

0.015 4

0.010 4

J2, [A], DT(R2) [mK]

0.005 {

0.000

10t 10? 10° 10 10% 10%
fréquence [Hz]

Figure: Résultat avec itération

Pour le critére choisi (10%), le nombre d'itérations a chaque
fréquence est de 2 seulement.
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110Approche pragmatique : résolution itérative

Nous pouvons rajouter les inductances. Nous avons vu
précédemment que le tenseur d'inertie £ devait compléter le
tenseur fondamental par :

Cacr — Cao + Pﬁag (145)

ce que nous programmons dans le listing précédent suivant :

Figure: Ajout de l'inertie électromagnétique
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111Approche pragmatique : résolution itérative

Attaquons le circuit avec un stimuli qui engendre le dépassement de
1W:500V:

J(C) versus DT(R2)

I

J2, [A], DT(R2) [K]

T T T T T T
10! 102 103 10* 10° 108
fréquence [Hz]

Cette fois la convergence est a 4 % sur la derniére fréquence et le
calcul est plus long.
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112Approche pragmatique : résolution itérative

Si nous regardons le nombre d’itérations pour converger a chaque
fréquence nous obtenons la courbe suivante :

nombre itérations

Le nombre d'itérations est d'autant plus important que nous nous
éloignons des valeurs initiales en ambiant des composantes du
tenseur fondamental (.
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113Généralisation : méthode des fonctions de domaines

La démarche précédente peut &tre généralisée en écrivant que les
fonctions composantes du tenseur fondamental sont paramétrées
par la température sous la forme :

T .
Cao = D[i] o (146)

Les flux de matiéres sont les observables macroscopiques
fondamentales dont la destinée est déterminée par I'état des
interactions électromagnétiques - dont la température - dans un
champ de gravité - ou une structure de masses - fixés.
Rappelons-nous que par exemple pour un macro-modéle

R = px/S = pG le terme p vient de la mécanique quantique et le
terme G vient de la mécanique. Lorsque la probabilité d'interaction
électromagnétique devient inférieure a 1, ces interactions
deviennent elles-mémes du domaine quantique.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



114Généralisation : méthode des fonctions de domaines

Cette technique va nous donner beaucoup plus de souplesse pour
définir des fonctions compliquées. Par exemple la résistance au-dela
d’une certaine température va se détruire. Nous découpons le
domaine des températures en sous-domaines oli nous pouvons
définir une loi simple pour décrire la fonction d’'impédance associée :

résistance

RO

température
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115Généralisation : méthode des fonctions de domaines

Si j est le numéro d'un domaine et de I'intervalle associé dans une
direction g, nous devons avoir :

> Di(q)=1 (147)
J

Une composante particuliére du tenseur fondamental peut alors
s'écrire d'une maniére générale pour un ensemble de paramétres
jmn...:

q r s .
Cw=]] D DDPmDa...ci" (148)
qrs...j,mn, ...

Si la technique des fonctions de domaines donne acceés a la
modélisation de comportements complexes, elle demande aussi
beaucoup de prudence et de progressivité dans la programmation.
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116Généralisation : Lagrangien

Les équations de Lagrange, si T est I'énergie cinétique, U I'énergie
potentielle et F la dissipation, s'écrivent :

doT  au N OF
dtov®  9Jq®  Ov®

= ey (149)

Les équations établies par I'analyse tensorielle des réseaux sont les
équations de Lagrange.
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117QED

Suivant 'approche de Richard FEYNMAN a I'origine de
I'électrodynamique quantique, nous reproduisons le dessin illustratif
d’une particule en interaction avec deux ouvertures et un écran
figure suivante :

Figure: Expérience des fentes d'Young
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118QED

Suivant ce modéle, une particule en déplacement voit sa phase
évoluer sous la forme d’un vecteur projeté dans le référentiel R, J
des imaginaires. La probabilité de trouver la particule en un point
est alors le carré du module du vecteur d’onde en un point
d’observation, aprés avoir normalisé tous la somme de tous les
carrés des modules des fonctions d’ondes possible en un volume
étudié.

Dans I'expérience des fentes d'Young, nous pouvons imaginer une
expériences avec 6 plans d’ondes. Au point 1 une source émet une
particule. Une matrice aux ceefficients complexes traduit la
probabilité que cette particule passe par le trou 2 ou le trou 3. La
somme des carrés des amplitudes de probabilité en ce plan doit faire
1. Prenons pour faire simple 1/+/2.
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Nous pouvons définir une matrice que nous appellerons y-matrice
incorporant toutes les fonctions de transfert complexes 7,1 et 31
ici, avec ;1 = 1/4/2. L'état de la particule est représenté par un

vecteur :
1
0
Si nous calculons vg avec :
0 0 O
y=1 v 0 O (151)
731 0 0
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La probabilité de mesurer la particule sur la premiére ouverture est
|q2|? soit 1/2 avec :

0 0 O 1 0
Yg= |1 0 0 0 =172 (152)
71 0 0 0 Y31

La phase d'une fonction de transfert d’ondes est définie par la
relation de Planck :

: b
W:hy:>—jkx:—J/ dx® W (153)
hv J,
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Ainsi la fonction de transfert appliquée a I'onde de champ
1 = Aexpj (wt) devient-elle :

H=e v o dW (154)

Ces fonctions doivent étre réinjectées en tant que composantes de
la matrice . Chaque colonne de cette matrice doit normaliser la
somme des carrés des composantes de la colonne. Chaque produit
de cette matrice par le vecteur d’état donne, via le carré des
composantes de ce vecteur d’état résultat, les probabilités de
mesurer la particule en un plan d'onde. Si le trajet pour atteindre le
point d’observation comprend N parcours (N intervalle de temps),
le produit a réaliser sera vV g.

En reproduisant I'expérience M fois, nous faisons une mesure
classique : I'observation déterministe apparaissant dés lors que la
probabilité devient supérieure a 1 dans le cumul.
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122gravitation

Dans |'expression précédente, x® est fixé par la gravitation. La
gravitation définit I'espace-temps dans lequel évoluent les particules.
Nous obtenons la conception suivante pour la modélisation
multiphysique, qui conclue notre généralisation :

Y, Va=alx)

Electronique - RLC, ...

Champ - thermique

gravitation
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