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POURQUOI FAIRE ?

L'analyse tensorielle des réseaux et la méthode de Kron permettent
d'établir le système d'équations de tout problème. Et c'est déjà
beaucoup.
Par contre il ne dit pas comment résoudre ce système : problème
de la résolution numérique d'un système d'équations
intégro-di�érentielles non linéaires.
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4ALGEBRE TENSORIEL

L'algèbre tensoriel permet de synthétiser les propriétés des objets
physiques impliqués dans les mécanismes étudiés de façon
extrêmement e�cace. Léon Brillouin a dit "l'algèbre tensoriel
connaît mieux la physique que le physicien lui-même".
Pour ce qui nous intéresse, nous manipulerons trois natures de
composantes :

des courants électriques ;

des forces électromotrices ;

des températures.
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5ALGEBRE TENSORIEL

Les composantes sont repérées par des symboles munis d'indices
soit positionnés en haut à droite des symboles, soit en bas à droite
des symboles. Nous parlons de composantes car il s'agit
e�ectivement de composantes de vecteurs ou de covecteurs.
Soit un circuit R , l'ensemble de tous les courants de ce circuit
forme un vecteur J. En dé�nissant une base ui dont chaque vecteur
est associé à une maille, nous avons :

J = Jaua (1)

et d'une manière générale, chaque fois qu'un symbole aura un

indice en haut à droite, il s'agira d'une composante d'un vecteur

courant. Ainsi V a est un courant.
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6ALGEBRE TENSORIEL

Dans ces expressions, l'indice est dit muet. Il n'a pas de
signi�cation propre et le vecteur pointé par ses composantes Ja est
le même que Jb ou Jc , etc.
Nous devons dé�nir ensuite la notion de covecteur. Nous pouvons
dé�nir un dual à l'espace vectoriel qui porte les Ja. Pour cela nous
dé�nissons un invariant. C'est un concept essentiel qui stipule que
qu'elle que soit la représentation d'un problème, il existe une
propriété intrinsèque à l'espace étudié qui est invariante. Dans le
cadre de la relativité, il s'agit de la vitesse de la lumière. Et quel
que soit le référentiel choisi, cette grandeur est invariante et a
toujours la même amplitude.
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7ALGEBRE TENSORIEL : règles de manipulations des
indices

TaU
a =

∑
a

TaU
a, T b

a U
a = V b, TabU

a
c = Vbc (2)

(Tab)−1 = Y ba (3)

T abcβUαbcΛσβ = Laασ (4)

Λσβ est une matrice.

g−1yx = y xy (5)
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8ALGEBRE TENSORIEL

Pour les circuits électroniques, l'invariant est la puissance.
L'autre notion dont nous avons besoin maintenant est celle de
scalaire. Les scalaires sont extrêmement pratiques car ils quanti�ent
de la façon la plus simple possible des phénomènes. Prenons un
exemple. Considérons une boussole. L'aiguille est un vecteur avec
sa direction. Si l'on veut indiquer une direction il est très di�cile
d'utiliser l'aiguille. Par contre il est très simple d'utiliser les
nombres que pointe l'aiguille. Ainsi à chaque position de l'aiguille
qui est un vecteur, nous pouvons associer un nombre : un scalaire.
L'espace de toutes les positions possibles de l'aiguille est un espace
vectoriel et à chaque composante du vecteur aiguille nous pouvons
faire correspondre un nombre qui est la direction de l'aiguille.
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Figure: Boussole
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Le choix des graduations pour faire correspondre un nombre à
chaque vecteur est arbitraire. Un point fondamental : nous nous
dotons d'une métrique pour établir cette correspondance.
Ainsi nous réalisons une certaine projection entre un espace vectoriel
et un espace fonctionnel (Hilbertien). Or pour tout vecteur, quelle
que soit sa dimension, nous pouvons dé�nir un produit extérieur.
Le produit extérieur de deux vecteurs, noté A ∧ B est une fonction
de la surface décrite par les deux vecteurs. Elle s'opère en deux
temps : nous dé�nissons tout d'abord un opérateur J rotation qui
fait tourner tout vecteur de π/2 dans le sens positif d'un espace
vectoriel orienté. En regardant la �gure boussole : J(Ay ) = −Ax .
Alors :

A ∧ B = 〈J(A), B〉 (6)

Puisque A ∧ B est un produit scalaire, il renvoie bien un nombre.
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Considérant :

A = Axx + Ayy, B = Bxx + BY y (7)

alors :
J(A) = −Ayx + Axy (8)

et

A ∧ B = AxBy − AyBx =

∣∣∣∣∣∣
Ax Bx

Ay By

∣∣∣∣∣∣ = T xy (9)

Le produit direct est le déterminant ∆ de la matrice formée des
composantes des deux vecteurs. Il engendre le tenseur deux fois
covariant T xy . Nous pourrions l'exprimer par :

A ∧ B = ∆

ˆ
x

ˆ
y

dx ∧ dy ,
ˆ
x

ˆ
y

dx ∧ dy = 1 (10)
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La forme ˆ
x

ˆ
y

dx ∧ dy

est appelée une 2-forme, faisant intervenir deux in�nitésimaux. En
généralisant à un espace à N dimensions : A→ Ax , x ∈ [1, . . . ,N].
Idem pour By , alors le nombre renvoyé par le produit extérieur que
nous notons S peut s'écrire sous la forme :

S = T xydx ∧ dy (11)

gxy étant un tenseur et plus généralement un opérateur. Ici :

T xy = AxBy − AyBx (12)
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13ALGEBRE TENSORIEL

S est l'invariant fondamental : ce sera pour nous la puissance, et
gyx est un tenseur deux fois covariant (les deux indices sont en
bas), que nous appellerons tenseur fondamental. Or l'invariant qui
est une puissance peut s'exprimer par :

S = FyB
y (13)

où Fy est le dual du vecteur By . Fy avec l'indice en bas est le
covecteur (appartenant au co-espace) qui est l'espace de nombre
correspondant aux vecteurs : principe de la boussole. Alors :

FyB
y = gxyA

xBy ⇒ Fy = gyxA
x (14)

Le tenseur fondamental gyx permet de projeter un vecteur en
covecteur. C'est le seul opérateur qui permet cela. Son inverse
y xy projette un covecteur en vecteur.
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14Application aux circuits

Il nous reste un dernier chemin a parcourir avant d'utiliser ces
propriétés sans plus nous poser de questions !
Entre les composants électroniques et les équations de Maxwell (qui
sont des 0, 1 ou 2-formes) nous avons bien sûr une correspondance.
‹

ab

da×db·E =
Q

ε
⇒ E =

Q

4πεR2
uE & V = E·x⇒ C =

Q

V
= ε

S

x
(15)

J = σ · E ⇒ V =
1
σ

x

S
i ⇒ G = σ

S

x
(16)

φ = Li = µS ·H,
˛
c

dc ·H = i ⇒ H.w = i & L = µ
S

w
(17)

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



15Application aux circuits

Dans ces relations, les quantités µ, ε et σ sont en fait des tenseurs
d'ordre 2 :

Lαβ = µαβG(S ,w) Cαβ = εαβG(S , x) Rαβ = ρβαG(x , S)
(18)

Le produit d'un scalaire par un tenseur est un tenseur. Les fonctions
G(., .) sont des fonctions de formes géométriques, scalaires. Ces
tenseurs sont d'ordre 2, ils doivent donc provenir de fonctions de
2-formes. Remarquons tout d'abord que l'intégration en fonction du
temps d'un scalaire est un scalaire. Soit e la force électromotrice,

−
ˆ
t

dt e

est scalaire. Nous obtenons les relations avec les 2-formes :
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16Application aux circuits

−
ˆ
t

dt e = µαβ

ˆ
x

ˆ
y

d x̄ ∧ d ȳHz (19)

Q = εαβ
ˆ
x

ˆ
y

dx ∧ dyEz (20)

i = σαβ
ˆ
x

ˆ
y

dx ∧ dyEz (21)

Dans cette dernière relation nous montrons pourquoi le courant est
un scalaire alors que la densité de courant est un vecteur avec
i = S · J→ ix = Sx

y J
y . x̄ est le covecteur dual de x (soit

x̄a = gabxb).
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17Application aux circuits

Ayant montré que les grandeurs µ, ε et σ sont tensorielles, la
fonction G étant scalaire, les composants R , L, et C sont aussi des
tenseurs. Etant d'ordre 2, ils doivent permettre la projection de
vecteurs en covecteurs ou l'inverse. Or nous savons que la
résistance relie une di�érence de potentiels qui est un scalaire, à un
courant. Mais le courant aussi est scalaire. Cependant il est
toujours colinéaire à la densité de courant qui est un vecteur. Pour
toute circulation curviligne d'un courant dans un tube un, nous
pouvons dé�nir une section d'onde n d'amplitude 1/S où S est la
section normalisée du tube (l'amplitude de section étant comprise
dans la dé�nition de R ou C via G). Alors J = in, et nous pouvons
écrire :

ua = RabJ
b, R : [Ω.m2] (22)

J étant le vecteur de composantes Jb. Nous avons bouclé la boucle
et tous les éléments sont disponibles pour généraliser le formalisme,
nommé analyse tensorielle des réseaux par Gabriel KRON.
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18Méthode de Kron

Dé�nissons déjà un espace naturel. Nous prenons l'espace des
moments. A chaque circulation fermée de courant, nous pouvons
associer une normale, perpendiculaire à la surface de la boucle.
Ainsi un vecteur que nous notons J est le vecteur de toutes les
boucles (ou mailles) que l'on peut constituer dans un circuit. Si M
est le nombre de mailles, B le nombre de branches et N le nombre
de n÷uds, la relation d'Euler - Poincaré nous dit que :

M− B + N = 1 (23)

Nous sommes habitués à décrire un circuit à partir de ses
composants élémentaires. Cette relation nous permet de savoir
combien de mailles sont nécessaires pour le décrire sous forme de
mailles. Avec l'habitude, nous pouvons décrire directement un
circuit par ses mailles.
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19Méthode de Kron

Dans la méthode de Kron qui est l'application aux circuits
électriques du formalisme de l'analyse tensorielle des réseaux,
l'espace naturel est l'espace des courants Jα. Les covecteurs sont
les fém et di�érences de potentiels uβ . Le tenseur fondamental est
ζ tel que :

uβ = ζβαJ
α (24)

En général la source u est connue et le courant J inconnu. Nous
allons apprendre à utiliser le formalisme sur des exemples. Il faut
retenir :

1 les règles des indices ;
2 que l'espace naturel est le courant : V a est un courant, Ib une

fém.
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20Méthode de Kron

Figure: Premier circuit

s est l'opérateur de Laplace.
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21Méthode de Kron

Sur ce premier circuit �gure Premier circuit, le problème est de
dimension 1 : il n'y a qu'une seule maille et la somme des
impédances sur cette maille est R + 1/(sC ). Si nous résolvons
l'équation de Maxwell - Faraday le long de cette maille nous
trouvons : ˛

l

d l · E = −e1 + RJ1 +
1
sC

J1 = −dφB
dt

(25)

A tout circuit fermé, quelle que soit son impédance doit être
associée une variation de �ux magnétique qui n'est nulle que si la
source est continue, engendrant un courant continu et une variation
de �ux φB nulle. Cette variation de �ux est aussi égale par
dé�nition à LdJ/dt, l'inductance appartenant à la maille.
L'équation du circuit peut �nalement s'écrire :

e1 = R11J
1 +

1
sC 11

J1 + s
(
L11J

1
)

(26)
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22Méthode de Kron

Le circuit corrigé est donné �gure Premier circuit corrigé avec
l'inductance située au centre de la maille.

Figure: Premier circuit corrigé
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23Méthode de Kron

La méthode de Kron exploite les changements de référentiels
généralisés. Considérons l'équation d'une branche dite de Kirchho�.
C'est une source externe e, en série avec une impédance z et un
courant I stimulé dans la branche. Soit N branches de même type
de structure constituant un espace à N dimensions. Pour chaque
branche nous pouvons écrire :

ea = zabI
b + Va (27)

Changeons de référentiel pour passer dans celui de l'espace des
courants de mailles J. Chaque branche appartient à une maille, ce
qui "fabrique" le circuit des branches connectées :

I b = Λb
cJ

c (28)

Λ est une matrice de changement d'espaces.
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24Méthode de Kron

Remplaçons cette relation dans celle de départ :

ea = zabΛb
cJ

c + Va (29)

multiplions à gauche par la transformation inverse Λa
d :

Λa
dea = Λa

dzabΛb
cJ

c + Λa
dVa (30)

Mais les lois de Kirchho� nous disent que Λa
dVa = 0. En notant :

Λa
dzabΛb

c = ζdc , Λa
dea = Td

L'équation du problème se simpli�e en :

Td = ζdcJ
c (31)
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25Méthode de Kron

Nous pouvons soit analyser théoriquement le circuit, et c'est le
premier objectif et intérêt de l'analyse tensorielle des réseaux, soit
faire une application numérique pour en calculer la réponse. Dans
ce cas nous inversons ζαβ :

Jβ = yβαuα, yβα = (ζαβ)−1 (32)

Connaissant le courant nous en déduisons les di�érences de
potentiels aux bornes de tous les composants du circuit. Le circuit
peut aussi comporter des sources de courants. Dans ce cas une
maille dite "virtuelle" incorpore le courant connu développé par une
ddp inconnue. Tout se passe comme si nous avions une maille dont
la composante a du courant : Ja est connue mais la "fém" ua
inconnue.
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26Méthode de Kron

Figure: Source de courant

Dans ce circuit élémentaire, J1 et Z11 sont connus. Nous en
déduisons la valeur de u1 inconnue.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



27Méthode de Kron : couplages

Deux mailles peuvent être couplées :

soit parce qu'elles sont reliées par une corde ;

soit parce qu'elle partage une ou plusieurs branches.

Une corde ζ21 est une fonction dé�nie par :

ζ21 =
e2

J1
(33)

Un couplage par branche partagée est équivalent à une corde.
Imaginons par exemple une première maille d'impédance a + b et
une seconde d'impédance b + c . Ces deux mailles partagent la
branche b. Le tensuer fondamental est :

ζ =

 a + b −b

−b b + c

 (34)
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28Méthode de Kron : couplages

Les deux mailles sont orientées de la même façon et comme les
courants s'opposent dans la branche partagée, le couplage est
négatif.

Figure: Couplage

Il peut y avoir couplage entre une source de courant et une maille
alimentée par une source de tension.
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29Méthode de Kron : couplages

Exercice : exprimer la matrice du tenseur fondamental du circuit
suivant :

Figure: 2 sources
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30Méthode de Kron : couplages

Nous décidonc d'associer le courant Q1 à la branche d'impédance
a. Le tenseur fondamental s'exprime par :

ζ =

 a a

a b + a

 (35)

La première maille, virtuelle, est d'impédance a. La seconde maille
de courant J2 est d'impédance a + b. Les deux courants Q1 et J2

partagent la branche a, mais suivant un sens de circulation
identique. Le couplage est donc a. La première maille a une ddp u1
inconnue et la seconde e2 connue.
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31Méthode de Kron : couplages

L'équation du circuit est : u1

e2

 =

 a a

a a + b

 Q1

J2

 (36)

où l'on résout : 
aQ1 = u1 − aJ2

e2 − aQ1 = (a + b) J2
(37)
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32Méthode de Kron : solution

L'équation générale d'un circuit peut presque toujours (exception
des systèmes en mouvements relatifs accélérés, relativistes ou non)
se ramener à la forme suivante :

eα − RαβJ
β − 1

Cβα

ˆ
t

dtJβ = Lαβ
dJβ

dt
(38)

Ce système se résout en général très bien en di�érences �nies
temporelles. En le réduisant à la partie dissipative (pour
illustration), nous obtenons :

eα(t)− Rαβ(t)Jβ(t) +
Lαβ

dt
Jβ(t) =

Lαβ

dt
Jβ(t + dt) (39)

Que l'on peut généraliser en :

eα(t)− ζαβ(t)Jβ(t) =
d

dt
LαβJ

β ⇔ Tα =
d

dt
LαβJ

β (40)
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33Méthode de Kron : exemples

Résoudre :

Figure: Transistor

 Vb − Vbe

Vc − Vce

 =

 Rb RE

RE RL

 ib

βib

 (41)
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34Méthode de Kron : exemples

Résoudre avec deux antennes de gains G1 et G2 :

Figure: Antennes

e2 =
G2

x

√
30G1Ra1J

1 ⇒ α =
G2

x

√
30G1Ra1 (42)
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35Phénomènes thermiques

Les équations de base de la thermique relient une puissance à une
variation de température. Un système est au repos à une certaine
température que l'on peut considérer comme référence. En général
nous prenons la température ambiante comme référence. La
puissance communiquée à un corps P se traduit alors en une
déviation de température θ par rapport à la référence. Nous
aimerions intégrer cette relation dans le cadre tensoriel associé au
circuit pour lequel nous voulons étudier la variation en température.
La température est un scalaire, nous aimerions de fait pouvoir la
relier à un vecteur. Si nous considérons une équation de la forme :

P
(
Jk
)

=
t

Rθ (43)

où
t

R est une résistance thermique.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



36Phénomènes thermiques

La température T est un scalaire comme la puissance P
(
Jk
)
. Mais

la puissance est l'invariant. Par exemple pour une maille 1
entièrement résistive, la puissance est donnée par :

P = R11J
1J∗1 (44)

Etant invariante, la puissance n'a pas les propriétés d'une
composante de covecteur. Mais nous pouvons lui induire une
propriété vectorielle en multipliant ce scalaire par le vecteur de base
attaché à l'élément considéré. Soit ici :

P1 = R11J
1J∗1 · u1 (45)
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37Phénomènes thermiques

Sous ce montage et uniquement de son fait, nous pouvons
généraliser, ξ étant un opérateur "d'impédance thermique", θ une
variation de température et écrire :

Pq = ξqkθ
k (46)

Le gradient de température θi pouvant être relié classiquement à
partir du scalaire qu'est la température T au vecteur associé à sa
variation : θ = −GradT . L'écriture est sous cette forme simple,
homogène de celle du circuit électrique. Il ne nous reste plus qu'à
étudier les formes du tenseur ξ puis regarder le couplage des deux
équations électrique et thermique.
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38Résistance thermique

2 corps à des températures relatives T1 et T2 échangent de la
chaleur sous forme d'une puissance P à chaque instant. Cet
échange se traduit par le biais d'une résistance thermique R. Nous
avons :

R =
1
k

x

S
⇒ Y = k

S

x
(47)

S est la section du �ux de transport et x sa longueur. Quelques
valeurs :

métaux Cu Al Fe Amiante Mica Air �xe
k 387 200 65 0.19 0.36 0.023
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39Inertie thermique - conduction

Un corps a une propriété d'inertie thermique traduisant le fait que
la température met un certain temps à s'établir sur l'ensemble de
son volume. On appelle T la capacité thermique et l'équation
générale de transmission de température s'écrit :

Pa = Tab
dθb

dt
+ Yabθb (48)

Nous notons une similitude avec un circuit électrique. L'inertie
thermique T correspond à l'inertie électromagnétique L et la
résistance thermique à la résistance électrique. La puissance étant
reliée à un courant de maille, nous créons une corde quadratique
donnant le ratio :

Pk
Jq

=
RabJ

aJ∗b

Ja
= RabJ

∗b = ua (49)

La corde est un potentiel.
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40Convection

Le processus est un transfert de chaleur par �uide. Nous pouvons
dé�nir une résistance de transfert par convection Rc avec :

Rc =
θ

hcS
⇒ V = hcS , Pa = Vabθb (50)

A la di�érence de la conduction, il y a ici déplacement de matière.
La convection peut intégrer le rayonnement d'un corps qui évacue
de la chaleur vers le milieu ambiant. Nous écrirons de la même
façon :

PR = (hR .S)Rb θ
b ⇔ PR = VRbθb (51)

Nous pouvons considérer hc ≈ hR ≈ 7.
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41Échanges par rayonnement

Un corps rayonnant émet un �ux de lumière qui peut être capté par
un autre corps. Cet échange de lumière se traduit par un échange
de �ux thermique. Ce �ux se déplace à la vitesse de la lumière et
ne nécessite aucun support. Il ne faut pas le confondre avec les
échanges thermiques convectifs via des masses d'air. C'est l'unique
moyen de refroidissement dans l'espace. Quelques dé�nitions :
La luminance Lo énergétique d'une source est l'intensité émise par
cette source dans une direction donnée en watt par stéradian :
[W ][sr ]−1. Une source obéit à la loi de Lambert si elle émet avec la
même intensité dans toutes les directions. On rappelle la dé�nition
de l'angle solide Ω :

Ω =
S

r2
, [sr ]→ Lo =

W

r2Ω
(52)

r étant la distance à la source, W l'intensité source décroissant en
1/r2 à la distance r et S la surface (en général une portion de
sphère) d'émission considérée.
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42Échanges par rayonnement
Dé�nitions

La Radiance Ro est l'équivalent de la luminance mais exprimée
pour une surface d'émission et non un angle solide d'émission. Pour
une surface d'émission de surface πr2 à la distance r la radiance
vaut W /(r2). Comme l'angle solide vaut lui-même π, nous avons
Lo = W /(πr2). D'où :

Ro = πLo (53)

La radiance est en fait l'intégrale sur la surface d'émission à une
distance donnée du �ux de l'énergie électromagnétique exprimée
par le vecteur de Poynting. Soit E = W /r2 nous pouvons écrire à
une distance donnée :

Lo =
E

π
, Ro = E ⇒ Ro = πLo (54)

Ce détail est préférable car pour certaines sources laser par exemple
l'atténuation de l'intensité n'est pas en 1/r2.
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43Échanges par rayonnement
Dé�nitions

Loi de Stefan Boltzmann

Si nous considérons un corps dont le c÷�cient d'absorption du
rayonnement thermique ne dépend pas de la température T , soit ε
un c÷�cient d'émission totale, nous avons :

Ro = εσT 4 ⇒ Lo =
ε

π
σT 4 (55)

avec σ = 5, 67.10−8 [W ][m]−2[K ]−4. Quelques valeurs du produit
εσ :

Matériau εσ

Acier 2,52
Aluminium 2,63
Amiante 5,33
Cuivre 0,92
Fer 5,12

Matériau εσ

Laiton 1,2
Mercure 1,05

Noir de fumée 5,45
Plomb 2,44
Or 2,73
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44Échanges par rayonnement entre deux corps

Une portion de �ux de chaleur émis par le corps 1 sur le corps 2 est
dé�nie par :

dP2 = L1
dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

=
σ

π
ε1T

4

1

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(56)
r12 étant la distance entre les deux corps. Les angles i1 et i2 sont
les angles d'incidence ou d'émission par rapport aux normales aux
corps. Le �ux total est donné par :

P12 =
σ

π
ε1T

4

1

ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(57)
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45Échanges par rayonnement entre deux corps

Un rayonnement similaire est transmis du corps 2 vers le corps 1 :

P1 =
σ

π
ε2T

4

2

ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(58)

L'interaction entre les deux corps est le bilan net des deux �ux :

P1→2 =
σ

π
ε1ε2

(
T 4

1 − T 4

2

) ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(59)

Sous cette forme nous ne pouvons pas faire apparaître le vecteur θ.
Or nous voudrions pouvoir exprimer une relation de la forme P2/θ

1

ce qui nous dé�nirait une corde.
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46Échanges par rayonnement entre deux corps

Nous repartons de la relation :

P2 =
σ

π
ε1T

4

1

ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(60)

Nous dé�nissons une température nulle de référence T0. De fait
nous pouvons dé�nir le gradient (θ1)4 = (T 4

1
− T 4

0
). Alors :

P2 =
σ

π
ε1(θ1)4

ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(61)

La corde est alors la fonction η telle que :

η21 =
σ

π
ε1(•)4

ˆ
S1

ˆ
S2

dS1cos(i1)dS2cos(i2)

r2
12

(62)
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47Échanges par rayonnement entre deux corps

L'interaction doit être bilatérale pour retrouver la formulation
complète.

Figure: Échange thermique par rayonnement
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48Exemples : circuit résistif

Les lois sur les paramètres primaires sont :
ρ(t ′) = ρ [1 + α (t ′ − t)]

ε(t ′) = ε [1 + β (t ′ − t)]

µ(t ′) = µ [1 + γ (t ′ − t)]

(63)

Considérons une résistance alimentée par un générateur. L'équation
électrique est de la forme :

e = R [1 + αθ] J

e.J = Vθ
f =


e − R [1 + αθ] J

e.J − Vθ
(64)
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49Exemples : circuit résistif

Ce dernier circuit peut être résolu par une méthode de Newton. Le
vecteur de �ux est :

x =

 J

θ

 (65)

Le jacobien étant :

W =

 R (1 + αθ) RαJ

e −V

 (66)

Nous résolvons par itération pour une valeur de temps t donnée :

q+1

x =
q
x −W−1

(
q
x
)
f
(
q
x
)

(67)
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50Exemples : diode

Dans le cas d'une diode nous avons d'une part la résistance entre la
jonction et son boîtier Rjb et d'autre part la résistance entre le
boîtier et l'environnement Rba. Le �ux de puissance P traverse ces
deux éléments et engendre un échau�ement. Nous avons :

P =

(
1

Yjb + Yba

)
θ (68)

Électriquement, la diode est un composant d'admittance :

I (V ) =
(
eαV − Vs

) v

D[−VL,Vx ] +
(
eβ|V |

) v

D]−10VL,−VL] + . . .

(
e−σV

) v

D[Vx ,10Vx [

(69)
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51Exemples : diode

Le schéma électrique de la diode est un générateur de courant
piloté avec une résistance de forte valeur en parallèle, arbitraire
dont la consommation est supposée négligeable (il su�t de prendre
une résistance assez forte). La �gure "diode" présente ce schéma
équivalent avec la résistance arbitraire R .

Figure: Diode
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52Exemples : diode

Ce schéma conduit au système d'équations :
e = (R0 + R) J1 − RJ2

V = −RJ1 + RJ2
(70)

V est une inconnue, et nous avons J2 = I (V ). Soit au �nal :

e = (R0 + R) J1 − RI (V )

V = −RJ1 + RI (V )

VI (V ) =
(

1

Yjb+Yba

)
θ

(71)

Que nous pouvons résoudre par une méthode de Newton comme
précédemment.
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53Exemples : diode

Nous voulons résoudre :

f ::



e − (R0 + R) J1 − RI (V ) = 0

V + RJ1 + RI (V ) = 0

VI (V )−
(

1

Yjb+Yba

)
θ = 0

(72)
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54Exemples : diode

Soit :

x =


J1

V

θ

 W =


−R0 + R −RΩ 0

R 1 + Ω 0

0 I (V ) + VΩ −
[
Yjb + Yba

]−1


(73)

avec

Ω = αeαV
v

D[−VL,Vx ] + βeβ|V |
v

D]−10VL,−VL] − σe−σV
v

D[Vx ,10Vx [

et comme précédemment par itération jusqu'à convergence de
δx < ε :

q+1

x =
q
x −W−1

(
q
x
)
f
(
q
x
)

(74)
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55Exemples : e�et de l'inertie thermique

Considérons un composant avec une partie en liaison avec
l'environnement et une seconde partie continuant la première. Il
peut s'agir de la puce d'un microprocesseur ou d'un transistor.
L'entrée du composant possède une impédance de conduction VEL
suivie d'une résistance de conduction vers la puce VLµ. Le premier
étage présente une convection vers le substrat YEA et une inertie
thermique traduit la transmission du �ux de chaleur vers la puce
TLµ. Le schéma global est donné �gure "Inertie T.".

Figure: Inertie T.
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56Exemples : e�et de l'inertie thermique

Cette inertie permet de traduire le temps de di�usion de la chaleur
dans la puce. Sur des fronts thermiques rapides, la chaleur n'a pas
le temps de se di�user et reste concentrée sur une zone plus petite
que la surface totale de la puce. Le lead d'entrée comporte lui une
inductance (inertie électromagnétique) et le circuit électrique est de
tenseur fondamental :

ζ =
[

(R11 + sL11)
]

(75)

Rappelons ici les expressions générales des puissances dissipées (qui
engendrent le �ux de chaleur) et puissance stockée (sans
dissipation) : 

Pdissip = 1

4

[
ekJ
∗k + e∗kJ

k
]

Pstock = 1

4j

[
ekJ
∗k − e∗kJ

k
] (76)
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57Exemples : e�et de l'inertie thermique

Notre système est alors modélisé par x =
[
J1, θ1, θ2

]
et :

f ::


e1 − (R11 + sL11) J1 = 0

1

4

[
e1J
∗1 + e∗

1
J1
]
− (VEL + YEA) θ1 + YEAθ2 = 0

YEAθ1 − (YEA + YLµ + sTLµ) θ2 = 0

(77)

avec le jacobien (s opérateur de Laplace, γ1
1
spineur /J∗1 = γ1

1
J1) :

W =


R11 + sL11 0 0

1

4

(
e1γ

1

1
+ e∗

1

)
− (VEA + YEA) YEA

0 YEA − (YEA + YLµ + sTLµ)


(78)
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58Exemples : e�et de l'inertie thermique

Le spineur γ1
1
transforme le complexe en son conjugué :

γ11 =

 1 0

0 −1

 (79)

et comme précédemment nous devons résoudre :

q+1

x =
q
x −W−1

(
q
x
)
f
(
q
x
)

(80)
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59Un peu plus loin

Comment prendre en compte les autres physiques :

la mécanique ;

la mécanique quantique ;

la mécanique des �uides ?

L'algèbre tensoriel nous donne tous les outils pour y parvenir. Il
reste, ce qui n'est pas trivial, à dé�nir les espaces adéquats.
Réécrivons notre équation de résolution à chaque instant :

δxα = − (Wσα)−1 fσ (81)

Notons :
(Wσα)−1 =Mασ
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60Un peu plus loin

Donc en remplaçant f par son développement :

δxα = −Mασ

{
eσ − ζσqxq −

d

dt
[Lσqxq]

}
(82)

où L est l'inertie généralisée, électromagnétique ou thermique.
Comme la température, la loi de Newton de la dynamique avec
dissipations ou déformations k peut être exprimée par :

pq − kqav
a =

d

dt
[mqav

a] (83)

m est une inertie et v une vitesse de mouvement ou déformation et
p une contrainte externe. Les composants dépendent des
constantes primaires µ, ε, σ mais aussi des coordonnées curvilignes
d'espace-temps de vecteurs u0, u1, u2, u3. Comme la température
modi�e les constantes primaires, les variations des coordonnées
d'espace-temps modi�ent les fonctions G qui relient les constantes
primaires et les macro-composants (voir planche 14).
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61Un peu plus loin

Notons que l'usage des potentiels V et I et des composants facilite
de façon indispensable les écritures, sinon les équations
deviendraient tellement compliquées que nous ne pourrions les
écrire que pour des systèmes très simples.
Nous comprenons que nos équations
thermo-mécano-électromagnétique s'appuie sur des variables
fondamentales que sont l'espace-temps (ou l'espace laplacien) et les
propriétés de la matière µ, . . .. Entre les di�érents réseaux en
interactions nous trouvons des interactions électromagnétiques,
thermiques et gravi�ques.
La mécanique quantique détermine les valeurs des fondamentaux
électromagnétiques µ, ε, σ. La gravitation détermine le référentiel
qui �xe les vecteurs d'espace-temps. Ces vecteurs curvilignes sont
déterminés par la chute libre.
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62Un peu plus loin

Montrons comment le formalisme de l'ATR va permettre de coupler
les équations de la mécanique (vibrations ici) comme pour la
thermique ou l'électricité. Nous pourrions compléter ces études par
l'hydrodynamique, etc. Le formalisme peut intégrer toutes les
physiques. Considérons un système de deux masses couplées �gure
"masses couplées".

Figure: Masses couplées
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63Un peu plus loin

Chaque masse présente une dissipation de la forme Qv , un
amortissement :

k

ˆ
t

dtv

et une inertie mdv/dt. L'équation générale associée aux masses
indépendantes est :

mij
dv j

dt
+ Qijv

j + kij

ˆ
t

dtv j = 0 (84)

Chaque masse constitue un n÷ud. La matrice d'incidence A prend
comme convention que lorsqu'une force est dirigée vers un n÷ud la
connexion entre masse et amortissement est positive et lorsque la
force tire sur le n÷ud, la connexion est négative. Nous pouvons
ainsi dresser le tableau de relations suivant :
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64Un peu plus loin

k11 k22
m11 1 0
m22 0 -1

Par une somme directe de toutes les masses en présence, nous
pouvons construire trois tenseurs d'inertie, dissipation et
amortissement :

m =

 m11
d
dt

0

0 m22
d
dt

 Q =

 Q11 0

0 Q22

 k =

 k11
´
d
t 0

0 k22
´
t
dt


(85)

Comme pour les courants, la méthode de Kron nous invite à
calculer les transformations :

m′ = A.m.AT , Q ′ = A.Q.AT , k ′ = A.k .AT , f ′ = A.f (86)
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65Un peu plus loin

L'équation à résoudre pour le système couplé devient :

f ′α −
d

dt
(mασv

σ) = Q ′ασv
σ + k ′ασ

ˆ
t

dtvσ (87)

Cette équation mécanique a pour inconnue la vitesse - c'est à dire
la variation des variables primaires d'espace au cours du temps. Ce
sont ces mêmes variables qui interviennent par exemple dans la
valeur d'un condensateur. Par le biais de ces variables, le couplage
entre électrique et mécanique est réalisé.
Soit nous faisons apparaître explicitement les dépendances. Par
exemple en écrivant un condensateur sous la forme

ε
S

h

avec

h =

ˆ
t

dtv
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66Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Nous allons nous intéresser au fonctionnement d'un transducteur
électrodynamique. Ce sont par exemple des haut parleurs, des
microphones, mais aussi des sismographes, etc. La �gure
"transducteur" montre la structure de ce type de dispositif.

Figure: Transducteur
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67Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Le transducteur est fait d'un aimant permanent qui produit un
champ magnétique B �xe dans un entrefer annulaire. Dans cet
entrefer nous plaçons une bobine réalisée avec un �l de longueur l .
La bobine fait partie d'un circuit électrique RLC alimenté par une
source de tension e(t). La bobine est solidaire d'une masse m
rappelée à une position d'équilibre par un ressort de dureté k . Une
tige permet d'appliquer à l'ensemble une force F (t). Lorsque la
bobine est parcourue par un courant J, une force de Laplace
s'exerce sur le �l d'intensité :

F(J) = −lB× J (88)
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68Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Lorsque la bobine se déplace à la vitesse v , la force électromotrice e
apparaît à ses bornes avec :

e(v) = −lB× v (89)

Dans le dispositif on comprend que les trois vecteurs v, J, B sont
mutuellement perpendiculaires (il s'agit du courant dans la bobine
dans l'entrefer). Les équations de Lagrange nous donnent :

m
dv

dt
+ αv + k

ˆ
t

dtv = F (J) + F (t) (90)

L'état du système mécanique est décrit par la vitesse v et celui du
système électrique par le courant J. Par remplacement nous
obtenons

m
dv

dt
+ αv + k

ˆ
t

dtv − lBJ = F (t) (91)
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69Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Par ailleurs l'équation du circuit électrique dans l'espace des mailles
s'écrit :

L
dJ

dt
+ RJ +

1
C

ˆ
t

dtJ + lBv = e(t) (92)

En utilisant l'opérateur de Laplace ces deux équations couplées
s'écrivent (en considérant R + b les pertes dans le �l de la bobine) :

(
sm + α + k

s

)
v − lBJ = F (s)

lBv +
(
sL + R + 1

sC

)
J = e(s)

(93)

Il reste à compléter ce système de l'équation thermique du
dispositif.
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70Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

La puissance fournie à la bobine dépend de sa propriété dissipative.
Soit Pb la puissance dissipée : RJJ∗. Soit encore Vfb la conduction
entre la bobine et l'aimant et Vba entre l'aimant et l'air. La
température se détermine avec l'inertie thermique T par :

Pb =

(
Vfb + Vba + Tfb

d

dt

)
θ (94)

Nous pouvons alors compléter le système (93) des dépendances en
température. Si la dépendance du matériau magnétique en
température s'écrit :

B = B0

(
1−

[
1 + e−β(T−Tc)

]−1)
(95)

Tc est la température de Curie. Or
T − Tc = T − Ta + Ta − Tc = θ − θc .
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71Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Finalement :

F (s) + lB0

(
1−

[
1 + e−β(θ−θc)

]−1)
J −

(
sm + α + k

s

)
v = 0

e(s)−
(
sL + R + 1

sC

)
J − lB0

(
1−

[
1 + e−β(θ−θc)

]−1)
v = 0

RJγJ −
(
Vfb + Vba + Tfb d

dt

)
θ = 0

(96)
Choisissons comme vecteur de base xq = [J, v , θ]. Notons

S(θ) =
[
1 + e−β(θ−θc)

]−1
.
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72Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Le système devient :

fσ ::


F (s) + lB0 (1− S(θ)) J −

(
sm + α + k

s

)
v = 0

e(s)−
(
sL + R + 1

sC

)
J − lB0 (1− S(θ)) v = 0

RJγJ − (Vfb + Vba + sTfb) θ = 0

(97)

d'où :

Wσα =


lB0 (1− S(θ)) −

(
sm + α + k

s

)
lB0Jβe

−β(θ−θc)S2(θ)

−
(
sL + R + 1

sC

)
−lB0 (1− S(θ)) lB0vβe

−β(θ−θc)S2(θ)

RγJ + RJγ 0 − (Vfb + Vba + sTfb)


(98)
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73Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

et nous devons résoudre :

δxα = −Mασfσ (99)

Procédons un peu di�éremment pour le processus Newtonien.
écrivons :

Wσα =Wo
σα − sLσα

alors :
[Wσα]−1 = [Wo

σα − sLσα]−1 (100)

Notons [Wo
σα]−1 =Mασ, comme :

δxα = − [Wo
σα − sLσα]−1 fσ (101)
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74Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Multiplions en haut et en bas parMασ :

δxα = −
[

Mασ

(Wo
σαMασ − sLσαMασ)

]
fσ (102)

Wo
σαMασ = U matrice identité. De fait :

δxα = −
[

Mασ

U − sLσαMασ

]
fσ (103)

Multiplions en haut et en bas par U + sLσαMασ. Nous obtenons :

δxα = −M
ασ (U + sLσαMασ)

U2 − s2 (LσαMασ)2
fσ (104)
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75Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

Comme U2 = U, sous condition de véri�er :

∀α, 1 >> ω2 (LααMαα)2

et
∀α 6= σ, (LσαMασ)2 → 0

Nous trouvons �nalement puisque U−1 = U :

δxα = − (Mασ + sMασLσαMασ) fσ (105)

notons :
yασ =MασLσαMασ (106)
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76Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

alors :
δxα = − (Mασ + syασ) fσ (107)

C'est l'équation générale non linéaire du système étudié. Tout
système possède deux régimes : un régime dit statique où les
variables ne changent pas de valeur et un régime dynamique. Des
paramètres déterminés en régime statique peuvent in�uencer les
valeurs de fonctions utilisées en régime dynamique : c'est le
principe de modélisation des électroniques sous valeurs
d'alimentations �xées. Le régime statique est dé�ni par :

d

dt
xα = 0 (108)

Or si les variables ne changent pas, leurs conditions limites non plus

ni les stimuli : s
q

xα = 0 sfσ = 0.
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77Un peu plus loin : exemple d'un système
électro-mécano-thermique

ceci revient à obtenir :

d

dt
Mασ +

d2

dt2
yασ = 0 (109)

Autrement dit, ni la métriqueM si l'inertie sy ne peuvent varier au
cours du temps. Ceci exclue les espaces courbes, nous le verrons
plus loin.
L'ensemble de la variété xα ou

(
M, g = y−1

)
est plongée dans

l'espace temps (x , y , z , t) ou (x , y , z , s).
Les formes exploitables de la matières ordinaires peuvent être
modélisées sous la forme du produit d'une fonction de propriété
(par exemple la perméabilité µ) par une fonction de forme
géométrique G(x , y , z). Cette dernière résulte du plongement alors
que la propriété provient de l'espace quantique sous-jacent.
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78Changement d'échelle & mécanique quantique

La relation de Planck E = hν relie l'énergie d'une particule à la
fréquence d'oscillation du résonateur associé à cette particule. Les
particules sont classées en deux types fondamentaux :

les bosons ;

les fermions.

Les bosons sont des particules qui interviennent dans les
interactions entre systèmes. Ce sont par exemple les photons qui ne
comportent qu'une composante transverse du champ
électromagnétique. Comme le champ est une force normalisée, et
que la relation de Newton relie la force longitudinale à la masse
(F = mγ), le photon n'a pas de masse.
Les fermions possèdent une charge qui leur confère une interaction
de Coulomb et donc une masse. La mécanique quantique est le
monde des probabilités de mesures inférieures à 1.
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79Changement d'échelle & mécanique quantique

Lorsque nous travaillons dans le monde macroscopique où les
particules sont en très grand nombre, nous intégrons la fonction
d'onde de Schrödinger qui exploite la relation de Planck :

ψ = Aexp (jωt − kx)→ Aexp

(
j2π

E

h
t − jx2

π

h
mv

)
(110)

Si nous dérivons ψ par rapport au temps nous retrouvons l'énergie.
Si nous la dérivons par rapport à l'espace nous retrouvons
l'impulsion. Écrivons d'une façon générale avec l'énergie W :

ψ = Aexp

(
j
2π
h

ˆ
t

dtW

)
(111)
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80Changement d'échelle & mécanique quantique

Dé�nissons alors l'opérateur :

H = j
h

2π
d

dt
(112)

La mesure :

m =

ˆ
ν
dνψHψ∗ = |A|2

ˆ
ν
dνW (113)

S'interprète comme la probabilité d'observer la particule dans l'état
d'énergie W après avoir normalisé à 1 la probabilité qu'elle soit
dans cet état dans tout l'espace Ω :

|A|2
ˆ

Ω
dνW = 1 (114)
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81Changement d'échelle & mécanique quantique

Si nous appliquons ce principe au calcul de la probabilité d'avoir un
électron dans un segment x si une di�érence de potentiel V est
appliquée sur X . En utilisant l'hamiltonien :

H = j
h

2π
∂

∂x
(115)

Nous trouvons P(x) = x/X . La conductivité du segment est alors
donnée par σ = kQx/(SX ), Q étant la charge totale disponible (k
est telle que v = kE ).
Nous voyons que le changement d'échelle est une opération
d'intégration. De l'espace des n÷uds nous rejoignons l'espace des
branches par intégration du point. Nous atteignons ensuite l'espace
des mailles par intégration de branches, etc. L'opérateur
d'intégration est le dual d'un opérateur appelé "de bord" : ∂. Le
bord d'une branche est ainsi une paire de n÷uds, etc.
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82Changement de référentiel

Dé�nition : 2 systèmes sont dans deux référentiels dès lors qu'ils
n'interagissent que par des cordes et non par des branches.

Quand deux systèmes sont en vitesses relatives v(t), nous

dé�nissons le c÷�cient de dilatation γ =
[
1− v(t)2/c2

]−1/2
.

Contraction des longueurs : la dimension d'un corps est
contractée dans la direction du mouvement d'un facteur γ pour un
observateur dans un référentiel au repos regardant le corps se
mouvoir depuis son référentiel. Ce même observateur verra un
intervalle de temps - pour une horloge mobile par rapport à lui - se
réduire du même facteur. C'est la contraction du temps. Un
passager de l'horloge mobile a un temps de durée moindre que celui
qui l'observe. Notons que le changement de référentiel ne peut se
faire qu'à même échelle.
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83Changement de référentiel

Ces e�ets de contraction étant attachés à la vitesse entre deux
systèmes non connectés, ils ne peuvent concerner que les aspects
dynamiques des systèmes. Or la dynamique du système se voit via
son énergie cinétique - autrement dit son inertie. Considérons une
matrice de changement d'espace Λ. En reportant la transformation
sur l'équation (107) nous obtenons :

fσ = Λξσfξ ⇒ δxα = − (Mασ + syασ) Λξσfξ (116)

Multiplions à gauche par la transformation inverse Λαµ :

Λαµδx
µ = −Λαµ (Mµσ + syµσ) Λξσfξ (117)

notons :
Nαξ = ΛαµMµσΛξσ
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84Changement de référentiel

Par ailleurs :

d

dt

(
Λαµy

µσΛξσ

)
=

dΛαµ
dt

yµσΛξσ + Λαµ
dyµσ

dt
Λξσ + Λαµy

µσ dΛξσ
dt

Pour résoudre ces éléments nous utilisons une astuce :
d/dt = d/dx dx/dt. Après quoi :

dΛαµ
dt

=
dΛαµ
dxq

dxq

dt
= Γαµqv

q (118)

La matrice Γαµq est appelée c÷�cient de Christofell. En notant :

Λαµ
dyµσ

dt
Λξσ = Λαµ

dyµσ

dxq
vqΛξσ = ζαξqv

q
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85Changement de référentiel

Alors :

d

dt

(
Λαµy

µσΛξσ

)
= Γαµqv

qyµσΛξσ + ζαξqv
q + Λαµy

µσΓξσqv
q (119)

L'équation (117) peut alors s'écrire :

δxα = −Nαξfξ−
(

Γαµqv
qyµσΛξσ + ζαξqv

q + Λαµy
µσΓξσqv

q
)
fξ (120)

L'équation fondamentale

δxα = −
(
Nαξ + ζαξqv

q
)
fξ

est complétée de termes issus de la variation temporelle des
changements de bases :(

Γαµqv
qyµσΛξσ + Λαµy

µσΓξσqv
q
)
fξ

Ici vq est la vitesse généralisée, c'est à dire ẋα.
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86Loi générale

Nous aurions pu ajouter d'autres physiques comme la mécanique
des �uides, etc. Toutes les équations découlent de l'équation
générique de Lagrange :

d

dt

∂T

∂vq
− ∂V

∂xq
+
∂F

∂vq
= eq (121)

T , V et F étant les énergies cinétique, potentielle et de dissipation,
e un stimuli. Nous avons vu que l'inertie est intimement liée à
l'énergie cinétique et à la dynamique du système.
D'une manière générale nous pouvons dire que la nature tente de
rendre extrême cette énergie. Soit l'action s, nous écrivons que :

s = 2
ˆ B

A

dtLαβvαvβ (122)

doit être un extrêmum. C'est le principe de moindre action de

Maupertuis.
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87Loi générale

L'espace de f incluant le temps et les intervalles de valeurs possibles
pour les xα, prend toutes les valeurs nominales possibles en faisant
évoluer les valeurs des composantes fξ. Cet espace constitue une
variété lisse (car physique) dont nous pouvons tenter de déterminer
les extréma. Le jacobien W est la première forme fondamentale du
problème. Si nous construisons l'ensemble uαβ = xα ⊗ xβ , nous
pouvons déterminer la seconde forme quadratique fondamentale :

2

W =
∂2f

∂uαβ
=

∂2f

∂xα∂xβ
(123)

Le déterminant

∣∣∣∣ 2W∣∣∣∣ est la clé qui indique ce qui se passe en tout

point A de la variété f . Si cette valeur est positive, le point A
constitue un extrémum local. Si elle est négative, A est un point
selle. Si elle est nulle, nous n'avons pas d'information.
Physiquement, nous pouvons considérer que la nullité de la seconde
forme quadratique fondamentale est une anomalie, un problème
mal posé.
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88Loi générale : défaillance 1

Les valeurs extra-ordinaires que peuvent prendre les fξ doivent être
explorées. Si les observables xα restent dans l'ensemble des valeurs
nominales, le système n'est pas perturbé. Dans le cas contraire, le
système est dit perturbé. Cela traduit une déformation de la variété
f sous la contrainte fξ. La variété f étant bornée par la surface
atteinte avec les valeurs maximales des stimuli fξ. Mais le système
étant couplé, les valeurs maximales acceptables ne sont pas les
valeurs maximales des éléments constitutifs zσα. Pour exemple une
maille contenant un condensateur et un écrêteur a un courant
maximum qui est le plus petit des maxima des deux composants et
non le plus grand des deux.

Olivier MAURICE Thermique et électronique & un peu plus



89Loi générale : incertitudes

Les incertitudes des changements de bases ou des stimuli peuvent
être intégrées dans leurs intervalles d'appartenance. L'incertitude
sur la connaissance du système ou sa précision de fabrication doit
être ajoutée aux tenseurM et y . Mais l'incertitude sur y ne
dépendant pas du temps, cette incertitude n'intervient pas dans la
recherche des solutions, et en tenant compte des incertitudes :

δxα = −
(
Mασ +

d

dt
yασ
)
fσ ∓ εMασfσ (124)

où εMασ est l'amplitude de l'incertitude surM. Les autres
expressions s'en déduisent.
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90Loi générale : défaillance 2 - risque

Les stimuli, principalement exogènes (les stimuli endogènes sont liés
au fonctionnel), peuvent être associés à une valeur statique f̄ξ et
une valeur dynamique fξ, une probabilité d'amplitude Pa est une
probabilité de phase Pφ déclinée en solutions :

xα
(
f̄ξ, fξ, Paξ, Pφξ

)
= (χξ, χξ, Xaξ, Xφξ)

Les seuils qui engendrent une non convexité sur la variété f ont
aussi une probabilité associée à la défaillance par écart au seuil Qa
et Qφ.

(x̄α, xα, Qaα, Qφα)

Le risque R de perturber le système s'exprime alors par :

R = |XaQa.XφQφ∗| (125)
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91Loi générale : courbure

La variation de la vitesse généralisée traduit une courbure C dès lors
qu'il y a plus d'une composante variante. En e�et si :

∃v (q)/∀ξ 6= {q, 0}v ξ = 0, v ξ ∈ S ,
∂v (q)

∂uq
=


1

0
⇒ C(S) = 0

(126)
uq est la composante normalisée dans la direction de l'espace uq.

Le régime statique engendre par dé�nition un espace plat ;

Tout problème réduit à une variété qui appartient à l'espace
des droites est par dé�nition un espace plat. La courbure
éventuelle de cette droite n'est d'ailleurs pas perceptible dans
l'espace de la droite.
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92Loi générale : courbure

Lorsque nous nous déplaçons sur une surface, la détection d'une
surface courbe se traduit par le fait que le travail dépend du chemin
emprunté. Si nous considérons deux stimuli fξ et gξ appliqués
simultanément en t et t + dt, l'application de f puis g ne conduira
pas au même point que l'application de g puis f . Si nous
admettons que :

Postulat : la projection du stimuli de son référentiel propre dans le

référentiel du récepteur implique un changement d'espace.

La non commutativité des applications des stimuli est traduite via
les propriétés des c÷�cients de Christofell.
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93Loi générale : courbure

Ce qui signi�e que le chemin :

D1→2 =
(
Γα
µqv

qyµσΛξ
σ + Λα

µy
µσΓξ

σqv
q
)
fξ+
(
Γβ
µqv

qyµσΛξ
σ + Λβ

µy
µσΓξ

σqv
q
)
gξ

(127)
doit être non identique à celui :

D2→1 =
(
Γβ
µqv

qyµσΛξ
σ + Λβ

µy
µσΓξ

σqv
q
)
gξ+

(
Γα
µqv

qyµσΛξ
σ + Λα

µy
µσΓξ

σqv
q
)
fξ

(128)
La courbure peut être dé�nie comme une fonction F de cette
di�érence :

C(S) = F (|D1 − D2|) (129)
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94Loi générale : courbure

Comme le choix d'un changement d'espace impacte aussi
l'expression de la métrique, puisque

∂xα

∂uq
=

∂

∂uq
yασfσ

et

xα = Λαqu
q ⇒ ∂xα

∂uq
= Λαq

et donc :

∂

∂ωk
Λαq ω̇

k = Γαqk ω̇
k =

∂

∂ωk
∂

∂uq
yασfσω̇

k ⇒ ∂

∂fσ
Γαqk =

∂

∂ωk
∂

∂uq
yασ

(130)
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95Loi générale : courbure

Comme la métrique est in�uencée par le stimuli, nous pouvons
chi�rer la courbure par :

C(S) =
∂2D

∂fξ∂gξ
− ∂2D

∂gξ∂fξ
=

[
∂

∂fξ
,
∂

∂gξ

]
D (131)

De fait une métrique changeante, comme un composant qui change
d'impédance en fonction de courants, courbe l'espace et le
comportement du système dépendra de l'ordre d'application des
contraintes. Ainsi agresser un système par un coup de foudre direct
puis par une onde trans-électromagnétique ne donnera pas le même
résultat que si nous appliquons d'abord l'onde puis le coup de
foudre.
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96Loi générale : torsion

En fait dans ce cas l'espace est non seulement courbe mais souvent
tordu. C'est à dire que les solutions après application de f puis g
ne sont pas les mêmes que celles obtenues après application de g
puis f .
La torsion T est donnée par la distance entre les solutions :

T = |xα(f ◦ g)− xα(g ◦ f )| (132)

La torsion est le critère de justi�cation de l'ordre d'application des
contraintes dans le calcul du risque de défaillance du système.
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97Autre approche pour établir l'équation non linéaire

Nous pro�tons du développement :

1
1− x

= 1 + x + x2 + . . .+ xnε(x) (133)

Repartons de
δxα = − (Wo

σα − sLσα)−1 fσ (134)

Soit :

δxα = − 1
Wo
σα (1− sLσα/Wo

σα)
fσ (135)

Finalement en se limitant au premier ordre :

δxα = −Mασ [1 + sLσαMασ] fσ (136)

où nous retrouvons :

δxα = − (Mασ + syασ) fσ (137)
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98Approche pragmatique

Les équations précédentes permettent de poser théoriquement le
problème. Mais en pratique elles sont très compliquées à numériser
et demandent la compétence de spécialistes de la numérisation. Il
faut trouver une approche plus simple qui donne accès à des
résultats d'applications numériques su�samment robustes et soit
utilisable par tout ingénieur en conception.

Le principe est d'introduire les physiques petit à petit dans le
problème et d'exploiter des convergences itératives. Nous allons
développer l'explicatif en nous appuyant sur un exemple très simple
: un circuit RC présenté �gure "RC électrique".
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99Approche pragmatique

Figure: RC électrique

Le tenseur fondamental de ce circuit est donné par (p est
l'opérateur de Laplace) :

ζ =

 R1 + R2 + L1p −R2

−R2 R2 + 1

pC
+ L2p

 (138)
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100Approche pragmatique

Ce circuit fait l'objet d'une application numérique simple en python
(en excluant pour l'instant les inductances) :

Figure: RC électrique : application numérique
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101Approche pragmatique

Nous obtenons le résultat suivant :

Figure: Courant dans la branche C
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102Approche pragmatique

Il nous faut maintenant ajouter l'aspect thermique. Les deux
résistances engendrent des puissances mais di�érentes suivant leurs
valeurs et le courant qui les traverse. Nous devons donc dé�nir le
circuit dans l'espace des branches. Le tenseur devient :

η =


R1 0 0

0 R2 0

0 0 1

pC

 (139)

Avec la thermique (pour un domaine de température donné) :

η =


R1

(
1 + α1θ

1
)

0 0

0 R2

(
1 + α2θ

2
)

0

0 0 1

pC

 (140)
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103Approche pragmatique

Établissons la matrice de changement d'espace des branches vers
les mailles :

Λ =


1 0

1 −1

0 1

 (141)

Nous avons :
ζασ = Λu

αΛv
σηuv (142)

avec les courants de branches I tels que :

I u = Λu
σJ

σ (143)
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104Approche pragmatique : résolution itérative

Le diagramme de la séquence des opérations e�ectuées est le
suivant (la barre indique le courant conjugué) :
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105Approche pragmatique : résolution itérative

Dans un premier temps nous dé�nissons le circuit dans l'espace des
branches pour ensuite appliquer une transformation vers l'espace
des mailles :

Le résultat est bien sûr parfaitement identique au précédent.
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106Approche pragmatique : résolution itérative

Commençons par écrire le pro-
gramme sans itération. Nous
devons dé�nir un tenseur ther-
mique qui transforme les varia-
tions de température par rapport
à l'ambiant en puissance.
Notez le calcul de ces puissances
avec les courants de branches
avant calculs des élévations de
température. Par ailleurs tout
est exprimé ici implicitement en
ces variations de température par
rapport à un ambiant connu et
dé�ni, pas en températures ab-
solues.
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107Approche pragmatique : résolution itérative

Le résultat montre le courant qui
augmente dans le condensateur
comme précédemment, du coup
le courant dans R2 diminue, et
la température développée dans
R2 également pour rejoindre la
température ambiante. Le seul
vecteur des inconnues est xα qui
comporte 4 composantes : les
deux courants de mailles et les
deux températures de R1 et R2

(nous avons pris des thermis-
tances de 1 puis 100 Ω/K ).
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108Approche pragmatique : résolution itérative

Nous ajoutons maintenant
la recherche itérative. Pour
cela nous mémorisons dans un
vecteur J les courants précédem-
ment calculés (ils sont au départ
nuls). Puis nous revenons dans
une boucle tant que le critère ε
en énergie est supérieur à une
quantité choisie :

ε =
√

(xα − Jα) (xα − Jα)∗

(144)
A la dernière fréquence, ce critère
vaut 1,4 % dans notre exemple.
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109Approche pragmatique : résolution itérative

Résultat :

Figure: Résultat avec itération

Pour le critère choisi (10%), le nombre d'itérations à chaque
fréquence est de 2 seulement.
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110Approche pragmatique : résolution itérative

Nous pouvons rajouter les inductances. Nous avons vu
précédemment que le tenseur d'inertie L devait compléter le
tenseur fondamental par :

ζασ → ζασ + pLασ (145)

ce que nous programmons dans le listing précédent suivant :

Figure: Ajout de l'inertie électromagnétique
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111Approche pragmatique : résolution itérative

Attaquons le circuit avec un stimuli qui engendre le dépassement de
1 W : 500 V :

Cette fois la convergence est à 4 % sur la dernière fréquence et le
calcul est plus long.
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112Approche pragmatique : résolution itérative

Si nous regardons le nombre d'itérations pour converger à chaque
fréquence nous obtenons la courbe suivante :

Le nombre d'itérations est d'autant plus important que nous nous
éloignons des valeurs initiales en ambiant des composantes du
tenseur fondamental ζ.
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113Généralisation : méthode des fonctions de domaines

La démarche précédente peut être généralisée en écrivant que les
fonctions composantes du tenseur fondamental sont paramétrées
par la température sous la forme :

ζασ =
T

D[j]ζ
j
ασ (146)

Les �ux de matières sont les observables macroscopiques
fondamentales dont la destinée est déterminée par l'état des
interactions électromagnétiques - dont la température - dans un
champ de gravité - ou une structure de masses - �xés.
Rappelons-nous que par exemple pour un macro-modèle
R = ρx/S = ρG le terme ρ vient de la mécanique quantique et le
terme G vient de la mécanique. Lorsque la probabilité d'interaction
électromagnétique devient inférieure à 1, ces interactions
deviennent elles-mêmes du domaine quantique.
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114Généralisation : méthode des fonctions de domaines

Cette technique va nous donner beaucoup plus de souplesse pour
dé�nir des fonctions compliquées. Par exemple la résistance au-delà
d'une certaine température va se détruire. Nous découpons le
domaine des températures en sous-domaines où nous pouvons
dé�nir une loi simple pour décrire la fonction d'impédance associée :
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115Généralisation : méthode des fonctions de domaines

Si j est le numéro d'un domaine et de l'intervalle associé dans une
direction q, nous devons avoir :∑

j

Dj (q) = 1 (147)

Une composante particulière du tenseur fondamental peut alors
s'écrire d'une manière générale pour un ensemble de paramètres
jmn . . . :

ζuv =
∏
qrs...

∑
j ,m, n, ...

q

Dj

r

Dm

s

Dn . . . ζ
jmn...
uv (148)

Si la technique des fonctions de domaines donne accès à la
modélisation de comportements complexes, elle demande aussi
beaucoup de prudence et de progressivité dans la programmation.
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116Généralisation : Lagrangien

Les équations de Lagrange, si T est l'énergie cinétique, U l'énergie
potentielle et F la dissipation, s'écrivent :

d

dt

∂T

∂vα
− ∂U

∂qα
+

∂F

∂vα
= eα (149)

Les équations établies par l'analyse tensorielle des réseaux sont les
équations de Lagrange.
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117QED

Suivant l'approche de Richard FEYNMAN à l'origine de
l'électrodynamique quantique, nous reproduisons le dessin illustratif
d'une particule en interaction avec deux ouvertures et un écran
�gure suivante :

Figure: Expérience des fentes d'Young
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118QED

Suivant ce modèle, une particule en déplacement voit sa phase
évoluer sous la forme d'un vecteur projeté dans le référentiel R, J
des imaginaires. La probabilité de trouver la particule en un point
est alors le carré du module du vecteur d'onde en un point
d'observation, après avoir normalisé tous la somme de tous les
carrés des modules des fonctions d'ondes possible en un volume
étudié.
Dans l'expérience des fentes d'Young, nous pouvons imaginer une
expériences avec 6 plans d'ondes. Au point 1 une source émet une
particule. Une matrice aux c÷�cients complexes traduit la
probabilité que cette particule passe par le trou 2 ou le trou 3. La
somme des carrés des amplitudes de probabilité en ce plan doit faire
1. Prenons pour faire simple 1/

√
2.
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119QED

Nous pouvons dé�nir une matrice que nous appellerons γ-matrice
incorporant toutes les fonctions de transfert complexes γ21 et γ31
ici, avec γi1 = 1/

√
2. L'état de la particule est représenté par un

vecteur :

q =


1

0

0

 (150)

Si nous calculons γq avec :

γ =


0 0 0

γ21 0 0

γ31 0 0

 (151)
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La probabilité de mesurer la particule sur la première ouverture est
|q2|2 soit 1/2 avec :

γq =


0 0 0

γ21 0 0

γ31 0 0




1

0

0

 =


0

γ21

γ31

 (152)

La phase d'une fonction de transfert d'ondes est dé�nie par la
relation de Planck :

W = hν ⇒ −jkx = − j

~v

ˆ b

a

dxαW (153)
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121QED

Ainsi la fonction de transfert appliquée à l'onde de champ
ψ = Aexpj (ωt) devient-elle :

H = e−
j
~v
´ b
a
dxαW (154)

Ces fonctions doivent être réinjectées en tant que composantes de
la matrice γ. Chaque colonne de cette matrice doit normaliser la
somme des carrés des composantes de la colonne. Chaque produit
de cette matrice par le vecteur d'état donne, via le carré des
composantes de ce vecteur d'état résultat, les probabilités de
mesurer la particule en un plan d'onde. Si le trajet pour atteindre le
point d'observation comprend N parcours (N intervalle de temps),
le produit à réaliser sera γNq.
En reproduisant l'expérience M fois, nous faisons une mesure
classique : l'observation déterministe apparaissant dès lors que la
probabilité devient supérieure à 1 dans le cumul.
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122gravitation

Dans l'expression précédente, xα est �xé par la gravitation. La
gravitation dé�nit l'espace-temps dans lequel évoluent les particules.
Nous obtenons la conception suivante pour la modélisation
multiphysique, qui conclue notre généralisation :
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