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Exemple 1: Activité intermittente d’un gène
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Exemple 2: Auto-régulation du gène CI
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Modélisation: processus de Markov à sauts

p = nombre d’espèces chimiques
R = ensemble des réactions chimiques

X (t) ∈ Np = état du système chimique, X (t) = (Xi (t))16i6p

X (t) processus de Markov à sauts
saut⇐⇒ réaction chimique r ∈ R

λr (X (t)) = intensité de la réaction r ∈ R
γr ∈ Zp = saut appliqué à X après la réaction r : X −→ X + γr .
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Processus de Markov à sauts

(Ti )i suite de temps de sauts : T0 = 0, Ti = τ1 + . . .+ τi

X est constant sur [Ti−1,Ti [ et saute au temps Ti

P(τi > t |XTi−1 = x) = exp
(
−
∑

r∈R λr (x)t
)

P(XTi = x + γr |XTi−1 = x) =
λr (x)∑

r∈R λr (x)

Générateur:

Af (X ) =
∑
r∈R

[f (X + γr )− f (X )]λr (x)
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Espèces rares/ Espèces fréquentes

Partition des espèces : X = (XC ,XD) ∈ NC × ND

XD espèces rares : XD de l’ordre de 1

XC espèces fréquentes : xC =
XC

N
de l’ordre de 1

Partition des réactions: R = RC ∪RDC

RC réactions rapides:

λr = Nλ̃r de l’ordre de N si r ∈ RC

RDC réactions lentes:
λr de l’ordre de 1 si r ∈ RDC

Sauts de X : γr = (γC
r , γ

D
r ) ∈ ZC × ZD
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Espèces rares/fréquentes

Af (xC ,XD) =
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑

r∈RDC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

−−−−→
N→∞

∇xC f (xC ,XD) ·
∑

r∈RC

λ̃r (xC)

+
∑

r∈RDC

[
f (xC ,XD + γD

r )− f (xC ,XD)
]
λr (xC ,XD).
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Théorème, Kurtz (1971, 1978)

Si N →∞, sous certaines hypothèse, le processus converge en
probabilité vers un processus (xC ,XD) tel que:

xC obéit à une EDO indépendante de XD,
XD a une dynamique de sauts.

Le processus limite est un processus markovien déterministe par
morceaux.
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La critique du biologiste
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1 La variable continue xC peut avoir un régime qui dépend de XD

2 La variable continue xC peut avoir des sauts

3 La variable discrète XD peut avoir des réactions rapides
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Processus markovien déterministe par morceaux
(PDMP), Davis (1993)

Processus
xt = (yt , θt ), t ∈ R+,

à valeurs dans
E = Rn × Nd

déterminé par ses 3 caractéristiques locales:
1 Flot φθ(t , y): mouvement déterministe de yt entre les sauts
2 Intensité λ des sauts aléatoires λ : E → R+

3 Mesure de transition Q

Q :
E → P(E)
x 7→ Q(·; x)

Le générateur du processus est donné par

Af (x) = Fθ(x) · ∇y f (x) + λ(x)

∫
E

(f (z)− f (x))Q(dz; x),

∀x = (y , θ) ∈ E où Fθ est le champ de vecteurs associé au flot φθ.
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PDMP : construction

xt = (yt , θt ), t > 0 démarrant en x = (y , θ) est un processus càdlàg:

1 xt := (φθ(t , y), θ) pour 0 ≤ t < T1 où T1 est le 1er temps de saut

Px (T1 > t) = exp

(
−
∫ t

0
λ(φθ(s, y), θ) ds

)
, t ∈ R+

2 xT−1
= (φθ(T1, y), θ) et xT1

est de loi

Px (xT1
∈ A|T1 = t) = Q (A; (φθ(t , y), θ))

pour tout borélien A de E .

3 On réitère, en prenant comme point de départ xT1
.
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Approximation avec changement de régime

L’indication du biologiste

Certaines réactions de RDC sont assez fréquentes pour induire des
changements de régime sur xC .

Réactions S1 ⊂ RDC :
rapides

ne modifiant pas XD :

γD
r = 0 si r ∈ S1

Ici, les variables rares XD sont lentes. Si pour r ∈ S1, γD
r 6= 0 :

des variables discrètes changent rapidement... Autre problème...

15 / 33



Intro PDMP avec chgt de régime PDMP avec saut Moyennisation Switching singulier Références

Approximation avec changement de régime

AN f (xC ,XD) =
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑
r∈S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)
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Approximation avec changement de régime

AN f (xC ,XD) =
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑
r∈S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

−−−−−→
N→∞

 ∑
r∈RC

λ̃r (xC )γC
r +

∑
r∈S1

λ̃r (xC , XD )γC
r

 · ∇xC f (xC , XD )

+
∑

r∈RDC\S1

[
f (xC , XD + γD

r ) − f (xC , XD )
]
λr (xC , XD )
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Résultat de convergence : Théorème 1

Sous certaines hypothèses, le processus de Markov (xN
C ,X

N
D )

converge en loi vers le PDMP de générateur

A∞f (xc ,XD) =

∑
r∈RC

λ̃r (xC)γC
r +

∑
r∈S1

λ̃r (xC ,XD)γC
r

 · ∇xC f (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S1

[
f (xC ,XD + γD

r )− f (xC ,XD)
]
λr (xC ,XD)

xC obéit à une EDO dépendante de XD,
XD a une dynamique de sauts.

Idée de la preuve
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Approximation avec sauts de xC

L’indication du biologiste

Certaines réactions de RDC induisent de grands sauts sur xC .

Réactions S2 ⊂ RDC :
modifiant fortement xC :

xC 7→ xC + γ̃C
r si r ∈ S2

avec γ̃C
r de l’ordre de 1, pour tout N.
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Approximation avec sauts de xC

ÃN f (xC ,XD) =
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑
r∈S2

[
f (xC + γ̃C

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S2

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)
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Approximation avec sauts de xC

ÃN f (xC ,XD) =
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD)− f (xC ,XD)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑
r∈S2

[
f (xC + γ̃C

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S2

[
f (xC +

1
N
γC

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

−−−−−→
N→∞

 ∑
r∈RC

λ̃r (xC )γC
r

 · ∇xC f (xC , XD )

+
∑

r∈S2

[
f (xC + γ̃C

r , XD + γD
r ) − f (xC , XD )

]
λr (xC , XD )

+
∑

r∈RDC\S2

[
f (xC , XD + γD

r ) − f (xC , XD )
]
λr (xC , XD )
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Résultat de convergence : théorème 2

Sous certaines hypothèses, le processus (xN
C ,X

N
D ) converge en loi

vers le PDMP de générateur

Ã∞f (xc ,XD) =

∑
r∈RC

λ̃r (xC)γC
r

 · ∇xC f (xC ,XD)

+
∑
r∈S2

[
f (xC + γ̃C

r ,XD + γD
r )− f (xC ,XD)

]
λr (xC ,XD)

+
∑

r∈RDC\S2

[
f (xC ,XD + γD

r )− f (xC ,XD)
]
λr (xC ,XD)

xC peut sauter, et entre 2 sauts, il obéit à une EDO
XD a une dynamique de sauts.
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Variables discrètes lentes et rapides

L’indication du biologiste

Certaines variables discrètes sont rapides.

XD = (lent, rapide) = (X 1
D,X

2
D) ∈ NMD,1 × NMD,2

γD
r = (γD,1

r , γD,2
r ), r ∈ R

Réactions S1 ⊂ RDC :
rapides

uniquement sur xC et la variable rapide X 2
D
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Variables discrètes lentes et rapides

Générateur de la forme ÃN = AN + NBN

ÃN f (xC ,X 1
D,X

2
D)

=
∑

r∈RC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,X
1
D,X

2
D)− f (xC ,X 1

D,X
2
D)

]
Nλ̃r (xC)

+
∑
r∈S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,X
1
D,X

2
D + γD,2

r )− f (xC ,X 1
D,X

2
D)

]
Nλ̃r (xC ,X 1

D,X
2
D)

+
∑

r∈RDC\S1

[
f (xC +

1
N
γC

r ,X
1
D + γD,1

r ,X 2
D + γD,2

r )− f (xC ,X 1
D,X

2
D)

]
λr (xC ,X 1

D,X
2
D)
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Moyennisation par rapport à la variable rapide

Méthode de moyennisation

Etape 1 Moyenner en la variable discrète rapide X 2
D

Etape 2 Etudier le comportement limite des variables lentes : (xC ,X 1
D)

Hypothèse pour l’étape 1

Ergodicité de la variable rapide X 2
D, de loi stationnaire νxC ,X 1

D

Dynamique moyenne des variables lentes:

λ̄r (xC ,X 1
D) =

∫
λr (xC ,X 1

D,X
2
D)νxC ,X 1

D
(dX 2

D), r ∈ RDC
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Moyennisation

Etape 2 : Comportement limite des variables lentes (xC ,X 1
D)

Méthode des fonctions tests perturbées (Fouque, 2007):
fN(xC ,X 1

D,X
2
D) = f (xC ,X 1

D) + 1
N f 1(xC ,X 1

D,X
2
D)

Rappel : ÃN = AN + NBN

On choisit f 1 tel que

ÃN(f + 1
N f 1) −−−−→

N→∞

 ∑
r∈RC

γC
r λ̃r (xC) +

∑
r∈S1

γC
r λ̄r (xC ,X

1
D)

 · ∇xC f (xC ,X
1
D)

+
∑

r∈(RDC\S1)

[
f (xC ,X

1
D + γD,1

r )− f (xC ,X
1
D)
]
λ̄r (xC ,X

1
D).
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Résultat de convergence : Théorème 3

Sous certaines hypothèses, (xN
C ,X

1,N
D ) converge en loi vers le PDMP

de générateur

Ã∞f (xC ,X 1
D)

=

∑
r∈RC

γC
r λ̃r (xC) +

∑
r∈S1

γC
r λ̄r (xC ,X 1

D)

 · ∇xC f (xC ,X 1
D)

+
∑

r∈(RDC\S1)

[
f (xC ,X 1

D + γD,1
r )− f (xC ,X 1

D)
]
λ̄r (xC ,X 1

D).

xC obéit à une EDO
X 1

D a une dynamique de sauts.
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Système à double échelle de temps

ÃN,εf (xC ,0) =
∑

r∈RDC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,0)− f (xC ,0)

]
Nλ̃r (xC ,0)

+ [f (xC ,1)− f (xC ,0)]λθ(xC ,0),

et

ÃN,εf (xC ,1) =
1
ε

∑
r∈RDC

[
f (xC +

1
N
γC

r ,1)− f (xC ,1)

]
Nλ̃r (xC ,1)

+
1
ε

[f (xC ,0)− f (xC ,1)] λ̃θ(xC ,1).

Passage 0 −→ 1 lent ; passage 1 −→ 0 rapide
En régime 0: xC rapide
En régime 1: xC très rapide
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Résultat de convergence : Théorème 4

Sous certaines hypothèses, (xN,ε
C ) converge en loi dans

Lp
(
[0,T ];R|C|

)
pour p ≥ 1, vers le PDMP de générateur

Ã∞ϕ(xC) =

 ∑
r∈RDC

γC
r λ̃r (xC ,0)

 · ∇xCϕ(xC)

+λθ(xC ,0)

∫ ∞
0

(ϕ(φ1(t , xC))− ϕ(xC)) λ̃θ(φ1(t , xC),1)e−
∫ t

0 λ̃θ(φ1(s,xC),1)dsdt

où φ1 est le flot associé au champ de vecteurs
∑

r∈RDC

γC
r λ̃r (xC ,1).

Idée de la preuve
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Idée de la preuve

Step 1 Tension de (xN
C ,X

N
D ).

Step 2 Identification des points d’adhérence de (xN
C ,X

N
D ) : ils sont

solution d’un problème de martingale.
Step 3 Convergence de toute la suite via un théorème d’unicité de la

solution du problème de martingale.

Bouton de retour
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Idée de la preuve

Step 1 Tension de (xN,ε
C ) dans Lp([0,T )) pour p ≥ 1.

Step 2 Identification des points d’adhérence de (xN,ε
C ) : ils sont solution

d’un problème de martingale.
Step 3 Convergence de toute la suite via un théorème d’unicité de la

solution du problème de martingale.

Bouton de retour
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