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Intro PDMP avec chgt de régime

PDMP avec saut

Exemple 1: Activité intermittente d’un gene

GG ipP
p f,
avec

G,Gx € {0,1} et
G+G =1
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Exemple 2: Auto-régulation du géne C/

2c1 & ¢,
K_1

k
D+ Cl = Dy

K_» -
Ky 5 100 & 100
Dy = Dy + CI i i
k3
Dy +Ch = D> o O o .
Kk_3
p . )
cl & o o

avec . o = o 0
D, Dy, Dy € {0,1}
etD+ D+ Dy = 1 ]




Intro PDMP avec chgt de régime PDMP avec saut Moyennisation Switching singulier

Modélisation: processus de Markov a sauts

p = nombre d’espéces chimiques
R = ensemble des réactions chimiques
X(t) € NP = état du systeme chimique, X(t) = (Xi(1)),_,,

@ X(t) processus de Markov a sauts
@ saut <= réaction chimique r e R

Ar(X(t)) =intensité de la réaction r e R

~vr € ZP = saut appliqué a X apres la réactionr : X — X + ;.

Références
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Processus de Markov a sauts

@ (T;);suitedetempsdesauts: To =0, Ti =74 +...+ 7

@ X est constant sur [T;_4, T;[ et saute au temps T;
P(ri > t|X7,_, = X) = exp (— > ,cr Ar(X)1)

Ar (X)

P(X7, = X+ 9| X7, = x) = SN
rer

@ Générateur:

AF(X) = D (X + ) = FX)]Ar(x)

rer

Références
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Espéces rares/ Espéces fréquentes

@ Partition des espéces : X = (X¢, Xp) € N¢ x NP
Xp espéces rares : Xp de I'ordre de 1

Xc especes fréquentes : x¢c = % de l'ordre de 1

Références
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Espéces rares/ Espéces fréquentes

@ Partition des espéces : X = (X¢, Xp) € N¢ x NP
Xp espéces rares : Xp de I'ordre de 1

R . X ,
Xc espéces fréquentes : xc = WC de l'ordre de 1
@ Partition des réactions: R = R¢c U Rpc
R réactions rapides:

A = N), del'ordrede N'si r € Re

Rpc réactions lentes:
A delordrede 1si r € Rpc

Références
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Espéces rares/ Espéces fréquentes

@ Partition des espéces : X = (X¢, Xp) € N¢ x NP
Xp espéces rares : Xp de I'ordre de 1

R . X ,
Xc espéces fréquentes : xc = WC de l'ordre de 1
@ Partition des réactions: R = R¢c U Rpc
R réactions rapides:

A = N), del'ordrede N'si r € Re

Rpc réactions lentes:
A delordrede 1si r € Rpc

@ Sauts de X: v, = (7%,~P) € z€ x zP

Références
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Espéces rares/fréquentes

Af(xc, Xp) = > [f(chr ,1\17, 7XD)—f(xC7XD)] N3, (xc)

reRe

1
£ Y [flo+ 28X +99) — f(x0, Xo)| vl Xo)

= Vi f(xc, Xp) - XR:)\ xc)

+ Y [f(xc, Xo +7P) — f(xc, Xo)] Ar(Xc, Xp)-

reRpc

/33
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Théoreme, Kurtz (1971, 1978)

Si N — oo, sous certaines hypothése, le processus converge en
probabilité vers un processus (x¢, Xp) tel que:

@ Xxc obéit a une EDO indépendante de Xp,
@ Xp a une dynamique de sauts.

Le processus limite est un processus markovien déterministe par
morceaux.

X(t)

Xolt)

10/33
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La critique du biologiste

XA{t)] k
T T, T5 T,
Xp(t)
‘ T T
LT, T T,

@ La variable continue x¢ peut avoir un régime qui dépend de Xp

@ La variable continue x¢ peut avoir des sauts

© La variable discréte Xp peut avoir des réactions rapides

11/33



Intro

Processus markovien déterministe par morceaux

PDMP avec chgt de régime PDMP avec saut Moyennisation Switching singulier

(PDMP), Davis (1993)

Processus
Xt = (yt,H;), te R+,

a valeurs dans
E=R"xN?

déterminé par ses 3 caractéristiques locales:
@ Flot ¢o(t, y): mouvement déterministe de y; entre les sauts
@ Intensité \ des sauts aléatoires \ : E — R*
© Mesure de transition Q

E — P(E)

Q: x = Q(+; x)

Le générateur du processus est donné par
Af(x) = Fo(x) - Vyf(x) + A(x) /(f(z) — f(x))Q(dz; x),
E

Vx = (y,0) € E ou Fy est le champ de vecteurs associé au flot ¢s.

Références
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PDMP : construction

X = (y1,6;), t>0démarranten x = (y,6) est un processus cadlag:

Q@ x;:=(¢o(t,y),0) pour0 < t < Ty ou Ty estle 1°" temps de saut
t
Py(Ty > t) = exp <— / A(d0(s, ¥).0) ds) . temrt
0

Q Xr- = (¢0(T1,y),0) et x, estde loi
IP)X(Xn € A|T1 = t) = Q(Av (4)9(1‘7}/)79))

pour tout borélien Ade E.

© On réitére, en prenant comme point de départ X, -

13/33
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Approximation avec changement de régime

Lindication du biologiste

Certaines réactions de R pc sont assez fréquentes pour induire des
changements de régime sur xc.

@ Réactions Sy C Rpc :
@ rapides

@ ne modifiant pas Xp :

P =0 sires;

@ Ici, les variables rares Xp sont lentes. Si pourr € Sy, vP? #0 :
des variables discrétes changent rapidement... Autre probléeme...

15/33
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Approximation avec changement de régime

+ Z |:f(Xc I = N 7 s XD) = f(XC XD):| NS\,(Xc,XD)

1
b 3 [fl g Xo+ 28) ~ ke Xo) | A o
reRpc\St

16/33
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Approximation avec changement de régime

Anf(xe, Xo) = {f(xc + 1N7’C’XD) - f(Xc,XD)} NA(xc)

reRe

+ Z [ Xc+ N 7S, Xp) — f(xc, XD)} N, (xc, Xp)

resS,

1
+ {f(xc + N%C,XD +97) - f(Xc,XD)} Ar(Xc, Xi

reRpc\Si

v > Xr(xo)E + S Ar(xg, Xp)vE - Vg fxc, Xp)
e reR¢ res;

+ > [f(xc, Xp +~P) - fixg, XD)} Ar(xgs Xp)

reRpc\Sy

16/33
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Résultat de convergence : Théoréeme 1

Sous certaines hypothéses, le processus de Markov (x¥, X5)
converge en loi vers le PDMP de générateur

Ao f(Xe, Xp) (Z A(xe)f + > Ar(xe, Xo)y ) -V f(xc, Xp)

reRe reS;

+ Z [f(xc, Xp +77) — f(xc, Xp)] Ar(Xc, Xb)

reRpc\Si

Références

@ xc obéit a une EDO dépendante de Xp,
@ Xp a une dynamique de sauts.
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Approximation avec sauts de x¢

Lindication du biologiste
Certaines réactions de R p¢ induisent de grands sauts sur xc.

@ Reéactions S; C Rp¢ :
e modifiant fortement x¢ :

ch—>Xc+5/,C siresSs

avec 5° de l'ordre de 1, pour tout N.

19/33
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Approximation avec sauts de x¢

Anflre,Xo) = 3 [fl0+ 128 Xo) — fx0, Xo) | N (x0)

reRe

+ > [t +5F, Xo +P) = f(xc, Xo) | Mr(xc: Xo)

reSs

’
+ D {f(Xc + N’VrC,XD 4317 = f(Xc,XD)} Ar(xe, X

reRpc\Sz2

Références

o’
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Approximation avec sauts de x¢

Anflre,Xo) = 3 (1l + 128 Xo) — flxe, Xo) | N (x0)

reRe

+ > [fxe + 58, Xo +P) = f(xc, Xo) | Mr(xc, Xo)

reS,

+ Z |:f(XC+ N’Yr7XD+fYr)_f(XC,XD):| )‘f(XC7)/

reRpc\S2
5 Cc
m’ (,E%C Ar(XC)’Yr ) B vXC f(XCv Xp)

D
+ > [ xc +3C, Xp +1P) - f(xC,xD)] Ar(xg. Xp)
reSy

+ 3 [t Xp +AP) = fgs Xp)] A, Xp)

rences

reRpc\Ss

20/33
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Résultat de convergence : théoréeme 2

Sous certaines hypothéses, le processus (xY, X)) converge en loi
vers le PDMP de générateur

Acf(xe, Xo) = (Z Xr(xC)vF) Vi (X6, Xo)

reRe

+ 3 [fxe + 38 X0 +7P) = f(xc, Xo) | Ar(xc. Xo)
reSs

+ > [f(xe, Xo +4P) — f(xc, Xp)] Ar(Xc, Xp)
reRpc\Sz

@ Xc peut sauter, et entre 2 sauts, il obéit a une EDO
@ Xp a une dynamique de sauts.

Références
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Variables discrétes lentes et rapides

Lindication du biologiste
Certaines variables discretes sont rapides.

Références

@ Xp = (lent, rapide) = (X}, X3) € NMo.t x NMoez
P =P rer

@ Réactions Sy C Rpc:
o rapides

@ uniquement sur xc et la variable rapide X3

23/33
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Variables discrétes lentes et rapides

Générateur de la forme Ay = Ay + NBy
Anf(xc, X}, X3)

= Z |:f(XC+ N’Vr 7XD7X2) f(XCuXBvXEZJ):| NS‘((XC)

reRe

1 .
+ 30 [t + 38,3836 +98%)  fxo, X3, X)| N e, X5, 35)

p> {f(xw,\,vr,xow X5+vf”2)—f(xC,XB,XS)]A,(xC,X&XSI

24/33
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Moyennisation par rapport a la variable rapide

Méthode de moyennisation
Etape 1 Moyenner en la variable discréte rapide X3

Etape 2 Etudier le comportement limite des variables lentes : (x¢, X})

Hypothése pour I'étape 1
@ Ergodicité de la variable rapide X2, de loi stationnaire Ve X}

@ Dynamique moyenne des variables lentes:
S\r(Xc, XB) = //\f(XC,XBvxg)ch,XB(Xm%)’ r € Rpc

Références
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Moyennisation

Etape 2 : Comportement limite des variables lentes (x¢, X})

@ Méthode des fonctions tests perturbées (Fougue, 2007):
fu(xc, Xp, XB) = f(xc, Xp) + y 1" (xc, Xb, X)

@ Rappel : Ay = An + NBy

@ On choisit ' tel que

A (f+1f1)—> Z'Yr XC +Z'Yr)\f X07X0)>'chf(XCv)‘1

reRc resy

=
~

+ Y [ X+ AP = fxe, XB)] Aelxe, XB).

re(Rpc\Sh)

v

26/33
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Résultat de convergence : Théoréeme 3

Sous certaines hypothéses, (xC,X1 N) converge en loi vers le PDMP
de générateur

A f(xe, X))

(Z 'Vr )‘f(XC + Z fYr XCaXD ) : vch(XCaXB)

reRe resS,

+ > {f(XC»XEJ +977) - f(Xc,XB)} Ar(xc, Xp).
re(Rpc\S1)

@ Xxc obéit a une EDO
@ X} aune dynamique de sauts.

27/33
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Systeme a double échelle de temps

Anf(xc,0) = ) [f(xc—i-;vy,c,O)—f(xC,O)] N, (x¢,0)

reRpe
ol [f(XC, 1) = f(Xc7 0)] /\Q(Xc7 0),

et

- 1 1 -
AN’Ef(Xc,1) = ; Z |:f(XC + N’yrc, 1) — f(Xc, 1):| N)\r(Xc, 1)

reRpc

2 11(x6,0) = Fxg. 1] ol ).

@ Passage 0 — 1 lent ; passage 1 — 0 rapide
@ En régime 0: x¢ rapide
@ Enrégime 1: x¢ trés rapide

29/33
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Résultat de convergence : Théoréeme 4

Sous certaines hypothéses, ( #) converge en loi dans
L ([0, T]; RI!) pour p > 1, vers le PDMP de générateur

reRpc

oow XC ( Z Yr )\r XCu ) . vXCSD(XC)

+o(xc, 0) /0 ((¢1(t,Xc)) — (X)) Xa(¢1(t, Xc), 1)@ Jo Ro(#1(5x0). 0 it

ou ¢1 est le flot associé au champ de vecteurs Z X (xc, 1).
reRpc

30/33
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Idée de la preuve

Step 1 Tension de (xY, X})).

Step 2 Identification des points d’adhérence de (xc, NY +ils sont
solution d’un probléeme de martingale.

Step 3 Convergence de toute la suite via un théoréme d’unicité de la

solution du probléeme de martingale.

Références
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Idée de la preuve

Step 1 Tension de (x3°) dans LP([0, T)) pour p > 1.
Step 2 Identification des points d’adhérence de (xg”a . ils sont solution
d’un probléme de martingale.

Step 3 Convergence de toute la suite via un théoréme d’unicité de la
solution du probleme de martingale.
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